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 الدوال
 function: تعريف الدالة

 B فقط في بعنصر واحد A يقترن فيها كل عنصر في B المجموعة لىإ A علاقة من المجموعة دالة هيال
BAf: الصورة ىكتب علتو  : أوBA

f
 

 .المصاحب النطاق  B والمجموعة دالةنطاق ال Aالمجموعة  ىوتسم
ويرمز لها  دالةال ىمد ىتسم fدالة بال A التي تتألف من جميع صور عناصر B والمجموعة الجزئية من

)(})(:{ :حيث Af)( بالرمز AxxfAf  
 :مثال

 f)}1,1,()4,2,()9,3{(:العلاقةإن ف B}9,4,3,1{ ،A}3,2,1{إذا كانت 
BAf دالةتمثل الالمتمثلة بالمخطط السهمي التالي  : ة المعرفة بالقاعدAx 2)( xxf  

  
 
 
 
 

  }9,4,1{ هو ه الدالةهذ ىمدو  }3,2,1{نطاق الدالة هو المجموعة  نواضح أ
 :مثال

x  xxgالمعرفة بالقاعدة :g دالةال sin)(  انطاقه  دالة يه  المصاحب  اهونطاق 
  ]1,1[ الفترة اومداه

 

 one to one function (injective function) الدالة الأحادية: تعريف
BAf دالةال : ختلفة فيإذا كان للعناصر الم (متباينة) ةأحادي دالة سمىت A صوراً مختلفة في B  أي

Axxأن لكل  21, فإن )()( 2121 xfxfxx   2121 أو )()( xxxfxf  
 

 onto function ( surjective function ) الدالة الفوقية: ريفتع

BAf دالةال : إذا كان كل عنصر في (شاملة)دالة فوقية  سمىت B  هو صورة لأحد عناصرA  أي
 .ىأن النطاق المصاحب يساوي المد

1 

2 

3 

1 

3 

4 

9 
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 bijective function دالة التناظر الأحادي: تعريف

BAfالدالة  :  ةوفوقي أحادية ت دالةتناظر أحادي إذا كاندالة تسمى . 
 :مثال

)(Ax 12معرفة بالقاعدة  :f دالةال تإذا كان  xxf فإننا نلاحظ أن: 
 لأن ةأحادي دالة f دالةال 21212121 ,1212)()( xxxxxxxfxf 
بوضع و  y أن فرضب هلأن ةفوقي fدالة ال

2

1


y
x  فإنy

y
xf 


 1)

2

1
(2)( 

   كل عنصرy  هو صوره للعنصرx  
 :ملاحظة

  AB بالرمز Bإلي  A من دوالز للمجموعة التي عناصرها جميع اليرم .مجموعة ,BA لتكن كل من
 :مبرهنة

من العناصر فإن المجموعة  nى ي علتحتو  Bمن العناصر والمجموعة  mى تحتوي عل A إذا كانت المجموعة
ABىتحتوي عل mn من العناصر. 

 :البرهان
},.........,,{ نفرض أن 21 mxxxA    ،},.......,,{ 21 nyyyB  

 فإن n يساوي B وبما أن عدد عناصر Bناصر يمكن أن يرتبط بأي عنصر من ع 1x حظ أن العنصرلا
 يمكن أن  2x وكذلك العنصر nبطرق عددها  Bرتبط بأي عنصر من عناصر يمكن أن ي 1xالعنصر 

 .أيضاً  n بطرق عددها Bيرتبط بأي عنصر من عناصر 
 :هي Bمع عناصر المجموعة  A المجموعة رتباط عناصرادد الطرق التي يمكن بواسطتها إذاً ع

m

mالمراتمن

nnnnn 

..... 

 Equality of functionsل اتساوي الدو 
BAfليكن كل من  :  ،DCg : دالة. 

DBCAgf إذا وإذا كان فقط ينالدالتين تكونان متساويت  ,, 
  :مثال

gf كل من  إذا كان  :تيكالآ  ى معرفة عل دالة ,
}:),{(,}:),{( 2xyyxgxyyxf  
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gf ينفإن الدالت  .ينمتساويت ,
Zh وإذا كانت )(2دالة معرفة كالتالي   : xxh   فإنfh   وكذلكgh   لأنZ 

،  
 : مبرهنة
BAgكل من   إذا كان : ،BAf : فإن  دالة gf   فقط إذا كانو إذا  

Axxgxf  )()( 
 :البرهان

gf نفرض أن:أولاً    ونبرهن أنAxxgxf  )()( 

)()()(),(

)(),(:

xgxfyxggyx

yxffyxByAx



 
  

Axxgxfنفرض أن :ثانياً   gf ونبرهن أن )()(   

)1.......(..........

),()()(),(

gf

gyxyxgyxffyx



 

)2.......(..........

),()()(),(

fg

fyxyxfyxggyx



 

gfنستنتج أن ( 2)و( 1)من   
gfمن أولاً وثانياً نستنتج أن   إذا وفقط إذا كان Axxgxf  )()( 

 :مبرهنة
BAf إذا كانت : دالة و Cfran    فإنCAf :  ًدالة أيضا 
 :البرهان

                                  B              f            A     
 
 
 
 

 Ax نفرض أن
 يوجد frany   بحيثfyx ),(  

 

* 

* 

* 

* 

 

 

 

 

 

 * 

* 

* 

* 
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Cfran بما أن    فإن Cy 
CAf إذاً  : دالة 

 :تعريف
BAfلتكن  :  ، دالةBb . 
bafفإن   Aa إذا وإذا كان فقط لكل عنصر constant functionالدالة الثابتة ب fى تسم )( 
 :مثال
 ليكن BA وأن f ى علاقة عل معرفة كالتالي: 

}5:),{(  yyxf  5أي أن)(,  xfx  فإن:f تسمي دالة ثابتة 
 :ملاحظة

BAfليكن  : دالة ثابتة 
 .ن عنصر فتكون الدالة ليست أحاديةأكثر م ىتحتوي علA إذا كانت المجموعة (1
 .أكثر من عنصر فتكون الدالة غير فوقية ىتحتوي علBإذا كانت المجموعة   (2

 :تعريف
YXf لتكن  : ى دالة تسمf  (الذاتية)بالدالة المحايدة identity function  لكل  فقط كان  وإذا إذا

Xx  فإنxxf )(  ويرمز لها بالرمز XI 
 Bijenction function( أحادية وفوقية" )تناظر أحادي"دالة تقابلية XIلاحظ أن 

 inclusion function: حتواءدالة الا
BAfالدالة  ىفتسم B موعة جزئية غير االية من المجموعةمج A لتكن : حتواء إذا فقط وإذا  بدالة الا
Axxxfكان  )( 

 مثال 
 :كالتاليمعرفة   Z إلى  نم دالة f إذا كانت

  xxxf  Z حتواء لأنتكون دالة الا f فإن )(
 :ملاحظة

BAfليكن  : حتواءدالة الا. 
fIفإن  BAإذا كان  (1 X  
 حتواء أحاديةدالة الا  (2
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 حتواء ليست فوقيةفإن دالة الا BA إذا كان  (3
 :Restriction function  يدةقالدالة الم

BAfليكن  : دالة ولتكن C مجموعة جزئية من  A . 
BCg الدالة :   المعرفة بحيثCxxfxg    ونرمز لها بالرمز Cى عل f بقيد ىتسم )()(,

BCCf :/ أي أن: Cfg / 
 :مثال

)},(:)(1{ :كالآتي   مجموعة الأعداد الحقيقة ىدالة معرفة عل fلتكن   xxfyxf 
 إلى دالة من  gولتكن  )},(:)(1{ :معرفة كالتالي    xxgyxg 
 بما أن ,,)()( xxfxg الدالة فإن g د يهي  تقيf ى عل 

 :مبرهنة
ACBf إذا كان : فإن CfBff //   
 :البرهان

fyxنفرض أن  ),( أي أنyxf )( وهذا يعني أنCBx   وبالتاليCxorBx  
yxfxBfفإن  Bxإذا كانت ف  Bfyxأي أن  )/)(()( /),(   

yxfxCfفإن  Cxوإذا كانت   Cfyxأي أن  )/)(()( /),(  
CfBfyx مما سبق نستنتج أن //),(  أي أن: 

)1(..........// CfBff  
CfBfyxنفرض أن  //),(   وهذا يعني أنBfyx /),(   أوCfyx /),(  
Bfyxفإذا كانت  /),(   فإن)())(/( xfyxBf   أي أنfyx ),(  
Cfyxوإذا كانت  /),(   فإن)())(/( xfyxCf   أي أنfyx ),( 

fyx ا سبق نستنتج أنمم ),( أي أن: 
)2(..........// fCfBf  

CfBff :نستنتج أن( 2)و( 1)من  //  
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 Extension or functionالدالة ( تمديد)توسيع 
BAfليكن  : دالة وليكن DA . 
BDg الدالة : بتوسيع ىتسم f من A إلى D إذا تحقق الشرط التالي: 

Axxfxg  fAg أي أن )()(, /  
 :مثال
22 حيث :g هي توسيع للدالة :f الدالة )(,)( xxgxxf   

 

  Distance functionالة المسافة د
}:0{ لنعتبر أن  xx  أنأي   هي مجموعة الأعداد الحقيقية غير السالبة وليكنA  مجموعة

 :فإن الدالة AAd  :بدالة المسافة إذا تحققت الشروط التالية ىتسم :
Acba لكل ,,  

1  )babad  0),( 
2)),(),( abdbad . 
3  )),(),(),( cbdbadcad  
d ى قياس عل ىيسمA (Metric on  A .) 

  :مثال
yxyxd :معرفة بحيث  إلى  من دالة d إذا كانت ),( فإن :d  هي دالة مسافة 
 :البرهان

1)          yxyxyxyxd  000),( 
2 )            ),()(),( yxdxyxyyxyxd  
3             )),(),(),( zydyxdzyyxzyyxzxd  

),(),(),(أي أن               zydyxdzxd    
 d  دالة مسافة 

 :تمرين
 :معرفة بحيث  إلى AA من دالة d مجموعة ولتكن A لتكن










yx

yx
yxd

,0

,1
 دالة مسافة  d برهن أن ),(
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 :ملاحظة
 تإذا كان AAd ),( دالة مسافة فإن : dA فضاء متري ىيسم. 

),(أي أن في المثال السابق  d  مقررأكثر في  تفصيلية بتمثل فضاءً مترياً ،وسيتم دراسة الفضاءات المتر 
 .التحليل الحقيقي

 
 Composite functionالدالة التركيبية 

 :تعريف
 . gran،ومداها  gdomدالة نطاقها  g،ولتكن  fran،ومداها  fdomدالة نطاقها  fلتكن 

fgبأنه الدالة  gمع  fنعرف تركيب   التي نطاقها هو المجموعة })(,:{ gdomxffdomxx  
 

 

 

 
                                   g                            f 

 

 
                                                

                                                             fg  

 :ملاحظة
BAf لاحظ أنه إذا كان كل من : ،DCg : د إيجايمكن  فإنه دالةDAfg :  عندما

gdomfranيكون     إيجاد يمكن وكذلكBCgf : أن بشرط fdomgran   
)(}:,)({هذه الحالة يكون  وفي fdomxggdomxxgfdom  

 :مثال
إذا كان   xxxfxxxg ,)(,,32)(  :فإن 2

32)())(())(( 22  xxgxfgxfg  
 :مثال

))((يمكن إيجاد  لا xfg   من الدالتينxxf )(   ،
x

xg



1

1
gdomfranلأن  )(  

]0,(حيث  fran  ،)1,( gdom 
 

  g مدى

 

 
 

 gنطاق 

 fنطاق 

fgمدى   

))(( xfg 

 fمدى 

 
)(xf 

fgنطاق   

x 
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 :مبرهنة
BAf إذا كان كل من : ،CBg : فإن ، دالةCAfg :  ًدالة أيضا 

 البرهان 
cafgبحيث  Cc يوجد Aa لكل هأن سنبرهنأولاً  ))((   برهن أن لكل عنصر صورة سنثم

 .واحدة فقط
fbaحيث  Bbا يعني أنه يوجد ذوه Aaنفرض أن  ),( 

gcbحيث  Ccدالة فإنه يوجد  g،و  Bbبما أن  ),( 
gcbfbaبما أن  fgcaفإن  ),(,),( ),(  أي أنcafg ))((  
fgca نفرض أن الآن ),( 2 ، fgca ),( Bbbنه يوجد وهذا يعني أ 1 21  حيث  ,

gcbfba  ),(,),( gcbfbaوكذلك    111  ),(,),( 222 
BAfبما أن  : و دالة،fbafba  ),(,),( 21فإن  21 bb   

CBgأن  وبما :  و  دالة،gcbgcb  ),(,),( 21فإن  2111 cc  
 :نتيجة

BAfكل من  إذا كان : ،CBg :  لكل دالة فإنهAx  يكون))(())(( xfgxfg  
 :البرهان

gzyfyxByfgzxzxfg  ),(,),(:),())((  
zyggzyyxffyx ولكن   )())((وبالتالي  ),()(,),()( xfgygz  

))(())((أي أن  xfgxfg  
 :مبرهنة
BAfكل من ليكن   : ،CBg : دالة: 

gf إذا كان كل من (1 fg دالة أحادية فإن ,  ية أيضاً دالة أحاد. 
gf إذا كان كل من (2 fg دالة فوقية فإن ,   ًدالة فوقية أيضا. 
gf إذا كان كل من (3 fg فإن قابليةدالة ت ,   ًدالة تقابلية أيضا. 

 :البرهان
))(())(( نفرض أن( 1 21 xfgxfg    حيثAxx 21 , 

))(())((أي أن  21 xfgxfg   وبما أنg  فإن دالة أحادية)()( 21 xfxf  
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21فإن دالة أحادية  fوبما أن  xx   وهذا يبرهن أنfg  الة أحادية أيضاً د 
zygبحيث  Byدالة فوقية فإنه يوجد  gوبما أن  Czنفرض أن ( 2 )( 

yxfبحيث  Axفإنه يوجد فوقية  دالة f وبما أن )( 
zxfgمما سبق نستنتج أن  ))((  أي أن لكلCz  يوجدAx بحيثzxfg ))((   

fgإذاً   دالة فوقية 
 

gf إذا كان كل منه نستنتج أن( 2)و( 1)من ( 3 fg فإن ليةقابدالة ت ,   ًدالة تقابلية أيضا 
 

 :مبرهنة
BAf  ليكن كل من : ،CBg : دالة: 

fg إذا كانت( 1  دالة أحادية فإن f  ًدالة أحادية أيضا. 
fg إذا كانت( 2  دالة فوقية فإن g أيضاً  دالة فوقية.  

 :البرهان
Axxنفرض أن ( 1 21, حيث)()( 21 xfxf  

))(())((دالة فإن  gبما أن  21 xfgxfg   أي أن))(())(( 21 xfgxfg   
fgبما أن   21 دالة أحادية فإن xx   وهذا يثبت أنf دالة أحادية. 

 Czنفرض أن ( 2
fgبما أن    فإنه يوجد دالة فوقيةAx  حيثzxfg ))((   أي أنzxfg ))(( 

Bxfوبما أن  )(  فإنg  دالة فوقية 
 تمارين

 ؟ برهن صحة ما تقول؟أم لا والالتالية تمثل د هل العلاقات( 1
i ):f 7 حيث)(  xxf 

ii ):g حيث 
x

xg
1

)(   

 (iii :h  حيث









0,0

0,1
)(

x

xx
xh 

 (iv ZQk :حيث nm
n

m
k )(  ،Zmn  ,0  
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ليكن  (2 AAd  ."دالة مسافة"دالة مترية  :
برهن أن 

),(1

),(
),(

yxd

yxd
yxm


  لكلAyx ,  حيث" دالة مسافة "تمثل دالة مترية 

 AAm : 
 حيثدالة مترية  :m برهن أن .دالة مترية :dليكن ( 3
),(.),( yxdhyxm  لكل yx,  و،h ي موجبعدد حقيق. 

 

 
  inverse functionالدالة العكسية 

BAf إذا كان : 1 دالة فإن العلاقة العكسيةf من B إلى A  قد تحقق شروط الدالة أو لا تحققها
DCf كما أنه إذا كان  CDfفليس من الضروري أن تكون دالة  1: : دالة والأمثلة التالية

 :توضح ذلك
 :مثال

 :فإن B}5,4{إلى  A}3,2,1{علاقة من  f)}4,1,()4,2,()5,3{( إذا كانت
)}3,5(),2,4(),1,4{(1 f 

BAf واضح أن :  دالة ولكنABf   .ليست دالة 1:
 :مثال

1)}1,2,()1,3{( : فإن B}3,2{إلى  A}1{علاقة من  f)}2,1,()3,1{( إذا كانت f  
BAfواضح أن  :  ليست دالة بينماABf    .دالة 1:

 :تعريف
BAfدالة لا أنيقال  : معكوس إذا كانت العلاقة  لهاABf   1fالعلاقة  ىدالة ،وتسم 1:

 f بالدالة العكسية للدالة
 :مبرهنة

BAfيكون للدالة  :  دالة عكسية إذا وإذا كان فقطBAf :  دالة تقابلية 
  :البرهان

BAfنفرض أن الدالة : أولاً  :  لها معكوس وليكنABf  BAfونبرهن أن 1: :  دالة تقابلية 
Axxyxfxf :دالة أحادية نفرض أن f ولإثبات أن  2121  أن  وهذا يعني )()(:,
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fyxfyx  ),(,),( 1وبالتالي  21
2

1
1 ),(,),(   fxyfxy 

21 فإن دالة 1f وبما أن xx   وهذا يثبت أنf  دالة أحادية  
xyf بحيث  Axفإنه يوجد  دالة 1fوبما أن  By دالة فوقية نفرض أن f ولإثبات أن  )(1  

),(1 أي أن  fxy  وهذا يعني أنfyx ),(  أي أنyxf )( 
 دالة فوقية fإذاً 
BAfنفرض أن : ثانياً  : وليكن   دالة تقابلية ونبرهن أن لها معكوسABf  :1 

ABf أن  أي أننا سنبرهن  دالة فوقية  f وبما أن By تحقق شروط الدالة ،لذلك نفرض أن 1:
yxf بحيث  Ax فإنه يوجد )(  وهذا يعني أن fyx ),(  

),(1إذاً   fxy  أي أنxyf  وسنبرهن الآن أن صورة كل  Aله صورة في  Bأي كل عنصر في  1)(
 1fالعلاقة  عنصر تكون وحيدة تحت تأثير

1نفرض أن 
2

1
1 ),(,),(   fxyfxy  وهذا يعني أنfyxfyx  ),(,),( 21 

21 دالة أحادية فإن f وبما أن xx  
ABfإذاً    دالة  1:

 

 :مرينت
BAfبرهن أنه إذا كانت  :  دالة تقابلية فإنABf   دالة تقابلية  1:

 :مبرهنة
BAfإذا كانت  :دالة لها معكوس فإن: 

1 )  BIff 1                                         2    )AIff  1 
 :البرهان

),(1نفرض أن ( 1  ffzx   هذا يعني أنه يوجد،Ay  1بحيث),(  fyx  و،fzy ),( 
fxyأي أن  ),(  و،fzy ),(  وبما أنf  دالة فإنzx  

BIzzxxzxإذاً   1....................)....1( :لذلك فإنو  ),(),(),(
BIff  

BIbbنفرض أن  ),( أي أن Bb  وبما أنf  فإنه يوجد دالةAa  بحيثbaf )(  أي أن
fba ),(   1،ولكنf  دالة وبالتالي فإنه يوجدAx  بحيثxbf  ),(1أي أن  1)(  fxb 

fbxأي أن  ),(  وبما أنf  دالة أحادية ،وfba ),(  ،fbx ),(  فإنax  
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),(1الآن لدينا   fab  ،fba ),(  1ومن ذلك نستنتج أن),(  ffbb  أي أن: 
)2........(..........1 ffIB  

1نستنتج أن ( 2)و( 1)من  ffIB  
 

ffzxنفرض أن ( 2 1),(   هذا يعني أنه يوجد،By  بحيثfyx ),(  1،و),(  fzy 
fyxأي أن  ),(  و،fyz ),(  وبما أنf  دالة أحادية فإنzx  

AIzzxxzxإذاً   1....................)....1( :ولذلك فإن ),(),(),(
AIff   

AIaaنفرض أن  ),(  أي أنAa  وبما أنf  دالة فإنه يوجدBb  بحيثbaf )(  أي أن
fba ),(   1،ولكنf  دالة وبالتالي فإنه يوجدAx  بحيثxbf  ),(1أي أن  1)(  fxb 

fbxأي أن  ),(  وبما أنf  دالة أحادية ،وfba ),(  ،fbx ),(  فإنax  
),(1الآن لدينا   fab  ،fba ),(  ومن ذلك نستنتج أنffaa 1),(  ولذلك فإن: 

)2.........(....................1 ffI A  
ffIنستنتج أن ( 2)و( 1)من  A 1 

 :مبرهنة
BAf تإذا كان : دالة لها معكوس فإن ABf   ادية فوقيةتكون دالة أح 1:

 بليترك تمرين للطا :البرهان
 :مبرهنة
BAfليكن  : ، ABg :دالتين.  

AIfg إذا كان  ،  BIgf  فإن f  1دالة أحادية فوقية و fg 
 رين للطالبيترك تم: البرهان
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 الدوالالصورة المباشرة والصورة العكسية بفعل 
 :تعريف
BAfليكن  : وليكن دالة C مجموعة جزئية من A . 

 الأقل لأحد عناصر المجموعة ىلكل عنصر فيها هو صورة ع  التي B المجموعة المتكونة من عناصر المجموعة
C تسمي صورة مباشرة للمجموعة C دالةبفعل ال BAf : ويرمز لها بالرمز )(Cf. 

)(}:,)({أي أن  yxfCxByCf  
 :مثال

ZZf إذا كانت  : 2بحيث  دالة)( xxf   2,1,0,1,2{،و{ C  4,1,0{فإن{)( Cf 
 :مثال

 إذا كانت }0{:f بحيث دالة 
x

xf
1

)(   10[، و( ،C  فإن : 

}1:{)(  yyCf 
 :مبرهنة
YXfليكن  :وليكن كل من دالة BA, مجموعة جزئية من المجموعة X . 

)()(فإن  BA إذا كانت BfAf  
 :البرهان

 Afy)(نفرض أن 
xfy)(يث بح Axنستنتج أنه يوجد من تعريف الصورة المباشرة     

)()(ولذلك فإن   Bxفإن  BAوبما أن  Bfxf    أي أن)(Bfy    
)()(وهذا يؤدي إلى أن  BfAf  

 :مبرهنة
YXfليكن  : وليكن كل من دالة BA, مجموعة جزئية من المجموعة X . 
)()(فإن  BA تإذا كان BfAf  

  :البرهان
 .يترك تمرين للطالب
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 : ملاحظة
)()( إذا كان BfAf    يكون فليس من الضروري أنBA  هو موضح بالمثال التالي كما: 

 :مثال
Zfإذا كانت  )(1حيث  دالة : 2  xxf ، }2,0,3{A  ، }3,0,2{B فإن: 

 }10,1,5{)(,}5,1,10{)(  BfAf 
)()(لاحظ أن  BfAf  بينما BA  

 :مبرهنة
BAf تإذا كان : وكل من دالة ، DC, مجموعة جزئية من A نفإ: 

1   ))()()( DfCfDCf   
2   ))()()( DfCfDCf   
3 )  )()()( DCfDfCf  

 :البرهان
)(نفرض أن ( 1 DCfy   وهذا يعني أنه يوجدDCx   بحيث)(xfy  

)(: xfyDxorCx  
)()(فإن  Cx فإذا كان Cfxf  فإن  وبالتالي)(Cfy  أن وهذا يعني)()( DfCfy  
)()( فإن Dx وإذا كان Dfxf   وبالتالي فإن)(Dfy  وهذا يعني أن)()( DfCfy  

)()()(..........)....1(وهذا يثبت أن  DfCfDCf   
)()(الآن نفرض أن  DfCfy   وهذا يعني أن)(Cfy    أو)(Dfy 

Cxيوجد ه فإن Cfy)(فإذا كان  1  بحيثyxf )( 1 
DCCxوبما  1  فإن)()( 1 DCfxf  وبالتالي فإن: )( DCfy  

Dxيوجد  هفإن Dfy)(أما إذا كان  2  بحيثyxf )( 2 
DCDxوبما  2  فإن)()( 2 DCfxf  وبالتالي فإن: )( DCfy  

)()()(..........)....2(وهذا يثبت أن  DCfDfCf   
)()()( : نستنتج أن( 2)و( 1)من  DfCfDCf   

 

)(نفرض أن ( 2 DCfy  يعني أنه يوجد  وهذاDCx   بحيث)(xfy  
)(: xfyDxandCx  
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)()( أي أن Cfxf  و )()( Dfxf    وبالتالي فإن)()()( DfCfxfy  
)()()(وهذا يثبت أن  DfCfDCf   

)()()( لاحظ أن DCfDfCf    ما هو موضح بالمثال التاليك: 
 مثال  
BAfليكن  : 5معرفة بالقاعدة  دالة)( xf  3,2,1{حيث{A، }5{B  وبفرض أن

}2,1{C، }3{D  فإن  )()( fDCf    5{بينما{)()(  DfCf 
)()(}5{أي أن  DfCf  

)()()(نلاحظ أن  DCfDfCf   
 

)()(نفرض أن ( 3 DfCfy   وهذا يعني أن)(Cfy  و،)(Dfy 
xfy)(بحيث  Cxه يوجد فإن Cfy)(وبما أن   
)()(فإن  Dfy)(وبما أن  Dfxf   وعليهDx  
,:)( أي أن xfyDxCx   أي أن)( DCfy   وهذا يبرهن أن:                                 

)()()( DCfDfCf  
 

 :مبرهنة
BAf ذا كانتإ :وكل من ةأحادي دالة DC,  مجموعة جزئية من A فإن: 

)()()( DfCfDCf   
 :البرهان

)()()( :بنفس الطريقة في المبرهنة السابقة يمكن برهنة أن :أولاً  DfCfDCf   
)()()( لبرهنة أن: ثانياً  DCfDfCf    نفرض أن)()( DfCfy  أي أن: 

)(Cfy  و،)(Dfy  وهذا يعني أنه يوجدDxCx  21 )()(حيث  , 21 xfyxf  
21دالة أحادية فإن  fوبما أن  xx   

DCx إذاً  1  وبالتالي فإن)()( 1 DCfxf   أي أن)( DCfy  
)()()(وهذا يبرهن أن  DCfDfCf   

)()()(:  من أولاً وثانياً نستنتج أن DCfDfCf   
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 :مبرهنة
YX ليكن كل من YXfمجموعة وليكن  , : وليكن دالة f علاقة من )(XP إلى )(YP  معرفة

)},()()(:)({ :كالتالي BAfYPXPBAf   فإن)()(: YPXPf  دالةكون ت. 
 :البرهان

 YP)(توجد صورة في  XP)(في  Aأولاً سنبرهن أن لكل عنصر 
YAfفإن  XAنستنتج أنه إذا كان من تعريف الصورة المباشرة  )(  وهذا يعني أن)()( YPAf  

BAfوبفرض أن  )( ه لكل فإن)(XPA  يوجد)(YPB  بحيث fBA ),( 
 

 تكون وحيدة Aثانياً سنبرهن أن صورة العنصر 
نفرض أن  fBA ),( ،و  1 fBA ),( 21أي أن  2 )(,)( BAfBAf  

21دالة ولذلك فإن  fدة لأن وحيتتعين بصورة  Af)( المجموعة نولك BB  
:)()(من أولاً وثانياً نستنتج أن  YPXPf  تكون دالة 

 :تمرين
YXfليكن  :  ليكن و ،دالةIiiA }{  عائلة مجموعات مفهرسة جزئية منX  :برهن أن  

1 )
Ii

i

Ii

i AfAf


 )()(                        2 ) 
Ii

i

Ii

i AfAf


 )()(    

 :تعريف
BAfليكن  :  ولتكن دالة D مجموعة جزئية من B  فإن مجموعة جميع العناصر فيA تي تنتمي  ال

Dلـ  المجموعة العكسية ىتسم D صورة كل عنصر منها إلى BAf  الدالةبفعل    :  ويرمز لها بالرمز
)(1 Df   1)(})({أي أن DxfAxDF   

 

 :مثال
)(2 بحيث دالة :f إذا كانت 2  xxf 11(}:112{}3,3{ فإن( 21  xxf                                
})38,17({}:)(}38,18{{}:382182{وكذلك  221  xorxxxfxf        
1})38,17({}6,6,4,4{أي أن  f 
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 :مبرهنة
YXfليكن  : كن كل منيول دالة DC  . Yمن  مجموعة جزئية ,

DC ذا كانإ  فإن )()( 11 DfCf    
 :البرهان

DCنفرض أن    1)(ونفرض أن Cfx  
Cxfنستنتج أن  من تعريف الصورة العكسية )(  

DC وبما أن   فإنDxf )( أي أن: )(1 Dfx  
)()(..........)........1(وبالتالي فإن  11 DfCf   

 
DCوبالعكس نفرض أن    1)(ونفرض أن Dfx  

Dxfنستنتج أن  من تعريف الصورة العكسية )( وبما أنDC  ن فإCxf )( أي أن:)(1 Cfx  
)()(..........)........2(وبالتالي فإن  11 CfDf   

 

DC ذا كانإ هنستنتج أن( 2)و( 1)من   فإن )()( 11 DfCf    
 

 :ملاحظة
)()( ذا كانإ 11 DfCf    ي أن يكون ر فليس من الضروDC   كما في المثال التالي: 
 

 :مثال
BAfالشكل التالي يوضح الدالة  :  حيث)()( 11 DfCf    ولكنDC  

B        f         A 
                             C 

                            D 
 
 
 

1 
 

2 
 

3 
 

4 

a 
 

 
 

b 
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 :مبرهنة
BAf تإذا كان :  وكلا مندالة DC, مجموعة جزئية من B فإن: 

1   ))()()( 111 DfCfDCf    
2   ))()()( 111 DfCfDCf    
3 )  )()()( 111 DCfDfCf   

 :البرهان
1)(نفرض أن ( 1 DCfx   وهذا يعني أنDCxf )(  أي أنCxf )(  أوDxf )( 

1)(وهذا يؤدي إلى أن  Dfx   1)(أو Cfx   أي أن)()( 11 DfCfx   
)()()(..........)......1(وبالتالي نستنتج أن  111 DfCfDCf    

)()(وبالعكس نفرض أن  11 DfCfx    1)(أي أن Dfx   1)(أو Cfx  
Cxfوهذا يؤدي إلى أن  )(  أوDxf )(  أي أنDCxf )(  وبالتالي فإن)(1 DCfx  
)()()(..........)......2(وبالتالي نستنتج أن  111 DCfDfCf    

)()()( :نجد أن( 2)و( 1)من  111 DfCfDCf    
 

 .يترك تمرين للطالب( 3، ( 2برهان الفقرتين 


