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 العلاقات
 تعريف

 .مجموعة غير خالية ,BAلتكن كل من 
),( علاقة ويرمز لعناصر العلاقة بالأزواج المرتبة تسمى BAجزئية من  R أي مجموعة ba حيث: 

},:),{( BbAabaR  
 :مثال
},,{,},,{ لتكن cbaAzyxB  فإن: 

 )},(),,(),,{( zcybxaR   علاقة منA  إلىB 
)},(),,(),,{( zbyaxaQ    علاقة منA  إلىB 
)},(),,(,,{( azbxaxH   من علاقةB  إلىA 

 

 :للعلاقة ىلنطاق والمدا  :تعريف
 .Bإلي المجموعة  Aعلاقة من المجموعة  Rلتكن 
Rdom ويرمز لها بالرمز Rبنطاق العلاقة  Rمن الأزواج المرتبة في  صر الأولىمجموعة العنا ىتسم  :أي أن 

}),(::{ RyxByxRdom        
 :أي أن Rranويرمز لها بالرمز  Rالعلاقة  ىبمد Rة من الأزواج المرتبة في نيمجموعة العناصر الثا ىتسم

}),(::{ RyxAxyRran  ونلاحظ أن: ARdomBRran  ,    
 :مثال

},{، A}3,2,1{ إذا كانت baB   1,,()2,,()3,{( و{( abaR  علاقة منA إلى B فإن
},{ baRran    ،}3,2,1{Rdom 

 :مثال
)},(:{:ومعرفة كالآتي  مجموعة الأعداد الحقيقية ىعلاقة عل R إذا كانت 2 xyyxR  

 :فإن RdomRran ,       
 :العكسية العلاقةتعريف 

1)},(:),({ :فإن العلاقة B إلى المجموعة A قة من المجموعة علا Rإذا كانت  RbaabR  
 Rتسمى العلاقة العكسية للعلاقة  Aإلى المجموعة  Bمن المجموعة  
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 :مبرهنة

Rإذا كانت   :فإن Bإلي المجموعة  Aعلاقة من المجموعة  
1-       1 RranRdom                                              2-          1 RdomRran 
 :لبرهانا 

1-    
11),(),(:   RranxRxyRyxByRdomx 

)1.........(..........1 RranRdom 
RdombRabRbaAaRranb   ),(),(: 11 

)2.......(..........1 RdomRran   
1   :نجد أن( 2)و( 1)من  RranRdom 
 يترك تمرين للطالب( 2) رقم

 (المحايدة):تيةاالعلاقة الذ
),( مجموعة ما فإن المجموعة التي عناصرها جميع الأزواج المرتبة Aلتكن  yx  فيAA حيث yx  
)},(:{:نأي أ AIويرمز لها بالرمز  A على" المحايدة"بالعلاقة الذاتية  تسمى yxAAyxIA  
 :مثال

  AI)}1,1,()2,2,()3,3{(فإن  A}3,2,1{ إذا كانت
 مثال

)},(:{)}1,1,()2,2........,({.. :فإن مجموعة الأعداد الطبيعية A إذا كانت  yxyxI 

 :تركيب العلاقات
Aعلاقة من  Rإذا كانت  RQ:فإن C إلى Bعلاقة من  Q و B إلى     تركيب العلاقةR  معQ 

)},(::),(,),({ :تعرف كما يلي QcbRbaBbCAbaRQ  
 .Cإلي  Aهي علاقة من  Qمع  Rلاحظ أن تركيب العلاقة 

 مثال
},,{ لتكن cbaA  ،},,{ zyxB   ،}3,2,1{C ،حيث )},(),,(),,(),,{( xczbyaxaR  

)},1,(),3,(),4,(),2{( ،و Bإلى  Aعلاقة من  xzyxQ    علاقة منB  إلىC 
)},1,(),2,(),3,(),4,(),1,(),2{(:فإن ccbaaaRQ   
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 :مبرهنة
RIRRI :فإن Aالمجموعة  علاقة علىRلتكن  AA   

 :البرهان 
RRI: سنبرهن أن: لاا أو  A     

 AA IzyRyxAyRIzx  ),(,),(:),(  
RzxzyIzy A  ),(),( 

)1(....................RRIA   

)2....(....................

),(),(,),(),(

RIR

RIbaIbbRbaRba

A

AA







 

RRI :أن ستنتجن( 2)و(1)من  A  
RIR سنبرهن أن: ثانياا  A   

)3.(....................

),(),(

),(,),(:),(

RIR

RzxyxIyx

RzyIyxAyIRzx

A

A

AA











 

AA IRbaIaaRbaRba  ),(),(,),(),( 
)4......(..........AIRR  

RIR :أن ستنتجن( 7)و(7)من  A  

RIRRI :من أولاا وثانياا نستنتج AA   
 :مبرهنة

RQH لتكن   :فإن A المجموعة ىعلاقات عل ,,
1      . )()( RQHRQH                                    2     .RR  11)( 
7      .111)(   QRRQ  

 :البرهان
1  . 

QHdbRbaAbRQHda   ),(,),(:)(),( 
HdcRQcaHdcQcbAcRba  ),(,),(),(,),(:,),(  

)(),( RQHda  
)1.........(....................)()( RQHRQH   
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HdcRQcaAcRQHda  ),(,),(:)(),(  

QHdbRbaHdcQcbRbaAb  ),(,),(),(,),(,),(: 
RQHda  )(),(  

)2.........(....................)()( RQHRQH   
)()(: أن نستنتج( 2)و( 1)من  RQHRQH    
2  . 

   RyxRxyRyx   ),(),()(),( 111 

RR أي أن   )(11 وكذلك )(11  RR  وهذا يبرهن أن RR  11)( 
7 . 

     
1111

1

),(),(,),(

),(,),(:),()(),(









QRzxQyxRzy

QxyRyzAyRQxzRQzx



 

)1....(....................)( 111   QRRQ  
RbcQabRcbQbaAbQRca   ),(,),(),(,),(:),( 1111  

1)(),(),(  RQcaRQac  
)2...(....................)( 111   RQQR  

 :أن نستنتج( 2)و( 1)من 
111)(   QRRQ  

 :مبرهنة

  :فإن B إلى A علاقتين من R،Q إذا كانت
1 .    111)(   QRQR                              2.      111)(   QRQR  

 :البرهان
1 . 

)1.......(..........)(

),(),(,),(

),(,),(),()(),(

111

1111

1













QRQR

QRyxQyxRyx

QxyRxyQRxyQRyx







 

)2......(..........)(

)(),(),(

),(,),(),(,),(),(

111

1

1111













QRQR

QRyxQRxy

QxyRxyQyxRyxQRyx







 

)(111 :نجد أن( 2)و( 1)من    QRQR  
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 يترك تمرين للطالب( 2)رقم 
 :مبرهنة

 :فإن C إلى Bعلاقة من Rو ، B إلى A علاقة من  Q إذا كانت 
1        .QdomQRdom )(                       2       .RranQRran )(  
RdomQranإذا كان   .      7   فإنQdomQRdom )(  

 :البرهان
1 . 

RzyQyxByQRzxCzQRdomx  ),(,),(:),(:)(  
QdomQRdomQdomx  )(  

2. 

RranQRranRranc

RcbQbaBbQRcaAaQRranc





)(

),(,),(:),(:)(




 

7. 
RzyQyxByQRzxCzQRdomx  ),(,),(:),(:)(  

Qdomx 
)1.(....................)( QdomQRdom   
QranyQyxByQdomx  ),(: 

RdomQranوبما أن    فإنRdomy  وهذا يعني أنه يوجدCz  بحيثRzy ),( 

)2.(....................)(

),(),(,),(

QRdomQdom

QRdomxQRzxRzyQyx







 

RdomQranإذا كان  نستنتج أنه( 2)، ( 1)من    فإنQdomQRdom )(  
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 تمارين
 إذا كانت. 1 

IiiR


 :عائلة علاقات برهن أن 
) ()( ii RdomRdom                  ،           ) ()( ii RranRran   

CBA علاقة ،وليكن ,QR ليكن كل من. 2  :مجموعات برهن أن ,,
11إذا وإذا فقط  QR( أ)  QR                (ب  ) إذا كانBAR   فإنABR 1  
BARإذا كان ( ج)   وCBQ   فإنCARQ   
QRdomQdomRdom   )(( د)                (هـ  ))(   QRranQranRran   
CBAليكن كل من . 7  :مجموعة برهن أن  ,  , 
BABABAفإن  BAإذا كان   ( أ)  )()(    
فإن  BAإذا كان   ( ب) )()( BABA   
CABACBفإن  Bإذا كان   ( ت)  )()(   
ABBA  ( ث)  1)(  
 : برهن أن Aعلاقتين على المجموعة غير الخالية  R  ،Qإذا كان  .7
) () ()( QdomRdomQRdom    .1                        ) () ()( QranRranQRran   .2 
RSTلتكن . 7   :برهن أن Aعلاقات على المجموعة  ,,
)()()( RTRSRTS          (i  (                                               )ii  ))()()( RTRSRTS   

  (iii    ) إذا كانSR   فإنTSTR    ،STRT   
SRQPلتكن  .7  :برهن أن Aعلاقات على المجموعة  ,,,
(i  ) إذا كانQP   ،SR   فإنSQRP      (ii )QP   11إذا كان وإذا كان فقط   QP 
HGJليكن  .3  :برهن أن Aعلاقات على المجموعة  ,,
(i    )111)(   HGHG                       (ii  )111)(   HGHG    
(iii  )111)(   HGHG                       (iv  ))()()( JHGJGHG   
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 أنواع العلاقات
 reflexive relation :العلاقة العاكسة -1

 .Aالمجموعة  علاقة على Rلتكن 
R كان فقط لكل  إذا وإذا كسة ا علاقة ع تسمى Aa فإن Raa ),( 

 

 symmetric relation ":المتماثلة" العلاقة المتناظرة  -2

Aba لكل إذا وإذا كان فقط Aعلى المجموعة  علاقة متماثلة R تسمى , إذا كان Rba ),(  فإن
Rab ),( 

 

 transitive relation": الناقلة" العلاقة المتعدية  -3

Acba إذا وإذا كان فقط لكل Aالمجموعة  علىعلاقة ناقلة  R تسمى ,,   إذا كانت 
 RcbRba  Rca فإن ),(,),( ),( . 
 

 anti-symmetric relation":متخالفة( " ةضد متناظر )العلاقة ضد متماثلة  -4

R المجموعة  على ضد متماثلة ةعلاق تسمىA إذا وإذا كان فقط لكل Aba ,  إذا كان 
 RabRba  baفإن  ),(,),(  

المعرفة على مجموعة  المجموعات وعلاقة  ية المعرفة علىقة المجموعة اجززئومن أمثلة العلاقات المتخالفة علا
 .الأعداد الحقيقية

 :ملاحظة
 .رةظتنامعلاقة ضد  Rتعني أن لا ليست علاقة متناظرة  Rالعبارة العلاقة 

 ir-reflexive relation  العلاقة اللاانعكاسية -5
 .Aعلاقة علي المجموعة  Rكن لت

R إذا وإذا كان فقط لكل  لا انعكاسيةعلاقة  تسمى Aa فإن Raa ),( 

 :تعريف
 . A ىعلاقة عل Rلتكن  

 .عاكسة ومتماثلة ومتعديةRتكافؤ إذا وإذا كان فقط علاقة  R تسمى
 :مثال

)}1,1,()2,1,()3,1,()1,2,()2,2,()3,2,()1,3,()2,3,()3,3{(:فإن A}3,2,1{ بفرض أن AA 
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-non)ليست عاكسة وليست متماثلة Aالمعرفة على المجموعة  R)}1,1,()3,1,()2,2{( العلاقة

symmetric) ولكنها ناقلة ومتخالفة 
،ليست  وليست متخالفةليست ناقلة ،متماثلة و  Aالمعرفة على المجموعة  Q)}1,1,()2,1,()1,2{(العلاقة

 كسةعا 
 (non-transitive)ليست ناقلة متماثلة و  Aالمعرفة على المجموعة  H)}3,1,()2,1,()1,2{(العلاقة

 ،لا انعكاسية (non-reflexive)،ليست عاكسة  وليست متخالفة،
 

 :مثال
 :فإن على  هي العلاقة R موعة الأعداد الطبيعية ومج  إذا كانت

R لأنه إذا كان  متخالفةعلاقةRxyRyx  yxفإن  ),(,),(   أي أنyxxyyx  , 
Raa فإن a عاكسة لأنه لكل Rأيضاا العلاقة  ),( حيث كل عدد طبيعي يساوي نفسه. 

 )1,2(R بينما )R)2,1 ليست متماثلة لأن Rالعلاقة 
zyx ةد طبيعياعدأ ثلاثة يلأ هعلاقة ناقلة وذلك لأن Rالعلاقة  yx إذا كان ,,  ،zy   فإنzx  
RzxRzyRyx :أي أن  ),(),(,),(  
 :مثال
 :كالتالي  ىعلاقة معرفة عل 1R  ،2R   ،3R كل من  ليكن

}:),{(1 xyyxR  

}5:),{(2  yxyxR 
}142:),{(3  yxyxR 

 1Rبالنسبة للعلاقة : أولاا 
1R علاقة عاكسة وذلك لأن كل عنصر من عناصر   يقبل القسمة علي نفسه أي أن: 

 xRxx 1),( 
1R  6,12(1 :نسبيل المثال إذا كا لأنه علىليست متماثلة وذلك( R  12,6(1فإن( R 12 حيث  

 .12تقبل القسمة على لا  6كن ول 6تقبل القسمة على 
 2Rبالنسبة للعلاقة : ثانياا 

2R يوجد  هليست عاكسة لأنx  5بحيث xx 2 :أي أن),( Rxx  
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2R 5 إذا كان هعلاقة متماثلة وذلك لأن yx 5 فإن xy 2ه لكل أي أن, Ryx   إذا كان
2),( Ryx   2فإن),( Rxy  
2R 2,3,()3,2(2 :سبيل المثال ه علىليست ناقلة لأن( R )3,3(2 بينما  R يثح: 
532,523  533 بينما   

 3Rبالنسبة للعلاقة :ثالثاا 
3R  يوجد  هلأنليست عاكسةx  142بحيث  xx 3 :أي أن),( Rxx   مثلاا: 

14)2(22   2,2(3أي أن( R 
3R  يوجد  هلأنليست متماثلةyx,  33بحيث ),(),( RxyRyx  )5,4(3 :مثلاا    R  لأن

14)5(24   4,5(3بينما( R  25)4(14لأن  
3R 33:سبيل المثال على هليست ناقلة لأن )4,6(,)5,4( RR  5,6(3 ولكن( R  

 مثال
 إذا كانت












 Z
ba

ZZbaR
2

 Rفإن  Zعلى مجموعة الأعداد الصحيحة  رفةمععلاقة  ),(:

 Zعلاقة تكافؤ على المجموعة 
 : البرهان
ZaRaaZaZa: عاكسة لأن Rالعلاقة 

aa



),(

2
 

Rbaنفرض أن  ),(  وهذا يعني أنZ
ba




2
Zولكن هذا يؤدي إلى أن  

ab




2
وبالتالي فإن  

Rab ),(  وهذا يبرهن أنR علاقة متماثلة 
Rcbنفرض أن   ),(  ،Rba ),( وهذا يعني أنZk

cb




2
  ،Zh

ba




2
 ولذلك 

RcaZbkh
ca

Zkh
cbba










),()(
2

)(
22

 علاقة ناقلة Rأي أن  
 علاقة تكافؤ Rمما سبق نستنتج أن 

 :مبرهنة
A موعةالمج ىعلمعرفة علاقة  Rلتكن  R فإن  1إذا كان وإذا كان فقط  Aى عل ماثلةعلاقة مت  RR  

 :البرهان
1  ونبرهن أن ماثلةمتعلاقة  Rنفرض أن :أولاا  RR 

RxyRyx(  متماثلةRلأن )      ),(),( 
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)1..(....................

),(

1

1









RR

Ryx 

RbaRabRba(  متماثلةRلأن )      ),(),(),( 1 
)2(....................1 RR   

1 نستنتج أن( 2)و( 1)من  RR 
1نفرض أن : ثانياا   RR  هن أن بر نوR ماثلةعلاقة مت  

1لأن )    RR  1(من الفرض),(),(  RyxRyx 
  Rxy  ,

  
                                                                  R متماثلةعلاقة 

 :برهنةم
Rكل من   إذا كان   ,Q  نفإعلاقة متماثلة على مجموعة ما QR  هي علاقة متماثلة على هذه

  .المجموعة
 : البرهان

          QxyRxyQyxRyxQRyx  ,,,,,,,   
  QRxy  , 

 علاقة متماثلة  QRإذاا 
 : برهنةم

ن فإ A موعةالمجعلى معرفتين  ,QR العلاقتين حيثأي علاقة  Qعلاقة عاكسة ، Rإذا كانت 
QRعلاقة عاكسة.  

 البرهان 
فإن عاكسة علاقة Rبما أن   AxRxx ,  ولذلك فإن  QRxx , 

 علاقة عاكسة  QRإذاا 
 : مثال

 ؟   على المجموعة علاقة تكافؤ أم لا  R ،Q بين ما إذا كان كل من
    }:,,}:, yxyxQyxyxR  

 :الحــــل
 .Rبالنسبة العلاقة  :أولاا 
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Rعلاقة عاكسة لأن xx   لكلx أي أن    xRxx, 
Rإذا كانه علاقة متماثلة لأنyx  فإنxy  وبالتالي:    RxyRyx   xلكل  ,,
R ه إذا كان علاقة ناقلة لأنyx   ،zy   فإنzx  إذا كان ه أي أن    RzyRyx  فإن  ,,,

  Rzx ,   
 على المجموعة  علاقة تكافؤ Rإذاا 
 . Q بالنسبة للعلاقة: ثانياا 
Q ه فسليست عاكسة لأن العنصر لا يكون أقل من ن 
 Q ليست علاقة تكافؤ 

إذا كان  هليست متماثلة لأن Q: لاحظ أن  Qyx ,  فإن  Qxy ,حيث xyyx   لكل
yx,  وكذلكQ  لأن لا انعكاسية  Qxx ,  لكلx 

 :برهنةم
 إذا وإذا كان فقط متخالفةتكون  Aالمعرفة على المجموعة Rالعلاقة 

AIRR 1 
 :البرهان

AIRRعلاقة متخالفة ونبرهن أن Rنفرض أن  :أولاا  1   

A

A

IRR

Iyxyx

RxyRyxRyxRyxRRyx











1

11

),(

),(,),(),(,),(),(





 

AIنفرض أن : ثانياا 
 1RR  ونبرهن أنR  علاقة متخالفة 

          11 ,,,,,,,   RRyxRyxRyxRxyRyx  
  yxIyx A  ,

   1,  RRyx  
 R      علاقة متخالفة 

 متخالفة إذا وإذا كان فقط Rمن أولاا وثانياا نستنتج أن 
AIRR 1  . 

 

 :مبرهنة
RRRفقط إذا كان ذا و إ ناقلةعلاقة  R :فإن A علاقة على المجموعة R إذا كانت  

 :البرهان
RRR ونبرهن أن ناقلةعلاقة  Rنفرض أن : أولاا   

      RzyRyxAyRoRzx  ,,,:, 
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فإن علاقة نافلة  Rبما أن   Rzx ,  ولذلك فإنRRoR 
RRR نفرض أن: ثانياا    ونبرهن أنR ناقلةعلاقة  

        RzxRoRzxRzyRyx  ,,,,, 
 علاقة نافلة Rأي أن 

 

 
 

 تمارين
 أدرس أنواع العلاقات المعطاة فيما يلي من حيث الانعكاس والتماثل والتعدي( 1
(i )لتكن Aمجموعة سكان مدينة زليتن ولتكن R  العلاقة المعرفة علىAكما يلي: 

}xأخyyxR :),{( 
(ii )العلاقة  على مجموعة الأعداد الحقيقية(     .iii )اوي على مجموعة الأعداد الحقيقيةعلاقة التس. 
(iv )A  = ، مجموعة المثلثات في المستوىR   هي علاقة التطابق علىA . 
 فيما يلي بين ما إذا كانت العلاقات المعطاة علاقات تكافؤ أم لا ؟ ( 2
(i   ){(1,1) ،(2,2) ،(7,7 ) ،(7,7 ) ،(1,2 ) ،(2,1 ) ،(7,7 ) ،(7,7)}=R  ة المعرفة على المجموع
{1,2,7,7}  
(ii ){a,a) , (b,b) , (c,c) , (d,d) , (e,e) , (a,c) , (c,a) . (b,d) , (b,e) , (d,b) , (d,e) ,(e,b), 

(e,d)}=R   
 } { a,b,c,d,eالمعرفة على المجموعة      
 : معرفتين كما يليعلاقتين ,QRمجموعة جميع المستقيمات في مستو ولتكن  Lليكن  (7
     عمودي على   ،                 موازي لـ  

 :برهن أن
(i )  علاقة تكافؤ على    ( افرض أن المستقيم يوازي نفسه(            )ii )  ،

                (iii ) علاقة تكافؤ هل 
 :الخواص المذكورةفي التمارين التالية كون علاقة لها ( 7

1l2l LllR  ),( 211l2l    ),( 21 LllQ

RLQRQ 

QQR Q
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(i )             ليست عاكسة(ii )              عاكسة فقط(iii )              متماثلة فقط(iv ) متعدية
( viii)متناظرة ومتعدية فقط  ( vii)عاكسة ومتماثلة  فقط    ( vi)عاكسة ومتعدية فقط   ( v)فقط     

 علاقة تكافؤ
RRRعلاقة متعدية وعاكسة فإن   تإذا كان  هأن برهن علاقة على المجموعة  لتكن ( 7   ثم

 ؟أم لاالعكس صحيح  وضح ما إذا كان
،  فإن  على  Qبرهن أن لكل علاقة  Aعلاقة عاكسة على المجموعة  Rلتكن (7

  
 .علاقة عاكسة ومتعدية علاقة عاكسة،  وبفرض أن  موعة علاقة على المج لتكن كل من   (3

  إذا وإذا كان فقط   : برهن أن        
إذا وإذا كان  علاقة تكافؤ على  برهن أن  علاقة تكافؤ على المجموعة  لتكن كل من  (7

 فقط
 

ا كان إذا وإذ علاقة تكافؤ على  برهن أن  علاقة تكافؤ على المجموعة  لتكن كل من  (7
 ،   فقط 

إذا كانت  برهن أن  علاقتين على  ولتكن  علاقة تكافؤ على المجموعة  لتكن  (18
  ، 

RRRبرهن أن  علاقة تكافؤ على مجموعة  إذا كان  (11   
 برهن أن   علاقة تكافؤ على المجموعة  ،لتكن كل من  (12

B تحد بـ  A:كالتالي  Sعلى  R قارة أفريقيا ،عرفت العلاقة كل الدول في  Sلتكن   (17 :),( BAR   
 علاقة متخالفة؟ Rهل 
b يقسم  aليكن  ( 17 :),(  baR  برهن أنR علاقة عاكسة ومتخالفة. 
)()(برهن أن المعادلة  (17 cXBXA   لها حل إذا وإذا كان فقطcAB  وأن أي مجموعة
X  تحقق العلاقةcAXB    تكون حلاا للمعادلة ،برهن أنه من الممكن التعبير عنX   كما يلي :

cATBX  )(  حيثT  أية مجموعة 
انعكاسية ومتماثلة  Rبحيث تكون  Zة على المجموعة معرف R  ،Q  ،Tأذكر أمثلة لعلاقات  (17

 .متماثلة ومتعدية وليست انعكاسية Tانعكاسية ومتعدية وليست متماثلة ،بينما  Qوليست متعدية ،

RAR

AQRQ 

RQQ 

QR,ARQ

QR QQR 

QR,AQR A

RQQR  

QR,AQRA

QRQR  QRRQ  

RATQ,ATQR 

QR TR 

RA

QR,QR ARQQR  
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: كالتالي  Sعلاقة معرفة على  Rفإذا كانت  TA  ،)T(PSمجموعتين بحيث  T  ،Aليكن  (13
 AYAX:)Y,X(R     أثبت أنR علاقة تكافؤ. 

ليكن  (17 yxZnyxR n2:),(   برهن أنR حيث .) علاقة تكافؤ  مجموعة
 (مجموعة الأعداد الصحيحة  Zالأعداد الطبيعية ، 

وليكن  Sعلاقة عاكسة ومتعدية على المجموعة  Rليكن   (17
 RabbaSSbaT   .علاقة تكافؤ Tبرهن أن  ),(:),,(),(

 هل علاقة تشابه المثلثات في المستوى تكون علاقة تكافؤ؟ برهن صحة ما تقول ؟( 28
RRعلاقة متماثلة إذا وإذا كان فقط  R برهن أن ( 21 1 
RRRعلاقة متماثلة ومتعدية إذا وإذا كان فقط  R برهن أن ( 22 1  
 (. Yمنفصلة عن X) معرفة باجزملة المفتوحة Aعلاقة على  Rعائلة من المجموعات ، Aإذا كانت ( 27

لا  -لا متماثلة  -لا انعكاسية  -متعدية  -متخالفة  -متماثلة  -عاكسة :  Rحدد ما إذا كانت  

: برهن أن( 27متعدية 











 Z
ba

ZZbaR
5

:),(
22

علاقة تكافؤ على مجموعة الأعداد  

 Zالصحيحة 
: برهن أن (27












 Z
ba

ZZbaR
3

2
 Zعلاقة تكافؤ على مجموعة الأعداد الصحيحة  ),(:

بحيث  Abيوجد  Aaوليكن لكل  Aعلاقة متماثلة ومتعدية على المجموعة  Rليكن ( 27
Rba ),(  برهن أنR علاقة تكافؤ. 
 .ليست دالة R،برهن أن  Aعلاقة متعدية ولا انعكاسية على المجموعة غير الخالية  Rليكن ( 23
 إذا كانت هذه العلاقة تمثل دالة؟ Aيوجد أي علاقة عاكسة في هل ( أ.  أي مجموعة Aليكن ( 27

 إذا كانت هذه العلاقة تمثل دالة؟ Aهل يوجد أكثر من علاقة عاكسة في ( ب                            
 

علاقة تكافؤ إذا وإذا كان فقط   Rبرهن أن  Bعلاقة عاكسة على المجموعة  Rلتكن ( 27
Rcaba ),(),,(  يؤدي إلى أنRcb ),( 
مجموعة الأعداد الصحيحة الموجبة وليكن  Zليكن ( 78  ZZA  عرفت العلاقة،R  علىA  

: كالتالي bcaddcbaR   Aعلاقة تكافؤ على المجموعة  Rبرهن أن  )),,(),((:
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 لعلاقةايد يقت
BDAC ولتكن B لمجموعةإلى ا A علاقة من المجموعة Rلتكن   , . 

 المجموعة  DCR  العلاقة  بقيد تسمىR  منC  إلىD  
 :ملاحظة

DCBAإذا كانت   فإن  Aعلاقة على  Rو , CCR   تسمى بقيد العلاقةR  علىC 
CRونرمز لها بالرمز / . 

 : مثال
زوجيعدد  xلتكن   : xA  ،x عدد فردي : xB  ولتكن 6,4,2C ،

 5,3,1D إذا كانت فRعلاقة من A إلى B تيمعرفة كالآ : 
x يقبل القسمة على   yBAyxR :,   فإن قيد العلاقةR من C إلى D  هو المجموعة 

         }3,6,1,6,1,4,1,2{DCR 
 مثال

لتكن   16:,1616:  xxBxZxA  فإذا كانتRعلاقة معرفة على A   
)},(:1{: كالتالي 2  xyAAyxR إن ف       10,3,5,2,2,1/ BR 

 
 صفوف التكافؤ 

،تسمى المجموعة التي  A عنصراا ما في aوليكن  Aعلاقة تكافؤ على مجموعة غير خالية  Rلتكن 
ويرمز  aي على بصف التكافؤ المحتو  Rبالعلاقة  aوالتي ترتبط مع العنصر  Aعناصرها جميع العناصر في 

 : أي أن aAأو  a][ لها بالرمز
  

   RyaAy

RaxAxaAa





.:

),(, 

 :مثال
لتكن  4,3,2,1A  وأنR علاقة معرفة على A  كالآتي : 

             1,3,3,1,4,4,3,3,2,2,1,1R 
 : كون صفوف التكافؤ هيتوبهذا  A علاقة تكافؤ على Rواضح أن 

                   }4{]4[,}3,1{]3[  ،  }2{]2[,3,1]1[  
]1[]3[: لاحظ أن            1[,]2[,]4[ :هيالمختلفة صفوف التكافؤ[  
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 :مثال
كالتالي   Z على مجموعة الأعداد الصحيحةمعرفة علاقة  Rإذا كانت   












 Z
yx

yxR
4

:, 

 :لأن Z علاقة تكافؤ على R فإن
1     .  ZxRxxZ

xx
Zx 


 ,0

4
 علاقة عاكسه R أي أن  ,

2    .   RxyZk
xy

Zk
yx

Ryx 





 ),(
44

 علاقة متماثلة Rأي أن  ,
3    .

    Zkh
zyyx

Zk
zy

Zh
yx

RzyRyx 












444

,
4

,,, 

RzxZkh
zx




 ),(
4

 
 علاقة ناقلة   Rأي أن 

    صفوف التكافؤ هي
 

 

 ...,.........12,8,4,0,4,8........,]4[

,...15,11,7,3,1,5,9,..........]3[,,.......14,10,6,2,2,6,..........]2[

.,.........13,9,5,1,3,7,..........]1[,,.........12,8,4,0,4,8,..........]0[







 

 :لاحظ أن   40  
 

 خواص صفوف التكافؤ 
 :مبرهنة
   Aأي عنصرين في المجموعة  ,ba وليكن A ة غير الخاليةعلاقة تكافؤ على المجموع Rلتكن 

i)    ][aa   
ii )    إذا كان... ab   فإن   ba  

iii)       ba   كان فقط   ذاإذا وإ  Rba , 
iv)    إذا كان     ba   نفإ    ba  

 :البرهان
i.   من تعريف صف التكافؤ     RaxAxa  علاقة عاكسة فإن  Rوبما أن  :,

  AaRaa ,  أن هذا يعني و aa 
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ii.       Raxax  بما أن و  , ab  فإن  Rab ,  بما أنو R  ناقلةعلاقة 
فإن  Rbx , 
أي أن  bx 

    )1..(..........ba  
 

    Rybby  بما أنو  , ab  فإن  Rba ,  بما أنو R  فإن  ناقلةعلاقة  Rya , 
أي أن  ay 

    )2..(..........ab  
إذا كان  هنستنتج أن( 2( )1)من  ab  فإن   ba  

 

.iii   أننفرض  :أولاا ][][ ba   ونبرهن أن  Rba , 
نعلم أن ( i)من  aa  من الفرض و   ba   ولذلك فإن ba  أي أن Rba ),( 
نفرض أن : ثانياا   Rba ,  ونبرهن أن   ba   

    Raxax  وبما أن  ,  Rba ,  وكذلكR  علاقة ناقلة فإن  Rbx , 
 

    )1.....(....................ba

bx



 

    Rybby  , 
       ayRyaRybRba  ,,,, 

    )2.........(....................ab  
 : نستنتج أن( 2)و ( 1)من    ba  
iv ) نفرض أن    ba  ونبرهن أن    ba  

             RbxRaxbxaxbax  ,,,,  
    RbaRbxRxa  ),(,,, 

 نعلم أن   (iiiاصية الخمن    ba   كان فقط   ذاإذا وإ  Rba ,  ولذلك نستنتج أن   ba  
 

 تمارين
ليكن ( 1 5,4,3,2,1X ، 4,3Y  :كالتالي  XP)(علاقة معرفة على  R،ليكن   

 YBYABAR   :),( 
(i ) أثبت أنR         علاقة تكافؤ                                        (ii ) أوجد صفوف التكافؤ لـ 2,1 
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KJHمجموعة الأعداد الحقيقية ،برهن أن كلاا من  لتكن  (2   علاقة تكافؤ على المجموعة  ,,
:حيث cdabdcbaH  :)),(),,((    ،      dcbadcbaJ  :)),(),,((     

    ،      2222:)),(),,(( dcbadcbaK      ثم أجب عما يأتي: 
(i)  أوجد التجزئة المقابلة لكل منJH ,  
(ii) استعن بالأشكال الهندسية لرسم بعض عناصر كل من التجزئتين 
(iii  ) بين أنJH   علاقة التكافؤ  وما هي صفوف تكافؤJH  ؟ 
(iv  ) برهن أنHJJH    واستنتج أنJH   علاقة تكافؤ ،وما هي صفوف تكافؤJH  ؟ 
ولتكن  علاقة تكافؤ على مجموعة غير خالية  لتكن ( 7 

AaaA


بة عائلة جميع صفوف التكافؤ بالنس 
برهن أن  Rللعلاقة  

AaaA


 .تجزئة للمجموعة  
مجموعة غير خالية وكانت  برهن أنه إذا كانت ( 7 

IiiA


فإنه توجد علاقة تكافؤ  تجزئة للمجموعة  
بحيث أن صفوف التكافؤ بالنسبة إلى هذه العلاقة هي  على  

IiiA


 . نفسها 
 

ليكن  (7 ][][:),( yxyxR   برهن أنR  علاقة تكافؤ على المجموعة  وأن لكل
Zn  يكون فصل تكافؤn  بالنسبة إلىR 1( هو الفترة,[ nn . 

 
 Strict order relation :علاقة الترتيب الحدي

 :وإذا كان فقطإذا تسمى علاقة ترتيب حدي  Rفإن  Aعلى المجموعة  علاقةR إذا كانت
1)  R علاقة لا انعكاسية (Irreflexive relation ) 

2  )R  ( متخالفة)علاقة ضد متماثلة 

3 )R  (.ناقلة)علاقة متعدية 
 :مثال

)},(:{العلاقة  babaH   المعرفة على المجموعةZ تكون علاقة ترتيب حدي. 
 

 Order Relation Partial الجزئيعلاقة الترتيب 

 : إذا كانت A تسمى علاقة ترتيب جزئي على Rفإن  A علاقة على المجموعةR إذا كانت
1.   R علاقة عاكسة. 
2.   R (متخالفة )اثلة علاقة ضد متم 
3 .  R  اقلةنعلاقة. 

RA

A

AA

A
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),(وكل زوج مرتب  Aدل على علاقة الترتيب اجززئي على يل الرمز أننا سنستعمل  لاحظ yx  في العلاقة
yxكتب بالصورة ي   يقرأ وx يسبق y أو y يلي x . 

 : مثال
ليكن كلا من

1R     ،2R علاقة معرفة على مجموعة الأعداد الصحيحة Z   كما يلي: 
   yxZZyxR  ،و   1,:  )}(3:,2 yxZZyxR   

 .ومتخالفة وناقلةعلاقة ترتيب جزئي وذلك لأنها علاقة عاكسة  1R واضح أن
 بينما

2R   متخالفةليست علاقة ترتيب جزئي لأنها ليست. 
 :مثال

  :كالتالي  XP)(علاقة معرفة على مجموعة الأجزاء  R البة ولتكنمجموعة غير س Xكن تل
       BAXPXPBAR  :, 

 عاكسة وضد متماثلة وناقلة لأنها علاقة واضح أن هذه العلاقة علاقة ترتيب جزئي 
  :مبرهنة

1Rإن ف A موعةالمجعلى  علاقة ترتيب جزئي Rإذا كانت 
 . Aعلى  علاقة ترتيب جزئيتكون أيضاا  

 :البرهان
علاقة  1Rتكون علاقة ترتيب جزئي أي سنبرهن أن  1Rعلاقة ترتيب جزئي ونبرهن أن  Rنفرض أن 

 عاكسة ومتخالفة وناقلة 
  فإنعلاقة عاكسة  R،وبما أن  Axنفرض أن   Rxx ,  ولذلك فإن  1, Rxx  

                             RyxRxyRxyRyx   ,,,,,, 11   
R وبما أن yxفإن ضد متماثلة      1وبهذا نستنتج أنR       ضد متماثلة 

            RyzRxyRzy   ,,,,, 1 
  1, Ryx  

                                             1,,  RzxRxz 
 ناقلة  علاقة 1Rإذاا 
 1R  علاقة ترتيب جزئي. 

 :مبرهنة
 .A اليةالخوعه غير المجمعلاقة على  R لتكن 

R علاقة ترتيب جزئي على A  إذا كان فقطRRR ,
 

AIRR 1 



 www.ehmuda.com  الرياضيات تاج العلوم                                                                                                    

 
 

72 

 :البرهان
RRRونبرهن أن  A علاقة ترتيب جزئي على Rنفرض أن : أولاا  ,

 
AIRR 1 

1),( Ryx and    Ryx  ,
   1,  RRyx   

                                Rxy ),(  and   Ryx  , 
yxمتخالفة فإن  علاقة Rبما أن    ولذلكAIyx ),( وبالتالي : 

)1.........(..........1
AIRR  

فإن علاقة عاكسة  Rبما أن   Rxx ,  لكلAx 
      11 ,,,   RRxxRxxRxx  

)2.......(..........1 RRI A  
   نستنتج أن( 2)و ( 1)من 

AIRR 1 
        RzyRyxAyRRzx  ,,,:,   

Rzxفإن ناقلة  علاقة Rبما أن  ),( وبالتالي: 
)3......(....................RRR  

Ryxنفرض أن  ),(  وبما أنR  فإن علاقة عاكسةRxx ),(   
      RRyxRxxRyx  ,,,, 

 4.................RRR  
RRR :نستنتج أن( 4)و ( 3)من   
RRRنفرض أن  : ثانياا     وAIRR 1

 .علاقة ترتيب جزئي  R ونبرهن أن 
RxxRRxxIxxAx A   ),(),(),(, 1 

                    علاقة عاكسة                                                   Rوهذا يبرهن أن 
           11 ,,,,,,,   RRyxRyxRyxRxyRyx    

  yxIyx A  , 
 متخالفةعلاقة Rأي أن 

             RzxRRzxRzyRyx  ),(,,,,   
 علاقة ناقلة  Rإذاا 

 علاقة ترتيب جزئي Rمما سبق نستنتج أن 
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 إذا كان فقط  A علاقة ترتيب جزئي على R :ياا نستنتج أنمن أولاُ وثان
RRR ,

 
AIRR 1 

 المجموعات المرتبة جزئيا  
 .Aموعة علاقة على المج R مجموعة غير خالية ولتكن A لتكن

),( الثنائي RA يسمى مجموعة مرتبة جزئياا إذا كان R علاقة ترتيب جزئي على A . 
 :مثال

Z مجموعة الأعداد الصحيحة
تكون مرتبة  XP)(وأيضاا مجموعة الأجزاء  تكون مرتبة جزئياا بالعلاقة  

)),((,),(أي أن  جزئياا بالعلاقة   ZXP  هي مجموعات مرتبة جزئياا. 
 Hasse diagram سمخطط ها

Aba،وليكن  R مجموعة مرتبة ترتيباا جزئياا بالعلاقة A لتكن , بحيثRba ),(  لك  ذفإننا نمثل
   :كالتالي

 b           a     حيث نمثل ba  . bوينتهي في  a من يبدأنقطتين ونرسم سهماا ب ,
 : مثال

و  A}6,4,2,1{ إذا كانت yxAAyxR  ),(للمجموعة  سفإن مخطط ها ),(: RA  هو   
 
6               4              2              1 

 Initial segment (:الابتدائية)القطعة البدائية 

 تعريف
 . Aaوليكن  مجموعة مرتبة جزئياا بالعلاقة  A لتكن 

 هي المجموعة اجززئية aبـــــــــــــ  والمحدودة A القطعة البدائية من axAxSa  : 
 :ملاحظة

),( لتكن  RA  مجموعة مرتبة جزئياا. 
 . A قطعة ابتدائية من T فإن Sقطعة إبتدائية من  Tو A قطعة إبتدائية من Sإذا كانت 
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  Least elementأصغر عنصر 
 :تعريف
لنسبة با Aفي  بأصغر عنصر Aة في المجموع bالعنصر  ىيسم. Rة مرتبة جزئياا بالعلاق ةمجموع Aلتكن 

إذا وإذا فقط كان   Rللعلاقة   AxRxb ,  . 
 : مثال

لتكن  10,8,6,4,2A 113 كل من  وليكن ,, RRR  علاقة معرفة علىA  كالتالي : 
   yxAAyxR  :,1    ،   yxAAyxR  :,2

   ، 
y  يقبل القسمة على  xAAyxR :,3  

123فتكون كلاا من  ,, RRR علاقة ترتيب جزئي على A أصغر عنصر في 2دد عويكون ال A  بالنسبة
Axxوذلك لأن  1Rللعلاقة    :أي أن 2,  AxRx  ,,2 1  
Axx : وذلك لأن 2R بالنسبة للعلاقة Aهو أصغر عنصر في  10 والعدد   : أي أن 10,

  AxRx  2,10 
 يقبل القسمة على Aوذلك لأن كل عنصر في  3R بالنسبة للعلاقة A أصغر عنصر في 2 وكذلك العدد

: أي أن 2  AxRx  3,2 
 : مثال
: لتاليكا  Aعلاقة معرفة على  Rولتكن  عداد الطبيعية مجموعة الأ A لتكن

   yxyxR  :,  
ذلك و  R بالنسبة للعلاقة  عنصر في هو أصغر 1العدد و  A علاقة ترتيب جزئي على Rواضح أن 

 :لأن
 aa1  أي أن   aRa,1 

 :مثال
: كالتالي  XP)( علاقة معرفة على R مجموعة ولتكن X لتكن

       BAXPXPBAR  :, 
AXPAلأن  R المجموعة الخالية هي أصغر عنصر بالنسبة للعلاقة  ,)( 
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 مثال
)},(:{لتكن  yxyxR  
ن أأي  1 تقبل القسمة على العددلأن كل الأعداد الطبيعية  هو أصغر عنصر في المجموعة  1العدد 

   xRx,1  
 مبرهنة 
 . R مجموعة مرتبة جزئياا بالعلاقة Aلتكن 

 . اا وحيديكون العنصر هذا أصغر عنصر فإن على  A إذا احتوت المجموعة
 برهانال
A المجموعةفي عنصر أصغر  ,yx فرض أن كلا منن   . 

RxyRyxر يكون غمن تعريف العنصر الأص  ),(,),(  
yx فإن متخالفةعلاقة  Rبما أن    العنصر الأصغر وحيد ولذلك نستنتج أن. 

 greatest elementأكبر عنصر 
 .R بالعلاقة مجموعة مرتبة جزئياا  Aلتكن 

Ax  فقط  كان  وإذا إذا   الأكبربالعنصر  A في المجموعة a يسمى العنصر   Rax , 
 مثال

لتكن  10,9,8,7,6,5,4,3,2A  123وليكن كل من ,, RRRمعرفة على علاقة A   كالتالي: 
     yxAAyxRyxAAyxR  :,,:, 21 

   }:,3 yxAAyxR  
123كلاا من   واضح أن ,, RRR تكون علاقة ترتيب جزئي على المجموعة A فيعنصر أكبر  10 ويكون A  

Axxوذلك لأن   1Rبالنسبة للعلاقة   أن  أي  10,  AxRx  ,10, أكبر  2 ويكون 1
A فيعنصر  Axxوذلك لأن   2Rبالنسبة للعلاقة    أن  أي  2,  AxRx  ,2, 2 

يقبل القسمة على جميع  A  لأنه لا يوجد عنصر فيبرفإنه لا يوجد عنصر أك 3Rأما بالنسبة للعلاقة 
 عناصرها 

 مبرهنة 
 . R مجموعة مرتبة جزئياا بالعلاقة Aلتكن 

 . اا وحيديكون العنصر هذا  عنصر فإن كبرأعلى  A إذا احتوت المجموعة
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 يترك تمرين للطالب: البرهان
 

 maximal elementالعنصر الأعظمي 
في  يبالعنصر الأعظم Aفي المجموعة  m يسمى العنصر، R مجموعة مرتبة جزئياا بالعلاقة Aلتكن 

Rxmxm يثبح A في x إذا كان لا يوجد أي عنصر R بالنسبة للعلاقة A المجموعة  ),(,  
 . Amax بالرمز Aللعنصر الأعظمي في المجموعة  يرمز

 : مثال
ليكن  18,13,12,7,8,6,3A1 وليكن كلاا منR ،2R ،3R  علاقات معرفة علىA  تيكالآ : 

     yxAAyxRyxAAyxR  :,,:, 21 
y  يقبل القسمة على  xAAyx :,R3  

123 ن كلا منواضح أ ,, RRR  تكون علاقة ترتيب جزئي على المجموعة A . 
بحيث  Aفي  xوذلك لأنه لا يوجد أي عنصر  1R بالنسبة للعلاقة A هو عنصر أعظمي في 3العدد 

3x ،x3. 
بحيث  A في x عنصرأي وذلك لأنه لا يوجد  2R بالنسبة للعلاقة Aهو عنصر أعظمي في  18 والعدد

x18  ،x18. 
يقبل القسمة على  xلأنه لا يوجد أي عنصر  A عظيماا فيأيكون عنصراا  7العدد  3Rبالنسبة للعلاقة 

 A عنصراا أعظمياا في 18,13,12,8 عدادولنفس السبب يكون كلاا من الأ 7x وفي الوقت نفسه 7
 .  3R بالنسبة للعلاقة

 :ملاحظة
 .أعظمي ولكن العكس غير صحيح  عنصر كل عنصر أكبر هو
   minimal elementالعنصر الأصغري 

 : تعريف
في المجموعة  أصغرياا  عنصراا  Aفي المجموعة  n،يسمى العنصر  R قةمجموعة مرتبة جزئياا بالعلا A كنتل

A بالنسبة للعلاقة R  عنصرأي إذا كان لا يوجد x  فيA  بحيث  Rnxnx  ,, 
 . Amin بالرمز Aفي المجموعة يرمز للعنصر الأصغري 
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 :مثال
ليــكن  9,5,3A  1 منوأن كلااR ،2R ،3R قة معرفة على المجموعة علاA حيث : 

        yxAAyxRyxAAyxRyxAAyxR :,,:,,:, 321  
 1Rبالنسبة للعلاقة  اا ريغصأ عنصراا  3،وأن العدد  Aلى علاقة ترتيب جزئي ع 1R ،2R ،3Rفإن كلاا من 

3,3 بحيث A في xوذلك لأنه لا يوجد   xx 
x وذلك لأنه لا يوجد أي عنصر 2Rري بالنسبة للعلاقة غصأعنصر  9 والعدد ،  9xبحيث  Aفي 

9x 
يقبل القسمة  3 بحيث A في xوذلك لأنه لا يوجد عنصر  3Rة قري بالنسبة للعلاغصأعنصرا  3والعدد 

 أي أن كلاا من العددين 3Rلـــ بالنسبة  Aرياا في غصأعنصراا  5يكون العدد كذلك و  3x و،xعلى 
 .3Rلـــ رياا بالنسبة غصأصراا عن 5,3

 

 : ملاحظات
  ري ولكن العكس غير صحيح غصأأصغر عنصر في المجموعة هو عنصر. 
 ريغعل الأقل عنصر أعظمي وعلى الأقل عنصر أص اكل مجموعة منتهية مرتبة جزئياا له. 
 إذا كانت R وعةعلاقة ترتيب جزئي على المجم A  فإن في المجموعة),( RA يكون yx    إذا وإذا

),(في المجموعة  كان فقط 1RA  يكونxy   وعليه فإنAa  أصغرياا في  عنصراا ),( RA إذا 
),(عنصراا أعظمياا في  aوإذا كان فقط  1RA  وأيضاا يكونb عنصر في كبرأ ),( RA  إذا وإذا كان

),(أصغر عنصر في  bفقط  1RA. 
 :تعريف
 A المجموعةفي  a يسمى عنصر.  Aمجموعة جزئية من المجموعة  B مجموعة مرتبة جزئياا ولتكن A لتــكن

: 
Raxيكون  Bفي  xلكل  :ذا حقق الشرطإ Aفي  Bحداا أعلى للمجموعة  -1 ),(  وفي هذه

 .علىمحدودة من أ B الحالة نقول أن
Rxaيكون  Bxلكل  :إذا حقق الشرط Aفي  Bللمجموعة حداا أدنى  -2 ),(  وفي هذه

 .محدودة من أسفل B الحالة نقول أن
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 المجموعة المحدودة 
 :تعريف

 أنها محدودة إذا كانت محدودة من الأعلى ومحدودة من الأسفل  Aنقول عن مجموعة 
 : مثال
مجموعة الأعداد الحقيقية ،    لتكن  yxyxR  وليكن  ,: 3,2B  

  Bحداا أدنى للمجموعة  1،و  Bحداا أعلى للمجموعة  5واضح أن 
 : مثال

 : كالتالي  XP)(علاقة معرفة على  Rمجموعة و  Xإذا كانت 
      BAXPXPBAR   بالنسبة للعلاقة XP)(ر عنصر فيغفإن المجموعة الخالية هي أص,:

R  
 :مثال

}30121053{ إذا كانت ،،،،A   و،}:),{( yxAAyxR   105{،و{ ،B  فإنA30 
 .B للمجموعة حد أدنىB ،A5 للمجموعة علىحد أ
 :مثال

 صغري هوأدودة من الأسفل ويوجد لها عنصر  فهي بالتالي مح 1أو  0مثلاا  لها حد أدنى  المجموعة

1 
 .ىعلدة من الأو ليست محد وبالتالي فإن   ولكننا لا نستطيع إيجاد عدد حقيقي أكبر من كل عناصر

 

 supermumأصغر حد علوي 
 :تعريف
 :إذا كان A في B للمجموعة ىأصغر حد أعل A في x يسمي العنصر، A جزئية من B لتكن

1-  x للمجموعة ىهو حد أعل B. 
  Bهو أصغر الحدود العليا للمجموعة  x أن يكون -2

 Blubأو  Bsup بالرمز B يرمز لأصغر حد علوي للمجموعة
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 infemumأكبر حد سفلي 
 :تعريف
 أكبر حد أدني للمجموعة xالعنصر  ىيسم A مجموعة جزئية من Bمجموعة مرتبة جزئياا ولتكن  Aلتكن 

B في A إذا كان: 
1-   x  هو حد أدني للمجموعةB. 
 Bأكبر الحدود العليا للمجموعة  هو xأن يكون  -2
  Bglb أو Binf بالرمز Bلأكبر حد أدنى للمجموعة يرمز  
 

 :ملاحظة
 ففي حالة العنصر الأعظمي Binf  ،Bmin وكذلك بين Bsup  ،Bmax ختلاف بينلاحظ الا

Bmax والعنصر الأصغري Bmin فهما عنصران في المجموعة B ولكن BB inf,sup ورة ر ليس بالض
 :يوضح ذلك المثال التاليو ، B أن يكونا عنصرين في المجموعة

 :مثال
ba حيث  في ,ba لأي عددين  لاحظ أن: 

],sup(),sup(],sup[ bababab  وكذلك: ],max[],max( babab  
)max,(بينما  ba  غير موجود وأن),sup( bab   ليس عنصراا في),( ba 

1,0inf[)1,0inf(]1,0inf[0( :لاحظ أن  1,0[ :وكذلكmin[]1,0inf[0  
 .)1,0(لا تنتمي للفترة  )1,0inf(غير موجود وأن  )1,0min(بينما 

1inf :لاحظ أيضاا    ولكنsup المجموعة  لأن غير موجود ك وكذل ىليست محدودة من أعل
 . ىولا أصغر حد أعل ليس لها أكبر حد أدنى ,,QZ المجموعات

 :مثال
}:30{ :معرفة كما يلي  مجموعة جزئية من E إذا كان  xQxE 

3sup فإن E  ، 0inf E  
 EEsup  ،EEinf  :لاحظ أن

3supأن  لاحظ كذلك E له صيغة مختلفة فهو عدد غير قياسي بينما عناصر E  كلها أعداد قياسية. 
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 :ملاحظات
Aليكن   .AB مجموعة مرتبة جزئياا وليكن  

i.  إذا كانEsup كذلك إذا كان   ،و حيدفإنه يكون و  موجودBinf وحيد وموجود فه. 
ii. b للمجموعة ىيكون حد أعل B  في)( A، فقط وإذا كان إذا b للمجموعة د أدنىح B في 

)( A،. 
iii. Bb sup في)( A، إذا وفقط إذا كان Bb inf في)( A،. 

 

 :تعريف
),( لتكن RA مجموعة مرتبة جزئياا يقال بأن ),( RA  مكتمل إذا وفقط إذا كان كل مجموعة جزئيةB 

 .موجود Bsup أي أن  .لها أصغر حد علوي ىمحدودة من أعل
 :مثال

),(مجموعة الأعداد الحقيقية فإن  ليكن   مكتمل 
 

 مرتبة كليا  المجموعات ال
 :تعريف
yx أنهما قابلين للمقارنة إذا كان A في ,yx مجموعة مرتبة جزئياا فيقال عن العنصرين A لتكن   أو

xy   للمقارنة، وماعدا ذلك فإنهما يسميان غير قابلين. 
 :مثال

)},(:{لتكن  yxZZyxR   فإنه ليس كل عنصرين فيZ  يكونان قابلين للمقارنة فمثلاا: 
 2ى لا تقبل القسمة عل 7كذلك و  7ى قبل القسمة علي لا 2:غير قابلين للمقارنة حيث 7,2 العددين

 :مثال
),( إعتبر المجموعة المرتبة جزئياا  Z  حيث Z مجموعة الأعداد الصحيحة. 
yx يكونان قابلين للمقارنة وذلك لأن Z لآحظ أن كل عنصرين في  أو xy  . 

 :تعريف
قابلين  B فإذا كان كل عنصرين في، A مجموعة جزئية من Bمجموعة مرتبة جزئياا ولتكن  A لتكن

 Aى سمتقابلين للمقارنة ف A وإذا كان كل عنصرين في .مجموعة جزئية مرتبة كلياا  Bى للمقارنة فتسم
 مجموعة مرتبة كلياا 
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 :مثال
),( Z مجموعة مرتبة كلياا لأنها تحقق مايلي: 

1-     ),( Z جزئياا  مجموعة مرتبة. 
 .قابلين للمقارنة Z في ينكل عنصر      -2

 
 :مثال

}8,6,5,4,3,2,1{,}8,4,2{ليكن   BA  ولتكن}:),{( yxAAyxR  
 .ةقابلين للمقارن B قابلين للمقارنة بينما كل عنصرين في A لاحظ أنه ليس كل عنصرين في

),(إذاا  RA  بينما  غير مرتبة كلياا ),( RB  مجموعة مرتبة كلياا 
 :ملاحظة

 .كل مجموعة جزئية من مجموعة مرتبة كلياا تكون أيضاا مرتبة كلياا 
 

 المجموعات المرتبة ترتيبا  حسنا  
 تعريف
 .A المجموعة علاقة ترتيب جزئي علي R لتكن

 .أصغر عنصر  A مرتبة ترتيباا حسناا إذا وإذا كان فقط لكل مجموعة جزئية غير خالية منA يقال بأن
 :مبرهنة

 تكون كل مجموعة مرتبة ترتيباا حسناا مرتبة ترتيباا كلياا 
 البيترك تمرين للط :البرهان

 :مثال
)},(:{   ،  A}6,5,4,3,2{ إذا كان yxAAyxR   فإن المجموعةA  مرتبة ترتيباا حسناا. 

 :مثال
)},(:{ ،  }3,2,1.........,{.. إذا كان yxyxR  فإن المجموعة   مرتبة ترتيباا حسناا. 

 :مثال
أصغر  Zليس لكل مجموعة جزئية من  همرتبة ترتيباا حسناا لأن Z تكون مجموعة الأعداد الصحيحة لا

 عنصر
 :مثلاا  }1,0,1,2,3{.....,A ليس لها أصغر عنصر. 
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 :مبرهنة
 كل مجموعة مرتبة ترتيباا حسناا مرتبة ترتيباا كلياا 

 البرهان 
AyxBوليكن  ,yxوليكن   مجموعة مرتبة ترتيباا حسناا  A نلتك  },{ 

قابلين للمقارنة  A لذلك فيكون كل عنصرين في  y أو xما إأصغر عنصر والذي هو  B إذاا للمجموعة
 .مرتبة ترتيباا كلياا  A نإولذلك ف

 تمارين

علاقة تكافؤ أو علاقة ترتيب جزئي أو علاقة تكون   Z علىبين ما إذا كان كل من العلاقات الآتية  -1
 : من الأنواع المذكورة أو لا تكون أي نوع ترتيب كلي أو علاقة ترتيب حدي

  .1           .2              .7       
   .7              .7              .7  

علاقة تكافؤ أو علاقة ترتيب جزئي أو علاقة ترتيب كلي  Zبين ما إذا كان كل من العلاقات الآتية في  -2
 : ذلك أو خلاف أو علاقة ترتيب حدي

 .1          .2               .7  
           .7      .7       .7 

 

 

 R yxyxR :),( 0:),(  xyyxR 2:),(  yxyxR

 yxyxR  :),( yxyxR  :),( 1:),( 22  yxyxR

 زوجي عدد :),( yxyxR  0:),(  xyyxR yxyxR  :),(

 yxyxR  :),( 9:),( 22  yxyxR 102:),(  yxyxR


