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 إبدالية معرفة على المجموعة  أكمل الجدول التالي بحيث يكون جدول لعملية ثنائية * (1 dcbaS ,,, 

add

bdacc

cdbb

cbaa

dcba

......

...

...



 

 الحل
 أن يكون متماثل بالنسبة للقطر الرئيسييجب الجدول 

abcdd

bdacc

cadbb

dcbaa

dcba

 

تبديلية وتنسيقية أم لا؟  Qالمعرفة على مجموعة الأعداد القياسية   نائيةوضح ما إذا كانت العملية الث( 2
Qba        1abbaحيث   , 

 الحل
       العملية تبديلية          ab1ba1abba 
 لاحظ أن عملية ضرب الأعداد القياسية عملية تبديلية

    1aabc1bcacba  
     ليست عملية تنسيقية            1cabcc1abcba 

 :بين العبارات الصائبة والعبارات الكاذبة فيما يأتي( 3
i) العملية الثنائية  تكون تبديلية إذا وإذا كان فقط abba   

ii) العملية الثنائية   على المجموعةS تكون تبديلية إذا وإذا كان فقط يوجد عنصرين Sba , بحيث 
abba  

                                                           

 .هيعرف وجهت العالم بأسره يفسح الطريق للشخص الذي -سر النجاح هو ثبات الهدف  *

اقبل التحديات حتى  -.  ةسك أهدافاً إيجابية واجعل آمالك معقوللنف ضع - الأهم من أن تتقدم بسرعة هو أن تتقدم في الاتجاه الصحيح - 

 .والسعادة اعتأمر يقتضي الطمأنينة وراحة البال والاستم هالنجاح في أروع وأبهى صور - النصر تشعر بنشوة
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iii) العملية الثنائية  على المجموعة A تكون تنسيقية إذا وإذا فقط    acbacb  لكل 
Acba ,, 

iv) المجموعة الجزئية H من المجموعة S تكون مغلقة تحت العملية الثنائية   المعرفة علىS   إذا وإذا
Hba كان فقط  لكل Sba , 

v) إذا كانت  عملية ثنائية على أي مجموعة B فإن aaa  لكل Ba 
vi) إذا كانت  أي عملية ثنائية تبديلية على أي مجموعة S فإن     acbcba  لكل 

Scba ,, 
vii)  إذا كانت  أي عملية ثنائية تنسيقية على أي مجموعة S فإن     acbcba  لكل 

Scba ,, 
viii) دالعمليات الثنائية الوحيدة المهمة هي تلك العمليات المعرفة على مجموعات الأعدا. 

ix) أي عملية ثنائية معرفة على مجموعة فيها عنصر واحد هي عملية ابدالية وتنسيقية. 
x) العملية الثنائية  المعرفة على المجموعة S تكون تنسيقية إذا وإذا كان فقط هناك ثلاثة عناصر 

Scba ,, بحيث     cbacba  
*الحل

  

 
               

 
 

 .أم لا على المجموعة المعطاة ةتبديلية، تنسيقي  فيما يلي وضح ما إذا كانت العملية الثنائية( 3
i) baba  حيث  معرفة على المجموعة Z 

ii) 2abba  حيث  معرفة على المجموعة Q 
iii) 3abba  حيث  معرفة على المجموعة Q 
iv) ab5ba   حيث معرفة على المجموعة Z 
v) baba   حيث معرفة على المجموعة Z 

                                                           

 تعطيك دفعة جديدة للمستقبل.. ولتكن وقفة اعتبار... وقوفا عند أخطاء ماضيك كفاك ... 

 يكمن بداخلك إليهفكل ما تحتاج .. إمكانياتكقلة باللوم على  قلا تل. 
  لمن يحب أن يراه.. يفتح الأبواب..النجاح... 

i) X ii) X  iii) √   iv) X   v) X 

vi) √   vii) X viii) X ix) √ 

  

x) X 
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*الحل
 

i)                         baabab        ,baba    
                                                         abba      

 أي أن العملية ليست تبديلية     
    cbacba cba  

      cbacbacbacba  
   cba cba  

       العملية  ليست تنسيقية 
ii) ab2ba2abba  
        العملية  تبديلية 

    22cabcc2abcba  
    22babc2bcacba  

22babc22cabc   وبما أن          فإن العملية  ليست تنسيقية 
iii)    ab3ba3abba  
        العملية  تبديلية 

 
 

9

abc

3

c3ab
c3abcba  )( 

9

abc
3bcacba  )()( 

 تنسيقية  ي أن العمليةأ
iv)                   ab55ba abab    
       العملية تبديلية 

           c5ab ab

5c5cba  

                                                           

 فيها حكمة وعبرة من نصيبك.... كل حالة أو تجربة تصيبك... 

  بالحجر فيرميهم بالثمر مع الناس كالشجر يرمونه نك. 

  بإمكانك السباحة في جميع ... وحالما تتعلمها ....المعلم الحقيقي هو مجرد بركة ماء تستطيع فيها أن تتعلم السباحة

 ...والعوالم والعلوم محيطات العالم وما وراء المعالم
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   bc5abc 55acba  
    cbacba     

 * تنسيقية والمثال التالي يوضح ذلك ليست  العملية أنأي       

1a       ,2b     ,3c بأخذ           نجد أن 
      156255516 55551cba

66

 
      5352 5535321cba

2 7 
v)  ab bab      ,aba     ولكنab ba   ولذلك عملية غير تبديلية 

    bccbb aacacba  
 

cbc abacba  
   cbacba     

 ليست تنسيقية  أي أن العملية      
1a       ,2b     ,3c   لنأخذ المثال التالي وذلك بوضع        

  622a 32bc  
868 22               ,22a

3c 2b  
 مجموعة جزئية من H ليكن( 4 22M التي تحتوي على كل المصفوفات التي على شكل 







 

ab

ba 

 .,ba حيث
 مغلقة تحت كلاً من عملية جمع المصفوفات وعملية ضرب المصفوفات Hهل 

 الحل





















 







 

2222

2222

22

22

aabbbaab

bababbaa

ab

ba
 

ab

ba

1111

1111

11

11 
 















2222

2222

bbaababa

bababbaa
                                    

1111

1111 
                                                           

*
بل أنك في حاجة فقط إلى  .الكثير كي تجعل حياتك أفضل إن الحقيقة هي أنك لست في حاجة لعمل**  الشجاعة تحل بقدر من 

 - طة للأماميإيجابية بس كل ما تحتاجه هو أن تتخذ خطوة بل -" إيفرست "لست في حاجة لأن تتسلق قمة  إنك. القليل من الجهد

يرام  إن العمل الذي أنت بصدده سيكون على ما - على أكمل وجه لو تحليت بقليل من الشجاعة إن ما تكافح من أجله سوف يتم

منى أن تصل إليه تلمستوى الذي تتخشاها ،وا إن المهمة التي- لجهداإذا ما عثرت على الشجاعة اللازمة لبذل المزيد من 

إنك لست ملزماً أن تحل  -يمكنك أن تتعامل معها جميعاً لو تحليت بقليل من الشجاعة  ،والأوقات العصيبة التي ترغب في تجاوزها

 . كل ما عليك أن تكون أكثر شجاعة - كل ما عليك هو أن تبدأ. مشكلاتك كل
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H مغلقة تحت عملية ضرب المصفوفات 
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22

22

22

aabb

bbaa

ab

ba
 

ab

ba

11

11

11

11 

H مغلقة تحت عملية جمع المصفوفات 
 :معرفة كالتالي H ولتكن المجموعة S عملية ثنائية تنسيقية على المجموعة لتكن *( 5

 Sx  axxaSaH   . مغلقة تحت العملية Hبرهن أن :

 البرهان
Hh  ,h     let 21  

Sx    hxxh     Sx    hxxh  11  22, 
        2222 hxhhxhxhhxhh    So 1111  

   22 hhxhhx                           11  
Hh h     21  

  غلقة تحت العمليةم H وبذلك تكون
 

 تكون زمرة مع عملية الضرب القياسي للمتجهات أم لا؟ 3 هل مجموعة المتجهات في( 6
 الحل

الضرب القياسي لمتجهين هو كمية قياسية وليس متجه وهذا يعني أن عملية الضرب القياسي لا تعتبر عملية 
 .وبذلك لا تكون زمرة 3 المتجهات فيثنائية على مجموعة 

 لاتجاهي للمتجهات أم لا؟اتكون زمرة مع عملية الضرب  3 هل مجموعة المتجهات في( 7
 الحل

 .لا تكون زمرة ليست تنسيقية وبالتالي هذه المجموعة 3 لاتجاهي للمتجهات فيانعلم أن عملية الضرب 

                                                           

  ساليأ من بحيرةفوق ، الأملتبني جسرا من  أنأجمل ما في الحياة. 

  محالةوأثره ينالك لا  إليكفان صدى هذا الخير يرجع  ومساعدتهم ومد يد العون لهم الآخريناحرص على نفع. 

  الجانب المشرق والجميل في إلىفقط انظر  إياهالسعادة الداخلية فلا تحرم نفسك  التفاؤل سبيل عظيم نحو أنتذكر 

 .  الأشياء

 التصرف مع أمورها المحيرة لها علاج وما يصلح معها هو الحياة بمشاكلها لا يصلح.  

 فيها من مكان لمكان ولزاماً عليك أن تتكيف مع ظروف كل مكان لتحقق عادة نظر إلي الحياة علي أنها رحلة تنتقلأ 

 .النجاح
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 * :مثال

  jjkjjii          ،  00ijji  
وأيضاً الضرب الاتجاهي لمتجهين غير صفريين يعطي متجه آخر عمودي عليهما وهذا يعني عدم وجود 

 .عنصر محايد
 ليكن( 8 1xxG    :كالتالي  G على  عرفت العملية، :

Gyx,       2yxxyyx    برهن أنG تكون زمرة مع  
 :البرهان

  G مغلقة في سنوضح أن العملية : أولاً 
Gba إذا كان , 1 فإنa     ,1b  01 ولهذاb   
ولذلك   1b1ba   12وهذا يؤدي إلى أنbaab  

 تنسيقية  سنبرهن أن العملية: ثانياً 
Gcba,     let ,  

   2cbbcacba   
                      22cbbca2cbbc a   

                  cbabcacababc   
    c2baabcba   
                2c2baabc 2baab   
            cbabcacababc   

    cbacba   
y2y22yy2 :وذلك لأن 2 واضح أن المحايد هو: ثالثاً   
 y معكوسه هو Ga نفرض أن a لعنصرلإيجاد معكوس ا: رابعاً 

                                                           

*
 أن تكون مكافأة الحياة - بك أن تخلق خبرتك الخاصة - أن تكون واقعياً  :والتي من بينها عاداته بإتباعالنجاح لا يأتي إلا  

نجح عندما تعُلم الناس كيف ت  -الإدراك أن تعي بأنه لا وجود للحقيقة لكن ما يوجد هو  - بالنسبة لك فيما تنجزه من أعمال

 - والفشلعن البيئة السلبية  ،والابتعاد التفكير دائماً في النجاح وإمكانية تحقيقه - التسامح هو أحد قوى النجاح -  معك يتعاملون

 تستسلم ولاالمثابرة والعمل الجاد عليك ب – والقراءة المستمرة عليك بالعودة إلي جو الدراسة من آن لآخر،لا تتوقف عن التعلم 

الأخطاء واعترف بها حتى تصل إلي  تعلم من  - مداه طويل وليس سباقاً قصيراً تنتهي منه بانتهاء السباق ،فالنجاح هو سباق

 .الكاذب نك من النجاح الحقيقي وليسالحقائق التي تمك
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1a

a
y            22yaay


 

:لأن G وهذا المعكوس ينتمي للمجموعة
 

1
1a

a
           1aa 


  

22   وكذلك 
1a

a
a

1a

a

1a

a
a
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 زمرة    Gمما سبق نستنتج أن 

 

 ليكن* (9
















 0aba

10

ba
G  تكون زمرة تحت عملية ضرب المصفوفات G برهن أن .:,,

 :البرهان
i) نفرض أن  G

10

dc

10

ba
















0c0adcba   حيث   ,  ,,,,,  

0ac   ;G 
10
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10
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   العملية مغلقةإذاً 
ii) نفرض أن  G

10
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 العملية تنسيقية 
iii) المصفوفة المحايدة هي 









10

 Gوهي تنتمي إلى المجموعة  01

                                                           

*
 ركز علي الوقت المتاح إليك والأموال التي توجد بحوزتك وابتعد عن من: والتي من بينها عاداته بإتباعالنجاح لا يأتي إلا  

 .مختلفاً لتكون ناجحاً  ،لابد وأن تكون لا تخش الابتكار والإبداع - يشتت أفكارك

 .يوجد شخص يعيش بمفرده في جزيرة منعزلة ،لا وم بتحفيزهمتعلم أن تفهم الآخرين وكيف تق -

 أيد غيرك - ،ومسئول علي الجانب الآخر وإلا لن تكون هناك عادات للنجاح إلي حد ما كن صادقاً مخلصاً معتمداً علي الآخرين -

حاول أن تفهم نفسك  -أولوياتك كما ينبغي أن تكون صنف  -في وجهات نظرهم الصحيحة لا تعارض باستمرار بدون وجه حق

 .الآخرون أنت أولاً قبل أن يفهمك
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iv) لإيجاد المعكوس نفرض أن معكوس المصفوفة 








10

ba هو








10

yx 

















 




























10

01

10

bayax
        

10

01

10

yx
 

10

ba 

a

b
y  

a

1
x      0bay   1ax      


 ,, 

 ولهذا فإن معكوس
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ba هو 
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3nغير تبديلية لكل  nS برهن أن( 11  
 * :البرهان

بما أن      nS3  22  1 , 

      1..................,           2  3  13  2 2  1  
      2.............,            3  2  1 2  1 3  2  

من  1  و 2 نجد أن     2  1 3  23  2 2  1  
  Sn 3 غير تبديلية لكلn  

 

 ليكن( 11  0aba    baxxffT  تكون زمرة تحت عملية تركيب  Tبرهن أن  :,,,
 .الدوال

 الحل
i)                              dcx xg   baxxfTgf,  let  ,: 

          badxacbdcxadcxfxgf  

Tgf   

0acABAx







: 

 .بصفة عامة ةمن الواضح أن العملية تنسيقية لأن عملية تركيب الدوال تنسيقي

                                                           

*
 .أسرع من العبقرية الاجتهاد - ،بل على كمال أفراده على كمال مؤسساته مستقبل المجتمع ليس وقفاً  - 

ليس الخلود  - لطيفاً  ... ،والثاني أن يكون لطيفاً والثالث أن يكون الأول أن يكون لطيفاً : الإنسان هناك ثلاثة أمور مهمة في حياة -

 .الذين نترك عليهم بصمات من حياتنا ،بل في الأشخاص فيما نخلفّه من أشياء

 .كلما كان تواصلك أفضل ،كلما حققت المزيد - التنازلات أمر خطير فانتبه أن تمس ثوابتك -
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ii) المحايد هو الدالة المحايدة      0x1xxi    حيثff  ii f   
iii) معكوس الدالة   baxxf  هو الدالة  

a

bx
xf


1  والتي يمكن وضعها على الصورة

  






 











a

b
x

a

1
xf  :حيث T وهي تنتمي للمجموعة 1

 ffxb
a

b
x

a

1
a

a

b
x

a

1
fff  11  















 
















 
   

  T زمرة. 
ليكن( 12 ,G زمرة، برهن أن  ,G زمرة حيث:Gyx,    xyy  x  

 * :البرهان
i) المجموعة: الانغلاق G مغلقة تحت العملية  لأن: 

Gyx,G    xyy  x  
ii) التنسيق :                                                  

Gzyx,   let ,  
       xyz xy z y z   xz y   x  

     xyz y  xz z y  x  
    z  y  x z y   x    

iii)  المحايد موجود وهوGe  وذلك لأن: 
Gx       x xee  x  
Gx       x exx  e  

iv) يوجد لكل عنصر معكوس وذلك لأن: 
Gx         ex  xx  x      exxx  x 1111   , 

    G, تكون زمرة 
 

21 ليكن( 13 HH 21هل  G زمرة جزئية من الزمرة , HH  زمرة جزئية من G؟ برهن صحة ما تقول. 

                                                           

*
 .   أعمال المخططات هي نوايا جيدة فحسب ما لم تترجم فوراً إلى - 

 .،وإنما بإبطال مبدئه بإعدامهالقضاء على العدو ليس  -

 .الهزيمة عند وأبتسم، تواضع عند النصر -        .إجابة بارعة لا يتقنها الكثيرون: الصمت -

    .إهانتك إلا بمساعدتك لا أحد يستطيع  -مستريحةمتعبة وضمير مستريح خير من ضمير متعب وأقدام  أقدام -
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 الحل
21 ليس من الضروري أن تكون HH   مرة جزئية منز G والمثال التالي يوضح ذلك. 

3Z Z22,3     , Z33    , Z22  ولكن   Z3 Z2532  
 * .أي أن العملية ليست مغلقة

 

GHG   K ليكن( 14  HK   KH حيث ,  GKH برهن أن ,   
 :البرهان

Kk   Hh نفرض أن  Kh   Hk نلاحظ أن     ,  ,  
KHkh الآن , ولكن KHk h  وذلك لأنه إذا فرضنا أن KHk h  فإن Hk h  أو 
Kk h  

Hk h فإذا كان  فإن Hk hh 1  وبذلك Hk وهذا غير ممكن 
Kk h وإذا كان  فإن Kk k h 1 وبذلك Kh وهذا غير ممكن 

 العملية غير مغلقة وبالتالي فإن GKH    
 

}:{ زمرة وليكن G ليكن( 15 GxxccxGcC   مجموعة جزئية منG برهن أن C  زمرة
 .G جزئية من
 :البرهان

i) لنأخذ: الانغلاق Cdc , فإذا كان Gx فإن: d c xd x cx d c  ولهذا فإن C d c  
ii) بما أن: المحايد Ge وبما أن Gx      e xx e  فإن Ce 

iii) ليكن : المعكوسGx ولنأخذ عنصر Cc  
c xx c يكون C من تعريف  

Cc     xcc x      c c xcc x cc 1111111   
iv) بالنسبة لقانون التنسيق متحقق لأن C  مجموعة جزئية من الزمرةG 
  C زمرة جزئية من G 

                                                           

*
 .من الأفضل أن تعاني من الظلم من أن تمارسه -    .الحديد لالضربات القوية تهشم الزجاج لكنها تصق -  

 .واحدة لإنسان على قيد الحياة أفضل من باقة كاملة على قبره وردة - 

 .تجعل ملابسك أغلى شيء فيك حتى لا تجد نفسك يوماً أرخص مما ترتديه لا تحاول أن - 

 .عونا من قبلنميل إلى تصديق أولئك الذين لا نعرفهم لأنهم لم يخد نحن -
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 عنصر في الزمرة g ليكن( 16  ,zG وليكن  egznS n  زمرة جزئية من  S برهن أن :

 ,z 
 * :البرهان

i) بفرض أن Smn , فإن  eg       eg mn  , 
Smn      ee eggg mnmn  

 Sالعملية مغلقة في إذاً 
ii)  المحايد فيالعنصر S 0وذلك لأن  0 هوg تساوي المحايد e للزمرة G 

iii) بفرض أن Sn فإن eg n  
Sn      eg      gg      eggg       الآن nnonnn   
  لكل عنصر Sn يوجد معكوس Sn 

 G زمرة جزئية من S والتنسيق متحقق ولذلك
 

ليكن( 17 1S   عرفت ،  علىS التاليك: abbaba  
برهن أن  ,S تكون زمرة. 
 :البرهان

i) واضح أنه إذا كان: الانغلاق ba,  فإن حقيقين ينعددأي abba  عدد حقيقي. 
1ba سنبرهن أن  1 ولذلك نفرض أنba  1 أي أنabba  وهذا يعني أن 

01abba  أي أن    01b1a  1 وهذا يعني أنa  1 أوb  
Sba ولكن , حيث  1S  
  1 ،وبالتالي فرضنا خاطئba  وهذا يعني أن Sba  
ii) نفرض أن :التنسيق Scba ,, 

    abcacabbccbabccbacba  

                                                           

  كغاضب فستقول أعظم حديث تندم عليه طوال حيات وأنت تتكلمإدا. 
 لا  .-القلب الميت بنور الحكمة كما يحيي الأرض الميتة بوابل المطر ،فان الله ليحيي ،واسمع كلام الحكماء عليك بمجالسة العلماء

  .فيما لا تعلم فتتهم فيما تعلم لتق
تكن ممن يرجو  ،ولا فاتك منها ترحاً  ،ولا لما بما نلته من دنياك فرحاً  نلا تك: لب رضي الله عنهاعلي بن أبي ط الإمامحكم  من -

 .،ويؤخر التوبة لطول الأمل الآخرة بغير عمل
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    abcbcaccabbacababcba  , 
    cbacba     

iii) العنصر المحايد: 
 :لأن S الصفر هو العنصر المحايد في المجموعة

    Sa     aa0a0a0     ,a0a0a0a  
iv) نفرض أن معكوس: المعكوس a هو a 

aaaaaa0  
  1a     ,

a1

a
a       aa1a 




 

   ,S تكون زمرة. 
 

GS وليكنزمرة  G ليكن*( 18   حيث exGxS 2   زمرة جزئية من S هل دائماً تكون :
G. 

 الحل
 
 :والمثال التالي يوضح ذلك. لا

 تكون المجموعة 3S في الزمرة ,,,, 3210  3 مجموعة جزئية منS يست زمرة جزئية منها ولكنها ل
0 بالرغم من أن

2

0  ، 0

2

30

2

20

2

1         .وذلك لأن العملية ليست مغلقة ,,
221 حيث  . 

هذا " 3S الذي يمثل عدد عناصر 6لا يقسم العدد  4والعدد  4لاحظ أيضاً أن عدد عناصر هذه المجموعة 
 ".اج من مبرهنة لاجرانجالاستنت

 

 ليكن( 19 ,G زمرة ابدالية وليكن S مجموعة العناصر Gg التي تحقق المعادلة eg3  برهن أن S 
 G زمرة جزئية من

 
                                                           

*
  .لكن أن نستفيد من معرفته . . ليس العلم أن نعرف المجهول 

  .إنما العقل . .الصورة  الإنسانليس  -. ونسبه ،وليس بأصله فخر المرء بعمله وأدبه

 . فقد بدأ جهله. . من ظن أنه قد تعلم  -.    فقد الحياة. . من فقد الأمل والحياة أمل ،

 .ابنك وأرحم، أخاك وأحفظ، فبر أباك. ... وابناً أباً وأخاً : بالنسبة لك ثلاثة الناس
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 :البرهان
i) الانغلاق:               ey      ex       Syx 33  ,, 

    e eeyxxxxyyyxyxyxyy x 333
 

Sy x    
ii) المحايد:                  

ee3   بما أن   فإن Se 
iii) المعكوس : gg       egg      eg      Sg 2123   

Sgg gg   وبما أن العملية مغلقة فإن 21  
 G زمرة جزئية من S إذاً  
 

GGa فإذا كانت الدالة G عنصر مثبت من عناصر a ، زمرة Gليكن ( 21 :  معرفة بالقاعدة
  gaag 1

a
 لكل Gg برهن أن a  برهن أن : إرشاد"  تكون تبديلةa دالة أحادية وفوقية" 

 * :البرهان
    21

1
2

11
1

1
2

1
1

1
2a1a gg aagaaaagaa   agaaga   gg   

  a دالة أحادية 
 :دالة فوقية وذلك لأن a واضح أن Gg  نفرض أن  gaagaaaga 111

a   
  Gتبديلة على المجموعة  aإذاً  

   الأعداد الحقيقة حيث محدد المصفوفة  وبمداخل من nn مجموعة المصفوفات من الرتبة G ليكن( 21
 :تكون زمرة أم لا مع كلاً من G ما إذا كانت بين. يساوي صفر لا
i)     عملية ضرب المصفوفات                            عملية جمع المصفوفات 

 الحل
i) G ن عملية الجمع ليست مغلقة فيلا تكون زمرة مع عملية جمع المصفوفات لأ G  والمثال التالي

 :يوضح ذلك
                                                           

*
 .هو دونك فلا تأمن أن ينتقم منك من هو فوقك إذا انتقمت ممن  -

  .يراً ثم يكبر إلا المصيبة فإنها تبدأ كبيرة ثم تصغرشيء يبدأ صغ كل -

 .الكلام ،قلة الغضب واحتمال الأذى بسط الوجه ،طيب..... حُسن الخلق  -

 . المروءة ،وشعاع الضمير الصدق ربيع النفس ،وثمرة -

 .اء ،ولا في المال إلا مع الجودالحياة إلا مع السرور ،ولا في الصداقة إلا مع الوف لا خير في القول إلا مع العمل ،ولا في--

ii)  
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G
10

01

10

01


















Gولكن   ,

00

02

10

01

10

01




























 

ii) G  (من السهل برهنة ذلك)تكون زمرة مع عملية ضرب المصفوفات لتوفر جميع شروط الزمرة 
 

ليكن ( 22   ,0QG حيث b aba  هل G زمرة؟ لماذا؟ 
*الحل

 

G لأنه لو فرضنا وجود عنصر محايد. ليست زمرة لعدم وجود عنصر محايد e 1 فإنe1   ولكن
ee1 فإن  حسب تعريف  أي أن e1  وهذا غير ممكن لأنه من تعريف القيمة المطلقة 

0x  
 

 هل الجملة التالية صحيحة أم خاطئة ؟ولماذا؟( 23
HK إذا كان كلًا من   تافهة من الزمرةغير زمرة جزئية  , , فإن KH   أي )زمرة جزئية غير تافهة

 أنه إذا كان   0H0K   فإن , 0KH  . 
 الحل

 العبارة خاطئة والمثال على ذلك     0ZH  0zn2nK   ولكن :, 0KH  
 

 ليكن( 24 2G  عرفت ،  على G  كالتالي: 
62b2aabba   لكلGba ,  برهن أن ,G زمرة. 
 :رهانبال
i) بفرض أن: الانغلاق Gba ,. واضح أن ba 62 عدد حقيقي لأنb2aab  حقيقي  عدد

2ba نحتاج إلى برهنة أن. حيث جمع وطرح وضرب الأعداد الحقيقة يكون عدد حقيقي   ولهذا نفرض
 :أن
2ba   262أي أنb2aab  

    02b2a        042b2aab     
                                                           

*
  .وغير مقبول وإن كان غالباً  الحق محبوب ومقبول حتى وإن كان مغلوباً على أمره ،والباطل مكروه - 

،وغير المحق غير طاهر وغير . قريب من القلب ،وهو نظيف وطاهر وإن وقع في الوحل الحق جميل بذاته ،وصاحب الحق -

  .وان اغتسل بالمسك نظيف

ما  والصيت والعنوان قد يتغيران ولكن الذات لا تتغير ،وأكثر... اللب أو الجوهر لا يتغير د يتغير الشكل ،وقد يتغير اللون ،ولكنق -

  .يخدع الناس هو تغير الشكل واللون والصيت والعنوان

 .معه والمغلوب هنا غالب إن كان الحق. يسحق الضعيف مغلوب وإن كان غالباً  الذي -
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 2b     or     a     2 
 وهذا يتناقض مع كون 2ba , ذلك نستنتج أنول  2ba  

ii) التنسيق: 
    64c4b4a2ab2bc2acabcc62b2aabcba  
    64c4b4a2ab2bc2acabc62c2bbcacba  
   cbacba       

iii) هو العنصر المحايد لأن 3العدد  :المحايد Ga     a662a3a3a       
 ,Ga      a62a63aa3  وكذلك 

iv) من السهل استنتاج أن المعكوس هو :المعكوس 
2a

32a



 لكل  2a  حيث:  
   

a
2a

32a
36

2a

32a2
2a

2a

32aa

2a

32a
a 



















 

G مع ملاحظة أن
2a

32a




 2 وذلك لأنه لو فرضنا أن
2a

32a




 فإن: 
42a32a  43 وبالتالي فإن  وهذا غير ممكن. 
 G  تكون زمرة مع العملية. 

 

GH و ةزمرة تبديلي G إذا كانت( 25  حيث  GxxH 2   G زمرة جزئية من Hبرهن أن. :
 * :البرهان

i) بما أن Ge 2 وee  فإن He وبذلك H 
ii) الانغلاق:       Hy xyx      Hyx

22222 , 
iii) المعكوس:      Hxx      Hx

21122   
iv) التنسيق متحقق لأنH  مجموعة جزئية من الزمرةG المتحقق فيها التنسيق 
 H زمرة جزئية. 

                                                           

*
 .عندما يملأ إناءه بالحليب ،مهما كانت الظروف ن الحقيقي هو الإنسان الذي لا يدع إناء الآخرين فارغاً الإنسا- 

 .ثم تمضي في طريقك ،ولا يهمك من سيحصد عليك أن تبذر - 

 .واليسر قد تكون المرحلة الأخيرة للعسر المرحلة الأولى للانفراج -

هذه الثمرة قد تكون شجرة طوبى في الجنة أو شجرة  .ي ثمرته عاجلاً أم آجلاً كل فكر تسلل إلى أرواحنا واستقر فيها سيعط -

  .الزقوم في جهنم
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6S ليكن( 26  حيث ,


















361542

654321
  

315624

654321
 , 

 أوجد ثم عبر عنها على شكل حاصل ضرب دورات منفصلة ثم اكتبها على شكل مناقلة ثم أوجد  2
 مدارات  ثم احسب رتبة 2 2  
*الحل

 




























532614

654321

361542

654321

361542

6543212 




























162345

654321

315624

654321

532614

6543212 

      4261514212  65 
 مدارات  هي 2     651342 ,,,,,  

رتبة  : المنفصلة أي أن ل دوراتهاهي المضاعف المشترك الأصغر لأطو  2  632lcm2  ,  
 

GH   G   K إذا كان( 27  GKH :برهن أن ,   
 :البرهان

KH واضح أن  لأنه على الأقل  eKH  حيث He       Ke  , 
Kyx,   and   Hyx,   then   KHyx,    let   

KHxy Kxy   and   Hxy    111 
 

 وليكن G من عنصر مثبت aوليكن  Gزمرة جزئية من الزمرة  Hليكن( 28 HhahaK 1   : 
 .G زمرة جزئية من K برهن أن
 :البرهان

i)         Kaeae       He 1  
ii)         Hh,h aahk aahk  that    suchK k  ,k  let 21

1
22

1
1121   :, 

HhhbecauseKahh aaahaahkk  2121
1

2
1

121   1 
                                                           

*
 .ساقين له حتى التقيت في الشارع برجل لا...... شعرت بالكآبة لأنه لا حذاء لدي   

 .بما نملك ،بل إننا نفكر بما ينقصنا من النادر أن نفكر - 

 .إن حياتنا هي ما تصوره أفكارنا -

 . وليس متاعبك.. عدد نعمك  -

 .عظمته من خلال الطريقة التي يعامل بها السفهاء إن الرجل العظيم تظهر -
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iii)                    Hhahak  then  K  k   if 1   : 
  Hh    because    K aah ahak   but 111111   

 H لأنه متحقق في الزمرة الجزئية K والتنسيق متحقق في
Kإذاً     G زمرة جزئية من 

 

 أعط مثالاً على زمرة (29 ,G وعنصرين ba, في G  بحيث  222
baba  

*الحل
 

ليكن    ,ZGLG    وبفرض أن 2
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3343

2330

79

34

34

23

23

11

23

11

12

11

12

11
ba 22 

 

 :، برهن أن المجموعةA هي محورة المصفوفة TA ليكن( 31
  T1

n AAGLAS  :  مع عملية ضرب المصفوفات تكون زمرة 
 :البرهان

i) إذا كان: الانغلاق SBA , فإن      TTT111
BAABABBA ...    ولذلك SBA . 

ii) نعلم أن عملية ضرب المصفوفات عملية تنسيقية: التنسيق 
iii) المصفوفة: المحايد nI هي المصفوفة المحايدة حيث 

























1000

00010

00001

nI

..

..

..

..

..

 

 .صفروباقي عناصر المصفوفة  1 القطر الرئيسي عناصرهأن أي 

                                                           

*
 .تكسره كن كالنحلة إن أكلت أكلت طيبا وإن أطعمت أطعمت طيبا وإن سقطت على شيء لم - 

 .أحد وما نجا من الشدة بشر اعلم أنك لست الوحيد في البلاء فما سلم من الهم -

 وقدر قيمة ....عش بالكفاح...عش بالحب .... عش بالأمل...بالإيمان  عش..... كل لحظة كأنها آخر لحظة في حياتك عش -

 .الحياة
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iv) المعكوس:     SA    so AAA   soAA  then  SA if 1TT11T1   , 
    S زمرة مع عملية ضرب المصفوفات 

 

 عرفت المجموعة a لبعض( 31       nna GLaA  detGLAG مع  aG برهن أن :
1a كان فقط  عملية ضرب المصفوفات تكون زمرة إذا وإذا  

 * :البرهان
1a نفرض أن: أولاً   ونبرهن أن aG تكون زمرة 

i) الانغلاق: 
1GBA لكل  ,  أننعلم        11.1B  detA  detBA  det  1GBA ولذلك .. , 
ii) تنسيقية نعلم أن عملية ضرب المصفوفات عملية 

iii) المصفوفة المحايدة هي nI  حيث 























1....

..

..

..1

..1

nI

0

000

000

 

 وذلك لأن  11Idet n
n  1 وهذا يعني أنn GI   

iv) المعكوس : 
)det(1 وبما أن 1GA ليكن A  فإنA 1 هولنعتبر أن لها معكوسA وسنحسب الآن  1Adet  

             1 IdetAAdetAdet  AdetAdet 1.Adet n
1111   1ولهذا  ..

1 GA  
 زمرة 1G وبذلك برهنا أن

1a زمرة ونبرهن أن aG: نفرض أن: ثانياً   
1a نلذلك نفرض أ  00 وهذا يعني أن هناك حالتان هما  a     ,a 0 في الحالة الأولى عندماa 

 زمرة ولكن aG لأننا فرضنا أن 0G ستكون العملية مغلقة في  01Idet n  1ولهذاn GI  أي أن 
0G لا تحتوي على محايد وهذا تناقض. 

                                                           

*
 :فوائد ما يسميه البعض بالفشل 

 إثبات بأننا بشر نخطي و نصيب.  .3التفكير في معرفة ما هي نقاط الضعف   .2. حافز للنجاح و الإبتعاد عن مرارة الفشل  1.

 .المراتب حافز للتطوير و للوصول لأعلى.  .4كاملين أو غير معصومين من الخطأ وأننا غير
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 :ولذلك aGA نفرض أن 0a وفي الحالة الثانية عندما
      2aaaAdet  AdetAAdeta  ... 

1aو 0a وبما أننا فرضنا أن  2 ه في هذه الحالةونعلم أنaa  وبذلك نستنتج أن aGAA .  أي أن
1aفرضنا بأن أي أن  العملية ليست مغلقة وهذا تناقض أيضاً   1 خاطئ وبالتالي فإنa  

 

 ثم ارسم المخطط الشبكي 3S أوجد كل الزمر الجزئية للزمرة( 32
*الحل

 

 وهي 3 توجد زمرة جزئية واحدة من الرتبة 21021  ,,  2زمر جزئية من الرتبة  3وتوجد 
 وهي     303202101  ,,,,,  

 وهي الزمرة التافهة 1وكذلك زمرة جزئية واحدة من الرتبة  0  
 3Sللزمر الجزئية من الزمرة  والشكل التالي هو المخطط الشبكي

 
 
 
 
 
 
 

 أوجد رتبة العنصرين التاليين من عناصر الزمرة( 33 2GL حيث 
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 AB ثم أوجد رتبة
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*
تأخير وليس هزيمة ،إنه تحول مؤقت عن  حالة الفشل ينبغي أن يكون معلماً لنا وليس مقبرة لطموحاتنا ،والفشل ما هو إلا 

 .أن نقول أو نفعل أو نكون شيئاشيء يمكننا تجنبه فقط ب مميتة ،وهو الوصول إلى الهدف وليس نهاية

واحدة من هذه الخبرات تجعلك أكثر قوة على  سيئ ،وكل الحياة عبارة عن سلسلة من التجارب والخبرات ،بعضها جيد والآخر -

 .عن إدراك ذلك الرغم من أنه غالباً ما تغفل

 .ن واقع تجاربنا في الحياةاكتسبناها م قد لا يوجد هناك فشل حقيقي ،فما ندعي بأنه فشل ما هو إلا خبرة -

3S 

1 1  
2  

 0  

3  
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 باستخدام الاستقراء الرياضي نستطيع برهنة أن  






 


10

n1
AB

n  

 وهذا يعني أن  IAB
n
 وبذلك العنصر AB لا نهائي الرتبة. * 

 .لا نهائي الرتبة AB له رتبة منتهية بينما حاصل ضربهما ,AB ال أن كلاً منثفي هذا الم لاحظ
 

 أكمل الجدول التالي بحيث تكون المجموعة( 34 bae  هو العنصر المحايد e زمرة مع اعتبار أن ,,

b

a

e

bae

 

 الحل
ebaواضح أن   وذلك لأنه لو فرضنا أن aba   فإنeb   وكذلك لو فرضنا أنbba  

ea فإن  ولذلك eab  أيضاً نحتاج الآن لمعرفة قيمة aa    ,bb . 
aaa  لأن ea  وكذلك eaa  لأنه لو فرضنا أن eaa   فإنbaaa  وبذلك 
ba  ولذلك aa  يجب أن يساوي b وبالمثل abb  وبهذا يكون جدول الزمرة كالتالي: 

                                                           

*
سار النجااح فاي إيماناك بقوتاك  -بخالقاك  سر النجااح فاي تعلقاك -سر النجاح في الإيمان بفكرك  -النجاح في الجد والاجتهاد  سر 

 سر النجاح في حب -سر النجاح في تقبلك للوضع الحالي ومعرفة أين وصلت  -والرؤية  سر النجاح في وضوح الهدف -الداخلية 

 -سار النجااح فاي القلاب المخلاص الادافئ  -أفضال  سر النجاح في الاهتمام باالآخرين ومسااعدتهم لحيااة -ر لنفسك وللآخرين الخي

 سار -سار النجااح فاي رد فضال التوفياق ف والفشال مان الانفس  -باين جوانبهاا المختلفاة  سر النجاح في اتازان الحيااة والتوفياق

سر النجاح فاي  -الآخرين تعيقك  منر النجاح في أن لا تصدق أي خرافة من نفسك أو س -النجاح في النهوض مباشرة بعد الفشل 

 . سر النجاح في الإنتاج وترك الأثر العميق -للنجاح  سر النجاح في السعي -اتباع نهج من تريد الوصول لهم 
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 أوجد رتبة( 35
4

  sini
4

 cosz


 في الزمرة    ,0C 
 * الحل

101 :لأن 8هي  z رتبة العنصر
4

8
  sini

4

8
 cos

4
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4
 cosz

8
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ezn هي أصغر عدد صحيح وجب يحقق أن 8حيث   
 

برهن أن المجموعة  Aعنصر في  b مجموعة، A ليكن( 36 bbST A  )(: تكون زمرة. 
 :البرهان

T إذا كان: الانغلاق  :وذلك لأن T فإن ,  bbbb  )())(()(  
 يكون Ax حيث لأي عنصر T لة المحايدة تحقق شروطلأن التبدي Tالمحايد موجود في  xx  

لأن  T1 فإن T إذا كان: المعكوس  bb  يؤدي إلى أن  bb 1 
 ASلأنها مجموعة جزئية من  T متحقق في: التنسيق

 

AB ، مجموعة A ليكن( 37  ،b عنصر مثبت في B وضح أن المجموعة   BbST A   : 
 AS لا تكون زمرة جزئية من

 الحل
 :والمثال التالي يوضح ذلك AS زمرة جزئية من Tبصفة عامة لا يمكن اعتبار 

 نفرض أن   321A      ,21B      ,1b ,,,  
Tلاحظ أن 

132

321








 ولكن T

3211 









213
 

                                                           

*
تتبع قلبك  ما يأخذ بلبك وعقلك وبأنسر النجاح معرفة  - أبناء أو طلبة أو مشروع أو في كتاب سر النجاح في زرع قيمك في - 

سر النجاح في أن تكون أفضل  -في القراءة والتعلم  سر النجاح -سر النجاح في الثقة باف وأنه سيوفقك لكل خير  -وتسعى له 

من كل  سر النجاح في أن تتعلم كل يوم -النجاح في أن تكون عظيما وتفعل ما هو خارق للعادة  سر -إنسان بإمكانك أن تكونه 

سر النجاح في التمتع  -سر النجاح في التجارب  -يوم  سر النجاح في أن تزداد علما وعملا كل -المواقف وتستنتج القيمة منها 

 . بالنجاح
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Gba وبفرض أن Gالزمرة  زمرة جزئية من Hليكن( 38 , حيث bHaH   وضح بمثال أن
HbHa 11   

 * الحل
  ليكن  3322 SG     ,H     a    ,b   ,, 2  وبذلك يكون 0

1
1

1 Ma      ,b    
   222222 HbH             ,HaH  ,,  
   111

1
222

1 hHb           ,HHa  ,,   
bHaH لاحظ أن  ولكن HbHa 11   

 
 بحيث G في ,ab وعنصرين G أعط مثالاً على زمرة( 39  333

baab   
 الحل

11 ا العنصرينإذا أخذن 3S في الزمرة  نجد أن  ,  3

1

3

1

3

11   
 (يترك للطالب التأكد من صحة ذلك)
 

 نه عنصر جامد بالنسبة للعمليةأيقال ب Sx فإن العنصر S عملية ثنائية على المجموعة  إذا كان( 41
 إذا كان xxx   .برهن أن الزمرة لها عنصر جامد واحد فقط. 

 :البرهان
 ليكن ,G زمرة 

eee هو عنصر جامد وذلك لأن e المحايد واضح أن العنصر  
 .لها على الأقل عنصر واحد جامد G وبذلك الزمرة

xxx ويكون جامد أي أن Gx نفرض أن هناك عنصر آخر  
ex        exe         xxxxx    11   

 وهذا يبرهن أن العنصر الجامد في الزمرة يكون وحيد وهو العنصر المحايد
                                                           

 ردت أنإذا أ....  الحياة مرآة أعمالك وصدى أقوالك .... ولا تحرمك إلا بمقدار ما تحرم نفسك منها بقدر ما تعطيها إن الحياة لا تعطيك إلا *

 النرا  أنمرن إذا أردت  .…وإذا أردت أن يسرترك أحرد فاسرتر غيررك ....إذا أردت أن يرحمك أحد فارحم غيررك...  يوقرك أحد فوقر غيرك

لا تتوقع من النا  أن يصبروا  ..… إليهم لتفهمهم أولاً  النا  أن يستمعوا إليك ليفهموك فاستمع من وإذا أردت.… يساعدوك فساعد غيرك

 .إذا صبرت عليهم عليك إلا
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لمجموعة الأعداد المركبة التي تكون زمراً جزئية مع الجمع لزمرة الأعداد حدد مما يأتي المجموعات الجزئية ( 41
 المركبة مع الجمع  ,C 

i )                     ii )  Q         iii)   Z7                   iv )عداد التخيلية مجموعة الأ
 i   مجموعة الأعداد القياسية المضروبة في v  )Q                      بالإضافة إلى الصفر  

  * الحل
i )C               ii )CQ 

  لأنQ             لا تحتوي على العنصر المحايدiii )CZ 7 
iv   ) C i          v)    CQ  

 

 :الزمر المعطاة فيما يلي نأعط قائمة كاملة لكل الزمر الجزئية م( 42
 1GZ 2G Z12 ،    مع الجمع : 3GQ،      مع الجمع : : 4،       مع الضربG: مع الجمع  

 ،5G: مع الضرب    ،  6
n Gzn ::  7،       مع الضربG Z3  .مع الجمع :

8G  :مع الجمع 6موعة الأعداد الصحيحة مضاعفات مج 
9G  : zn6n : مع الضرب 

 الحل
i) 41782 GGGGG  

ii) 539 GGG  
iii) 56 GG  

 
 :عناصر على الأقل من كل زمرة من الزمر الدورية الآتية 5اكتب ( 43

 (ب          مع الجمع Z25 ( أ




















Zn

2

1
n

 (ج         مع الضرب : Znn : مع الضرب 

 الحل
....,25,0,25,5050.....,( أ ,                            1,2,4,..( ب,...

2

1
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1
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*
 . تستطيع إذا اعتقدت أنك تستطيع  

 .الحياة الأمل هو نبض القلب و شريان -  الأمل هو اليأس من اليأس  -

مؤقت عن  ،إنه تحول  تأخير وليس هزيمة حالة ،والفشل ما هو إلا الفشل ينبغي أن يكون معلماً لنا وليس مقبرة لطموحاتنا -

  .شيء يمكننا تجنبه فقط بأن نقول أو نفعل أو نكون شيئاً  ،وهو مميتة الوصول إلى الهدف وليس نهاية
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 زمرة دورية أعط مولداتها أي من الزمر التالية دورية؟ لكل( 44
           Z,Q,,Q Z,6Zn6 n  مع الضرب :,,,,

،  Zba2ba   .مع الجمع :,
 * الحل
 Z,  1وكذلك  1زمرة دورية مولدها- 
 Q, ليست زمرة دورية 
  ,Q ليست زمرة دورية 

),6( Z  6وكذلك  6زمرة دورية مولدها- 
 Zn6 n : وكذلك 6مع الضرب زمرة دورية مولدها 

6

1  

 Zba2ba   مع الجمع ليست زمرة دورية :,
 

ل من الأعداد القابلة للعكس وبمداخ nn وضح ما إذا كانت مجموعة المصفوفات ذات الرتبة (45
 تكون زمرة جزئية من 2الحقيقية ومحددها يساوي  ,nGL  

 الحل
  2AdetnGLAH   ليست زمرة جزئية من ,: ,nGL لأنه إذا كان HBA , فإن: 

      422BdetAdetABdet  HInوكذلك  .  لأن   1Idet n  
حيث لا يوجد أصفار بالقطر  nn وضح ما إذا كانت مجموعة مصفوفات المثلث العلوي ذات الرتبة( 46

 الرئيسي تكون زمرة جزئية من ,nGL  
 الحل

 .وبدون أصفار في القطر الرئيسي nnبة هي مجموعة مصفوفات المثلث العلوي من الرت Sليكن 
بفرض أن     SaA       ,SbB ijij  

0aij مصفوفة مثلث علوي فإن ,BA كل من  وبما أن  لكل ji   0وكذلكbij  لكل ji  
 :سيكون ABفي مصفوفة حاصل الضرب  ij العنصر الذي في الموضع



n

1k

kjikba 
                                                           

*
واحدة من هذه الخبرات تجعلاك أكثار قاوة علاى  ،وكل سيئ ،بعضها جيد والآخر الحياة عبارة عن سلسلة من التجارب والخبرات 

 .هالضربات التي لا تقصم الظهر تزيده قوو ! عن إدراك ذلك الرغم من أنه غالباً ما تغفل

لذي نعايش فياه ماا ا،فهذا العالم  للأمام متى اتعظت منهما التقدم لذين تتحملهما يساعدانك دائماً علىلتعلم بأن الإحباط والمعاناة ا -

 .ونشاطاتها ،لذا ينبغي أن تبقى وسط أحداث الحياة لك لتطور شخصيتك الحقيقة إلا فرصة هو في
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jiفإذا كان    0فإنba kjik   0حيثaik   لكلki  0وabkj  لكل jk  . ولهذا المصفوفة
AB ة مثلث علوي أي أن العملية مغلقةتكون مصفوف. 

بالنسبة للتنسيق متحقق لأن عملية ضرب المصفوفات عملية تنسيقية وكذلك يمكن للطالب التحقق من أن 
بعد التأكد من وجود  للانعكاسبالقطر الرئيسي قابلة  مصفوفة المثلث العلوي التي لا تحتوي على أصفار

 .مصفوفة محايدة
 

cba،بفرض أن  eزمرة عنصرها المحايد  Gليكن ( 47 eabcحيث  Gعناصر في  ,,  برهن أن :
ecab  

 * :البرهان
eabcبما أن    فإنecabceccabeecabcc   111 

 

)(1بالقاعدة  GG:،عرفت الدالة  Gعنصر مثبت من الزمرة  aليكن ( 48  agag  لكل
Gg  برهن أن دالة تشاكل تقابلي. 

 :البرهان
i)  نفرض أنGhg ,  وبالتالي فإن)()()( 111 hgahaagaaghagh    

ii)  بفرض أنGg  عندئذggaaaagaa   111 )(  وهذا يعني أن دالة فوقية. 
iii) gegeaaagaegg   11)(ker   وهذا يعني أن  أحاديةدالة. 

 .دالة تشاكل تقابلي مما سبق نستنتج أن 
 

:))(,()}/0{,(ليكن ( 48 22 M  معرفة بالقاعدةab
dc

ba






















 

 تمثل دالة تشاكل زمري؟ ولماذا؟ هل 
 لالح

                                                           

*
  .للروح دون انقطاع ويجب إعطاء هذا الغذاء. الدعاء غذاء الروح 
  .المداومون على الدعاء ولا يفهم سر هذه القوة إلاا . جناحين الإرادةالدعاء سحر يمنح  -

  .إعلان ثقة بقدرة الله تعالى من جهة والضعف البشري من جهة أخرى ،وهو الدعاء يجتاز الأسباب الظاهرية -

  .  إلا أنه يداويها في الوقت نفسهمع أنه يؤلم النف أي... الصبر مثل عشب مر يهدئ الآلام -

  .الأخطاء هي أكثر الموجودات في جعبة المتعجلين -

 ولا تكن جاهلا تبقى أسيراً   ...…   تعلم ما استطعت تكن أميراً  -
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     AAAA     
 .لا تمثل دالة تشاكل زمري أي أن 

 
ليكن ( 51 1x0xxG  baba:كالتالي  G على عرفت  :, ln  لكلGba , 

 متشاكله تقابلياً مع الزمرة G برهن أن   ,0 
 * :البرهان
 نعرف  G0 : بالقاعدة   rer  

 دالة وأن  واضح أن  Gr  0{ لكل/{r 0 وذلك لأنe      ,1e rr  
,}/0{نفرض أن  دالة أحادية  أن لبرهنة sr حيث    sr   

sr     ee sr  
Gg      ,grنفرض أن  وقيةدالة ف  أن ةبرهنل  ln 0{ وهذا يعني أن/{r 1 لأنg  

  geer gr  ln 
 دالة تشاكل نفرض أن  لبرهنة أن 0sr , عندئذ: 

         rseeeeesr rssrersr
s

 
ln 

 متشاكلة تقابلياً مع الزمرة G وهذا يبرهن أن   ,0 
 

 هل الزمرة( 51   مع تشاكلة تقابلياً م , ,  برهن صحة ما تقول؟. 
 الحل 

                                                           

*
- تودهتحقيق ما تريده و النجاح - النجاح هو العلاقات الطيبة- النجاح هو استغلالك الأمثل لطاقاتك- النجاح هو تحقيق أحلامك 

 النجاح هو شعور بعد - النجاح هو رغبة كل إنسان -نتيجة فشل متكرر النجاح هو- النجاح هو التعلم من الماضي والاستفادة منه

النجاح مختلف  - النجاح هو أن تكتشف ذاتك - النجاح هو الحب والإخلاص - النجاح هو التغلب على العادات السلبية - الإنجاز

 .بالنسبة لك هو النجاح فحدد ما من إنسان لآخر
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 نعم الزمرتان متشاكلتان تقابلياً بالدالة     ,,: المعرفة بالقاعدة   r10r   لكلr 
 :يكون ,sr دالة تشاكل حيث لكل  وذلك لأن

        sr101010sr srsr    
 فإن tدالة فوقية لأنه إذا كان   وكذلك  t10t

t
 10log

10log 
 دالة أحادية لأنه إذا فرضنا أن وأيضاً    sr   حيث sr, فإن   sr    1010 sr  

 

GGaفإذا كانت  G عنصر مثبت من عناصر aزمرة،  Gليكن ( 52 :  معرفة بالقاعدة
  Gggaga  هل a ؟ لماذا؟زمري دالة تشاكل 

 * الحل
a  ليست دالة تشاكل لأن  aeaea  حيث أن في دالة التشاكل صورة المحايد من G  تكون

 G المحايد في
 

 ليكن( 53      ,,: 20  22حيثb2aabba  
 .ثم برهن أنها دالة تشاكل تقابلي عرف دالة التشاكل 

 الحل
بالقاعدة   نعرف الدالة   0x    2xx   

 دالة تشاكل لأنه إذا كان  واضح أن 0yx , فإن:    2xyxy   وكذلك 
               2  2y2 2x2 2y 2x 2y 2xyx  

2xy242y2x42y2xxy                  4 
     yx xy    

 دالة فوقية لأنه لو فرضنا أن  الدالة 2y  فإن: 
 02y  ،و   y22y2y  

 أحادية لأنه إذا كان الدالة  0yx ,  حيث   yx   2 فإنy 2x  دي إلى ؤ والذي ي
y xأن   

 

                                                           

*
التسامح والنجااح ،ساامح  يفضل وسيلة للانتقام هأوتجده شخص مسامح ،و لاإلتنجح عليك أن تسامح ولا يوجد شخص عظيم  

واهلااك إخوانااك  نفسااك وماان حولااك ،اطلااب ماان ك أن يسااامحك وأساااله قلبااا متسااامحا ،سااامح الأوضاااع ،سااامح والااديك أبناااءك

   .وستكون على أول سلم النجاح أن يسامحوك واطلب منهم أن يسامحوك ،سامحهم ومدرسيك ،اسمح للآخرين
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 ليكن( 54    ,,: معرفة بالقاعدة:    x    2x x برهن أن  دالة تشاكل 
 :البرهان

     y x222yx yxyx    
 .دالة تشاكل زمري  وهذا يبرهن أن

 

 هل( 55    ,,: ZZ المعرفة بالقاعدة   nn  لكل Zn  تكون دالة تشاكل تقابلي؟
 .برهن صحة ما تقول

 الحل
 :دالة تشاكل تقابلي لأن نعم 

i)  دالة أحادية لأنه إذا كان    mn   فإن mn   أن   والذي يعني mn  
ii)  دالة فوقية لأنه إذا كان Zm فإنه يوجد zm ث يح    mmm  

iii)   دالة تشاكل لأن:           Zmn,  mnmnmnmn   
 

بين ما إذا كانت ( 56    ,,: ZZ المعرفة بالقاعدة :  2nn  لكل Zn  دالة تشاكل
 تقابلي أم لا؟

 * :الإجابة
i)           Zmn,  mn2m2nmn2mn    

   دالة تشاكل 
ii)  دالة أحادية لأن:      mn     2m2n      mn   

iii)  ليست فوقية لأنه لا يوجد أي عنصر في Z في رديصورته عدد ف Z  مثلًاZ5 ولكن لا يوجد 
Zn ث بحي  5n   ولذلك فإن  ليست دالة تشاكل تقابلي. 
 

 هل الدالة( 57    ,,: ZZ ـــــــــالمعرفة بـ  Zmn,    1nn  ؟تكون دالة تشاكل تقابلي 
 :الإجابة

                                                           

*
الماضي والحاضر ،تقبل الماضي والحاضر وتقبال نفساك كماا هاي ،تقبال جسادك كماا  ن تتقبلألا بإلا تستطيع الوصول لما تريده  

أصدقاءك اهلك ،تقبال الحيااة والأحاداث كماا  والديك تقبل،كانت به آلام أو كان لا يعجبك تقبله كما هو ،تقبل الناس كما هم  هو وان

 وللماضي القبول التام وتسليم الأمور للخالق ،بعدها ستجد نفسك تلقائيااً تنطلاق نحاو بالوقت الحاضر ىهي ،اشعر بالقبول والرض

 .النجاح والتغيير الذي تريده
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  :لأن ليست دالة تشاكل دالة أحادية وفوقية ولكن   من السهل برهنة أن
      2mn 1m1nmn  1,mnmn   

     mnmn     
 

 .عرف مركز الزمرة ثم برهن أن مركز الزمرة هو زمرة جزئية من الزمرة( 58
 * :الإجابة
 :هو المجموعة G زمرة فإن مركز الزمرة Gليكن    Gg    gxxgGxGC  : 

 .11صفحة  15أنظر السؤال رقم  . الزمرة برهنة أن مركز الزمرة هو زمرة جزئية منسبق : ملاحظة
 

 هل الدالة( 59     ,,: QQ حيث دالة تشاكل تقابلي؟   2xx  
 :الإجابة 
i)  لأن دالة تشاكلالدالة :       yxyxxyxy 222

  
ii) الدالة ليست أحادية لأن     2xxx  وبذلك  لا تكون تشاكل تقابلي 

 بحيث Qxلا يوجد  Qy الدالة أيضاً ليست فوقية لأنه لأي عدد سالب: ملاحظة  yx   ،
 بحيث x على سبيل المثال لا يوجد عدد  1x   

 

هل الدالة ( 61     ,,:  المعرفة بالقاعدة  3xx  لكل x تكون تشاكل تقابلي؟ 
 :الإجابة

i)                                          yx      yxyxxyxy ,333
 

ii)                           yxy        x      yx      yx ,33 
iii)                               yyx       ,yxx   y 33   3

:  
 .دالة تشاكل تقابلي  مما سبق نستنتج أن

                                                           

*
 خطتك الأسبوعية وعلقها على الحائط ، استخدم فن اكتب،اكتبها على أوراق وعلقها  ،تخيلها،لونها ،اكتب أهدافك بوضوح  

قررت تحقيقها ليكن حلمك ولتكن أهدافك  ،اخبر أحباءك عن أهدافك القريبة وانك الخريطة الذهنية في كتابة أهدافك وتفنن بها

 .تحقيقه حلمك الذي يداعب أجفانك والذي ترغب يوماً في


