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أساتذة التعليم العالي على مسـتوى الجمهورية الفرنسـية 

شهادة  ، وحصل على1985في عام “ يـونأغرغاس ـ”
ليل التح اختصاصفي  ا�كتوراه في الرIضيات البحتة

 . 1990ريس عام التابعي من جامعة بيير وماري كوري في �
 

. وقد 1990ام العالي للعلوم التطبيقية والتكنولوجيا منذ ع المعهديدرّس ا�كتور قو� الرIضيات في 
وضع في هذه السلسc من الكتب العلميّة أغلب الموضوعات التي درّسها في المعهد العالي في 

دي، التفاضلية، والتحليل العقمجالات الجبر العام، والجبر الخطّي، والتحليل، والمعادلات 
والتحويلات التكاملي�ة وغيرها، وقد أغنى السلسc �لعديد من الأمثc والتطبيقات والمسائل 

 والتمرينات.

ما، أداة �مّة لكلِّ الراغبين في دراسة الرIضياّت بصفتها علماً وفناًّ قائمينَْ بذاته السلسcتمثلّ هذه 
 .اسـتعمال الرIضيّات بصفتها أداة �مّة ومفيدة في جميع العلوم الحديثةفي أو لأولئك الراغبين 

 
وّل والثاني ، يتابع القارئ ما بدأه في الجزأين الأ الرIضي في هذا الجزء الثالث من سلسc التحليل

    .فيدرس الفضاءات الشعاعية المنظمة، والتوابع لعدّة متحولات والمعادلات التفاضلية العاديةّ

ضي
ريا

 ال
ل
لي
تح

ال
    

وبا
 ق

ن
مرا

 ع
ور
كت

لد
ا

 

3 



    تحليلال
  

    الثالثالجزء 
  

  

  

  

���� ���	
 ������  
  

  

  

  

  

  

  

  منشورات المعهد العالي للعلوم التطبيقية والتكنولوجيا
2018  

 





  التحليلالتحليلالتحليلالتحليل

  الثالثالجزء 

  عمران قو�عمران قو�عمران قو�عمران قو�
  

  تصميم الغلاف: المؤلف
  

  من منشورات المعهد العالي للعلوم التطبيقية والتكنولوجيامن منشورات المعهد العالي للعلوم التطبيقية والتكنولوجيامن منشورات المعهد العالي للعلوم التطبيقية والتكنولوجيامن منشورات المعهد العالي للعلوم التطبيقية والتكنولوجيا
  ....2020202018181818الجمهورية العربية السورية، الجمهورية العربية السورية، الجمهورية العربية السورية، الجمهورية العربية السورية، 

  

  ).CC-BY-ND 4.0حظر Rشـتقاق ( –النسب للمؤلف  -هذا الكتاب منشور تحت رخصة المشاع الإبداعي
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م المعهد العالي للعلوم التطبيقية والتكنولوجيا مؤسسة حكومية للتعليم العالي أحدثت بموجب المرســو 
علمية متميزة من ×ندسين و�حثين للإسهام  أطر، وذr بهدف إعداد 1983/ لعام 24التشـريعي رقم /

  الفاعل في عملية التطوير العلمي والتنمية في الجمهورية العربية السورية.
ترونيكس يمنح المعهد العالي درجة الإجازة في الهندسة في الاتصالات والمعلوماتية والنظم الإلكترونية والميكا

وعلوم وهندسة المواد وهندسة الطيران. يقبل المعهد العالي Áراسة هذه Rختصاصات شريحة منتقاة من 
لعالي أيضاً برامج ماجسـتير أكاديمي في نظم المتفوقين في الشهادة الثانوية من الفرع العلمي. يتيح المعهد ا

الاتصالات وفي التحكم والروبوتيك وفي نظم المعطيات الكبيرة ونظم المعلومات ودعم القرار وفي علوم 
يمنح المعهد العالي درجة اÁكتوراه في الاتصالات والمعلوماتية و وهندسة المواد وعلوم وهندسة البصرæت. 

تطبيقية. تحُدث في المعهد العالي اختصاصات جديدة بحسب متطلبات سوق العمل ونظم التحكم والفيزæء ال 
  وتوºات البحث والتطوير المحلية والعالمية.

وبمختبراته اªهزة تجهيزاً عالياً وببنيته التحتية الفريدة في العالي التاهٔيل  الكفوءة ذات باطٔرهيمتاز المعهد 
وفعالياته العلمية اìتلفة نشاطاً  أطرهس المعهد العالي عبر ºود القطر. إلى جانب النشاط التعليمي، يمار 

حثيثاً في البحث والتطوير، إذ ينفذ مشاريع متنوعة لصالح الجهات العامة والخاصة في القطر، كما يتعاون مع 
ية ºات خارج القطر في بعض المشاريع البحثية والتطويرية. يسعى المعهد أيضاً، عبر دورات تدريبية نظر 

 فريقه العلميوعملية متاحة للقطاعين العام والخاص وللأفراد، إلى إفادة أوسع فئة من المهتمين من إمكانيات 
  ومختبراته.

اسـتكمالاً Áور المعهد العالي الرائد في مجال التعليم ونشر العلم، يحرص المعهد العالي على نشر كتب علمية 
ما هو تدريسي يوافق المناهج في المعهد العالي ويفيد شريحة  ، منهاأطره العلميةعالية المسـتوى من نتاج 

واسعة من الطلاب الجامعيين عموماً، ومنها ما هو علمي ثقافي. يخضع الكتاب قبل نشره إلى عملية تقويم 
علمي من مجموعة منتقاة بعناية من أصحاب Rختصاص، إضافةً إلى تدقيق لغوي حفاظاً على سوية عالية 

  للغة العربية.للمنشورات �
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  المشاع الإبداعي لتعميم الفائدة على شريحة واسعة من القراء.
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        شكرشكرشكرشكر

  

أغنوا بملاحظام فحوى هذا  نجميع الزملاء الذيإلى أتقدّم بالشكر العميق 
    .الكتاب، وأسهموا في إعطائه شكله النهائي هذا

 وأخص  الدكتور  والأستاذم الفاضل الأستاذ الدكتور موفق دعبول، بالشكر المعل
ة لهذا الكتاب وعلى والدكتور خالد حلاوة على قراءم المتمعّن محمد بشير قابيل

 زيل الشكرأتقدم بجعليه. وأخيراً، وليس آخراً،  الملاحظات القيّمة التي أبدوها
اً وأسهم بملاحظاته إلى الأستاذ مروان البواب الذي دقّق الكتاب لغويّ والامتنان 

  ومقترحاته في تحسين صياغة العديد من الفقرات.
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يتعامل مع الأعداد الحقيقيّة والأعداد العقديةّ  هو فرعٌ من فروع الرياضيّات التحليل الرياضيّ   
  التكامل والتفاضل في أطرها العامّة.والتوابع، وهو يدرس مفاهيم الاستمرار و 

ع اختراع تاريخياً، يمكن إرجاع بدايات هذا الفرع من فروع الرياضياّت إلى القرن السابع عشر، م  
نيوتن ولايبنتز حسابيَ التفاضل والتكامل، ثمُّ تطوّرت موضوعات المعادلات التفاضليّة وتحليل فورييه، 
والتوابع المولّدة في العمل التطبيقي في القرنين السابع عشر والثامن عشر، وجرى استخدام تقانات 

  نقطعة، والمسائل المتّصلة.حسابيَ التفاضل والتكامل بنجاح في تقريب العديد من المسائل الم

طوال القرن الثامن عشر،  وبقي تعريف مفهوم التابع موضع نقاش ومحاورة بين الرياضيّاتيين  
أوّل من وضع التحليل الرياضي على أسس منطقيّة صلبة بإدخاله مفهوم  CAUCHYوكان كوشي 

د الصوريةّ الأساسيّة متتاليات كوشي وذلك مع بداية القرن التاسع عشر. كما أرسى كوشي القواع
للتحليل العقدي ووضع شروطاً تضمن وجود حلول للمعادلات التفاضليّة ووحدانية هذه الحلول. 

وغيرهم المعادلات التفاضليّة  FOURIERوفورييه  LIOUVILLEوليوفيل  POISSONودرسَ بواسون 
  الجزئيّة والتحليل التوافقي.



نظريتّه في التكامل. وشهد الثلُث  RIEMANNوفي منتصف القرن التاسع عشر وضع ريمان   
الأخير من ذلك القرن إعادة التنظيم الأخيرة للمفاهيم الأساسيّة في التحليل الرياضي بجهود فايرشتراس 

WEIERSTRASS الذي رأى أنّ النظرة الهندسيّة لمفاهيم النهاية والاستمرار تقود أحياناً إلى ،
ε-فاستنتاجات خاطئة، فوضع ما يسمّى تعري δ  م يفترضونّللنهاية. وبعدها تنبّه الرياضياّتيّون إلى أ

وجود مجموعة "متّصلة" من الأعداد الحقيقيّة دون أي إثبات على وجود هذه اموعة، فأنشأ ديدكند 
DEDKINDE الوقت مجموعة الأعداد الحقيقيّة مستخدماً ما سمُيّ لاحقاً "مقاطع ديدكند"، وجرت في 

نفسه تقريباً محاولات تطوير المبرهنات المتعلّقة بتكامل ريمان، وهذا ما أدّى إلى دراسة "قياس" 
  اموعات التي تكون عليها التوابع الحقيقيّة منقطعة.

المتمثلّة بتوابع غريبة مثل التوابع الحقيقيّة التي لا تقبل الاشتقاق عند  »الوحوش«وبدأت تظهر   
وبورلِ  JORDANتلك التوابع التي تملأ منحنياا الفراغ. وفي هذه الحقبة، طوّر جوردان  أيةّ نقطة، أو
BOREL  نظريّة القياس، وطوّر كانتورCANTOR  ّللمجموعات. »الساذجة«ما يعُرف اليوم بالنظرية  

 ومع بداية القرن العشرين صار التحليل الرياضي يُصاغ باستخدام المفاهيم الجديدة في نظريةّ  
 HILBERTمسألة نظريةّ القياس والتكامل، وأدخل هِلبرت  LEGESGUEاموعات، وحلّ لوبيغ 

مفهوم الفضاءات التي عُرفت فيما بعدُ باسمه لحل المعادلات التكامليّة، وكان مفهوم الفضاء الشعاعي 
  ي.ات من ذلك القرن التحليل التابعيفي العشرين BANACHالمنظّم في الجوّ، إذ أنشأ باناخ 

بدأت مفاهيم التوابع المعمّمة أو التوزيعات تظهر في ايات القرن التاسع عشر، وذلك في   
ونظريةّ ريمان للمتسلسلات المثلثيّة التي هي  LAPLACE، وتحويلات لابلاس GREENإطار توابع غرين 

ثّف لتحويلات ك ـُليست متسلسلات فورييه لتوابع قابلة للمُكاملة على سبيل المثال. وقاد الاستخدام الم
لابلاس، واستخدام طرائق الحساب الرمزي إلى ما صار يعُرف بحساب العمليات. حملت هذه الطرائق 

  سمعة سيئة بين الرياضياّتيين لأنّ تعليل صحّتها كان يعتمد على متسلسلات متباعدة. 

مّم موقعاً مركزياًّ في الرياضيّات فقد جاءت في ع ـُحتل فيها مفهوم التابع المأمّا المرةّ الأولى التي ا  
إطار تكامل لوبيغ، إذ صار التابع القابل للمكاملة بمعنى لوبيغ مُكافئاً لأي تابع يتفق معه اتفاقاً شبه 

 IRACDالعشرين، إذ راح ديراك ات من القرن يّ ات والثلاثينيّ في العشرين δأكيد. وظهر تابع ديراك 
  يتعامل مع القياس كتابع بالمعنى التقليدي.

وذلك في اية  SCHWARTZوجاء التتويج النهائي لهذه المفاهيم في نظريةّ التوزيعات لشوارتز   
ات من القرن العشرين. تكمن نقطة الضعف الأساسيّة في هذه النظريةّ في أنهّ لا تمكن في إطار يّ الأربعين



لنظريةّ معالجة المسائل اللاخطيّة، فالتوزيعات بمعنى شوارتز لا تؤلّف جبراً، ولا يمكن حساب هذه ا
  جداء ضرب التوزيعات كما تُضرب التوابع.

يهدف هذا المؤلف إلى دراسة التحليل الرياضي، وهو موجّه إلى طلاب سيتابعون دراستهم في   
  مجالات هندسيّة، ومكوّن من خمسة أجزاء.

   هذا الجزء الثالث الموضوعات الآتية :نعالج في

يعرض الفصل الحادي عشر المفاهيم الطبولوجيّة الأساسيّة في إطار الفضاءات الشعاعيّة  �
 المنظّمة.

 تها،، وقابلية مفاضلهاولات، استمرار دة متحدراسة التوابع لع لثاني عشريتضمّن الفصل او  �
ثمُّ ينتقل إلى برهنة التوابع الضمنيّة، والبحث عن القيم الحديةّ، وموالمشتقات الجزئية، 

  دراسة الأشكال التفاضليّة من المرتبة الأولى.

شرح بعض يمقدّمة حول تصنيف المعادلات التفاضليّة، و  لثالث عشريتضمّن الفصل ا �
المفاهيم الأساسيّة المتعلّقة ا، وأمثلة على مسائل تؤول دراستها إلى حلّ معادلات 

  تفاضليّة.

السلميّة الطرائق العمليّة لحل بعض المعادلات التفاضليّة  لرابع عشرا لويدرس الفص �
  الشهيرة من المرتبة الأولى.

 جمل المعادلات التفاضليّة الخطيّة من المرتبة الأولى، الخامس عشريعالج الفصل و  �
  والمعادلات التفاضليّة الخطيّة من مراتب عليا.

ة المتعلّقة بالمعادلات التفاضليّة، والحلول للنظرياّت العامّ سادس عشر ويتصدّى الفصل ال �
  ليبشتز.-الأعظميّة، والحلول الشاملة، ومبرهنة الوجود والوحدانيّة لكوشي

  



 ،هذا ويتبع كل فصل من فصول الكتاب مجموعة من التمرينات المتباينة في درجات صعوبتها
  دف إلى مساعدة الطالب على اكتساب المهارات اللازمة، واستيعاب المفاهيم المدروسة.

المفيد هنا الإشارة إلى أنّ دراسة كتاب رياضيات تختلف اختلافاً جوهرياً عن قراءة قصّة  ومن
أو كتاب شعر يستمتع ما المرء جالساً على كرسي مريح، إذ لا بدُ من قلم وورقة ومنضدة نجلس 

   ومعاناة.نعالج المادّة النظريةّ ونغُالب التمرينات حلاًّ  ،إليها

يطلّع على الحلول الـمُقترحة للتمارين إلاّ بعد أن يستنفد جميع لذلك ننصح القارئ ألاّ 
محاولات حلها، وعليه في جميع الأحوال إعادة صياغة الحلّ بلغته ليضمن الاستيعاب الكامل للمفاهيم 

  والأفكار المـعُالجة.
  

عرب ور، وأُ نّ ختاماً، أزُجي الشكر لجميع الزملاء الذين ساهموا في إخراج هذا الكتاب إلى ال
  ن حول فحوى هذا الكتاب.يْ سلفاً عن شكري لكلّ زميل يبُدي ملاحظة أو انتقاداً بنّاءَ 
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  الفضاءات الشعاعيّة المنظّمة
   ℝ ، في هذا الفصل، حقل الأعداد الحقيقيّةK يمثّل

  ℂأو حقل الأعداد العقديةّ 

  عموميّات 1.

  كلّ تابع  Eعلى  نظيماً . نسمّي Kفضاءً شعاعياًّ على الحقل  Eن ليك .تعريف 1-1.
: E +⋅ →� � ℝ  

  :الآتيةيحقق الشروط   
1N ّاً كان: أي x  منE   0كان 0x x= ⇒ =� �.  
2N ّاً كان: أي x  منE وλ  منK   كان| |x xλ λ=� � � �.  
3N ّاً كان: أي x وy  منE   كانx y x y+ ≤ +� � � � � �.  
�⋅مزوّد بنظيم  Eكل فضاء شعاعي  فضاءً شعاعيّاً منظّماً ونسمّي  ونرمز إليه بالثنائية  �

( , )E ⋅� )أو  � , )EE ⋅�  كلّ   نصف نظيمإذا كان هنالك مجال للالتباس. هذا ونسمّي  �
N:تابع  E +→ ℝ ق الشرطين2 يحقN 3وN فقط.  

  ملاحظات 2-1.
م فكرة طول شعاع، وهو المفهوم المناسب ظيم في فضاء شعاعي منظ النّ  يعممُ مفهومُ  �

  لقياس المسافات بين عناصر الفضاء.
  :الآتيةوتنتج منها المتراجحة  متراجحة المثلّث 3Nتسمى الخاصّة  �

( )3 : x y x y′ − ≤ −� � � � � �N  
  كان  Eمن  yو xوذلك لأنهّ إذا كان 

x x y y≤ − +� � � � � �   
  كانو 

  y y x x≤ − +� � � � � �  
xبملاحظة أنّ  إثبات المتراجحة المطلوبةويتم  y y x− = −� � � �.  

 الفصل الحادي عشر
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 2 الفضاءات الشعاعيّة المنظّمة

  مثلة أ 3-1.
) الفضاءين الآتيين  منإنّ كلاًّ  � , )⋅ℝ و( , )⋅ℂ  ٌمنظّم. فضاء شعاعي  
n يمكننا تزويد الفضاء الشعاعي �

K  ّ1ظم. فإذا كان بالعديد من الن( , , )nx x X=… 
nراً من صعن

K  ًأمكننا أن نعرّف مثلا :  

1
1

| |
n

k
k

X x
=

= ∑� 2و  �
2

1

| |
n

k
k

X x
=

= ∑� )و  � )
1
max | |k

k n
X x∞ ≤ ≤

=� �  

�⋅1 من لقارئ يتحقق كونَ كل اونترك  �⋅2و � �⋅∞و � n نظيماً على �
K فيد منيست إذ 

�⋅2 لإثبات متراجحة المثلّث في حالة شوارتز-متراجحة كوشي �.  

1بوجه عام يمكننا، إذا كان  p≤أن نعرّف ،
1/

1

| |

p
n

p
p k

k

X x
=

  =    
∑� فنحصل على  �

n نظيم على
K . لإثبات متراجحة  متراجحة مينكوفسكيمن  فيدفي هذه الحالة نستو

  المثلّث.
]وكذلك يمكننا أن نزوّد الفضاء الشعاعيّ  � ]XK  ّظم. فإذا كانبالعديد من الن P  ًعنصرا

]من  ]XK ّمثلاً النظيمين ناعرف  

[0,1]

sup ( )
t

P P t∞
∈

=� 1   و   �

1 0
( ) dP P t t= ∫� �  

)ويمكننا أن نزوّد  � )[0,1],C ℝ بالعديد [0,1]، أي فضاء التوابع الحقيقيّة المستمرّة على ،
)عنصراً من  f. فإذا كان أيضاً  ظممن النّ  )[0,1],C ℝ  ًالنظيمين عرفّنا مثلا :  

[0,1]

sup ( )
t

f f t∞
∈

=� 1   و   �

1 0
( ) df f t t= ∫� �  

)أن نعرف على  وكذلك يمكن � )1 [0,1],C ℝ أي فضاء التوابع الحقيقيّة التي تقبل ،
  ين، النظيم[0,1]مشتقّات مستمرةّ على 

[0,1] [0,1]

( ) sup ( ) sup ( )a
t t

N f f t f t
∈ ∈

′= +  

  و 
[0,1]

( ) (0) sup ( )b
t

N f f f t
∈

′= +  

  في جميع الأمثلة السابقة. 3Nو 2Nو 1Nننصح القارئ أن يتيقّن تحقق الخواص 
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  ف ومفاهيم عامّةتعاري 4-1.

  المسافة الموافقة لنظيم  1-4-1.

)فضاءً شعاعيّاً منظّماً، وليكن  E ليكن , )x y  2منEنسمّي المقدار . x y−� بين  المسافة �
x وy ونرمز إليها بالرمز ( ),d x y نحصل بذلك على التطبيق .  

: , ( , )d E E x y x y+× → −ℝ ֏ � �  

�⋅الموافقة للنظيم  المسافةالذي نسمّيه    الآتية:. وهو يحقق الخواص �
)اً كانت أيّ  � , )x y  2منE   كان( , ) 0d x y x y= ⇒ =.  

)اً كانت أيّ  � , )x y  2منE   كان( , ) ( , )d x y d y x=.  

)اً كانت أيّ  � , , )x y z  3منE  كان ( , ) ( , ) ( , )d x z d x y d y z≤ +.  

)اً كانت أيّ  � , , )x y z  3منE  كان ( , ) ( , ) ( , )d x z d y z d x y− ≤.  

)اً كانت أيّ  � , , )x y z  3منE  كان ( , ) ( , )d x z y z d x y− − =.  

  الكُرات في فضاء شعاعي منظّم 2-4-1.

  . عندئذ تسمّى اموعات ℝ+من  rو، Eمن  a فضاءً شعاعياًّ منظّماً، ولتكن E ليكن

{ }

{ }

{ }

( , ) : ( , )

( , ) : ( , )

( , ) : ( , )

B a r x E d x a r

B a r x E d x a r

S a r x E d x a r

= ∈ <

= ∈ ≤

= ∈ =

  

، rونصف قطرها  aمركزها  كرةً مغلقةو، rونصف قطرها  aمركزها  كرةً مفتوحة، على التوالي
  . r ف قطرهونص a مركزه وسطحاً كروياً 

والكرةَ الواحديةّ  الكرةَ الواحديةّ المفتوحة S(0,1)و B(0,1)و B(0,1)ونسمي اموعات 
  .على التوالي Eالمغلقة والسطحَ الكروي الواحدي في 
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�⋅1ظمُ مزودةً بالن2ℝ  إلى السطوح الكرويةّ الواحديةّ في  ∞Sو 2Sو 1S الرموزفإذا رمزنا ب � 
�⋅2و �⋅∞و �   على التوالي، كان �

  
)بالنظيم  2ℝوإذا زوّدنا  )2

3 3 3
( , ) max , ,y y
x y x x y= + السطح  كان  −

  الكرويّ الواحدي الموافق هو

  
  ضاء شعاعي منظّمالمجموعات المحدودة في ف 3-4-1.

إذا وفقط إذا وُجِدَ  محدودةٌ  Eمن  Aزئية الجموعة ا إنّ فضاءً شعاعياًّ منظّماً،  نقول  Eليكن 
,0)  يحُقق Mعددٌ حقيقي موجبٌ  )A B M⊂ .  

  بين مجموعتين في فضاء شعاعي منظّم المسافة و  ،المسافة بين عنصر ومجموعة 4-4-1.

عنصراً  xوأخيراً ليكن  E مجموعة جزئية غير خالية من A فضاءً شعاعياًّ منظّماً، ولتكن Eليكن 
  المقدار  Aعن  xالعنصر  بعُد. نسمّي Eمن 

{ }( , ) inf ( , ) :d x A d x y y A= ∈  

E ففي حالة = ℝ 0,1[و[A 2xو = ) لدينا = , ) 1d x A  مع أنهّ لا يوجدوذلك  =
)0 ساواةلماقق يحُ  Aفي  0yعنصر  , ) 1d x y يوجد عنصر  منه نستنتج أنهّ يمكن عموماً ألاّ ، و =

0y  فيA  ُق يح0ساواة لماق( , ) ( , )d x y d x A=.  
  المقدار  نايسمأ Eمجموعتين جزئيتين غير خاليتين من  Bو Aوبأسلوب مماثل، إذا كانت 

{ }( , ) inf ( , ) : ( , )d A B d x y x y A B= ∈ ×  
  .Bو Aالمسافة بين 

(0,1)S

1

1S 2S S∞

1 1

1

1
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�⋅∞ ، مزوداً بالنظيم[0,1] ، فضاء التوابع الحقيقيّة المستمرةّ علىC([0,1])ليكن  .مثال � 
   المألوف:

[0,1]

sup ( )
t

f f t∞
∈

=� �   

) ولتكن اموعة ){ }1

0
: ( 0 0) ( 1)A f E f f= ∈ = ∧ ,0)حسب ولن ،∫≤ )d A.  

   كان  Aمن  fفي الحقيقة، إذا كان 
1 1 1

0 0 0

1 ( )d ( ) d d (0, )f t t f t t f t f d f∞ ∞≤ ≤ ≤ = =∫ ∫ ∫ � � � �  

,0)ومن ثمَّ  ) 1d A ≥.  
)ن ناحية أخرى إذا تأمّلنا متتالية التوابع وم ) 1n nf   :يأتيالمعرفّة كما  ≤

2
1

1

2
: 0,

2 1: [0,1] , ( )
2

: ,1
2 1

n

n n

n

n x
x

nf f x
n

x
n

  ∈    −→ =   ∈    −

ℝ  

1اً كانت أيّ  Aينتمي إلى  nfأنّ  رأينا n≤ ّ2، وأن

2 1n

n
f

n∞ =
−

  . ومن ثمَّ يكون

2
1 (0, ) (0, )

2 1n n

n
d A d f f

n∞≤ ≤ = =
−

  

,0)نجد أنّ  ∞+تسعى إلى  nوبجعل  ) 1d A =.  
,0)ق ق يحُ  Aفي  gأخيراً لنلاحظ أنهّ لا يوجد عنصر  ) (0, ) 1d g d A= . لأنه لو وُجِدَ مثل =

  هذا العنصر لكان لدينا
1 1 1

0 0 0

1 ( )d ( ) d d (0, ) 1g t t g t t g t g d g∞ ∞≤ ≤ ≤ = = =∫ ∫ ∫ � � � �  

) ومن ثمَّ  )
1

0
1 ( ) d 0g t t− )ولكن التابع  .∫= )1t g t−֏  ٌمستمرٌ وموجب  تابع

,[0,1] . نستنتج إذن أنّ [0,1]على اال  ( ) 1t g t∀ ∈ (0)، وبوجه خاص = 1g = 
  .Aعنصراً من  gناقض كون وهذا ي

2
2 1

n
n−

1
n

1
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   المجموعات المحدّبة في فضاء شعاعي منظّم 5-4-1.

 A. نقول إنّ Eمجموعة جزئية من  A اموعة عيّاً منظّماً، ولتكنفضاءً شعا Eليكن 
  إذا وفقط إذا تحقق الشرط مجموعة محدّبة

( , ) , ]0,1[, (1 )x y A A x y Aλ λ λ∀ ∈ × ∀ ∈ + − ∈  

ة الواصلة بين أية نقطتين إن القطعة المستقيم :قولالويمكن التعبير عن ذلك ب
  .Aفي  بكاملها محتواة Aمن 
  

 كرة مفتوحة   فمثلاً كل( , )B a r A=  منE .محدّبة  
) اً كانه أيّ ذلك لأنّ  , )x y  2منA وλ  من]   كان  0,1]

(1 ) ( ) (1 )( )

(1 )

(1 )

x y a x a y a

x a y a

r r r

λ λ λ λ

λ λ

λ λ

+ − − = − + − −

≤ − + − −

< + − =

  

1) العنصر ينتمي ومن ثمَّ  )x yλ λ+   .Aإلى  −

   النظم المتكافئة على فضاء شعاعي 6-4-1.

إذا  متكافئان 2Nو  1N. نقول إنّ النظيمين Eنظيمين على فضاء شعاعي  2Nو  1N ليكن
   يحُققان βو αوفقط إذا وُجِدَ عددان حقيقيان موجبان تماماً 

  1 2 1, ( ) ( ) ( )x E N x N x N xα β∀ ∈ ≤ ≤  ( )∗  

)1فإذا رمزنا بالرمز  , )B a r  1إلى كرة مفتوحة في( , )E N 2، وبالرمز( , )B a r  في إلى كرة مفتوحة
2( , )E N فإنّ الشرط ،(   :يكافئ قولنا ∗(

2 1 2, 0, ( , ) ( , ) ( , )a E r B a r B a r B a rα β∀ ∈ ∀ > ⊂ ⊂  

�⋅1فمثلاً النظم  �⋅2و � �⋅∞و � n الشعاعي على الفضاء �
K  ٌمتكافئة، وذلك بسبب نظم

  :الآتيةالمتراجحة الواضحة 

2 1,nx x x x n x∞ ∞∀ ∈ ≤ ≤ ≤K � � � � � � � �  

  مجموعة محدّبة
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,[0,1])1ليكن  .مثال )E C= ℝ 1، فضاء التوابع الحقيقيّة من الصفC  نعرّف [0,1]على .
  : يأتيكما   3Nو 2Nو 1Nالنظم  Eعلى 

1
[0,1] [0,1]

2
[0,1]

1

3
0

, ( ) sup ( ) sup ( )

( ) (0) sup ( )

( ) (0) ( ) d

t t

t

f E N f f t f t

N f f f t

N f f f t t

∈ ∈

∈

∀ ∈ ′= +

′= +

′= + ∫

   

  .3Nو  2Nو  1N النّظم لندرس تكافؤ
  هنالك متراجحة واضحة هي �

3 2 1, ( ) ( ) ( )f E N f N f N f∀ ∈ ≤ ≤  

  وكذلك لدينا �

0

0

2
[0,1]

[0,1], ( ) (0) ( )d

(0) ( ) d

(0) sup ( ) ( )

x

x

t

x f x f f t t

f f t t

f f t N f
∈

′∀ ∈ = +

′≤ +

′≤ + =

∫

∫  

  المتراجحة ومن ثمَّ لدينا أيضاً 

1 2, ( ) 2 ( )f E N f N f∀ ∈ ≤  

  متكافئان. 2Nو 1Nفالنظيمان 

0βلو افترضنا جدلاً وجود  � 2 ققيحُ  < 3, ( ) ( )f E N f N fβ∀ ∈   لكان لدينا  ≥

2 31, ( ) ( )n nn N f N fβ∀ ≥ ≤  

1عرفّنا  وقد
: [0,1] ,

1nf x
nx

→
+

ℝ ֏.  

)2وهذا تناقض لأنّ  ) 1nN f n= )3و + ) 2nN f . نستنتج إذن ℕ∗من  nكانت   اً أيّ  ≥
  غيرُ متكافئين. 3Nو 2Nظيمين أنّ النّ 
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الجوارات والمجموعات المفتوحة والمجموعات المغلقة في فضاء شعاعيّ  2.
  منظّم

  منظّم. هو فضاءٌ شعاعيE  في كل هذه الفقرة 

إذا  a لعنصرل جوارٌ  Eمن  V. نقول إنّ اموعة الجزئية Eمن عنصراً  aكن يل .تعريف 1-2.
∗في  ε جِدوفقط إذا وُ 

+ℝ  قيحُق( , )B a Vε ) . نرمز عادة بالرمز⊃ )aV  إلى مجموعة
  :الآتيةالخواص  . ويتحقّق القارئ بسهولة صحةَ Eفي  a العنصر جوارات

  .a هي نفسها جوارٌ للعنصر a للعنصر Vتحوي جواراً  Eمن  W كلّ مجموعة جزئية  �  
  .aهو جوار للعنصر  aتقاطع جوارين، أو عددٍ منته، من جوارات العنصر  �  
 Wوجوار  aللعنصر  Vأمكن إيجاد جوار  Eعنصرين مختلفين من  bو aإذا كان  �  

Vيحُققان  bللعنصر  W∩ = ∅.  

 إذا وفقط إذا كانت اموعة مجموعة مفتوحة Eمن  Gموعة الجزئية نقول إنّ ا .تعريف 2-2.
G  الآتيتينجواراً لكل عنصر من عناصرها. أي إذا تحقّقت إحدى الخاصتين المتكافئتين:  

( ) ( ), ( ) , 0, ( , )a G G a a G B a Gε ε∀ ∈ ∈ ⇔ ∀ ∈ ∃ > ⊂V  

  انطلاقاً من هذا التعريف: الآتيةبسهولة صحّة الخواص ونتحقّق   

  مجموعة مفتوحة. Eو ∅ من إنّ كلاًّ    �  
  إنّ اجتماع جماعة من اموعات المفتوحة هو مجموعة مفتوحة.  �  
  من اموعات المفتوحة هو مجموعة مفتوحة. منتهيةإنّ تقاطع جماعة   �  

، كما يبينّ المثال �من المفيد أن نؤكد هنا ضرورة اشتراط كون الجماعة منتهية في الخاصّة   

}:  الآتي }1 1

1

] , [ 0n n
n

∞

=
−   مجموعة مفتوحة. {0}، إذ ليست ∩=
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   أمثلة 3-2.

 تأملنا الكرة المفتوحةإنّ كلّ كرة مفتوحة مجموعةٌ مفتوحة. في الحقيقة، إذا  �
( , )G B a r= 0 حيث r<  ،كان:   

( ), ,x G B x r x a G∀ ∈ − − ⊂  

,[0,1])ليكن  � )E C= ℝ مزوداً بالنظيم [0,1]، فضاء التوابع الحقيقيّة المستمرةّ على ،
  : المنتظم 

[0,1]
, sup ( )

t

f E f f t∞
∈

∀ ∈ =  

}ولتكن اموعة  }: (0) 0G f E f= ∈ مجموعة مفتوحة.  G عندئذ تكون ،≠
  ذلك لأنّ و 

( )1
2

, , (0)f G B f f G∀ ∈ ⊂  

ها متُ وفقط إذا، كانت متم  ،إذا مجموعة مغلقة Eمن  F نقول إنّ اموعة الجزئية .تعريف 4-2.
\E F  ًالآتيتينتكافئتين . أي إذا تحقّقت إحدى الخاصتين الممفتوحةً  مجموعة:  

( ) ( ), \ ( ) , 0, ( , )a F E F a a F B a Fε ε∀ ∉ ∈ ⇔ ∀ ∉ ∃ > ∩ = ∅V  

  انطلاقاً من هذا التعريف: الآتيةونتحقّق بسهولة صحّةَ الخواص   

  مجموعة مغلقة. Eو  ∅إنّ كلاً من   �  
  قاطع جماعة من اموعات المغلقة هو مجموعة مغلقة.إنّ ت  �  
  من اموعات المغلقة هو مجموعة مغلقة. منتهيةإنّ اجتماع جماعة   �  
    

: الآتيالمثال  يبين، كما �نؤكد من جديد ضرورة اشتراط كون الجماعة منتهية في الخاصّة 

1 1

1

1 ,1 1, 1
n n

n

∞

=

   − + − = − +    ∪ نفي  ليست. كما نؤكّد أنّ خاصّة كون مجموعة ما مغلقة

خاصة كون اموعة مفتوحة، إذ توجد مجموعات مغلقة ومفتوحة في آن معاً وكذلك توجد مجموعات 
  غير مغلقة وغير مفتوحة.

a

x

r
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   أمثلة 5-2.

)قيقة، إذا كانت إنّ كلّ كرة مغلقة مجموعةٌ مغلقة. في الح � , )F B a r= 0 حيث r≤  ،
  : كان

( ), ,x F B x x a r F∀ ∉ − − ∩ = ∅  
كرة مغلقة فإا ليست مجموعة مفتوحة. لأا ليست جواراً لأي نقطة من   Fإذا كانت �

  سطحها الكروي.

، لا يغير مجموعة جوارات E إنّ استبدال نظيم مكافئ بالنظيم الموجود على .لاحظة مهمّةم 6-2.
. ينتج من ذلك أنّ E ، ومن ثمَّ لا يغيرّ اموعات المفتوحة ولا اموعات المغلقة فيEنقطة من 

 أية خاصّة تُـعَرف لاحقاً انطلاقاً من مفهوم ، لا يغيرE بدال نظيم مكافئ بالنظيم الموجود على است
  الجوار.

  داخل ولصاقة مجموعة جزئية من فضاء شعاعي منظّم 3.

  اعي منظّم.هو فضاءٌ شع Eفي كل هذه الفقرة 

التي تقبل  Eمجموعة عناصر  A داخل. نسمّي Eمجموعة جزئية من  Aلتكن  .تعريف 1-3.

A  .ونرمز بالرمز جواراً لهاA
	

)intأو   )A موعة. فيكونإلى هذه ا  

( )( ) 0, ( , )a A A a B a Aε ε∈ ⇔ ∈ ⇔ ∃ > ⊂V

	

  

Aويتحقق دوماً الاحتواء    A⊂
	

.  

  :الآتية. عندئذ تتحقّق الخواص Eئية من مجموعة جز  Aلتكن  .مبرهنة 2-3.

Aإنّ   1.
	

  مجموعة مفتوحة. 

Aإنّ   2.
	

  .Aأكبر مجموعة مفتوحة محتواة في  

Aمجموعة مفتوحة إذا وفقط إذا كان  Aتكون   3. A=
	

.  

)intإنّ   4. )A A=
	 	

.  
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  الإثبات

Aاً من عنصر  x كنيل 1.
	

0. يوجد  ε< قيحُق ( , )B x Aε  ا كانت الكرة المفتوحة ـّ. ولم⊃
( , )B x ε  عنصر من عناصرها، كانت  مجموعة مفتوحة، أي جواراً لكلA  صر عن جواراً لكل

)من  , )B x ε ّأي إن . ( , )B x Aε ⊂
	

A. فاموعة 
	

  مجموعة مفتوحة. 

Aلقد أثبتنا من جهة أولى أنّ  2.
	

مجموعة  G. لتكن من جهة ثانية Aمجموعة مفتوحة محتواة في  
  . عندئذAمفتوحة محتواة في 

( ) ( )
G A

x G G x A x x A
⊂

∈ ⇒ ∈ ⇒ ∈ ⇒ ∈V V

	

  
Gومنه    A⊂

	

A. فاموعة 
	

  .Aأكبر مجموعة مفتوحة محتواة في  هي

Aإذن  Aمجموعة مفتوحة فهي أكبر مجموعة مفتوحة محتواة في  Aإذا كانت  3. A=
	

 .

Aوبالعكس، إذا كانت  A=
	

  1.مجموعة مفتوحة استناداً إلى  Aكانت   
  �  3.و  1.هذه نتيجة واضحة من  4.
  

Aاموعة  . عندئذ تكونEمجموعة محدّبة في فضاء شعاعيّ منظمّ  A لتكن   .مثال
	

مجموعة  
  محدّبة أيضاً.

)في الحقيقة، لتكن    , )x y  منA A×
	 	

0εوجد يعندئذ ، ]0,1[من  λو   ققيحُ  <
( , )A B x ε⊃ و( , )A B y ε⊃ ّومن ثمَّ نتحقق بسهولة أن .  

( (1 ) , )B x y Aλ λ ε+ − ⊂  
1)ينتج من ذلك أنّ  )x yλ λ+ Aينتمي إلى  −

	

.  

نقطة  x . نقول إنّ Eعنصراً من  xكن ي، ولEمجموعة جزئية من  Aلتكن  .تعريف 3-3.
  . أيAاموعةَ  x لعنصرجوارٍ ل ل ، إذا وفقط إذا لاقى كAباموعة  لاصقة

( ),V x V A∀ ∈ ∩ ≠ ∅V  

  ذه اموعة. ه إلى A. ونرمز بالرمز A اموعةصقة بمجموعة النقاط اللاّ  A لصاقةنسمّي 
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  فيكون
( ),

0, ( , )

x A V x V A

B x Aε ε

∈ ⇔ ∀ ∈ ∩ ≠ ∅
⇔ ∀ > ∩ ≠ ∅

V  

Aويتحقق دوماً الاحتواء    A⊂.  

  :الآتية. عندئذ تتحقّق الخواص Eمجموعة جزئية من  A: لتكن  مبرهنة 4-3.
  مجموعة مغلقة. Aإنّ   1.
  .Aأصغر مجموعة مغلقة تحوي  Aإنّ   2.
Aوفقط إذا كان مجموعة مغلقة إذا  Aتكون   3. A=.  
Aإنّ   4. A=.  

  الإثبات

E\ منعنصراً  x كنلي 1. A 0. إذن يوجد ε< قيحُق ( , )A B x ε∩ = . لنفترض ∅
)دلاً أنّ ج , )A B x ε∩ ≠ )في  y . عندئذ يوجد عنصر∅ , )A B x ε∩ا كان  ـّ.ولم

( , )B x ε  جواراً للعنصرy   كان( , )A B x ε∩ ≠ وهذا  ،Aينتمي إلى  yلأن  ،∅
)تناقض. نستنتج من ذلك أنّ  , )A B x ε∩ = E\أي إنّ اموعة  ؛∅ A لعنصرجوار ل 

x .موعةفا \E A .مجموعة مفتوحة  
  
مجموعة  F ،من جهة ثانية ،. لتكنA مجموعة مغلقة تحوي Aلقد أثبتنا من جهة أولى أنّ  2.

E\كان   Fلا ينتمي إلى  x . إذا كانتA مغلقة تحوي F  لعنصر ل اً جوارx لا يلاقي A .
Aه . ومنAلا ينتمي إلى  xإذن  F⊂.  

  
A إذن A مجموعة مغلقة فهي أصغر مجموعة مغلقة تحوي A إذا كانت 3. A= ،وبالعكس .

Aإذا كانت  A=   كانتA  1.مجموعة مغلقة بناءً على  
  
�  3.و  1. الخاصتين هذه نتيجة واضحة من 4.
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في  مجموعة كثيفة B، نقول إنّ Eمجموعتين جزئيتين من  Bو Aلتكن  .تعريف 5-3.
A، إذا وفقط إذا كان Aاموعة  B⊂أي .  

, 0, ,a A b B a bε ε∀ ∈ ∀ > ∃ ∈ − <� �  
ب بعناصر ولأية درجة من التقري Aأيّ عنصر من  تقريبه الحالة إنهّ بالإمكان نقول في هذ

 الحقيقة كثيفة في مجموعة الأعدادℚ العاديةتكون مجموعة الأعداد  ℝ. فمثلاً في Bمن 
ℝ\ العاديةّير غ ℚ.  

  مفاهيم النهاية والاستمرار في الفضاءات الشعاعية المنظّمة 4.

  ة منظّمة.فضاءات شعاعيّ  Gو Fو E في كامل هذه الفقرة تمثل الرموز
f:، وليكن E مجموعة جزئية غير خالية من Aلتكن  .تعريف 1-4. A F→ تطبيقاً وa 

   يحُقق Fفي  ℓإذا وفقط إذا وُجِدَ عنصر  aيقبل نهايةً عند  f. نقول إنّ Aعنصراً من 

    ( ), ( ), ( )W V a f V A W∀ ∈ ∃ ∈ ∩ ⊂V Vℓ  L  

  الآتيوهذا يكافئ الشرط 

0, 0, ( ) F
E

x A
f x

x a
ε η ε

η

∈ ∀ > ∃ > ⇒ − <− < 
� ℓ�

� �
  

يحُقق أحد الشرطين المتكافئين السابقين كان هذا العنصر وحيداً، ونسميه عندها  ℓإذا وُجِدَ عنصر 
. ونكتب عندئذ aعند  fنهاية 

,
lim ( )

x a x A
f x

→ ∈
=ℓ أو lim

a
f=ℓ  إذا لم يكن هنالك

  مجال للالتباس.
) لتكن .تعريف 2-4. )n nx ∈ℕ متتالية من عناصرEنقول إنّ المتتالية . ( )n nx ∈ℕ إذا  متقاربة

   يحُقق Eفي  ℓوفقط إذا وُجِدَ عنصر 
    ( ), , nV N n N x Vε ε∀ ∈ ∃ ∈ > ⇒ ∈V ℓ ℕ   ′L  

  وهذا يكافئ الشرط التالي
    0, , n EN n N xε εε ε∀ > ∃ ∈ > ⇒ − <ℕ � ℓ�     

ين كان هذا العنصر وحيداً، ونسميه يحُقق أحد الشرطين المتكافئين السابق ℓ وكذلك إذا وُجِدَ عنصر
) نهاية المتتاليةعندئذ  )n nx ∈ℕ ونكتب ،lim n

n
x

→∞
=ℓ.  
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f: قي، وليكن التطبE مجموعة جزئية غير خالية من Aلتكن  .مبرهنة 3-4. A F→ .
)نفترض أنّ  )f A B⊂  ّوأن:g B G→ كن يتطبيق آخر. أخيراً لa  عنصراً منA 

  عندئذ. bاية  f عنده التابع يقبل
b أي Bنقطة لاصقة باموعة  bتكون    � B∈.  
gفإنّ  ،bعند  cاية  gإذا قبَِلَ    � f	  يقبلc  اية له عندa.  

  الإثبات
 يحُقق a لعنصرل Vجواراً ، Lتعريف النهاية بناءً على  ،. نجدbلعنصر جواراً ل Wليكن  �

( )f V A W∩ )ولكن من جهة أولى ، ⊃ )f V A∩ ≠ ، Aلاصقة باموعة  a لأنّ  ∅
  ومن جهة ثانية لدينا

( ) ( )f V A f A B∩ ⊂ ⊂  
)إذن  )f V A W B∅ ≠ ∩ ⊂ W، ومن ثمَّ ∩ B∩ ≠ . نستنتج من المناقشة السابقة ∅
  .Bنقطة لاصقة باموعة  bأنّ 
  يحُقق bلعنصرل Wجواراً  L. نجد بناءً على تعريف النهاية c لعنصرجواراً ل Uليكن  �

( )g W B U∩ ⊂  
limلأنّ 

b
g c= وكذلك نجد وفقاً لتعريف النهاية .L  ًجواراV لعنصرل a قيحُق  

( )f V A W∩ ⊂  
limلأنّ 

a
f b= فيكون لدينا .  

( ) ( )g f V A g B W U∩ ⊂ ∩ ⊂	  
  نكون قد أثبتنا أنّ و 

( ), ( ), ( )U c V a g f V A U∀ ∈ ∃ ∈ ∩ ⊂V V 	  
gأي إنّ  f	  يقبلc  اية له عندa .  �  

f: ، وليكنEمجموعة جزئية غير خالية من A لتكن. تعريف 4-4. A F→ بيقاً. نقول تط
  إذا وفقط إذا تحقّق الشرط aعند  مستمرf   إنّ التابع

    ( ( )), ( ), ( )W f a V a f V A W∀ ∈ ∃ ∈ ∩ ⊂V V   C  
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  وهذا يكافئ الشرط التالي

0, 0, ( ) ( ) F
E

x A
f x f a

x a
ε η ε

η

∈ ∀ > ∃ > ⇒ − <− < 
� �

� �
  

  .Aمن  aمستمراً عند كلّ نقطة  fإذا وفقط إذا كان  A على مستمرf  ونقول إنّ 

  أمثلة 5-4.

f: ، وليكنE خالية من مجموعة جزئية غير A لتكن � A F→  ّتطبيقاً. نقول إن f 
0K بثابت شرط لبِشتزيحقق    فقط إذا كان إذا و  <

( , ) , ( ) ( ) EFx y A A f x f y K x y∀ ∈ × − ≤ −  
  : الآتيانز يكون مستمراً. فمثلاً التطبيقان من الواضح أنّ كل تطبيق محُقق لشرط لبشت

: , ,

: , ( , ).B

E x x

E x d x Bδ

⋅ →
→

� � ℝ ֏ � �

ℝ ֏
  

 منهما يحقق شرط لبِشتز بثابت كلاًّ   ، مستمران، لأنّ Eمجموعة جزئية غبر خالية من  Bحيث 
  . 1يساوي 
Eلفضاء الشعاعي لنعرّف على ا � E× :النظيم التالي  

( )( , ) , ( , ) max , EE E E
x y E E x y x y×∀ ∈ × =  

:عندئذ يكون التطبيق  , ( , )E E E x y x yσ σ× → =   مستمراً. +
1في الحقيقة، يحقق هذا التطبيق أيضاً شرط لبِشتز، لأنه أياً كان  1( , )x y 2و 2( , )x y 2منE   كان

  : لدينا 

1 1 2 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 1 2 2

( , ) ( , )

2max( , )

2 ( , ) ( , )

E E

E E

E E

E E

x y x y x x y y

x x y y

x x y y

x y x y

σ σ

×

− = − + −
≤ − + −
≤ − −
≤ −

� � � �

� � � �

� � � �

� �

  

  :الآتيالنظيم  E×Kلنعرّف على الفضاء الشعاعي  �
( )( , ) , ( , ) max | |,E Ex E x xλ λ λ×∀ ∈ × =

K
K � � � �  

:عندئذ يكون التطبيق  , ( , )E E x xπ π λ λ× → =K .ًمستمرا  
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0في الحقيقة، لتكن  0( , )xλ  منE×K . ّاً كان عندئذ أي( , )xλ  منE×K لديناف  

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

( , ) ( , )

( )( ) ( ) ( )

x x x x

x x x x x

π λ π λ λ λ

λ λ λ λ λ

− = −
= − − + − + −

  

)اً كان ومن ثمَّ أيّ  , )xλ  منE×K ق0 الذي يحُق 0( , ) ( , ) 1
E

x x ×λ − λ ≤
K

تتحقق  
  المتراجحة

( ) ( )

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

( , ) ( , ) | |

| | | |

1 | | max | |,

EE

E E

E E

x x x x

x x x

x x x

π λ π λ λ λ

λ λ λ

λ λ λ

− ≤ − −

+ − + −
≤ + + ⋅ − −

� �

� � � �

� � � �

  

0εفإذا كانت  0، ووضعنا < 0/(1 | |)Exη ε ε λ= + + +� أمكننا أن نكتبَ استناداً  �
   ما يأتي:لمتراجحة السابقة اإلى 

0 0 0 0( , ) ( , ) ( , ) ( , )
E E

x x x xλ λ η π λ π λ ε
×

− < ⇒ − <
K

  

0عند  πوهذا يثبت استمرار التابع  0( , )xλ.  

  4-3.مباشرة من المبرهنة  الآتيةتنتج المبرهنة   

f:ق يتطب، وليكن الE مجموعة جزئية غير خالية من Aلتكن  .مبرهنة 6-4. A F→ .
)نفترض أنّ  )f A B⊂  ّوأن:g B G→  .إذا كانتطبيق آخر f  نقطة عند اً مستمر 

a  منA كان، و g  عند  اً مستمر( )f a b=،  كان g f	  مستمراً عندa.  

f: ، وليكنEمجموعة جزئية غير خالية من  A لتكن .تعريف 7-4. A F→  تطبيقاً. نقول
  :لآتياإذا وفقط إذا تحقّق الشرط  بانتظام مستمرf  إنّ التابع 

2( , )
0, 0, ( ) ( )

F
E

x y A
f x f y

x y
ε η ε

η

∈ ∀ > ∃ > ⇒ − <− < � �
  

 ق شرط لبِشتز يكون مستمراً بانتظام، إلاّ أنّ العكس غير صحيح كما  من الواضح أنّ كلتابع يحق
  نا للتوابع الحقيقيّة.نعلم من دراست
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  المتتاليات في فضاء شعاعيّ منظّم 5.
  هما فضاءان شعاعيّان منظّمان. Fو Eفي كامل هذه الفقرة 

  متكافئتان: الآتيتانالخاصّتان  ندئذع .E مجموعة جزئية غير خالية من A : لتكن مبرهنة 1-5.
  . Aهو نقطة لاصقة باموعة  a العنصر  �
)توجد متتالية   � )n nx ∈ℕ  من عناصرA قتحُق lim n

n
x a

→∞
=.  

  الإثبات
⇐�   يحُقق ℕفي  0nيوجد إذن  aلعنصرجواراً ل Vن ليك �

0 nn n u V≥ ⇒ ∈  
 أنّ  ينتج من ثمَّ 

0n
u ينتمي إلى V A∩،  فالتقاطعV A∩ .ٍغير خال  

⇐� )، كان التقاطع ℕ∗من  n اً كانتأيّ  � ,1/ )B a n A∩  َّيوجدغير خالٍ، ومن ثم 
)في  nx رٌ عنص ,1/ )B a n A∩ . أنّ المتتالية  يسرب يقّننتو( )n nx ∈ℕ  من عناصرA 

limتحقّق  n
n

x a
→∞

=.  �  

  محدّبة. A، عندئذ تكون E مجموعة جزئية محدّبة غير خالية من A لتكن .تطبيق
) كنيفي الحقيقة، ل , )x y  ًمن  عنصراA A× ولتكنλ من ] ) . توجد متتاليتان0,1] )n nx ∈ℕ 

)و )n ny ∈ℕ  من عناصرA قانتحق lim n
n

x x
→∞

limو = n
n

x y
→∞

 Aموعة كانت ا  ـاّ. لم=
1)محدّبة كان  )n n nz x y Aλ λ= + −   . ومن ثمَّ ℕمن  nاً كانت أيّ  ∋

(1 ) lim n
n

x y z Aλ λ
→∞

+ − = ∈  
  مجموعة محدّبة. Aوهذا يثبت أنّ 

تطبيقاً  f ليكن، و Aمن  a، ولتكنEمجموعة جزئية غير خالية من  A لتكن .مبرهنة 2-5.
  :الآتيتين. عندئذ يكون هناك تكافؤ بين الخاصتين F إلى A من

  .aاية عند  f يقبل التطبيق �
) إنّ المتتالية � )( )n nf x ∈ℕ متقاربة في F أياً كانت المتتالية ،( )n nx ∈ℕ  التي حدودها من

  .aإلى وتسعى  Aعناصر 
وفي حالة تحقق إحدى الخاصتين السابقتين يكون 

,
lim ( ) lim ( )n

x a x A n
f x f x

→ ∈ →∞
= 

) المتتاليةاً كانت وذلك أيّ  )n nx ∈ℕ  التي حدودها من عناصرA  وتسعى إلىa.  
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  الإثبات

⇐� limلنفترض أنّ  �
a

f F= ∈ℓلتكن . ( )n nx ∈ℕ  متتالية منA  تسعى إلىa .
limنريد أن نثبت أنّ  ( )n

n
f x

→∞
= ℓليكن . W لعنصرجواراً ل ℓيوجد عندئذ جوار ، 

V لعنصرل a قيحُق ( )x V A f x W∈ ∩ ⇒ ∈.  
limا كان  ـّولم n

n
x a

→∞
   ، يحُقق ℕفي  0n، إذن يوجد =

0 nn n x V> ⇒ ∈  
) ومن ثمَّ  )nf x W∈  0في حالةn n>  ّوهذا يثبت أنlim ( )n

n
f x

→∞
= ℓ.  

⇐� )لتكن  � )n nx ∈ℕ متتالية من A تسعى إلى a تعريفاً ، نضع lim ( )n
n

f x
→∞

= ℓ .
)ولتكن متتالية أخرى  )n ny ∈ℕ  منA  إلىتسعىa.  

)نعرّف متتالية جديدة    )n nz ∈ℕ  منA  2بوضعn nz x= 2و 1n nz y+ اً  وذلك أيّ  =
)مّا كانت ـ. لℕمن  nكان  )n nz ∈ℕ  متتالية منA  تسعى إلىa كان للمتتالية ،

( )( )n n
f z ∈ℕ  اية فيFللمتتاليتين الجزئيتين منهاأنّ  ، ونجم عن ذلك : 

( )2( )n n
f z ∈ℕ  و  ( )2 1( )n n

f z + ∈ℕ  
limالنهاية نفسها. ومنه  ( )n

n
f y

→∞
= ℓذا نكون قد أثبتنا وجود عن .ر صℓ  فيF ،

limيحقق المساواة  ( )n
n

f a
→∞

= ℓ  أياً كانت المتتالية( )n na ∈ℕ  من عناصرA  وتسعى
  .a إلى

 ℓلعنصر ل 0W. إذن يوجد جوار aاية له عند  ℓلا يقبل  fلنفترض جدلاً أنّ التابع 
  يحُقق

0( ), , ( )V a x V A f x W∀ ∈ ∃ ∈ ∩ ∉V  
1 نعرف، أياً كان n≤1 ، الجوار( , )n nV B a= لعنصر لa ًفنجد عنصرا ،nu  في

nV A∩  ق0يحُق( )nf u W∉ ،العدد الطبيعي الموجب تماماً  وذلك أياً كانn نحصل .
) من ثمَّ على متتالية )n nu ∈ℕ  من عناصرA  إلى تسعىaق إذن المساواةفهي تحق ،  

lim ( )n
n

f u
→∞

= ℓ  
,01 الخاصّة وهذا يناقض ( )nn f u W∀ ≥  f . نستنتج من هذا التناقض أنّ التابع∌

  �  .aعند  ℓالعنصر  يسعى إلى
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)متتالية  إنّ نقول  .تعريف 3-5. )n nx ∈ℕ  منE  ق شرط كوشيتحقCauchy  إذا وفقط إذا
  : تحقّق الشرط

0, , n m E

n N
N x x

m N

ε
ε

ε

ε ε
> ∀ > ∃ ∈ ⇒ − <> 

ℕ 

  :الآتيتينلخاصتين ونترك للقارئ أن يتيقّن صحةَ ا
  منظّم تكون محدودة.شعاعي كل متتالية تحقّق شرط كوشي في فضاء  �
  منظّم تحقّق شرط كوشي.شعاعي كل متتالية متقاربة في فضاء  �

 -Banachاخ نأو إنهّ فضاء با– فضاء تام E نظمّالمشعاعي الفضاء ال إنّ نقول  .تعريف 4-5.
  إذا وفقط إذا تقاربت فيه كل متتالية تحقّق شرط كوشي.

  أمثلة 5-5.
  فضاء تام. ℝنعلم أنّ حقل الأعداد الحقيقيّة  	
) يقة، لتكنفضاء تام. في الحق ℂإنّ حقل الأعداد العقدية  	 ) 0n nz تحقّق  ℂن ممتتالية  ≤

)شرط كوشي. نعرّف  )Ren nx z= و( )Imn ny z=  فيكون لدينا  
2( , ) , n m n mn m x x z z∀ ∈ − ≤ −ℕ  

)2  و , ) , n m n mn m y y z z∀ ∈ − ≤ −ℕ  
)فالمتتاليتان الحقيقيتان  ) 0n nx )و ≤ ) 0n ny ≥  ّقان شرط كوشي. ومن ثمَ يمكننا متقاربتان لأما تحُق

limأن نعرّف  n
n

x x
→∞

limو = n
n

y y
→∞

  مّا كان ـلو . =
220, ( i )n n nn z x y x x y y∀ ≥ − + = − + − 

)تقارب  استنتجنا ) 0n nz ixن م ≤ y+.  

)إنّ الفضاء الشعاعي المنظّم  	 ),pE ∞= ⋅K ا بالنظيم الآتي: دلمزو  
( )1 1( , , ) , max , ,p

p pX x x X x x∞∀ = ∈ =K… …  
  شعاعي تام. فضاءٌ 

)لتكن  ،في الحقيقة ) 0n nX   بالشكل nXشي. يُكتب العنصر تحقّق شرط كو  Eمتتالية من  ≤
(1) ( )( , , )p p

n n nX x x= ∈ K…  
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  مّا كانـول
{ } 2 ( ) ( )1, , , ( , ) , k k

n m n mk p n m x x X X ∞∀ ∈ ∀ ∈ − ≤ −… ℕ  
}من  kفإننا نستنتج أنهّ، أياً كانت  }1, , p… ، المتتالية حقّقت( )( )

0

k
n n

x
≥

شرط كوشي في  
K  عنصر منفهي متقاربة ( )kx  فيK.  (1)لنعرّف إذن ( )( , , , )pX x x= pمن  …

K ،
  فيكون لدينا

( ) ( )

1

0,
p

k k
n n

k

n X X x x∞
=

∀ ≥ − ≤ −∑  

limومن ثمَّ  0n
n

X X ∞→∞
− )، فالمتتالية = ) 0n nX   .X منمتقاربة  ≤

)إنّ الفضاء الشعاعيّ المنظّم   	 )([ , ]),E C a b ∞=   حيث ⋅

[ , ]
, sup ( )

x a b

f E f f x∞
∈

∀ ∈ =  

   لِما درسناه في بحث متتاليات التوابع.شعاعيٌ تام. هذه في الواقع نتيجة  فضاءٌ 
)ليكن الفضاء الشعاعيّ المنظّم  	 )1[ ],E X= ⋅K حيث   

( )
1

1
0

, dP E P P t t∀ ∈ = ∫  
)ليس فضاء شعاعيّاً تامّاً. في الحقيقة، لتكن  Eإنّ  ) 0n nP   بالصيغة:المعرفّة  Eالمتتالية من  ≤

0

( ) ( 1)
n

k k
n

k

P X X
=

= −∑  

nحيث  mو nالعددان الطبيعيان  اً كانأيّ  m< وt  لدينا المتراجحةكانت   [0,1]من  

( ) ( ) 1 1

1

1 ( )
( ) 2

1

m m n
k n n

m n

k n

t
P t P t t t t

t

−
+ +

= +

− −
− = − = ≤ ⋅

+∑  

  ثمَّ ومن 

1

2

2m nm n P P
n

> ⇒ − ≤
+

  

)فالمتتالية  ) 0n nP عندئذ يوجد  .تامE  . لنفترض جدلاً أنّ الفضاء Eتحُقّق شرط كوشي في  ≤
) عنصر )S X في [ ]XK  ُقيحق  

1lim 0n
n

P S
→∞

− =  
1)1ا كان  ـّولم ) ( ) 1 ( )nnX P X X ++ = −   ، كان−

1(1 ) ( ) 1 (1 )( ( ) ( )) ( )nnX S X X S X P X X ++ − = + − − −
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    ومن ثمَّ 
1[0,1], 0, (1 ) ( ) 1 2 ( ) ( ) n

nt n t S t S t P t t +∀ ∈ ∀ ≥ + − ≤ − +  
  وهذا يقتضي أنّ 

11

1
1, (1 ) ( ) 1 2

2nn X S X P S
n

∀ ≥ + − ≤ − +
+

  

لى  nوبجعل  نّ  ∞+تسعى إ 1)نستنتج أ ) ( ) 1X S X+ ⋅ لى تناقض واضح = ، ونصل إ
  ليس تامّاً. Eبمقارنة درجتي طرفي هذه المساواة. هذا التناقض يثبت أنّ الفضاء 

)لتكن  .تعريف 6-5. )n nx ∈ℕ  متتالية منE نقول إنّ المتسلسلة .nx∑ وتقبل متقاربة 
) ةالمجاميع الجزئيتقاربت متتاليةُ  وفقط إذا إذا مجموعاً  Eمن  Sالعنصر  )n nS ∈ℕ ،

 حيث
0

n

n k

k

S x
=

= ، إذا وفقط متقاربة بالنظيم ∑nx. ونقول إنّ المتسلسلة S من، ∑

nإذا كانت المتسلسلة  Ex∑ .متقاربة  
  :الآتية بينّ المتراجحةتُ 

n m n m

k k E
k n k nE

x x

+ +

= =
≤∑ ∑  

نرى في سنظيم تكون متقاربة. في الحقيقة، تقاربة بالمتسلسلة م كل   في فضاء شعاعيّ تامأنهّ 
  التمرينات أنّ هذه الخاصّة لا تتحقّق إلاّ في الفضاءات الشعاعيّة التامّة.

  المجموعات المتراصّة في الفضاءات الشعاعيّة المنظّمة 6.

إذا وفقط  مجموعة متراصّة Eمن فضاء شعاعيّ منظّم  A مجموعة جزئية إنّ نقول  .تعريف 1-6.
): مهما تكن المتتالية تيالآ ق الشرطإذا تحقّ  )n nx ∈ℕ  من عناصرA  يوجد تطبيق متزايد

ϕ: ً تماما →ℕ ℕ المتتالية الجزئية يجعل ( )( )n nxϕ ∈ℕ  عنصر من منمتقاربة A.  

 Aعة . عندئذ تكون امو Eمجموعة متراصّة في فضاء شعاعيّ منظّم  A لتكن .مبرهنة 2-6.
  .مغلقة ومحدودة



 22 الفضاءات الشعاعيّة المنظّمة

  الإثبات
) محدودة، أمكننا إيجاد متتالية Aإذا لم تكن اموعة  � )n nu ∈ℕ من عناصر A قتحُق 

lim n
n

u
→∞

= ϕ:يوجد تطبيق متزايدٌ تماماً  اداً إلى الفرْضنولكن است. ∞+ →ℕ ℕ يجعل 
)المتتالية الجزئية  )( )n nuϕ ∈ℕ  عنصر متقاربة منλ  ينتمي إلىA. نستنتج من ذلك أنّ عندئذ و 

( )lim n
n

u λϕ→∞
= � lim صةالخاوهذا يناقض  � n

n
u

→∞
=   محدودة. A. فاموعة ∞+

)، توجد إذن متتالية Aعنصراً من  aكن يل � )n nu ∈ℕ  من عناصرA  تسعى إلىa. 
ϕ:ض نجد تطبيقاً متزايداً تماماً بمقتضى الفرْ و  →ℕ ℕ المتتالية الجزئية يجعل ( )( )n nuϕ ∈ℕ 

)ا كانت  ـّولم.Aينتمي إلى  λعنصر متقاربة من  )( )n nuϕ ∈ℕ  متتالية جزئية من المتتالية( )n nu ∈ℕ 
a. نستنتج أنّ aفهي أيضاً متقاربة من  aالمتقاربة من  Aλ = مجموعة  Aاموعة أنّ ، و ∋

  �    مغلقة.

نبينّ في هذا المثال أنّ عكس المبرهنة السابقة خطأ في الحالة العامّة. لنتأمّل مثلاً  .مثال 3-6.
( )([0,2 ]),E C π ∞= ⋅� 0,2]فضاء التوابع الحقيقية المستمرةّ على اال  � ]π  داً بالنظيممزو  

[0,2 ]

, sup ( )
x

f E f f x
π

∞ ∈
∀ ∈ =  

A(0,1) نولتك B= الكرة الواحديةّ المغلقة في E ّا مجموعة مغلقة ومحدودة في.من الواضح أ 
E .أنّ نثبت لA .ليست مجموعة متراصّة  

)المتتالية  لنتأمّل )n nf ∈ℕ  من عناصرA  يأتي:المعرّفة كما   
, [0,2 ], ( ) sin( )nn x f x nxπ∀ ∈ ∀ ∈ =ℕ  

ϕ:يجاد تطبيق إمجموعة متراصّة لأمكن  Aلو كانت  →ℕ ℕ  ًالمتتالية الجزئية  يجعلمتزايد تماما
( )( )n nfϕ ∈ℕ  عنصر  منتتقاربf  ينتمي إلىA.  ولكن في حالةp وq  من∗ℕ  لدينا  

2

0

:
sin sin d

0 :

p q
px qx x

p q

π
π ==  ≠

∫  

  إذن

( )
2

22

0

, , sin sin d 2p q p q px qx x

π

π∗∀ ∈ ≠ ⇒ − =∫ℕ  
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  ومن ثمَّ 

( ) 22

0 2

, , 2 2 sup sin sin
x

p q p q px qx
π

π π∗

≤ ≤
∀ ∈ ≠ ⇒ ≤ −ℕ  

  أو

( ) 2

0 2

, , 1 sup sin sin
x

p q p q px qx
π

∗

≤ ≤
∀ ∈ ≠ ⇒ ≤ −ℕ  

  وبصيغة أخرى

( ) 2, , 1 n mn m n m f f∗
∞

∀ ∈ ≠ ⇒ ≤ −ℕ  

  وبوجه خاصّ يكون لدينا

( ) ( 1), 1 n nn f fϕ ϕ
∗

+ ∞
∀ ∈ ≤ −ℕ  

)وهذا يناقض كون المتتالية  )( )n nfϕ ∈ℕ  متقاربة بانتظام من تابعf  إلى ينتميA.!  

سنبرهن لاحقاً أنّ الكرة الواحديةّ المغلقة في أي فضاء شعاعي منظّم لا تكون متراصّة  .ملاحظة �
  إلاّ إذا كان الفضاء الشعاعي منتهي البُعد.

 مجموعة مغلقة في B ، ولتكنEاء شعاعي منظّم مجموعة متراصّة في فض A لتكن .مبرهنة 4-6.
E  محتواة في وA عندئذ تكون .B .مجموعة متراصّة   

  الإثبات

)لتكن  )n nx ∈ℕ  متتالية منBا كانت ـّ. لم A  ًمتراصّة، يوجد تطبيق متزايد تماما:ϕ →ℕ ℕ 
) المتتالية الجزئية يجعل )( )n nxϕ ∈ℕ عنصر  متقاربة منx  فيA ّحدود المتتالية . ولكن 

( )( )n nxϕ ∈ℕ  تنتمي إلىB  إذنx B B∈  يكتملوبذا  متراصّة.مجموعة  B. فاموعة =
  �  الإثبات.
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Eفضاءين شعاعيّين منظّمين، نزوّد الفضاء الشعاعي  Fو E ليكن .مبرهنة 5-6. F× 
  بالنظيم:

( )( , ) , ( , ) max , FE F E
x y E F x y x y×∀ ∈ × =  

A، كانت Fة في مجموعة متراصّ  Bو Eمجموعة متراصّة في  Aإذا كانت  B× 
Eمجموعة متراصّة في  F×.  

  الإثبات

)لتكن  )n nz ∈ℕمتتالية منA B× . عدد طبيعي نكتب في حالةn :ما يأتي   
( , )n n nz x y A B= ∈ ×  

ϕ: متراصّة، يوجد تطبيق متزايد تماماً  Aا كانت  ـّلم →ℕ ℕ ة المتتالية الجزئي يجعل( )( )n nxϕ ∈ℕ 
)ولأنّ  .A في xعنصر تتقارب من  )( )n nyϕ ∈ℕ موعة المتراصّةمتتالية من ا B  يوجد تطبيق
θ: متزايد تماماً  →ℕ ℕ المتتالية الجزئية يجعل ( )( )n nyϕ θ ∈	 ℕ تتقارب فيF  عنصر منy 

ψ . فإذا عرفّناBينتمي إلى  ϕ θ=  تطبيقاً متزيداً تماماً وكانت المتتالية ψ ، كان	
( )( )n nxψ ∈ℕ  متتالية جزئية من( )( )n nxϕ ∈ℕ العنصر فهي تسعى إلى x  منAويكون لدينا .  

( )lim n
n

x xψ→∞
)و  = )lim n

n
y yψ→∞

=.  

)ومن ثمَّ  )lim ( , )n
n

z x yψ→∞
E في = F× موعةوا ،E F× .متراصّة  �  

,1 لتكن .مبرهنة 6-6. , mE E…  فضاءات شعاعيّة منظّمة، نرمز بالرمزF اء الشعاعيإلى الفض 
1المنظّم  2 mF E E E= × ×   مزوداً بالنظيم ⋯×

1 1
1

( , , ) , ( , , ) max
km m k EF k m

x x F x x x
≤ ≤

∀ ∈ =… …  
}من  k حيث kEة في مجموعة متراصّ  kAإذا كانت  }1, 2, ,m… موعةكانت ا ،

1 mA A A= ×   .Fمجموعة متراصّة في  ⋯×

  الإثبات

  �  للمبرهنة السابقة. m العدد برهنة تعميم واضح بالتدريج علىإنّ هذه الم
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)ليكن الفضاء الشعاعي المنظّم  .مبرهنة 7-6. ),pE ∞= ⋅K مع   
( )1 1( , , ) , max , ,p

p pX x x X x x∞∀ = ∈ =K… …  
  ان الآتيتان متكافئتان:. الخاصّتEمن  مجموعة جزئيّة Aولتكن 

  مجموعة متراصّة. Aاموعة    �
  مجموعة مغلقة ومحدودة. Aاموعة    �

  الإثبات

�⇐إنّ الاقتضاء  �⇐لنثبت الاقتضاء الثاني  6-2.هو فحوى المبرهنة  � � .  
p حالة � =. إذا كان الحقل =1 Kℝ ابقاً. لنفترض أنّ إن النتيجة المذكورة خاصّة مُثبتة سف

= Kℂولتكن . ( )n nz ∈ℕمتتالية من A عندئذ يكون .in n nz x y A= + ، أياً  ∋
0كانت n≤مّا كانت ـ. لA 0 محدودة، يوجد عدد M<  :قيحُق  

0, nn z M∀ ≥ ≤  
)إنّ ومن ثمَّ ف ) 0( , )n n nx y ]متتالية من اموعة المتراصّة  ≤ , ] [ , ]M M M M− × واستناداً ، −

ϕ: يوجد تطبيق متزايد تماماً  6-5. لمبرهنةا إلى →ℕ ℕويوجد عنصر ، iz x y= في  +
ℂ قيحُق  

( )( ) ( )lim max , 0n n
n

x x y yϕ ϕ
→∞

− − =  

)ينتج من ذلك أنّ  )lim n
n

z zϕ
→∞

zلأنّ  Aإلى  z تنتمي. ومن ثمَ ℂفي  = A∈ وA 
  مغلقة.مجموعة 

  
0مجموعة محدودة، يوجد  Aمّا كانت ـ. لالحالة العامّة � M< ،0) يحقّق, )A B M⊂ .

}لتكن  }: | |x x M∆ = ∈ ≤K ّة في مجموعة متراصّ  ∆ . إنK  ة الالحبمقتضى
1p ,0)تكون  6-6.. وباستخدام المبرهنة = )p B M∆ الفضاء  مجموعة متراصّة في =

( ),pE ∞= ⋅K ّولأن ،A موعة الم0)تراصّة مجموعة مغلقة محتواة في ا, )B M ّا ، فإ
  �  6-4.تكون متراصّة استناداً إلى المبرهنة 
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، وليكن Eمجموعة جزئيّة غير خالية ومتراصّة في فضاء شعاعي منظّم  A لتكن .مبرهنة 8-6.
:f A F→  تطبيقاً مستمراً منA  إلى فضاء شعاعي منظّمF عندئذ .  

)اموعة   � )f A .مجموعة متراصّة  
Fإذا كان   � = ℝ ّفإن ،f  يبلغ حدّيه الأعلى والأدنى علىA.  
  .Aبانتظام على  مستمرf  التطبيق   �

  الإثبات

)لتكن  � )n ny ∈ℕ  متتالية من( )f A ّكان   اً ، عندئذ نجد، أيn  منℕ ًعنصرا ، nx  منA 
)يحُقق  )n nf x y=موعةـ. ولمّا كانت ا A متراصّة، أمكننا أن نستخلص من المتتالية 

( )n nx ∈ℕ متتالية جزئية ( )( )n nxϕ ∈ℕ  عنصر منمتقاربة x  ينتمي إلىA ومن ثمَّ تتقارب .
)المتتالية )( ( ))n nf xϕ ∈ℕ  من( )f x لأنّ التابع f  أي تتقارب المتتالية .مستمر( )( )n nyϕ ∈ℕ 

)الجزئية من  )n ny ∈ℕ  ٍمن عنصر( )y f x=  من( )f A موعةفا .( )f A .متراصة  
)اموعة  � )f A  محدودة- ّفالتابع  -ا متراصّةلأf  موعةمحدود على اA لنعرّف إذن .

inf ( )m f A= ًنجد، تبعاً لتِعريف الحدّ الأدنى، عنصرا . ny  من( )f A  يحُقّق  

1
nm y m

n
≤ ≤ 1وذلك أياً كان  + n≤  

)لاصقة باموعة المغلقة  mفالنقطة  )f A ،فهي تنتمي إلى ( )f Aأي يوجد عنصر . α  منA 
) يحُقق ) min ( )f f Aα يحُقق  Aمن  βعنصر  . ونبرهن بأسلوب مماثل على وجود=

( ) max ( )f f Xβ =.  
00. يوجد إذن A نتظام علىليس مستمراًّ با fلنفترض أنّ  � ε< أياًّ كانت  ،ويوجدn  من

∗ℕ،  عنصر( , )n nx y  2منA قيحُق  

  0( ) ( )n n F
f x f y ε− 1و    <

n n Ex y
n

− <� �  ( )∗  

ϕ: تماماً  تطبيق متزايد إيجادمكننا أمتراصّة،  Aمّا كانت اموعة ـول →ℕ ℕ المتتالية  يجعل
)الجزئية  )( )n nxϕ ∈ℕ عنصر تتقارب من x  فيA ّولأن .lim ( ) 0n n

n
x y

→∞
−   : ، يكون=

( ) ( )lim limn n
n n

y x xϕ ϕ→∞ →∞
= =
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  استنتجنا أنّ ، x مستمر عند f ولأنّ التابع
( ) ( )lim ( ) lim ( ) ( )n n

n n
f y f x f xϕ ϕ→∞ →∞

= =  
) وهذا ما يثبت أنّ  )( ) ( )lim ( ) ( ) 0n n

n
f y f xϕ ϕ→∞

− )ناقض . وي=   لأنّ  ∗(

( ) ( ) 0, ( ) ( )n n F
n f y f x∗

ϕ ϕ∀ ∈ − > εℕ  
  �  .Aمستمراًّ بانتظام على  fبدّ أن يكون  ومن ثمَّ لا

  ة منظّمةة بين فضاءات شعاعيّ التطبيقات الخطيّة المستمرّ  7.

T: فضاءين شعاعيّين منظّمين. وليكن Fو E ليكن .مبرهنة 1-7. E F→  .ًتطبيقاً خطيّا
  متكافئة: الآتيةعندئذ تكون الخواصّ 

  .تطبيق مستمرT  إنّ   1.

  .0عند  تطبيق مستمرT  إنّ   2.

∗في  يوجد  3.
+ℝ  ٌعدد M  قيحُق, ( )

F E
x E T x M x∀ ∈ ≤.  

  الإثبات
.2   إنّ هذا الاقتضاء تافه. ⇐1.
.3 1εلنختر  ⇐2. 0، فنجد 0عند  Tفي تعريف استمرار  = η< قيحُق  

, ( ) 1E F
z E z T zη∀ ∈ ≤ ⇒ ≤� �  

 ، عندئذ يحقق العنصرE{0}\عنصراً من  xكن يل
E

z x
x

η
=
� �

Ezالمتراجحةَ   η≤� ومن  �

  ثمَّ يكون

1
E F

T x
x

η   ≤   � �
  

1افئ وهذا يك
( ) EF

T x x
η

≤ �   3.. ومنه �

.1   أنّ  Tمن الواضح باستخدام خطيّة التطبيق  ⇐3.

( , ) , ( ) ( ) ( ) EF Fx y E E T x T y T x y M x y∀ ∈ × − = − ≤ −  

  �  تمر.مس ، إذن،يحُقق شرط لبِشتز وهو Tفالتطبيق 
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  . Kفضاءات شعاعيّة منظّمة على الحقل  Gو Fو E: لتكن مبرهنة 2-7.
T:إذا كان   1. E F→  موعةتطبيقاً خطيّاً مستمراًّ. كانت ا  

{ }: , ( )
F E

M x E T x M x+= ∈ ∀ ∈ ≤M ℝ  
]مجالاً مغلقاً من النمط    , [β minT. وإذا عرفّنا ℝ+محتوى في ∞+ = M  كان  

{ }sup ( ) : , 1F ET T x x E x= ∈ ≤� � � � � �  
)إذا رمزنا بالرمز   2. , )c E FL  إلى فضاء التوابع الخطيّة المستمرّة منE  إلىF  .التطبيق  كان

T T֏  نظيماً على( , )c E FL.  
) من Tاً كان أيّ   3. , )c E FL وS  من( , )c F GL  كان S T S T≤ ⋅	.  
)فضاء تامّاً، كان  Fإذا كان   4. , )c E FL .ًفضاء تامّاً أيضا  
  الإثبات

≠ نلاحظ أنّ  1. ∅M  ّلأنT مستمر، وأنه إذا كانت M  عنصراً منM لدينا ، كان
[ , [M +∞ ⊂ M ًأنّ نلاحظ ، وأخيراM  فر. ينتج من ذلك أنه إذا كانمحدودة من الأدنى بالص

infβ = M  فإمّا أن يكون] , [β= +∞M  أو[ , [β= +∞M 0 حيث β≤ .
βفي الحقيقة  ∈ M ّ1اً كان ، لأنهّ أي n≤ 2، لدينا nβ −+ ∈ M  َّومن ثم  

  1, , ( ) ( 2 )n
F En x E T x xβ −∀ ≥ ∀ ∈ ≤ +� � � �  

,   أو 1, ( ) ( 2 )n
F Ex E n T x xβ −∀ ∈ ∀ ≥ ≤ +� � � �  

,نجد  ∞+تسعى إلى  nوبجعل  ( ) F Ex E T x xβ∀ ∈ ≤� � � �.  
]ومنه  , [β= +∞M لنضع كما في نصّ المبرهنة .minT β= = M� �.  

�T ينتج من تعريف )أنّ  � ) FT x T≤� � � 1Exفي حالة  � ≤� �T ، فالعدد� عنصر  �
} اموعةعلى راجح  }( ) : 1F ET x x ≤� � �   وهي لهذا محدودة من الأعلى. ليكن إذن  �

{ }sup ( ) : , 1F ET x x E x Tα = ∈ ≤ ≤� � � � � �  

}من  xفي حالة عنصر وبالعكس،  }\ 0E ّق ، يحق/
E

z x x=  َ1المتراجحةEz ≤� � 
) ومن ثمَّ يكون / )E F

T x x α≤� ) أو � ) F ET x xα≤� � � . ينتج من ذلك أنّ �
α ∈ M َّومن ثم ،T α≤� Tαالمساواة  صحة . وهذا ما يثبت� = � �.  
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T التطبيق من الواضح أنّ  2. T֏  ق الخاصّتين1يحُقN  2وN ت من تعريف النظيم. لنثب
) ين منعنصر  Tو S. ليكن 3Nالخاصّة  , )c E FL وليكن .x  ًمن عنصراE  يحُقّق

1
E

x   . عندئذ يكون ≥
( )( ) ( ) ( )

F F F
T S x T x S x T S+ ≤ + ≤ +  

Tومن ثمَّ  S T S+ ≤   محقّقة. 3Nوالخاصّة  +
) من Tليكن  3. , )c E FL وS  من( , )c F GL وليكن ،x  عنصراً منE عندئذ .  

( ) ( ( )) ( )
G G F E

S T x S T x S T x S T x≤ ≤ ⋅ ≤ ⋅ ⋅	  

Sومن ثمَّ يكون  T S T≤   والخاصّة المطلوبة محقّقة. 	⋅
)لتكن  4. )n nT ∈ℕ  متتالية كوشي في( , )c E FLأياً كان . x  منE تتحقق المتراجحة  

2( , ) , ( ) ( )n m n mF E
m n T x T x T T x∀ ∈ − ≤ − ⋅ℕ  

) المتتالية قّقتحُ  ،Eمن  xكان نستنتج من ذلك أنه أياً   )( )n nT x ∈ℕ اء شرط كوشي في الفض
)نرمز إليه بالرمز  F تمي إلىينعنصر  من، فهي إذن متقاربة F التام )T x.  
)إنّ التطبيق � )x T x֏ تطبيق خطيّ من E إلىF وذلك لأنهّ أياً كانت ،( , )x y 2منE 
  لدينا Kمن  λاً كانت وأيّ 

( )( ) lim ( ) lim ( ) ( )

lim ( ) lim ( )

( ) ( )

n n n
n n

n n
n n

T x y T x y T x T y

T x T y

T x T y

λ λ λ

λ

λ

→∞ →∞

→∞ →∞

+ = + = +

= +

= +

  

) المتتالية � )n nT ∈ℕ  ا تحُقّق شرط كوشي، ومن ثمَّ يمكننا أن نعُرّف العدد الحقيقيّمحدودة لأ
sup n
n

T
∈

Λ =
ℕ

  ، فيكون

0, , ( )n nF E E
n x E T x T x x∀ ≥ ∀ ∈ ≤ ⋅ ≤ Λ  

,، أنّ ∞+تسعى إلى  nومنه، نجد بجعل  ( )
F E

x E T x x∀ ∈ ≤ Λويكون التطبيق ، 
T  تطبيقاً خطيّاً مستمراً منE إلىFينتمي ، أي T  إلى( , )c E FL.  
limلنثبت أنّ  � n

n
T T

→∞
0. لتكن = ε<عدداً بعاً لتِعريف متتاليات كوشيتِ  ،، نجد ، Nε 

  :قق يحُ ، ℕمن 
( ) ( ) n mn N m N T Tε ε ε> ∧ > ⇒ − ≤  
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  ومنه
( )( ) , , ( ) ( )n m EF

n N m N x E T x T x xε ε ε> ⇒ ∀ > ∀ ∈ − ≤ � �  

  في المتراجحة السابقة وجدنا ∞+تسعى إلى  mفإذا جعلنا 

( )( ) , ( ) ( )n EF
n N x E T x T x xε ε> ⇒ ∀ ∈ − ≤ � �  

  وهذا يقتضي أنّ 
( ) n F
n N T Tε ε> ⇒ − ≤  

limومن ثمَّ  n
n

T T
→∞

)، والفضاء = , )c E FL .فضاء تام  �  

)من  u فضاءً شعاعياًّ منظّماً تامّاً. وليكن E ليكن .نتيجة 3-7. , )c E EL اً خطياًّ تطبيق
1u . نفترض أنّ E إلى E مستمراً من <� EI ، حينئذ يكون التطبيق الخطي� u−
 

 1ويحُقّق  قلوباً ومقلوبه مستمر 1( )
1EI u

u

−− ≤
− � �

.  

  الإثبات
,0ا كان ـّلم nnn u u∀ ≥  ا كان ـّمن المبرهنة السابقة، ولم 3.، استناداً إلى الخاصّة ≥
1u ) متقاربة بالإطلاق. ولكنّ الفضاء ∑nu، كانت المتسلسلة > , )c E EL  ،ٌفضاء تام

  متقاربة.  ∑nuلك أنّ المتسلسلة ينتج من ذ
  لنضع

0

( , )n
c

n

S u E E

∞

=
= ∈∑ L  

 لنعرّف أيضاً و 
0

n
k

n
k

S u
=

=   ، لديناℕمن  nاً كان نلاحظ أنه أيّ  .∑

1( ) ( ) n
E n n E EI u S S I u I u +− = − = −	 	 

  ومن ثمَّ 
1

1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

n
E E E n

n
E E n E

I u S I I u S S u

S I u I S S I u u

+

+

− − = − − −

− − = − − −

	 	

	 	
  

                              



إنّ  

E
I  هو التطبيق المطابق منE  إلىE.  
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  وأخيراً 
1

1

( )

( )

n
E E E n

n
E E E n

I u S I I u S S u

S I u I I u S S u

+

+

− − ≤ − ⋅ − +

− − ≤ − ⋅ − +

	

	
  

  وجدنا  ∞+تسعى إلى  nفإذا جعلنا 
( ) ( )E E ES I u I u S I− = − =	 	  

EIفالتطبيق الخطيّ  u− قلَوب ومقلوبه هو التطبيق الخطّي المستمر S أخيراً ينتج من العلاقة .
( )E EI u S I− ESأنّ  	= I u S= + 1EIولأنّ  ،	   يكون =

1S u S≤ + ⋅� � � � � �  
1)1وهذا يثبت أنّ  )S u −≤ − � �.  �  

   لةأمث 4-7.

)ليكن  	 )([0,1]),E C ∞= داً ، مزوّ [0,1]أي فضاء التوابع الحقيقية المستمرّة على  ⋅
  :المنتظم بالنظيم

[0,1]
, supf E f f∞∀ ∈ =  

: ولنتأمّل التطبيق الخطّي , (0)T E f f→ ℝ ֏.  
  لأن مستمرT  إنّ التطبيق 

[0,1]

, ( ) (0) supf E T f f f f ∞∀ ∈ = ≤ = � �  

1Tويكون  على اال  1هو التابع الثابت الذي يساوي  1 . من ناحية أخرى إذا كان≥
  كان  [0,1]

1 (0) T T∞= ≤ ⋅ =� � � � � �1 1  
1Tومنه  =.  
)ليكن  	 )1([0,1]),E C= داً ، مزوّ [0,1]أي فضاء التوابع الحقيقية المستمرةّ على  ⋅

  :يأتيالمعرّف كما  بالنظيم
1

1
0

,f E f f∀ ∈ = ∫  
: ولنتأمّل التطبيق الخطّي , (0)E f fδ → ℝ   مستمراً.ليس  δالتطبيق . ֏
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  ، وتأملنا التابع δلأنه لو افترضنا جدلاً استمرار 
: [0,1] , ( ) ( 1)(1 )nn nf f t n t→ = + −ℝ  

   وجدنال

1
0, 1 (0) ( )n n nn n f f fδ δ δ∀ ≥ + = = ≤ ⋅ =  

  وهذا تناقض واضح.
) ليكن 	 )1( ),nE × ∞= ⋅M ℝالتي لها  ، فضاء المصفوفات الحقيقيّةn اً سطراً وعمود 
 : ، مزوداً بالنظيماً واحد

( )1 1[ , , ] , max , ,t
n nX x x E X x x∞∀ = ∈ =… …  

1ولتكن 
1

[ ] i nij
j n

A a ≤ ≤
≤ ≤

) مصفوفة مربعّة غير صفرية من = )n n×M ℝ.ق عندئذ نعرّف التطبي

:الخطّي  ,AT E E X AX→  حسابو  ATاستمرار التطبيق الخطّي دف إلى إثبات . ֏
  نظيمه.

]1 تكنل , , ]t
nx x X=…  منE  1ولنضع[ , , ]t

nY y y AX=    فيكون …=

1

n

i i j j

j

y a x
=

= ,1} من i أياً كانت  ∑ , }n…  

  ومن ثمَّ 

{ } ( )1
1 1

1, , , max , ,
n n

i ij j ij n

j j

i n y a x a x x
= =

  ∀ ∈ ≤ ⋅ ≤ ⋅   
∑ ∑… …  

AAXوهذا يقتضي أنّ  X ∞∞ ≤ Λ  إذ عرفّنا
1

1

max
n

A ij
i n

j

a
≤ ≤ =

Λ = ∑.  

  ينتج مما سبق أنّ 
, ( )A AX E T X X ∞∞∀ ∈ ≤ Λ  

Aونظيمه يحقّق  مستمرAT  فالتطبيق  AT ≤ Λ.  

   يحُقق kدليلاً  AΛوبالعكس، نجد استناداً إلى تعريف 

1
1 1

max
n n

A ij kj
i n

j j

a a
≤ ≤ = =

  Λ = =   
∑ ∑  
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]1لنعرفّ الشعاع  , , ]t
nZ z z= 0jz نضع يأتي:كما   E من … 0kjaكان   إذا = = 

0kjaوإذا كان  |/وضعنا  ≠ |j kj kjz a a= ّبة ذات الدليل الـمُ  . ينتج من هذا التعريف أنركk 
)في  )AT Z بالعلاقة: تعُطى  

( )
1 1

( )
n n

A kj j kj Ak
j j

T Z a z a
= =

= = = Λ∑ ∑  

  ومن ثمَّ يكون
( )A A A AT Z T Z T∞∞Λ ≤ ≤ ⋅ ≤  

  وأنّ نظيمه يحقّق مستمرAT  نستنتج من هذه الدراسة أنّ التطبيق الخطّي 

1
1

max
n

A ij
i n

j

T a
≤ ≤ =

  =    
∑  

1فضاءات شعاعيّة منظّمة. نزوّد  Fو 2Eو 1E لتكن .مبرهنة 5-7. 2E E×  بالنظيم  

( )
1 21 2 1 2 1 2 1 2( , ) , ( , ) max ,E Ex x E E x x x x∀ ∈ × =  

1 وليكن 2:B E E F×   متكافئة الآتيةعندئذ تكون الخواصّ  تطبيقاً ثنائي الخطيّة. →
  .تطبيق مستمرB  إنّ  1.
,0)عند  تطبيق مستمرB  إنّ  2. 0).  
∗في  يوجد 3.

+ℝ  ٌعدد M  قيحُق 

1 21 2 1 2 1 2, ( , ) E EFx E E B x x M x x∀ ∈ × ≤.  
  الإثبات

.2   إنّ هذا الاقتضاء تافه. ⇐1.

.3 1εلنختر  ⇐2. ,0)عند  B في تعريف استمرار = 0، فنجد (0 η<  ُقيحق  
( )

1 21 2 1 2 1 2 1 2( , ) , max , ( , ) 1E E F
z z E E z z B z zη∀ ∈ × ≤ ⇒ ≤� � � �  

  العنصران: عندئذ يحقق E{0}\2من  2x، وE{0}\1من  1x لتكن

1

1
1

1 E

x
z

x

η
=
� �

   و   1Eمن  
2

2
2

2 E

x
z

x

η
=
� �

  2Eمن  

) المتراجحةَ  )
1 21 2max ,E Ez z η≤� � � �.  
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  ومن ثمَّ يكون

1 2

1 2

1 2

, 1
E E F

x x
B

x x

η η   ≤   � � � �
  

  وهذا يكافئ

1 21 2 1 22

1
( , ) E EF

B x x x x
η

≤ � � � �  

  3.ومنه 
.1 )كن يل ⇐3. , )α β  1من 2E E× أياً كان ،( , )x y  1من 2E E× تتحقّق المساواة  

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )B x y B B x y B y B xα β α β α β α β− = − − + − + −  
)ثنائي الخطيّة. فإذا كان  Bلأن  , ) ( , ) 1x y α β−   أمكننا أن نكتب ≥

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 2

( , ) ( , )

( )

(1 ) max( , )

(1 ) ( , ) ( , )

F

E E E E E E

E E E E

E E

B x y B

M x y y x

M x y

M x y

α β

α β α β α β

α β α β

α β α β

− ≤

≤ − − + − + −

≤ + + ⋅ − −

≤ + + ⋅ −

� � � � � � � � � � � �

� � � � � � � �

� � � �

  

)عند  Bوهذا يثبت استمرار  , )α β.  �  
  :الآتي وجهيمكننا في الحقيقة أن نعمّم المبرهنة السابقة على ال

فضاءات شعاعيّة منظّمة. نزوّد الفضاء  Fو nEو⋯و 2Eو 1Eلتكن  .مبرهنة 6-7.
1 2 nG E E E= × ×   ظيم بالنّ  ⋯×

1
1

( , , ) , max ( )
kn kG E

k n
X x x G X x

≤ ≤
∀ = ∈ =…  

B:وليكن G F→  ًتطبيقاn− ّمتكافئة: الآتيةخطيّاً. عندئذ تكون الخواص  
  .تطبيق مستمرB  إنّ   1.
,0)عند  تطبيق مستمرB  إنّ   2. 0, ,   .Gمن  …(0
∗في  يوجد  3.

+ℝ  ٌعدد M  قيحُق 

1 1 1
1

( , , ) , ( , , )
k

n

n n n k EF
k

x x E E B x x M x
=

∀ ∈ × × ≤ ∏… ⋯ …  

2nة ق حاليجري إثبات هذه المبرهنة بأسلوب مماثل للمبرهنة السابقة التي تواف ، ونترك التفاصيل =
  ئ.للقار 
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  منتهية البُعدالالفضاءات الشعاعيّة المنظّمة  8.

dim، وليكن Kماً بعده منتهٍ على اً منظّ فضاءً شعاعيّ  E ليكن .مبرهنة 1-8. E m=K .
)1يكن وأخيراً ل , , )me e=E m. نزوّد الفضاء Eأساساً للفضاء  …

K  بالنظيم
  الذي أصبح متعارفاً. عندئذ يكون التطبيق الخطّي ⋅∞

1
1

: , ( , , )
m

m
m k k

k

E x x x e
=

Φ → ∑K … ֏  

  مستمراً. Φ−1و Φتقابلاً ويكون كل من 

  الإثبات

  .E لفضاءأساساً ل Eتقابلاً ناجم عن كون  Φ إنّ كون التطبيق الخطي �
)1كن يل � , , )mX x x= mعنصراً من  …

K ، المتراجحة تتحقّقعندئذ :  

( )
1

1 1 1

( ) max
m m m

k k k k kE E EE k m
k k k

X x e e x e X ∞≤ ≤= = =

     Φ ≤ ≤ =        ∑ ∑ ∑  

، وأنّ Φوهذا يثبت استمرار التطبيق الخطّي 
1

m

k E
k

e
=

Φ ≤ ∑.  

}مّا كانت اموعة ـمن ناحية أخرى، ل � }: 1mS X X ∞= ∈ =K  ،متراصّة
 ّة مغلقة ومحدودة في ا مجموعلأ( , )m

∞⋅K  مّا كان التطبيقـ، ول6-7.وذلك بناءً على المبرهنة  

: , ( )
E

S X Xϕ → Φℝ ֏  
  ركيب توابع مستمرةّ، فإنه يبلغ حده الأدنى، أيبصفته تمستمراً، 

{ }0 0: ( ) min ( ) : 1
E

X S X X Xµ ϕ ∞∃ ∈ = = Φ =� �  

نّ  0µمن الواضح أ 0µلأنّ  < نّ  = )0يقتضي أ ) 0XΦ 0، ومنه = 0X  Φلأنّ  =
0متباينٌ وهذا يناقض كون  1X ∞=� �.  

} من X لتكن }\ 0m
K ،يكون ف( )X

E

X µ
∞

Φ ≥
� �

 لأنّ العنصر 
X

X
∞� �

، S عنصرٌ من 

  ومن ثمَّ ينتج أنّ 
, ( )m

EX X Xµ ∞∀ ∈ ≤ ΦK � � � �  
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  وهذا يكافئ

  1 1
, ( ) Ex E x x

µ

−
∞

∀ ∈ Φ ≤ � �  

  �    مستمر. Φ−1فالتطبيق الخطّي 

فضاءً تامّاً،  E، عندئذ يكون Kفضاءً شعاعياً منظماً منتهي البعد على  E ليكن .نتيجة 2-8.
  المحدودة.وتكون اموعات المتراصّة فيه هي اموعات المغلقة و 

  الإثبات

)1يكن ل � , , )me e=E   نتأمّل التطبيق ول، Eللفضاء  اً أساس …

1
1

: ,( , , )
m

m
m k k

k

E x x x e
=

Φ → ∑K … ֏  

mزوّدنا  قدو 
K التطبيقين  . نعلم بمقتضى المبرهنة السابقة أنّ ⋅∞ بالنظيم المتعارفΦ 1و−Φ 

 مستمران.

)لتكن  )n ny ∈ℕ  ًق شرط كوشي في  متتاليةتحُقEالآتية . تبُينّ المتراجحة   
2 1 1 1( , ) , ( ) ( )n m n m En m y y y y− − −

∞
∀ ∈ Φ − Φ ≤ Φ ⋅ −ℕ  

)أنّ المتتالية  )1( )n n
y−

∈
Φ

ℕ
)تحقق شرط كوشي في الفضاء التام   , )m

∞⋅K  فهي متقاربة من
X  فيm

K ولأنّ التطبيق .Φ  نتج لدينا أنّ  تطبيق مستمر  
1lim ( ( )) ( )n

n
y X−

→∞
Φ Φ = Φ  

limأو  ( )n
n

y X
→∞

= Φ فالمتتالية ،( )n ny ∈ℕ متقاربة. وهذا يثبت أنّ الفضاء E .ٌفضاءٌ تام  

مجموعة  F أنّ اموعة Φ . يبُينّ استمرار التطبيقE مجموعة مغلقة ومحدودة في Aلتكن �
)مغلقة في  , )m

∞⋅K1 ، وكذلك فإن استمرار التطبيق−Φ  موعةيبُينّ أنّ اF  ّمحدودة لأن
,0)الاحتواء  )A B M⊂ 1 ءيقتضي الاحتوا 1( ) (0, )A B M− −Φ ⊂ Φ�  F . فاموعة�

)مجموعة مغلقة ومحدودة في  , )m
∞⋅Kا مجموعة متراصّة  ، وهذا6-7.ق المبرهنة بتطبيثبت أ 

)1إذن اموعة  ( ))A A−= Φ Φ  متراصّة لأنΦ  .مستمر  �  
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 E . نفترض أنّ الفضاءKمين على الحقل فضاءين شعاعيّين منظّ  Fو Eليكن .مبرهنة 3-8.
u:ون كل تطبيق خطّيمنتهي البعد. عندئذ يك E F→ .ًمستمرا  

  الإثبات
)1ليكن  , , )me e=E v عرّف التطبيق. ولنEأساساً للفضاء  … u= Φ	 ،حيث Φ  هو

   التقابل الخطّي الذي أصبح مألوفاً 

1
1

: , ( , , )
m

m
m k k

k

E x x x e
=

Φ → ∑K … ֏  

)1مهما تكن  , , )mX x x= mمن  …
K:لدينا المتراجحة ،  

1 1

( ) ( ) ( ( ) )
m m

k k kF F F
k k

v X x u e u e X ∞
= =

≤ ⋅ ≤ ⋅∑ ∑  

التطبيق  تمراراس نستنتج كذلك، مستمرΦ  −1 ، ولأنّ vهذا يثبت استمرار التطبيق الخطّي 
1u v −= Φ	 وهي النتيجة المرجوّة.  �  

  هي البُعد متكافئة.تجميع النظم على فضاء شعاعي من .مبرهنة 4-8.

  الإثبات

. ولنتأمّل الفضاءين الشعاعيين E نظيمين على فضاء شعاعيّ منتهي البعد 2Nو 1N ليكن
1مين المنظّ  1( , )E E N= 2و 2( , )E E N=.  التطبيقين الخطيّين كذلك لنتأمّل و  

1 2: ,E E x xα → 2و    ֏ 1: ,E E x xβ → ֏.  

  ضى المبرهنة السابقة، أمكننا أن نكتبا كان هذان التطبيقان مستمرين بمقت ـّلم

2 2 1, ( ) ( ( )) ( )x E N x N x N xα α∀ ∈ = ≤ ⋅  
  و

1 1 2, ( ) ( ( )) ( )x E N x N x N xβ β∀ ∈ = ≤ ⋅  

  �  .2Nو  1Nوهذا يثبت تكافؤ النظيمين 
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 ت. كانE من فضاء شعاعي منظّم منتهي البُعدشعاعيّاً جزئياً  فضاءً  Fإذا كان  .مبرهنة 5-8.
F  مجموعة مغلقة فيE.  

  : الإثبات

  �   فضاءً تاماً في هذه الحالة. Fهذه النتيجة واضحة لِكون الفضاء 

البسيط هذا البحث بذكر خاصة مميزة للفضاءات الشعاعية المنظمة المنتهية البعد. لنبدأ بالتمهيد  تتمنخ
  :التالي

. نفترض أنّ Eفضاء شعاعياً جزئياً من  F فضاء شعاعياً منظماً. وليكن Eليكن  .تمهيد 6-8.
F وأنّ مغلقة مجموعة ،E F≠عندئذ .  

( ) 1
0, , 1 ( , )

1
y E y d y Fε

ε

 ∀ > ∃ ∈ = ∧ ≥   + 
  

   الإثبات

E\عنصراً من  a كنيل Fمّا كانـ. ل F مجموعة مغلقة، كان ( , ) 0d a F d=  . نجد إذن<
1) يحُقق bعنصراً  Fفي  )a b d− ≤ + εلنعرّف .  

a b
y

a b

−
=

−
  

1yفيكون من جهة أولى   العنصرُ  ن، يكFمن x مهما يكن ،ثانيةومن جهة  .=
b a b x+   ، ومن ثمَّ Fعنصراً من  −

1

1
(1 ) (1 )

y x a b a b x
a b

d

dε ε

− = − − −
−

≥ =
+ +

� �
� �  

  �  وبذلك يكتمل إثبات التمهيد.

 B(0,1)فضاء شعاعياً منظماً. إذا كانت الكرة الواحدية المغلقة  Eليكن . eszRi-مبرهنة 7-8.
  فضاءً منتهي البعد. Eمتراصةً، كان  Eفي 
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   الإثبات

)ذ أن ننشئ  متتالية ئا عندغير منته، يمكنن E لنفترض أنّ بعُد الفضاء الشعاعي )n nx ∗∈ℕ 
  تحقّق: Eمن عناصر 

( ) ( )1 1
1

, 1 ( , vect( , , ))
2n n nn x d x x x∗

−∀ ∈ = ∧ ≥ℕ …  

1 عنصراً ما يحقّق 1xفي الحقيقة نختار  1x 1الحدود فترض أننا قد أنشأنا، لن= 1, , nx x −… 
1ولنعرّف  1vect( , , )nF x x −= E فضاءً منتهي البعد كان F مّا كانـ. ل… F≠وكان ، 

F 1 مجموعة مغلقة وبمقتضى التمهيد السابق، بوضعε   : الشرطين تحُقق nx نجد =
1

( , )
2nd x F 1nx  و   ≤ =  

)1متتالية  B(0,1)نكون إذن قد أوجدنا ضمن  )n nx   ق تحقّ  ≤
2 1

( , ) ,
2n mn m n m x x∗∀ ∈ ≠ ⇒ − ≥ℕ  

)ومن ثمَّ لا توجد أية متتالية جزئية من  )n n
x ∗∈ℕ متقاربة في Eموعة ناقض  ذا ي، وهكون ا

(0,1)B .مجموعة متراصة  � 

  
  
  
  
  

UIO  
JgL  
M<>  
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  تمرينات 

J ليكن  1. التمرينE .فضاءً شعاعيّاً مزوّداً بنظيم  

}من  yو xأثبت أنهّ إذا كان    1. }\ 0E  وx y≠ :ّفإن  
( )max ,

1

x y x y
x y

x y x y

x y

− ≥ −
−

+
−

� � � �

� � � � � � � �

� �

  

}من  yو xاستنتج أنهّ أياً كان العنصران   2. }\ 0E:لدينا ،  

( )1
max ,

2

x y
x y x y

x y
− ≥ −� � � �

� � � �
  

1هل يمكن الاستعاضة عن الثاّبت   3.
2

  بثابت أكبر؟ 
  الحـل
xيمكننا أن نفترض أنّ  1. y≥ وعندئذ يكون ،دون الإنقاص من العموميّة  

( )max ,

1

1

xx y
x y x y

x y y

x
x y y y

y

x
x y y

y

y x
x y

x y

− = −

≤ − + −

≤ − + −

 −  ≤ − ⋅ +   − 

� �
� � � �

� � � � � �
� �

� �
� �

� �
� � � �

� �
� � � �

� �
� �

  

  وهي المتراجحة المطلوبة.

xبالاستفادة من المتراجحة  2. y x y− ≤ −� � � � �   نستنتج أنّ  �

( )max , 2
x y

x y x y
x y

− ≤ −� � � � � �
� � � �

  

  وهذا يُكافئ المتراجحة المطلوبة.
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1الثابت  3.

2
2Eة هو أفضل ما يمكن في المتراجحة السابقة، فمثلاً في حال  = ℝ مزوّداً بالنظيم ،

1
( , )a b a b= 2)، إذا تأمّلنا + , 0)nx ,0)و = 2 )ny −=   نرى أنّ المتراجحة −

( )max ,
x y

x y c x y
x y

− ≥ ⋅ −� � � �
� � � �

  

12تُكافئ  2 2n n nc− ++ )، ومن ثمَّ ≤ )22 lim 1 2 1n

n
c −

→∞
≤ + =.  ú  

J ليكن  2. التمرينE  فضاءً شعاعيّاً منظّماً، ولتكنA  مجموعة جزئيّة غير خالية منEو ،x 

). أثبت أنّ Eعنصراً من  , ) ( , )d x A d x A=  ّوأن  
( , ) 0d x A x A= ⇔ ∈  

  الحـل
Aمّا كان ـل � A⊂   ّكان من الواضح أن( , ) ( , )d x A d x A≥ .  
0ومن جهة أخرى، لتكن  � ε< عندئذ يوجد عنصر ،y  فيA قيحُق   

( , )
2

x y d x A
ε

− ≤ +  

yولكن  A∈  إذن يوجدz  فيA قيحُق   

2
y z

ε
− ≤  

  وعليه يكون
( , ) ( , )d x A x z x y y z d x A ε≤ − ≤ − + − ≤ +  

  .كيفيّ   موجبٌ تماماً  عددٌ  εيثبت المساواة المطلوبة لأنّ وهذا 
xمن الواضح أنّ  � A∈  يقتضي( , ) 0d x A )، ومن ثمَّ = , ) 0d x A استناداً إلى ما  =

 سبق. 

)لنفترض إذن أنّ  � , ) 0d x A    يحُقق Aفي  nxيوجد  ℕ∗من  n، عندئذ مهما تكن =
1

nx x
n

− ≤  

)هي اية لمتتالية xوهذا يقتضي أنّ  )n n
x ∗∈ℕ  من عناصرAموعة نقطة ، فهي إذنلاصقة با 

A أي .x A∈.  ú  
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J ليكن  3. التمرينE  1فضاءً شعاعيّاً منظّماً، ولتكنF 2وF الفضاء مجموعتين مغلقتين من E .

1نفترص أنّ  2F F∩ =    تحُققان 2Oو 1O . أثبت أنهّ توجد مجموعتان مفتوحتان∅
1 1F O⊂  2و 2F O⊂  1و 2O O∩ = ∅  

  الحـل
  استناداً إلى التمرين السابق نرى أنّ 

1 2, ( , ) ( , ) 0x E d x F d x F∀ ∈ + >  
1وذلك لأنّ  2F F∩ =   يمكننا إذن أن نعرّف التابع .∅

1

1 2

( , )
: , ( )

( , ) ( , )

d x F
g E g x

d x F d x F
→ =

+
ℝ  

  مستمر بسبب استمرار تابع المسافة إلى مجموعة. ويحُقّق الشرطين:نرى أنّ هذا التابع ف

( )1
1 {0}F g−=    و( )1

2 {1}F g−=  
  لنعرّف إذن

( )1
1 ] ,1/2[O g−= )  و   ∞− )1

2 ]1/2, [O g−= +∞  
  فنلاحظ فعلاً أن 

1 1F O⊂  2و 2F O⊂  1و 2O O∩ = ∅  

، عندئذ يكون 1Oمن  aلتكن  مفتوحتان. 2Oو 1Oبقي أن نبرهن أنّ اموعتين 
( ) 1/2g a 0يوجد عدد حقيقي  aعند  gر . وبسبب استمرا> η< ،قيحُق  

1
, ( ) ( ) ( )

2
x E x a g x g a g aη∀ ∈ − < ⇒ − < −  

  وهذا يقتضي 
1

, ( )
2

x E x a g xη∀ ∈ − < ⇒ <  

)1إذن  , )B a Oη مجموعة مفتوحة لأا  1O. واموعة a لنقطةوار لهي ج 1Oفاموعة  ⊃
مجموعة مفتوحة أيضاً فيتم  2O اموعة جوار لكل عنصر من عناصرها. ونجد بأسلوب مماثل أنّ 

  ú  .المطلوب إثبات
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J لتكن 4. التمرين A وB مجموعتين من فضاء شعاعيّ منظّم E ّأثبت أن .  

int( \ ) int( )\A B A B=  
  الحـل

)intمن الواضح أنّ  )\A B  هي مجموعة مفتوحة محتواة في\A B إذن لا بدُّ أن يكون .  

int( )\ int( \ )A B A B⊂  
)intمن  xوبالعكس، ليكن  \ )A B موعةعندئذ تكون ا ،\V A B= لعنصرجواراً ل x .

)int، أي V، لأّا تحوي x لعنصرجواراً لAوعلى هذا تكون اموعة  )x A∈ وكذلك لا ،
Vلأنّ  Bإلى  xتنتمي  B∩ = )int، أي ∅ )\x A B∈.  ú  

J لتكن  5. التمرينA مجموعة مفتوحة من فضاء شعاعيّ منظّم Eو ،B  مجموعة جزئيّة منE .

A   أثبت أنّ  B A B∩ = ∩.  
  الحـل

Aا كان  ـّلم � B A B∩ ⊃ A، استنتجنا مباشرة أنّ ∩ B A B∩ ⊃ ∩.  
Aمن  xوبالعكس، لتكن  � B∩ 0. إذن مهما تكن ε< يكن  

( , ) ( )B x A Bε ∩ ∩ ≠ ∅  
)من  y نختر إذن عنصراً ل , ) ( )B x A Bε ∩ )عندئذ تكون اموعة  ∩ , )B x Aε جواراً  ∩
  مفتوحة، ويكون من ثمَّ  A، لأنّ اموعة y لعنصرل

( ( , ) )B x A Bε ∩ ∩ ≠ ∅  
  . وعليه نكون قد أثبتنا أنهBّ عنصرٌ من y لأنّ 

0, ( , ) ( )B x A Bε ε∀ > ∩ ∩ ≠ ∅  

xأي إنّ  A B∈ ∩.  ú  

J لتكن  6. التمرينU وV  مجموعتين مفتوحتين من فضاء شعاعيّ منظّمE ّأثبت أن .  

U V E U V E= = ⇔ ∩ =  
  الحـل

Uا كان  ـّلم � U V⊃ Vو ∩ U V⊃ Uالمساواة كان من الواضح أنّ   ∩ V E∩ = 
Uقتضي أنّ ت V E=   مُعاكس.ـ. يجب إذن برهان صحة الاقتضاء ال=
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E\في  xلنفترض جدلاً أنهّ يوجد عنصر  � U V∩ 0. يوجد إذن ε< قيحُق  

( , ) ( )B x U Vε ∩ ∩ = ∅  

xولكن  E U∈ )إذن اموعة  = , )B x Uε  ينتمي إليها. y غير خالية ويوجد عنصر ∩
)ولكنّ اموعة  , )B x Uε y. ولأنّ y لعنصرهي من ثمَّ جوار لفمجموعة مفتوحة،  ∩ V∈ 

  نتجنا أنّ است
( )( , )B x U Vε ∩ ∩ ≠ ∅  

Eوهذا تناقض. إذن لا بدُ أن تتحقق المساواة  U V= ∩.  ú  

J ليكن 7. التمرين E  فضاءً شعاعيّاً منظّماً على الحقلK ًموعتان   . نعرّف، أياكانت اA وB 

  :، اموعتينKمن  λوأياً كان  Eمن 

{ }
{ }

: ( , )

:

A B a b a b A B

A a a Aλ λ

+ = + ∈ ×
= ∈

  

  :الآتيةأثبت صحّة الخواص   
A B A B+ ⊂ )intو  + ) int( ) int( )A B A B+ ⊂ Aو  + Aλ λ= 

)intو ) int( )A Aλ λ=  
  الحـل
xلتكن  � a b A B= + ∈ )، عندئذ توجد متتالية + )n na ∈ℕ  منA وتوجد متتالية ،

( )n nb ∈ℕ  منB  بحيثlim n
n

a a
→∞

lim، و= n
n

b b
→∞

. وعندئذ نكون قد وجدنا في =

A B+  متتالية( )n n na b ∈+ ℕ  تسعى إلىx إذن .A B A B+ ⊂ +.  
)intلنلاحظ أنّ  � ) int( )A B+  موعاتا اجتماع جماعة من اّمجموعة مفتوحة، لأ

  المفتوحة:

int( )
int( ) int( ) (int( ) )

b B

A B A b
∈

+ = +∪  

Aمّا كانت هذه اموعة المفتوحة محتواة في ـول B+  ا محتواة فيّاستنتجنا أint( )A B+.  
Aإثبات الخاصّتين  � Aλ λ=  وint( ) int( )A Aλ λ=   بسيطٌ، وينتج مباشرةً من

xكوْن التقابل  xλ֏ ) في حالة( 0λ   ú  مستمراً هو وتقابله العكسي. ≠
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J لتكن 8. التمرين U  مجموعة مفتوحة من فضاء شعاعيّ منظّمE ّأثبت أن .U  مجموعة محدّبة إذا

): وفقط إذا تحقّق الشّرط ) 2, ,
2

x y
x y U U

+
∀ ∈ ∈.  

  الحـل

n رمزلبا لنرمز
kb  2إلى الكسر الإثناني nk   :الآتية الخاصّة nPلتكن ، و −

2( , ) , {0,1, ,2 }, (1 )n n n
k kx y U k b x b y U∀ ∈ ∀ ∈ + − ∈…  

  صحيحة استناداً إلى الفرْض. 1Pنلاحظ أنّ 
)عندئذ، مهما تكن  nPلنفترض صحّة  , )x y  2منU،  ومهما تكنk  0,1}من, ,2 }n… 

  لدينا
1 1

2 2(1 )n n
k kb x b y U+ ++ − ∈  

1لأنّ 
2
n n
k kb b+ 1لأنّ  ،كذلكو ، =

2 1 1( )/2n n n
k k kb b b+

+ +=   نجد +

( ) ( )1 11 1
2 1 2 1

(1 ) (1 )
(1 )

2

n n n n
k k k kn n

k k

b x b y b x b y
b x b y U

+ ++ +
+ +

+ − + + −
+ − = ∈  

1nوهذا يثبت صحّة  +P.  وعليه نرى أنّ الخاصّةnP  صحيحة أياًّ كانت قيمةn  من∗ℕ.  
)لتكن    , )x y  منU U× ولتكن ،λ  موعة ـ. ل]0,1[منمّا كانت اU  مفتوحة

0استنتجنا وجود عدد  ε< ،قيحُق ( , )B x Uε )و ⊃ , )B y Uε من  n. ولنتأمّل عدداً ⊃
∗ℕ ق المتراجحة2 يحُق nx y ε−− <� 2nk. عندئذ نختار � λ =    فيكون k عنصراً من 

{0,1, ,2 1}n ]1 ويكون …− , [n n
k kb bλ   ثمُّ نعرّف. ∋+

( )( )n
kz b x yλ= − −  

zعندئذ نجد استناداً إلى هذا التعريف أنّ  ε<� ). وعليه يكون � , )x z B x Uε+ ∈ ⊂ ،
)ويكون  , )y z B y Uε+ ∈   . وعندئذ ⊃

(1 ) ( ) (1 )( )
n

n n
k kx y b x z b x z Uλ λ+ − = + + − + ∈

P

  

  ú  وهذا يثبت المطلوب.
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J ليكن  9. التمرينE .ًفضاءً شعاعيّاً منظّما  

)1لتكن   1. )n nx   تحقّق الشّرط: Eمتتالية من عناصر  ≤

    1
1

,
2n n nn x x∗

+∀ ∈ − ≤ℕ  ( )∗  

)1تتالية أثبت أنّ الم    )n nx   تحقّق شرط كوشي. ≤

)1أثبت أنهّ إذا كانت 2. )n nx ة منها ق شرط كوشي، فتوجد متتالية جزئيّ تحقّ  E متتالية من ≤
)تحقّق الشّرط  )∗.  

)فضاء تامّ إذا وفقط إذا كانت كلّ متتالية محقّقة للشّرط  Eأثبت أنّ  3.   متقاربة. ∗(

  اربة بالنظيم متقاربة.فضاء تامّ إذا وفقط إذا كانت كلّ متسلسلة متق Eأثبت أنّ   4.
  الحـل

Nوجد ي، عندئذ عدداً موجباً تماماً  εكن يل 1. ε ق12 يحُق n ε− + Nاً كانت أيّ  > nε < .
)ن كوعلى هذا، مهما ت , )n m  2منℕ  فإنّ الشرطm n Nε>   يقتضي <

1

1 1

1
2

2

m
k

m n k k n
k n k n

x x x x ε

− ∞
−

+ −
= =

− ≤ − ≤ = <∑ ∑  

}لنعرّف  2. : }n kX x k n=   ، و≤
sup{diam( ) : , }n nn nx y x XX y Xδ = = − ∈ ∈� �.  

  من الواضح أنّ 

1( )n nx limتحُقّق شرط كوشي  ≤ 0n
n

δ
→∞

= ⇔  

ϕ:نعرّف التابع المتزايد تماماً  →ℕ ℕ  يأتيبالتدريج كما:  
{ }
{ }

(0) min : 1

( ) min ( 1) : 2 : 1

n

n
k

n

n k n n

ϕ δ

ϕ ϕ δ −

= ≤

= > − ≤ ≥
  

)مّا كان ـل 1) ( )n nϕ ϕ+ )استنتجنا أنّ  < 1) ( )n nx Xϕ ϕ+   ومن ثمَّ  ∋

( 1) ( ) ( )

1

2
n n n n

x xϕ ϕ ϕδ+ − ≤ ≤  

)وعلى هذا تحُقّق المتتالية الجزئيّة  )( )n nxϕ ∈ℕ  الشرط( )∗.  
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)1فضاء تامّ. ولتكن  Eلنفترض أوّلاً أنّ  3. )n nx ) متتالية تحُقّق الشرط ≤ ، عندئذ تحُقق هذه ∗(
  تام. فضاء  E، وهي من ثمَّ متقاربة لأنّ 1المتتالية شرط كوشي استناداً إلى نتيجة السؤال 

)1وبالعكس، لتكن  )n nx تحقّق شرط كوشي، إذن توجد متتالية جزئيّة منها  Eمتتالية من  ≤

( )( )n nxϕ ∈ℕ  تحُقّق الشرط( كل متتالية تحُقّق شرط    تكون متقاربة ، وتكون من ثمَّ متقاربة. ولكن∗(
)1. إذن خلص منها متتالية جزئيّة متقاربةكوشي ويمكن أن نست )n nx   تام. Eمتقاربة والفضاء  ≤

متقاربة بالنظيم،  متسلسلة. عندئذ تحقّق متتالية ااميع الجزئيّة لكل تامE  لنفترض أنّ الفضاء  4.
  شرطَ كوشي وتكون من ثمَّ متقاربة.

)1وبالعكس، لتكن  )n nx )متتالية تحُقّق الشرط  ≤ )1، عندئذ تكون المتسلسلة ∗( )n nx x+∑ − 
)1 تقارب هذه المتسلسلة يُكافئ تقارب المتتالية متقاربة بالنظيم، ومن ثمَّ متقاربة. ولكنّ  )n nx . إذن ≤

)تتالية تحُقّق الشرط أثبتنا أنّ كلّ م   ú  .تامE  تكون متقاربة، وهذا يقتضي أنّ الفضاء  ∗(

J لتكن  10. التمرينA من فضاء شعاعيّ منظمّ  متراصّة مجموعةE ،وليكن f  تطبيقاً منA 

  : يحقّق Aإلى 
2( , ) , ( ) ( )x y A x y f x f y x y∀ ∈ ≠ ⇒ − < −  

)يقبل نقطة ثابتة وحيدة وأنّ المتتالية  fأثبت أنّ    ) 0n nx يلي  كمايجياًّ  المعرفّة تدر  ≤
0x A∈ و( )1n nx f x+ رط شهذه النّقطة الثاّبتة. أثبت أخيراً أنّ  منتتقارب  =

  الترّاصّ ضروري وذلك بدراسة التابع 

[ [ [ [
1

: 1, 1, ,f x x
x

+∞ → +∞ +֏  

  الحـل
) يحققان Aمن  yو xن كيلنثبت أوّلاً الوحدانيّة. ل � )f x x= و( )f y y= ولنفترض .

xجدلاً أنّ  y≠عندئذ يكون لدينا .  
( ) ( )x y f x f y x y− = − < −  

x. إذن واضحوهذا تناقض  y=.  
:لنتأمّل التابع  � , ( )A t t f tϕ → −ℝ ֏ � لأنهّ  تابعٌ مستمرϕ  . من الواضح أنّ �

 ، فهو يبلغ حده الأدنى عليها.مجموعة متراصّة Aناتج تركيب توابع مستمرةّ، واموعة 
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  يحُقق  Aفي  x عنصر إذن يوجد
{ }( ) min ( ) :x t t Aϕ ϕ= ∈  

)لنفترض جدلاً أنّ  ) 0xϕ )أي  ≠ )f x x≠ عندئذ يكون  
( ( )) ( ) ( ( )) ( ) ( )f x f x f f x x f x xϕ ϕ= − < − =  

) كونوهذا يتعارض مع   )xϕ  ّأن يكون  أدنى. إذن لا بدُّ  اً حد( ) 0xϕ هي  x، أي إنّ النقطة =
  .f للتابعالنقطة الثابتة الوحيدة 

nلنعرّف إذن  � nx xδ = −� ). نلاحظ أنّ المتتالية � )n nδ ∈ℕ  ّمتتالية متناقصة لأن  

1 1 ( ) ( )n n n n nx x f x f x x xδ δ+ += − = − ≤ − =  
limيحُقق  ℓعدد  ℝ+في  إذن يوجد n

n
δ

→∞
= ℓ.   

متتالية جزئيّة يثبت وجود  Aنّ تراصّ اموعة إ . في الحقيقة،الإثباتفيتم  ℓ=0لنبرهن أنّ 

( )( )n nxϕ ∈ℕ  من المتتالية( )n nx ∈ℕ  تحُقّق( )lim n
n

x a Aϕ→∞
=   . يقتضي هذا أنّ ∋

( )lim n
n

x aϕδ→∞
= = −ℓ  

)يقتضي أيضاً أنّ  fولكنّ استمرار  ) 1 ( )lim lim ( ) ( )n n
n n

x f x f aϕ ϕ+→∞ →∞
=   . ومنه =

( ) 1lim ( )n
n

x f aϕδ +→∞
= = −ℓ  

  ومنه
( ) ( ) ( )f x f a x f a x a− = − = = −ℓ  

xإذن لا بدُّ أن يكون  a=0، وx a= − =ℓ ّأي إن ،lim 0n
n

x x
→∞

− مّ . ويت=

  المطلوب.إثبات 

  ضروري كما يثبت ذلك مثال التابع Aفي الحقيقة إنّ شرط تراصّ اموعة  �
1

: 1, 1, ,f x x
x

   +∞ → +∞ +    ֏  

  ú  يقبل نقطة ثابتة. الذي نرى بسهولة أنهّ يحُقّق المتراجحة المطلوبة، ولا
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J لتكن 11. التمرين F  ّمجموعة مغلقة وغير خالية من فضاء شعاعيّ منظّم وتامE وليكن .k 

[من    يحقّق الشّرط : Fإلى  Fتطبيقاً من  ϕو، 0,1]
2( , ) , ( ) ( )x y F x y k x yϕ ϕ∀ ∈ − ≤ −  

)0المتتالية Fمن  0xنعرّف أياً كانت  )n nx 1بالعلاقة  ≤ ( )n nx xϕ+ =.  
0nأثبت أنهّ أياً كان   1. 1 لديناف ≤ 1 0

n
n nx x k x x+ − ≤ −.  

)1أثبت أنّ المتسلسلة   2. )n nx x+   متقاربة. ∑−

)0استنتج أنّ المتتالية   3. )n nx   .F ينتمي إلى xعنصر  منمتقاربة  ≤

)أثبت أنّ   4. )x xϕ )يحقّق  F من yوأنهّ إذا كان  = )y yϕ xكان ،  = y=.  

,11أثبت أنّ   5.
1n n n

k
n x x x x

k
−∀ ≥ − ≤ −

−
.  

  الحـل
  نبرهن بالتدريج أنّ  1.

1 1 0, n
n nn x x k x x+∀ ∈ − ≤ −ℕ  

لة لمتسلستكون امتقاربة، ومن ثمَّ  ∑nk، استنتجنا أنّ المتسلسلة]0,1[ينتمي إلى  kمّا كان ـل 2.
)1التي حدّها العام  )n nx x+ متقاربة بالنظيم، وينتج من ذلك أنّ المتسلسلة متقاربة لأنّ الفضاء  −

E  ٌفضاء تام .  

بملاحظة أنّ 3.
1

0 1
0

( )
n

n k k
k

x x x x

−

+
=

= + )، نستنتج أنّ المتتالية ∑− )n nx ∈ℕ  منمتقاربة 

  ا مجموعة مغلقة.لأF  ّ، وهذا العنصر ينتمي إلى x عنصر

  ، فلديناℕمن  nلنلاحظ أنهّ، مهما تكن  4.

1

1

( ) ( ) ( )n n

n n

x x x x x x

x x x x

ϕ ϕ ϕ+

+

− ≤ − + −

≤ − + −
  

)حتىّ نستنتج أنّ  ∞+تسعى إلى  nإذن يكفي أن نجعل  )x xϕ=.  
)يحُقّق  Fمن عنصراً  yوإذا كان    )y yϕ   استنتجنا أنّ  =

( ) ( )x y x z k x yϕ ϕ− = − ≤ −  
1)أو ) 0k x y− − 0، ولكن ≥ 1k< 0xإذن  > y− xأو  = y=.  
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0لتكن 5. n< عندئذ يكون لدينا  

1 1

1

1

( ) ( ) ( ) ( )

n n n n

n n n

n n n

x x x x x x

x x x x

k x x k x x

ϕ ϕ ϕ ϕ

+ +

−

−

− ≤ − + −

≤ − + −

≤ − + −

  

  ومن ثمَّ 

1,
1n n n

k
n x x x x

k

∗
−∀ ∈ − ≤ ⋅ −

−
ℕ  

  ú  المطلوب.إثبات وبذا يتم 

J ليكن  12. التمرينE وF فضاءين شعاعيّين منظّمين، وu  ًخطيّاًّ من تطبيقاE إلىF أثبت .

) أنهّ إذا كانت المتتالية )
0

( )n n
u x

≥
)0محدودةً أياً كانت المتتالية  )n nx المتقاربة من الصّفر  ≤

  مستمراًّ. uكان 
  الحـل

  مستمراًّ استنتجنا من المتراجحة uان من جهة أولى، إذا ك �
, ( )x E u x u x∀ ∈ ≤ � �� �  

 ّا تكون في الحقيقة متقاربة من الصفر.أنّ صورة أيّ متتالية متقاربة من الصفر متتالية محدودة لأ  

متتالية محدودة. ولنفترض  uوبالعكس، لنفترض أنّ صورة أيّ متتالية متقاربة من الصفر وفق  �
غير مستمر، إذن  uجدلاً أنّ 

1

sup ( )
x

u x
≤

= +∞
� �

  ، أي

21, (0,1) : ( )n nn z B u z n∀ ≥ ∃ ∈ ≥  
)0وعندئذ تسعى المتتالية )n nx n/التي حدّها العام  ≤ nx z n= ا إلى الصفر دون أن تكون صور

  ú  محدودة.

J يكن ل 13. التمرينE فضاءً شعاعيّاً منظّماً، وليكن f ىلشكلاً خطيّاً غير معدوم ع E أثبت .

  مجموعة مغلقة. fستمراًّ إذا وفقط إذا كانت نواة التّطبيق يكون م fأنّ 
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  الحـل

kerFمستمر. ولتكن  fلنفترض أوّلاً أنّ  � f= ولنتأمّل متتالية ما ،( )n nx ∈ℕ  منF 
,ا كان  ـّ. لمEينتمي إلى  xتقاربة من عنصر م ( ) 0nn f x∀ ∈ =ℕ استنتجنا من استمرار ،
f  وبجعلn  أنّ ∞+تسعى إلى ،( ) 0f x x، أو = F∈ ّهذا يثبتُ أن .F F= أي ،

  مجموعة مغلقة. Fإنّ 

kerFوبالعكس، لنفترض أنّ  � f= مّا كان ـمجموعة مغلقة. لf ه تجنا أنّ غير معدوم استن
)يحُقق  Eفي  aيوجد عنصر  ) 1f a   . وتكون اموعة=

{ } 1: ({1})a F a x x F f −+ = + ∈ =  
aلا ينتمي إلى  0ا كان  ـّمجموعة مغلقة استناداً إلى الفرْض. ولم F+  ّعدد حقيقي وجد ياستنتجنا أنه

  :يحُقق  εموجب تماماً 
(0, ) ( )B a Fε ∩ + = ∅  

)عنصراً من  yكن يل \ )E F ّ1، عندئذ نرى مباشرة أن
( )

y
f

f y

  =  
ومن ثمَّ  

( )

y
a F

f y
∈ ,0) أي + )

( )

y
B

f y
ε∉عني أنّ ، وهذا ي

( )

y

f y
ε≥ أو  

1
( )f y y

ε
≤ � �  

yوتبقى هذه المتراجحة صحيحة في حالة  F∈  أيضاً. إذن الشكل الخطّيf  ّق مستمر، ويحق
f ε≤. .وهي النتيجة المرجوّة  ú  

J ليكن  14. التمرينE  فضاءً شعاعيّاً منظّماً، أثبت أنهّ لا يوجد تطبيقان خطيّان مستمراّنu وv 

Eu يحُققان Eإلى  Eمن  v v u I− =� �.  
  الحـل

   يحُققان Eإلى  Eمن  vو uين مستمريّن لنفترض جدلاً وجود تطبيقين خطيّ 

Eu v v u I− =� �  
  ، أنّ ℕ∗من  nيمكننا عندئذ أن نثبت، بالتدريج على 

  1n n nu v v u nu −− =� �  (1)  
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1nفي الحقيقة، هذه النتيجة صحيحة في حالة    استنتجنا أنّ  nة ، وإذا افترضنا صحّتها في حال=
1n n nu v u v u nu+ − =� � �  

uولكن  v I v u= +�   ، إذن�
( )1n n nu v I v u u nu+ − + =� � �  

1ومنه 1 ( 1)n n nu v v u n u+ +− = +� 1nحالة في صحيحة  (1) لخاصّةفا، � +.  
2عدداً طبيعياًّ أكبر أو يساوي  nكن يل   1u v +� �� ، (1)، عندئذ نرى انطلاقاً من �

  أنّ 
1 12n nn u u u v− −≤ � �� �  

1وهذا يقتضي أن يكون  0nu − 1أو  = 0nu −   . وعلى هذا تكون اموعة =

{ }: 0kk u∗= ∈ =K� ℕ  
minmغير خالية، مما يسمح لنا بتعريف  = K 1. فإذا كانm   استنتجنا من المساواة <
1m m mu v v u mu −− =� �  

0muومن  1أنّ  = 0mu − . إذن لا بدُّ أن يكون mأيضاً، وهذا يناقض تعريف  =
1m 0u، أي = 0Iومن ثمَّ  = u v v u= − =� 0I أي � وهذا غير ممكن  =
E{0} الموافقة للمساواةفي الحالة التافهة  إلاّ  =.  ú  

]كثيرات الحدود   لنتأمّل فضاء. ملاحظة ���� ]E X= K ولنعرّف التطبيقين الخطيين  
: ,

: ,

u E E P P

v E E P XP

′→

→

֏

֏
   

  عندئذ يكون لدينا
( ) ( ) ( )u v P XP P XP P v u P′ ′= = + = +� �  

  أي 

u v v u I− =� �  
  مستمرين في آن معاً. vو uفلا يمكن أن يكون التطبيقان  Eوعليه مهما كان النظيم المـخُتار على 
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J 2ليكن  15. التمرين: [0,1] [0,1], x xϕ →   مّل التّطبيق، ولنتأ֏

: ([0,1], ) ([0,1], ),C C f fψ ϕ→ℝ ℝ ֏ �.  
) أثبت أنهّ إذا زوّدنا الفضاء  1. )[0,1],C ℝ  ّظيمبالن ∞⋅�   نظيمه.دْ جِ مستمرّ و  ψ فإنّ  �
)زوّدنا الفضاء أثبت أنهّ إذا   2. )[0,1],C ℝ  ّ1ظيم بالن⋅�   غير مستمرّ. ψفإنّ  �
  الحـل
,[0,1])إلى الفضاء  ∞E لنرمز بالرمز 1. )C ℝ  مزوّداً بالنظيم∞⋅� تقابلاً على  ϕمّا كان ـ. ل�

  استنتجنا أن [0,1]اال 

[0,1] [0,1]

, sup ( ) sup ( ( ))
x x

f E f x f xϕ∞
∈ ∈

∀ ∈ =  

  أي
, ( )f E f f fϕ ψ∞ ∞ ∞∞

∀ ∈ = =�  

:وهذا يثبت أنّ  E Eψ ∞ ∞→  وأنّ  مستمر: 1E Eψ ∞ ∞→ =.  
)إلى الفضاء  1Eلنرمز بالرمز2. )[0,1],C ℝ  1مزوّداً بالنظيم⋅� من  nل، في حالة . ولنتأمّ �

∗ℕالتابع ،  

2
: [0,1] , ( )

1
n n

n
f f x

n x
→ =

+
ℝ  

1فإذا افترضنا أنّ  1: E Eψ   تابع خطّي مستمر، كان لدينا →
( )

1 1
1, n nn f fψ ψ∀ ≥ ≤ ⋅  

  ولكن
2

1

1
ln(1 )nf n

n
= و    +

1
arctan( )nf nϕ =�  

  وعلى هذا تقتضي المتراجحة السابقة أنّ 

2

arctan( )
1,

ln(1 )

n n
n

n
ψ∀ ≥ ≤

+
  

 الخطي التابع إذن، ∞+الطرف الأيسر في المتراجحة السابقة يسعى إلى  اقض لأنّ تنوهذا 

1 1: E Eψ   ú  .اً مستمر  ليس →
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J أثبت أنّ الشكلين الخطيّين التاليين مستمران وأوجد نظيم كل منهما. 16. التمرين  

  ( )
1

1 1 2
1

( )
: [ 1, 1], , ( ) d

1

f x
T C T f x

x−

− + → =
+∫ℝ ℝ  

 ( )
1

2 2

1

: [ 1, 1], , ( ) sin( ) ( )dT C T f x f x xπ

−

− + → = ∫ℝ ℝ  

)الفضاء  � )[ 1, 1],C − + ℝ المنتظم  مزوّد بالنّظيم∞⋅:  

[ ]
( )

1,1
sup

t

f f t∞
∈ −

=  

)أعد السؤال نفسه بعد تزويد  � )[ 1, 1],C − + ℝ 1 بالنّظيم⋅:  

( )

1

1

1

df f t t

−

= ∫  

  الحـل
)إلى  ∞Eلنرمز بالرمز ���� )[ 1, 1],C − + ℝ مزوّداً بالنظيم المنتظم∞⋅� �.����  

  فلدينا ∞Eمن  fمن الواضح أنهّ مهما يكن  �
1 1

1 2 2
1 1

( ) 1
( ) d d

21 1

f x
T f x f x f

x x

π
∞ ∞

− −

≤ ≤ =
+ +∫ ∫  

1أي إنّ  :T E∞ → ℝ  1، ومستمر : 2
T E

π
∞ → ≤ℝ .  

]على اال  1 هو التطبيق الثابت الذي يساوي 1وإذا كان  1, 1]−   كان لدينا  +

1 1 1( ) : :
2

T T E T E
π

∞ ∞ ∞= ≤ → ⋅ = →ℝ � � ℝ1 1  

1 وهذا يثبت أنّ  : 2
T E

π
∞ → =ℝ.  

  فلدينا ∞Eمن  fوكذلك فإنهّ من الواضح أيضاً أنهّ مهما يكن  �
1 1

2

1 1

4
( ) ( ) sin d sin dT f f x x x f x x fπ π

π∞ ∞
− −

≤ ≤ =∫ ∫  

2أي إنّ  :T E∞ → ℝ  2، و مستمر

4
:T E

π
∞ → ≤ℝ .  
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  بالعلاقة : ∞Eمن  nf، التابع ℕ∗من  n ومن جهة أخرى، إذا عرفّنا، في حالة
[ 1,1], ( ) max(min( ,1), 1)nx f x nx∀ ∈ − = −  

  المبينّ في الشكل:

  
  جدناو 

( )
1/

2

0

4
2 (1 )sin d

n

nT f nx x xπ
π

− = −∫  

,0]إذن، بالاستفادة من المتراجحة  ], 0 sinx x xπ∀ ∈ ≤   ، نرى أنّ ≥
1/

2 2
0

4
0 ( ) 2 (1 ) d

3

n

nT f nx x x
n

π
π

π
≤ − ≤ − =∫  

1وعليه، نجد أنهّ مهما تكن  n≤،  

( )2 2 22

4 4
: :

3
n nT f T E f T E

n

π

π π
∞ ∞∞

− ≤ ≤ → ⋅ = → ≤ℝ ℝ  

2، أنّ ∞+ى إلى تسع nوهذا يثبت، بجعل 

4
:T E

π
∞ → =ℝ.  

)إلى الفضاء الشعاعي  1Eلنرمز بالرمز ���� )[ 1, 1],C − + ℝ  1مزوّداً بالنظيم⋅� �����  

) من fمن الواضح أنهّ مهما يكن  � )[ 1, 1],C − + ℝ فلدينا  
1 1

1 12
1 1

( )
( ) d ( ) d

1

f x
T f x f x x f

x− −

≤ ≤ =
+∫ ∫  

1أي إنّ  1:T E → ℝ  1، ومستمر 1: 1T E → ≤ℝ .  
  

1−

1
n

1−

1

1

nf
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  بالعلاقة : 1Eمن  nfالتابع ، ℕ∗من  n ومن جهة أخرى، إذا عرفّنا، في حالة
2[ 1,1], ( ) max( | |, 0)nx f x n n x∀ ∈ − = −  

  المبين في الشكل

  
  وجدنا

( )
1/ 2

11 2
0

(1 )
2 d

1

n

n n

n nx x
f T f x

x

−
− =

+∫  

  إذن، نرى مباشرة أنّ 

( )
1/

2
11 2

0

1
0 2 (1 ) d

6

n

n nf T f n nx x x
n

≤ − ≤ − =∫  

1وعليه، نجد أنهّ مهما تكن  n≤ يكن  

( )1 1 1 1 112

1
1 : : 1

6
n nT f T E f T E

n
− ≤ ≤ → ⋅ = → ≤ℝ ℝ  

1، أنّ ∞+تسعى إلى  nوهذا يثبت، بجعل  1: 1T E → =ℝ .  
  

)من  fاً كان وكذلك لدينا أيّ  � )[ 1, 1],C − + ℝ فلدينا:  
1 1

2 1
1 1

( ) ( ) sin d ( ) dT f f x x x f x x fπ

− −

≤ ≤ =∫ ∫  

2أي إنّ  1:T E → ℝ  2، ومستمر 1: 1T E → ≤ℝ .  
  ة :بالعلاق 1E من nf، التابع ℕ∗من  n في حالةومن جهة أخرى، إذا عرفّنا، 

( )2 1
2

[ 1,1], ( ) max ,0nx f x n n x∀ ∈ − = − −  
   في الشكل الآتي:المبينّ 

nf

11− 1
n

n
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  وجدنا

( )
1 1
2

1 1
2

21

/

2
0

1
1 (1 sin )d

2

2 1
( )(1 cos )d :

2

n

n

n n

n

f T f n n x x x

n u
nu u u x

π

π

π
ππ

+

−

 − = − − −  

= − − +

∫

∫ ֏

  

إذن، بالاستفادة من المتراجحة 
2

, 0 1 cos
2

x
x x∀ ∈ ≤ − ≤ℝ ّنرى أن ،  

( )
/ 2

2
2 2 2 2

0

1
0 1 ( ) d

12

n

n

n
T f nu u x

n n

π
π

π
π

≤ − ≤ − = <∫  

1وعليه، نجد أنهّ مهما تكن  n≤ يكن  

( )2 2 1 2 112

1
1 : : 1n nT f T E f T E

n
− ≤ ≤ → ⋅ = → ≤ℝ ℝ  

2، أنّ ∞+تسعى إلى  nوهذا يثبت، بجعل  1: 1T E → =ℝ.  ú  

J ليكن  17. التمرينE  الفضاء الشّعاعي الجزئيّ من( )[0,1],C ℝ المكوّن من التوابع f  التي

تحقّق 
1

0
( )d 0f t t   . ⋅∞والمزوّد بالنّظيم  ∫=

)د ير وحيوجد عنص E من fالعنصر اً كان أثبت أنهّ أيّ  )g T f=  منE  قيحُق
g f′   التطبيقت أنّ أثبثمُّ . =

( ): ,T E E f T f→ ֏  
  احسب نظيمه. ، ثمُّ مستمر  تطبيق خطيّ 

nf

11− 1
2

n
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  الحـل

gيحُقق Eفي  g، لنفترض أنهّ يوجد Eمن  f ليكن � f′ حقيقي  . عندئذ يوجد ثابت=
c يحُقّق  

0

( ) ( )d

x

g x c f t t= + ∫  

ولكن 
1

0

( )d 0g t t   إذن ∫=

1
1 1

0 0 0 00

0 ( )d d ( )d ( )d

x
x x

x

c f t t x c x f t t xf x x

=

=

      = + = + −         
∫ ∫ ∫ ∫  

نستنتج أنّ  Eينتمي إلى  fولأنّ 
1

0

( )dc x f x x=   وعلى هذا لا بدُّ أن يكون ،∫

1

0 0

[0,1], ( ) ( )d ( )d

x

x g x t f t t f t t∀ ∈ = +∫ ∫  

  وحيد في حال وجوده. gوهذا يثبت أنّ 
  أن نعرّفلإثبات الوجود، يكفي  �

1

0 0

[0,1], ( )( ) ( )d ( )d

x

x T f x t f t t f t t∀ ∈ = +∫ ∫  

)فنتحقّق مباشرة أنّ  )g T f=  ينتمي إلىE  ّوأن g f′ . كما إنهّ من الواضح أنّ =
( )f T f֏  هو تطبيق خطّي منE  إلىE.  

  
  :يأتيكما   Tوإثبات استمراره تكمن في كتابة عبارة  Tالفكرة الرابحة لإيجاد نظيم  �

( )
1 1

1
2

0 0 0

[0,1], ( )( ) ( )d ( )d ( )d

x

x T f x t f t t f t t x f t t∀ ∈ = + − +∫ ∫ ∫  

  أو
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( )

( ) ( )

( ) ( )

1

1
2

0 0
1

1 1
2 2

0
1/2 1/2

1 1
2 2

1/2 1/2

( )( ) ( )d ( )d

( )d ( )d

d d

x

x

x
x

x

T f x t x f t t f t t

t x f t t t x f t t

u f u x u uf u x u

−

− −

= − − +

= − + + − −

= + − + + +

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

  

  ، يكن لدينا[0,1]من  x ، وأياًّ كانتEمن  fكانت   وعليه، أياً 

( )( )
1 1 1
2 2 2

1 1 1
2 2 2

d d d

x

x

T f x u f u u f u f u u

−

∞ ∞ ∞
− − −

≤ + =∫ ∫ ∫  

ولكن 
1/2

1/2

1
d

4
u u

−

  إذن:  ∫=

( ) 1
,

4
f E T f f

∞ ∞
∀ ∈ ≤  

1، ويبرهن على أنّ Tمرارهذا يثبت است
:

4
T E E→ ≤.  

)ومن جهة أخرى، إذا عرفّنا  )
1n n

f
≥

  بالعلاقة 

1 1
2

1
2

[0,1], ( ) 1 (2 ) (2 1)

1 (2 1) :

1 :

n n n
n

n n

n

x f x x x

x x

x x

+

∀ ∈ = − − −
 − − ≤=  − ≤

  

  وأنّ  ،Eينتمي إلى  nfوجدنا بتحقّق بسيط أنّ 
(0) 1n nf f

∞
= =  

  وكذلك نجد بحساب بسيط أنّ 

( )( )1
2 1

1 3 1
1

4 2( 1)( 2) 2
n n

n
T f

n n +

 + = − −  + +  
  

  ومن ثمَّ 

( )( )1
2

1 1

4 1nT f
n

− <
+
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  وعليه يكون

( )( ) ( )1
2

1 1

4 1
1

: :
4

n n

n

T f T f
n

T E E f T E E

∞

∞

− ≤ ≤
+

≤ → = → ≤
  

1، نستنتج أنّ ∞+تسعى إلى  nوبجعل 
:

4
T E E→   ú   . ويتم المطلوب.=

J ليكن  18. التمرينnP لا تزيد درجتها على و ء كثيرات الحدود بأمثال حقيقيّة فضاn.  

بحيث يكون، أياً كان كثير الحدود  βو αبان تماماً أثبت أنهّ يوجد ثابتان حقيقياّن موج  1.

0

( )
n

k
k

k

P X a X
=

=   : ، لدينا∑

0,1 0,10

sup ( ) sup ( )
n

k
t tk

P t a P tβ α
   ∈ ∈=   

≤ ≤∑  

fعلى مجموعة الأعداد الحقيقيّة ومشتقّه  1Cفّ محدود ومن الصّ  fأعطِ مثالاً على تابع  2. ′ 
  غير محدود.

)1 ليكن  3. )nf C +∈ ℝ.  ّنفترض أنf و( 1)nf أثبت باستخدام  .ℝمحدودان على +
  : علاقة تايلور أنّ 

( )

+
0

( )
, , [0,1],

!

n k
k

k

f y
M y x x M

k

∗

=

∃ ∈ ∀ ∈ ∀ ∈ ≤∑ℝ ℝ  

) واستنتج أنّ المشتقّات   )
1( )k

k nf ≤   محدودة. fللتابع  ≥
  الحـل
  نظيمين بالعلاقتين : nPلنلاحظ أننّا نعرّف على  1.

1
0 0

n n
k

k k
k k

N a X a
= =

   =   
∑ و   ∑

0,1

( ) sup ( )
t

N P P t∞
 ∈ 

=  

 ∞Nو 1N فضاء منتهي البُعد، إذن لا بدُّ أن يكون النظيمان nPولكن الفضاء الشعاعي
)متكافئين فيوجد  ),α β  2في∗

+ℝ ق1 يحُقN N Nα β∞ ∞≤   . وهي المتراجحة المطلوبة.≥
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2sinxلاحظ أنّ التابع  2. x֏ .ًتابع محدود دون أن يكون مشتقّه محدودا  

)ترض أنّ لنف 3. 1)
1 sup ( )n

n
t

M f t+
+

∈
=

ℝ

- استناداً إلى متراجحة تايلور نكتب، . عندئذ

  غرانج،لا
1( )

2
1

0

| |( )
( , ) , ( )

! ( 1)!

n nk
k

n
k

xf y
x y f x y x M

k n

+

+
=

∀ ∈ + − ≤
+∑ℝ  

0وإذا عرفّنا  sup ( )
t

M f t
∈

=
ℝ

  متراجحة المثلّث وجدنا فدنا من، واست

1( )
2

1 0
0

| |( )
( , ) ,

! ( 1)!

n nk
k

n
k

xf y
x y x M M

k n

+

+
=

∀ ∈ ≤ +
+∑ℝ  

1ومنه، إذا عرفّنا  0

1

( 1)! nM M M
n

+ + =
+

  ، وجدنا

( )

0

( )
, [0,1],

!

n k
k

k

f y
y x x M

k=

∀ ∈ ∀ ∈ ≤∑ℝ  

وإذا عرفّنا كثير الحدود
( )

0

( )
( )

!

n k
k

y
k

f y
P X X

k=

=   ، استنتجنا مما سبق أنّ nPمن  ∑

, ( )yy N P M∞∀ ∈ ≤ℝ  
  ويقتضي هذا، استناداً إلى السؤال الأوّل، ما يلي :

1, ( )yy N P Mβ∀ ∈ ≤ℝ  
  نرى أنوعليه 

{ } ( )1,2, , , , ( ) ( !)kk n y f y k Mβ∀ ∈ ∀ ∈ ≤ ⋅… ℝ  

)أي إنّ جميع المشتقّات  )
1( )k

k nf ≤   ú  محدودة. ≥

  

J ليكن  19. التمرينE  فضاءً شعاعيّاً منظّماً، وليكنf  م على شكلاً خطياًّ مستمراًّ وغير معدو

E:ّأثبت أن .  
( )

, ( , ker )
f x

x E d x f
f

∀ ∈ =
� �
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  الحـل
  .Eمن  xلنتأمّل عنصراً   
kerمن  yمهما تكن  � f  يكن( ) ( )f x y f x−   ذنإ =

( ) ( )f x f x y f x y= − ≤ −� �� �  
  وعليه

{ }
( )

inf : ker ( , ker )
f x

x y y f d x f
f

≤ − ∈ =� �
� �

  

)المطلوب في حالة هو و  ,ker ) 0d x f )أنّ  يأتي، لذلك سنفترض فيما = ,ker ) 0d x f ≠.  

kerE\عنصراً من  yوبالعكس، ليكن  � f رى مباشرة أنّ عندئذ ن  
( )

ker
( )

f x
x y f

f y

  − ∈  
  

  إذن
( ) ( )

( ,ker )
( ) ( )

f x f x
y x x y d x f

f y f y

 = − − ≥  
  

  أو
( )

( )
( , ker )

f x
y f y

d x f
≥  

keryونلاحظ أنّ هذه المتراجحة الأخيرة تبقى صحيحة في حالة  f∈إذن .  

( )
, ( )

( , ker )

f x
y E f y y

d x f
∀ ∈ ≤  

وهذا يبرهن على أنّ 
( )

( , ker )

f x
f

d x f
  ú   ، ونحصل من ثمَّ على المساواة المطلوبة.≥

J ليكن  20. التمرين( )[0,1],E C= ℝ  داً  [0,1]جبر التّوابع الحقيقيّة المستمرةّ علىمزو

  : يحقّق )تشاكل منسجم مع بنية الجبر( ϕبلي تشاكل تقا . أثبت أنّ كل ⋅∞بالنّظيم 
, ( )f E f fϕ

∞ ∞
∀ ∈ =  
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  الحـل

  .Eتشاكلاً تقابليّاً منسجماً مع بنية الجبر  ϕليكن 
0fوكان  Eمن  fلنلاحظ أوّلاً أنهّ إذا كان  � ,[0,1]، أي ≤ ( ) 0x f x∀ ∈ ≥ ،

2g يحُقق Eمن  gوُجِدَ تابع  f=، ( )g f= وهذا يقتضي أن يكون .
2( ) ( ( ))f gϕ ϕ=  َّومن ثم( ) 0fϕ ≥.  
2. عندئذ بملاحظة أنّ [0,1]على  1التابع الثابت الذي يأخذ القيمة  1 ليكن � =1 1 

)2 نستنتج أنّ  ( )) ( )ϕ ϕ=1   ، أي1

( )[0,1], ( )( ) 1 ( )( ) 0x x xϕ ϕ∀ ∈ ⋅ − =1 1  

) فالتابع المستمر )ϕ مبرهنة القيمة الوسطى ناقض ذلك وحتىّ لا ي ،{0,1} يأخذ قيمه في اموعة 1
,[0,1] بافتراضيجب أن يكون هذا التابع ثابتاً. ولكن  ( )( ) 0x xϕ∀ ∈  ϕ ، نجد أنّ 1=

)دوماً، لأنّ  فريص ) ( ) ( ) ( )f f fϕ ϕ ϕ ϕ= =1 ناقض كونه تقابلاً. إذن لا بدُّ أنّ ، وهذا ي1
  يكون 

[0,1], ( )( ) 1x xϕ∀ ∈ =1  
)أو  )ϕ =1 1.  
fعندئذ يكون التابعان  Eمن  fليكن  � f∞ ⋅ −� � fو 1 f∞ ⋅ +� � موجبين،  1

  واستناداً إلى ما سبق يكون لدينا أيضاً :
( ) 0f fϕ ∞ ⋅ − ≥� � )   و   1 ) 0f fϕ ∞ ⋅ + ≥� � 1  

  أو
( )f f fϕ∞ ∞⋅ ≥ ≥ − ⋅� � � �1 1  

  وهذا يُكافئ 
[0,1], ( )( )x f x fϕ ∞∀ ∈ ≤ � �  

)أو )f fϕ ∞∞
≤ �   نكون بذلك قد أثبتنا أنّ  .�

: 1E Eϕ → ≤  
  الذي هو أيضاً تشاكل تقابلي منسجم مع بنية الجبر نجد كذلك −1ϕ وبتطبيق ما سبق على

1 : 1E Eϕ− → ≤  



 64 الفضاءات الشعاعيّة المنظّمة

  كان  Eعنصراً من  fفإذا كان  �
1 ( ) ( )f f f fϕ ϕ ϕ−

∞ ∞∞∞
= ≤ ≤� � � � �  

  ú   النتيجة المطلوبة. منهو 

  
J ليكن  21. التمرينE وF  فضاءَيْن شعاعيين منظّمين. وليكن:f E F→  .ًّتابعاً مستمرا

}أثبت أنّ اموعة  }( , ( )) :x f x E F x E= ∈ × ∈G  مجموعة مغلقة في
E F×.  

  الحـل

)لتكن  )n na ∈ℕ حيث ( , ( ))n n na x f x=  متتالية منG  متقاربة من العنصر( , )a x y= 
Eمن  F×عندئذ يكون .  

lim n
n

x x
→∞

limو   = ( )n
n

f x y
→∞

=  

lim، إذن ينتج من الشرط xمستمر عند  fولكنّ التابع  n
n

x x
→∞

 أنّ  =

lim ( ) ( )n
n

f x f x
→∞

=  

)وبسبب وحدانية النهاية نستنتج أنّ  )y f x=،  ّأي إن( , ( ))a x f x= ∈ G إذن .G 
  ú  وهذه هي النتيجة المرجوّة. مجموعة مغلقة.

J م لنتأمّل الفضاء الشعاعي المنظّ  22. التمرين( )2
2

,E = ⋅ℝ الإقليدي المألوف  المزوّد بالنظيم

2 2

2

x
x y

y

 
 
 
 
  

= . ولتكن +
a c

M
b d

 
 =   

  : ، والتطبيق الخطّي

: ,M

x x
T E E M

y y

   
   →
      
֏.  

 مستمراًّ. MTاشرح لماذا يكون التطبيق الخطّي  1.

}أعطِ تمثيلاً وسيطيّاً للمجموعة  2. }2: 1X E X∈   .MT، ثمُ احسب =
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C: تمكن الاستفادة من الرموز  ملاحظة ac bd=   و +
2 2 2 2

2

a b c d
A

+ + +
و =

2 2 2 2

2

a b c d
B

+ − −
=  

  الحـل
 فضاء شعاعي منتهي البُعد فجميع التطبيقات الخطيّة عليه مستمرةّ. Eالفضاء  1.

  في الحقيقة2.

{ } { }2 2: 1 (cos , sin ) :S X E X θ θ θ= ∈ = = ∈� � ℝ  

ا كان  ـّولم
2

2
sup ( )M M
X S

T T X
∈

 . استنتجنا أنّ =

( )

( )
2

2
2 2

2
2

2 2

cos
sup sup

sin

sup ( cos sin ) ( cos sin )

M M
X S

a c
T T X

b d

a c b d

θ

θ

θ

θ

θ θ θ θ

∈ ∈

∈

   
   = = ⋅         

= + + +

ℝ

ℝ

  

  ولكن إذا عرفّنا 
2 2( ) ( cos sin ) ( cos sin )f a c b dθ θ θ θ θ= + + +  

  كان
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

( ) ( )cos ( )sin 2( )cos sin

cos2 ( )sin2
2 2

cos2 sin2

f a b c d ac bd

a b c d a b c d
ac bd

A B C

θ θ θ θ θ

θ θ

θ θ

= + + + + +

+ + + + − −
= + + +

= + +  
  حيث

2 2 2 2

2

a b c d
A

+ + +
و =

2 2 2 2

2

a b c d
B

+ − −
Cو = ac bd= +  

2في حالة  2 0B C+ . أمّا إذا كان Aلوب مساوياً يكون الحد الأعلى المط =
2 2 0B C+   : بالعلاقتين αعرّفنا الزاوية  ≠

2 2
cos

B

B C
α =

+
و   

2 2
sin

C

B C
α =

+
  

  :وصار لدينا
2 2( ) cos(2 )f A B Cθ θ α= + + −  
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  إذن 
2 2sup ( )f A B C

θ

θ
∈

= + +
ℝ

  

supلأنّ  cos(2 ) 1
θ

θ α
∈

− =
ℝ

  أنّ ، وهكذا نجد 

( )
2

2 2 2 2 2 2 2 2
2

2 2M

a b c d a b c b
T ac bd

 + + + + − −  = + + +   
  

  ú  وهي النتيجة المطلوبة.

J ليكن  23. التمرين[ ]( )( )10,1 ,E C= فضاء التوابع الحقيقيّة المستمرةّ على اال  ⋅

�⋅1مزوّداً بالنظيم  [0,1]   : يأتيالمعرّف كما  �
1

1

0

, ( ) df E f f t t∀ ∈ = ∫� �  

)عرفّنا التابع  Eتابعاً من  fإذا كان  1. )T f g=  بالعلاقة 

0

[0,1], ( ) ( )d

x

x g x f t t∀ ∈ = ∫  

:يسمح لنا هذا بتعريف تطبيق خطّي    , ( )T E E f T f→  T. أثبت أنّ ֏
 مستمر.

) متتالية التوابع : تمكن الاستفادة من مساعدة .Tاحسب  2. )
1n n

f
≥

 مع  

( )( ) max 2 (1 ), 0nf x n nx= 1، أو −
( )

1nf x
nx

=
+

  

)نتأمّل الشكل الخطّي  3. ) 1
: ,

2
E f fδ δ

 → =   
ℝ ّأثبت أن .δ .غير مستمر  

  الحـل
 ، فلدينا[0,1]من  x . عندئذ، أياًّ كانEعنصراً ما من  fفي الحقيقة، ليكن  1.

1

1
0 0 0

( )( ) ( )d ( ) d ( ) d

x x

T f x f t t f t t f t t f= ≤ ≤ =∫ ∫ ∫  
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استنتجنا أنّ  [0,1]فإذا كاملنا الطرفين على اال 
1 1

( )T f f≤ ستمرارا. وهذا يبرهن T 
1Tوأنّ  ≤.  

)1إذا تأمّلنا متتالية التوابع  2. )n nf )المعرفّة بالعلاقة  ≤ )( ) max 2 (1 ), 0nf x n nx= على  −
 ما يأتي:، لاحظنا [0,1]اال 

 .Eينتمي إلى  nfالتابع  �

1لدينا  �

1 1
2 1

2nf n
n

= × × =�  :يأخذ الصيغة nfلأنّ  �
1

1

2 (1 ) : 0,
( )

0 : ,1
n

n

n

n nx x
f x

x

   − ∈    =    ∈    
  

)التابع و  � )nT f ال معرّف علصيغةبال [0,1]ى ا: 
2 1

1

1 (1 ) : 0,
( )( )

1 : ,1
n

n

n

nx x
T f x

x

   − − ∈    =    ∈    
  

 إذن

1/
3

1
0

(1 ) 1
( ) 1 1

3 3

n

n

nx
T f

n n

 − = + = − 
 

  

  وعليه

1 1

1
1 ( )

3 n nT f T f T
n

− = ≤ ⋅ =� � � �  

1Tعددٌ كيفي استنتجنا من المتراجحة السابقة أنّ  nولأنّ  ≥� لطلب . وهذا مع ا�
1Tالسابق يبرهن أنّ  =� �.  

)1أمّا إذا تأمّلنا متتالية التوابع  )n nf 1المعرفّة بالعلاقة  ≤
( )

1nf x
nx

=
+

 [0,1]على اال  

  أنّ . و Eينتمي إلى  nfلاحظنا أنّ التابع 
1

1
0

d ln(1 )

1n

t n
f

nt n

+
= =

+∫  

)أمّا التابع  )nT f  البالعلاقة :  [0,1]فهو معرّف على اln(1 )
( )( )n

nx
T f x

n

+
=.  
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 إذن 

( )
1 1

1 2
00

2

ln(1 ) ln(1 )
d (1 )

ln( 1) 1
( 1)

n

nt nt t
T f t nt

n nn

n
n

nn

 + + = = + −
  

+
= + −

∫
  

  وعليه

1 12

ln( 1) 1 ln( 1)
( 1) ( )n n

n n
n T f T f T

n nn

+ +
+ − = ≤ ⋅ =� � � �  

1أو  1
1

ln( 1)
T

n n
+ − ≤

+
� عددٌ كيفي استنتجنا من المتراجحة السابقة أنّ  n. ولأنّ �

1T ≥� 1Tوهذا يثبت مجدداً أنّ . � =� �. 
)إذا تأمّلنا متتالية التوابع  3. )

1n n
f

≥
0,1على اال المعرفّة     بالصيغة  

( )2 1 1 1 1 1 1
2 2 2

1 1 1 1
2 2

: ,
( )

0 : ,
n n n

n

n n

n x x
f x

x

   − − ∈ − +   =    ∉ − +   
  

. وEينتمي إلى  nfلاحظنا أنّ التابع 
1

1nf ). و= ) ( )1
2n nf f nδ =   إذن .=

1 1

sup ( )
f

fδ
=

= +∞
� �

  

  E.  úليس مستمراًّ على  δوالتابع 

J في حالة  24. التمرين( , )x y  2منℝ  نعرّف
2

| |
( , ) sup

1t

tx y
N x y

t t∈

+
=

+ +ℝ

.  

)لتكن  1. , )x y  2منℝ 2. علّل كون التابع 1

tx y
t

t t

+
+ +

 ؟ℝمحدوداً على  ֏

)أثبت أنّ التابع  2. , ) ( , )x y N x y֏ 2 يعرّف نظيماً علىℝ. 

)لتكن 3. )0,1NB B=  الكرة الواحديةّ المغلقة في( )2,Nℝ عبرّ عن الشرط .
( , )x y B∈  بمتراجحة بسيطة لا تحوي الرمزsupلشرط اللازم والكافي على ، ثمُ أوجد ا

( , )x y  حتىّ يكون( ),x y B∈. 
  .Bارسم اموعة  4.
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  الحـل

)لتكن 1. , )x y  2منℝ التابع .
2

| |

1

tx y
t

t t

+

+ +
عند   0ويسعى إلى  ℝتابعٌ مستمر على  ֏

 . فهو محدود.∞−و ∞+كل من 

)في حالة  2. , ) 0N x y 0txيكون  = y+ . يكفي أن نأخذ ℝمن  tأياًّ كانت قيمة  =
0t 1tثمُّ  = )حتىّ نستنتج أنّ  = , ) (0, 0)x y =. 

  الواضح أنّ من جهة ثانية من 

2 2

2

| | | |
( , ) sup sup | |

1 1
| |

| | sup | | ( , )
1

t t

t

t x y tx y
N x y

t t t t
tx y

N x y
t t

λ λ
λ λ λ

λ λ

∈ ∈

∈

 + + = =   + + + +
 + = =  + +

ℝ ℝ

ℝ

  

  فلدينا ℝمن  tوأخيراً، مهما تكن 

( ) 2

( ) ( )

( , ) ( , ) (1 )

t x x y y tx y tx y

N x y N x y t t

′ ′ ′ ′+ + + ≤ + + +

′ ′≤ + + +
  

21وعليه بالقسمة على  t t+   ، ثمُّ أخذ الحد الأعلى، نجد+
( , ) ( , ) ( , )N x x y y N x y N x y′ ′ ′ ′+ + ≤ +  

)ا نكون قد أثبتنا أنّ وبذ , ) ( , )x y N x y֏  2نظيم علىℝ.  
 في الحقيقة:  3.

( )

( )
2

2

| |
( , ) , 1 , 1

1
, | | 1

tx y
x y B N x y t

t t

t tx y t t

 + ∈ ⇔ ≤ ⇔ ∀ ∈ ≤   + +
⇔ ∀ ∈ + ≤ + +

ℝ

ℝ

  

21txولكنّ المتراجحة  y t t+ ≤ +   تُكافئ : +
2 21 1t t tx y t t− − − ≤ + ≤ + +  

  إذن
2

2

, (1 ) 1 0

( , )

, (1 ) 1 0

t t x t y

x y B

t t x t y

 ∀ ∈ + − + − ≥∈ ⇔  ∀ ∈ + + + + ≥

ℝ

ℝ

  و
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  ولكن، حتىّ لا يغيرّ كثير حدود من الدرجة الثانية إشارته، يجب أن يكون مميزه سالباً إذن
2

2

(1 ) 4(1 ) 0

( , )

(1 ) 4(1 ) 0

x y

x y B

x y

 − − − ≤∈ ⇔  + − + ≤

  و

  أو 
2 2

1 1
( , ) : 1 1

2 2

x x
B x y y

     + −    = ∈ − ≤ ≤ −             
ℝ  

   تقاطع القطعَينْ المكافِئـَينْ :هي مجموعة نقاط المستوي الواقعة في Bفاموعة  4.
2

1
1

2

x
y

 + = −  
  و  

2
1

1
2

x
y

 − = −   
  

 :Bللمجموعة ومنه الشكل التالي 

  

 ú  وهي النتيجة المطلوبة.

J ليكن  25. التمرين[ ]nE X= ℝ لىفضاء كثيرات الحدود الحقيقيّة التي لا تزيد درجتها ع n .

1nاموعة الجزئيّة من  Aولتكن  +ℝ  المكوّنة من العناصر( )0 1, , , na a a… التي تحُقّق
0 1 na a a< < <⋯ .  

)إذا كان  )0 1, , , nA a a a= ∈ A…  عرّفنا النظيم:AN E +→ ℝ  علىE 
  بالعلاقة :

( ) ( ) ( ) ( ){ }0 1, max , , ,A nP E N P P a P a P a∀ ∈ = …  
)ظّم إلى الفضاء الشعاعي المن AEورمزنا بالرمز  ), AE N. 

)ليكن  )0 1, , , nA a a a= )و … )0 1, , , nB b b b= ، ولنتأمّل Aعنصرين من  …
::  التطبيق الخطّي ,A BI E E P P→ ֏. 

33−
1−

1

1

1−

3

3
2

( )21
41 x

y
−= −

( )21
4 1x

y
+= −
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:أثبت أنّ التطبيق الخطّي  1. A BI E E→ .مستمر 

)هي كثيرات الحدود  Aنذكّر أنّ كثيرات حدود لاغرانج الموافقة لـ  2. )
0j j n≤ ≤ℓ  المعرفّة

 بالعلاقة :

( )
0

n
k

j
j kk

k j

X a
X

a a=
≠

 − =   − ∏ℓ  

)استفدْ من كثيرات حدود لاغرانج لتحسب  )jP b  بدلالة( )( )0k k nP a ≤ ، ثمُّ ≥
  .I، قيمة النظيم Bو Aاحسب بدلالة 

2n: نختار تطبيق 3. ka بالتعريف ونضع = k=  1وkb k= −  k في حالة −
}من اموعة  }0, ,n… احسب بأبسط صيغة قيمة .I. 

  الحـل
dimا كان لـمّ  1. 1E n=  Iأي منتهي البُعد، استنتجنا مباشرة أنّ التطبيق الخطّي  +

 مستمر . 

,0,1}من  jلنعرّف في حالة  2. , }n…   كثير الحدود( )
0

n
i

j
i j i
i j

X a
X

a a=
≠

 −  =   − 
∏ℓ عندئذ .  

0

, ( ) ( ) ( )
n

j j
j

P E P X P a X
=

∀ ∈ = ∑ ℓ  

  ومن ثمَّ 
0

, {0,1, , }, ( ) ( ) ( )
n

i j j i
j

P E i n P b P a b
=

∀ ∈ ∀ ∈ = ∑… ℓ  

  إذن

   
0

, {0,1, , }, ( ) ( ) ( )
n

i j i A
j

P E i n P b b N P
=

  ∀ ∈ ∀ ∈ ≤ ⋅   
∑… ℓ  

  أو

0
0 0

, {0, ,

( ) ( ) ( ) max (

}

(

,

) )
n n

i j j i j i A
i n

j j

P E i

P b P a b b P

n

N
≤ ≤= =

∀ ∈ ∀ ∈
  ≤ ≤ ⋅ 

…

  
∑ ∑ℓ ℓ
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  أو
, ( ) ( )B AP E N P M N P∀ ∈ ≤ ⋅  

 حيث
0

0

max ( )
n

j i
i n

j

M b
≤ ≤ =

= ∑ ℓ . ّوهذا يبرهن أن  

0
0

: max ( )
n

A B j i
i n

j

I E E b
≤ ≤ =

→ ≤ ∑ ℓ  

وبالعكس، لنفترض أنّ 
0

0 0

max ( ) ( )
n n

j i j k
i n

j j

b b
≤ ≤ = =

=∑ ∑ℓ ℓ ولنعرّف في حالة .j  من

{0,1, , }n…  العددjλ   يأتيكما:  
1 : ( ) 0

0 : ( ) 0

1 : ( ) 0

j i

j j i

j i

b

b

b

λ

+ >= =− <

ℓ

ℓ

ℓ

  

ثمُّ لنضع 
0

( ) ( )
n

j j
j

P X Xλ
=

= ∑ ℓ عندئذ .  

0

( ) ( )
n

k j k
j

P b b
=

= ∑ ℓ  و
0

( ) max 1A j
j n

N P λ
≤ ≤

= ≤  

  إذن 

0
0 0

max ( ) ( ) ( )

: ( )

:

n n

j i j k k
i n

j j

A B A

A B

b b P b

I E E N P

I E E

≤ ≤ = =

= =

≤ →

≤ →

∑ ∑ℓ ℓ

  

  ومنه

0
00

: max
n n

i k
A B

i n
kj j k
k j

b a
I E E

a a≤ ≤ ==
≠

−
→ =

−∑ ∏  

,0,1)نحلّ هذا السؤال في حالة س 3. , )A n= )و … 1, , , 1)B n n= − − − −….  
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,0}من  jو iه في حالة نلاحظ أنّ  , }n… لدينا  

0

1
1

1
( 1 )

( 1) ( 1) ( 1)

( 1) ( 1) 1 ( 1)( 2) ( )

( 1) ( 1)! 1

1 ! !( )!

( 1) ( 1)

1

n

j
k
k j

n

j

j
n j
n i n

i k
i

j k

i n i

i j j j j n

n i

i j i j n j

n
C C

i j

=
≠

+
+ +

 − − − − − =   − 

− + + +
=

+ + − ⋅ − − −
− + +

= ⋅ ⋅
+ + −

− +
=

+ +

∏ℓ

⋯

⋯ ⋯  

  وعليه يكون

1
1

0 0

0

1
( 1 ) ( 1)

1

( 1) ( 1) 1

! 1

n n
n j

i j n i n
j j

n
j
n

j

i n C C
i j

i n i
C

n i j

+
+ +

= =

=

∆ = − − = +
+ +

+ + +
=

+ +

∑ ∑

∑

ℓ

⋯
  

  وهنا نلاحظ أنّ 

1
0

0

0

0

( 2) ( 2)

! 2

( 1) ( 1)

! 1

( 2) ( 1) 2 1

! 2 1

( 2) ( 1) ( 1)
0

! ( 2)( 1)

n j
n

i i
j

n j
n

j

n
j
n

j

n
j
n

j

Ci n i

n i j

Ci n i

n i j

i n i n i i
C

n i j i j

i n i n i j j
C

n i j i j

+
=

=

=

=

+ + +
∆ − ∆ =

+ +

+ + +
−

+ +

 + + + + + + = −   + + + + 

 + + + + + + = ≥  + + + + 

∑

∑

∑

∑

⋯

⋯

⋯

⋯

  

  إذن

20
0

(2 1)!
: max

1( !)

n j
n

A B i n
i n

j

Cn
I E E

n jn≤ ≤ =

+
→ = ∆ = ∆ =

+ +∑  

2nفي حالة و    نجد =

(0,1,2) ( 3, 2, 1): 31I E E − − −→ =  
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  .∆nقيمة مُقاربة للمقدار  بحث عنلن .تتمّة
  نلاحظ أنّ 

1

2 12
0 0

(2 1)!
d

( !)

n
j n j n

n n n
j

n

n
C x x C I

n

+
+

=

+
∆ = =∑ ∫  

  حيث 
1

0

( 1) (1 ) dn n
nI n x x x= + +∫  

)باستعمال تغيير المتحوّل  4 1 1) / 2x v= + 1)بحيث  − )x x v+   نجد أنّ  =
2

0

( 1)

4 1

n

n

n v
dI v

v

+
=

+∫  

  وبإجراء مكاملة بالتجزئة نجد
2 21 1

3/2
0 0
21 1

3/2
0

2
(4 1)4 1

2
2

3 (4 1)

n n

n

n n

v v
dv

vv

v
d

v

I

v

+ +

+ +

 
 = +  ++ 

= +
+

∫

∫
  

  ووضوحاً لدينا
2 21 2

1

3/2
0 0

2
0

2(4 1)

n n
nv

dv v dv
nv

+ +
+≤ ≤ =

++∫ ∫  

وعليه 
12

3n

n

I
+

  إذن ∽
3

2 1

2 4 2
2

3 3

n
n n

n nC
nπ

+∆ ⋅∼ ∼  

 ú  وهي النتيجة المرجوّة.

UIO  
JgL  
M<>  
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  التوابع لعدّة متحولات

 اً شعاعي فضاءً  بصفته )ℕ∗من n حيث( nℝفي هذا الفصل ننظر إلى الفضاء الشعاعي   
في  الفضاء عدم تحديد هذا النظيم إلاّ ظم على هذا لنا تكافؤ جميع النّ  تيحي، و ⋅بنظيم  اً مزوّد

  حالات نادرة.
 .nℝكل تطبيق معرّف على مجموعة جزئيّة غير خالية من   متحوّلاً  nذا تابعاً نسمّي  �

. وبوجه عام، جميع التوابع التي سندرسها في هذا ℝ مه فيإذا أخذ قي تابع عدديونقول إنه 
)من m حيث(mℝتأخذ قيمها في  بحثال ∗ℕ  .ما لم نذكر خلاف ذلك  

: ، وكانnℝ مجموعة جزئيّة غير خالية من Aإذا كانت  � mf A → ℝ  ًذا تابعاn 
1، التوابع f مركبات التابع، فإننا نسمّي متحوّلاً  2, , , mf f f… حيث i if p f= � 

  هو الإسقاط القانونيّ المعرّف على الوجه الآتي:  ipو
1 2: , ( , , , )m

i m ip x x x x→ℝ ℝ … ֏  
  فيكون لدينا عندئذ 

1 2, ( ) ( ( ), ( ), , ( ))mx A f x f x f x f x∀ ∈ = …  

  استمرار التوابع لعدّة متحولات 1.

اية واستمرار التوابع المعرفّة على مجموعة جزئيّة من فضاء شعاعي منظمّ، لقد درسنا بتوسّع، مفهومي 
والتي تأخذ قيمها في فضاء شعاعي منظّم، وما حالة التوابع لعدة متحولات إلاّ حالة خاصّة من ذلك 

، nℝخالية من  مجموعة جزئيّة غير Aالوضع العامّ. لذلك سنذكر فقط ببعض الخواص، لتكن 
:وليكن  mf A → ℝ  تابعاً معرفّاً علىA:  

limة إذا وفقط إذا كانت النهاي Aمن  a مستمراً عند fيكون التابع  ♣
a

f .موجودة  

1 ، إذا وفقط إذا كانت مركّباتهAمن  aمستمراً عند  fيكون التابع  ♣ 2, , , mf f f…  توابع
 .aمستمرة عند 
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ه ، فإنّ A تابعاً مستمراً على fوكان  )أي مغلقة ومحدودة(مجموعة متراصّة،  Aكانت إذا   ♣
  .Aيكون مستمراً بانتظام على 

تابعاً عددياً مستمراً على  fوكان  )أي مغلقة ومحدودة(مجموعة متراصّة،  Aإذا كانت  ♣
A الصغرى.، فإنه يكون محدوداً ويبلغ قيمتيه العظمى و  

  إن ناتج تركيب تابعين مستمرين تابع مستمر. ♣

: ، وليكنnℝ مجموعة جزئيّة غير خالية من A لتكن .تعريف 1-1. mf A → ℝ  ًتابعا
)1لتكن . و A معرفّاً على , , )na a a= ، nℕمن  i . نعرّف، أياً كانAمن  …

  اموعة
{ }1 1 1 : ( , , , , , , )a

i i i i i nA x a a x a a A− += ∈ ∈ℝ … …  
  التابع الجزئي ثمُّ نعرّف

1 1 1: , ( ) ( , , , , , , )a a m a
i i i i i i i i nA x x f a a x a a− +ϕ → ϕ =ℝ ֏ … …  

، ix، أو بالنسبة إلى i مستمر بالنسبة إلى المتحوّل ذي الدليل fعندئذ نقول إنّ التابع   
a، إذا وفقط إذا كان aعند النقطة 

iϕ  مستمراً عند النقطةia .  

  واضحة: الآتيةإنّ المبرهنة   

: ، وليكنnℝ مجموعة جزئيّة غير خالية من A : لتكن مبرهنة 2-1. mf A → ℝ  ًتابعا
  مستمراً بالنسبة إلى كل متحوّلٍ من متحوّلاته. fيكون . عندئذ A مستمراً على

  : إنّ عكس المبرهنة السابقة خطأ. كما يبين ذلك مثال التابع: ملاحظة 3-1.
3 3

4 4
2

: ( , ) (0, 0)
: , ( , )

0 : ( , ) (0, 0)

xy x y
x y

x yf f x y

x y

 + ≠ +→ =  =

ℝ ℝ  

,0)عند  yو x فهو مستمر بالنسبة إلى كل من 0)a 1، لأنّ = 0aϕ 2و = 0aϕ ، ولكن =
f  ليس مستمراً عندa ّلأن ،( )1 1lim , 1 (0, 0)n n

n
f f

→∞
= ≠.  
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  قابليّة مفاضلة التوابع لعدّة متحولات 2.

:، وليكن nℝ مجموعة جزئيّة مفتوحة وغير خالية من A لتكن .توطئة 1-2. mf A → ℝ ،
:. لنفترض أنهّ يوجد تطبيق خطّي Aمن  a وأخيراً لتكن n mu →ℝ ℝ يحُقّق   

    
0
0

( ) ( ) ( )
lim 0
h

h

f a h f a u h

h→
≠

+ − −
=  ( )D  

  وحيداً. uعندئذ يكون 
  الإثبات

)من أنّ العلاقة  uفي الحقيقة تنتج وحدانية  )D التالية تقتضي المساواة:  

  ( )
0

1
, ( ) lim ( ) ( )n

t
h u h f a t h f a

t+→
∀ ∈ = + ⋅ −ℝ  �  

  :تيوضع التعريف الآفي التوطئة السابقة  فيدنات
: ، وليكنnℝفي  خالية غيرمجموعة مفتوحة  A لتكن .تعريف 2-2. mf A → ℝ ًوأخيرا ،

، إذا وفقط إذا وجِدَ تطبيق خطّي a يقبل المفاضلة عند fنقول إنّ . Aمن  aلتكن 
: n mu →ℝ ℝ يحُقّق   

    
0
0

( ) ( ) ( )
lim 0
h

h

f a h f a u h

h→
≠

+ − −
=    

dونرمز إليه بالرمز  aد عن f تفاضل التابع uوعندها نسمّي التطبيق الخطّي الوحيد  af .  
للعنصر  Wمعرّف في جوارٍ  εفإنهّ يوجد تطبيق  aالمفاضلة عند  f قَبِلَ التابعفي الحقيقة ، إذا 

 ويحُقّق mℝويأخذ قيمه في ، nℝمن  0
0

lim ( ) 0
h

h
→
ε   و  =

, ( ) ( ) d ( ) ( )ah W f a h f a f h h h∀ ∈ + = + + ε  

: وليكن، nℝفي  خالية غيرمجموعة مفتوحة  A لتكن .عريفت 3-2. mf A → ℝنّ . نقول إ
f  قابل للمفاضلة علىAإذا وفقط إذا قبَِل التابع ، f  المفاضلة عند كل a  منA .

dالتطبيق التالي، ونرمز إليه بالرمز  fوعندها نسمّي تفاضل  f :  

d : ( , ), dn m
xf A x f→ ℝ ℝ ֏L  
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  أمثلة 4-2.
:إذا كان   � mf A → ℝ  تابعاً ثابتاً على مجموعة مفتوحة وغير خاليةA  منnℝ ّفإنه ،

,ويكون  ،Aيقبل المفاضلة على  d 0xx A f∀ ∈ d، أو = 0f =.  
f:إذا كان  � I → ℝ  ٍمن  تابعاً معرفّاً على مجال مفتوح وغير خالℝوكان ، f  ًقابلا

 ويكون  aقابلاً للمفاضلة عند  f، عندئذ يكون Iمن  aللاشتقاق عند 

, d ( ) ( )ah f h f a h′∀ ∈ = ⋅ℝ  
  وذلك لأنّ   

,

( ) ( ) ( )
( ) ( )f a

f a h f a f a h
a h f a

h

′+ − − ⋅ ′= ∆ + −  

f,و   a∆  التغيرهو تابع نسبة f  عندa.  
:إذا كان  � n mf →ℝ ℝ تطبيقاً خطيّاً، فإنهّ يقبل المفاضلة على nℝ ويكون  

, dn
aa f f∀ ∈ =ℝ  

,  نّ ذلك لأ   ( ) ( ) ( ) 0nh f a h f a f h∀ ∈ + − − =ℝ  

2لنتأمّل التابع  � 2
1 2

1

: , ( , , )
n

n
n k

k

f x x ,x x x x
=

→ = =∑ℝ ℝ … ֏ �  . إنّ �

f  نقطة قابلٌ للمفاضلة عند كلa  منnℝ ،ويكون  

1

, d ( ) 2 2 ,
n

a k k
k

h f h a h a h
=

∀ ∈ = =∑ℝ  

⋅, حيث     هو الجداء السلّمي الإقليديّ المألوف. ⋅
  في الحقيقة، نلاحظ أنّ   

2 2 2( ) 2 ,f a h a h a a h h+ = + = + +� � � � � �  
  ومنه

1
\{0}, ( ) ( ) 2 ,nh f a h f a a h h

h
∀ ∈ + − − =ℝ � �

� �
  

  وهذا يثُبت الخاصّة المطلوبة.
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  : بسيطتان ونترك إثباما المباشر تمريناً للقارئ الآتيتينإنّ الخاصّتين 

: وليكن، nℝفي  خالية غيرمجموعة مفتوحة  A لتكن .مبرهنة5-2. mf A → ℝ  ًتابعاً قابلا
  .aمستمراً عند  f. عندئذ يكون Aمن  a للمفاضلة  عند

: التابعان ليكن .nℝفي  خالية غيرمجموعة مفتوحة  A لتكن .مبرهنة 6-2. mf A → ℝ 
:و mg A → ℝ ة عندقابلين للمفاضلال a  منA من التابعين عندئذ يكون كل .

f g+ وfλ )مع λ  من(ℝ  عند قابلاً للمفاضلةa ويكون  
d( ) d da a af g f g+ = )dو    + ) da af fλ λ=  

مجموعة جزئيّة مفتوحة غير  B ولتكن ،nℝفي  خالية غيرمجموعة مفتوحة  A لتكن .مبرهنة 7-2.
: . وليكن التابعانmℝ فيخالية  pf B → ℝ و: mg A→ ℝ ّثمُّ لنفترض أن .

( )g A B⊂.  ّنفترض أنg قابلٌ للمفاضلة عند a من A ّوأن ، f  قابلٌ للمفاضلة عند
( )g a  منB عندئذ يكون التابع ،f g�  قابلاً للمفاضلة عندa ويكون  

( )d( ) d da g a af g f g=� �  
  الإثبات

  ويحُقّق mℝ ويأخذ قيمه في، nℝفي  0 للعنصر Vمعرّف في جوارٍ  ϕفي الحقيقة، يوجد تطبيق 

0
lim ( ) 0
h

hϕ
→

=  
,   و ( ) ( ) d ( ) ( )ah V g a h g a g h h hϕ∀ ∈ + = + +  

  ويحُقّق pℝ ويأخذ قيمه في ،mℝفي  0للعنصر  Wمعرّف في جوارٍ  ψوكذلك يوجد تطبيق 

0
lim ( ) 0
h

hψ
→

=   
)   و ), ( ( ) ) ( ( )) d ( ) ( )g ak W f g a k f g a f k k kψ∀ ∈ + = + +  

  لنضع، بالتعريف،
( ) d ( ) ( )ak h g h h h= + ϕ  

  . عندئذ نلاحظ أنّ Vعنصراً من  hحين يكون 
( )( ) d ( )ak h h g h≤ + ϕ  
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Vفيوجد جوار    قّق الشرط، يحُ nℝفي  0للعنصر  ′
( )h V k h W′∈ ⇒ ∈  

Uنعرّف إذن الجوار  V V ′=    يكن، Uمن  h. عندئذ، مهما يكن nℝفي  0 للعنصر ∩
( ) ( ) ( )g a h g a k h+ = )و    + )k h W∈  

}من  h، مهما يكن ومن ثمَّ  }\ 0Uيكن ،  

( )( ) ( )

( )

( ( )) d ( ( )) ( ) ( ( ))

( ( )) d (d ( )) ( )

g a

g a a

f g a h f g a f k h k h k h

f g a f g h h h

+ = + + ψ

= + + ε
  

) مع )
( ) d ( ( )) ( ( ))a

k h
h f h k h

h
ε = ϕ + ψفي حالة ن. ولك ،h  من{ }\ 0U لدينا  

( )( ) d ( ) d ( ) ( ( ))a ah f h g h k hε ≤ ⋅ ϕ + + ϕ ψ  

نستنتج من ذلك أنّ 
0

lim ( ) 0
h

h
→
ε   ، والمساواة =

{ } ( )\ 0 , ( ( )) ( ( )) d (d ( )) ( )g a ah U f g a h f g a f g h h h∀ ∈ + = + + ε  
  �  تثُبتُ المطلوب. 

:التابعان  وليكن ،nℝفي  خالية غيرمجموعة مفتوحة  A لتكن .مبرهنة 8-2. mf A → ℝ 
:و pg A → ℝ نعرّف التطبيق .  

: , ( ( ), ( ))m pA x f x g x+Ψ → ℝ ֏  
قابلاً  gو f، إذا وفقط إذا كان كل من A من aقابلاً للمفاضلة عند  Ψعندئذ يكون 

  ، وحينئذ يكون A من aللمفاضلة عند 
( ), d ( ) d ( ), d ( )n

a a ah h f h g h∀ ∈ Ψ =ℝ  

  الإثبات

  �  إنّ الإثبات تحقق مباشر من التعاريف ونتركه للقارئ.

لنا في كثير من الحالات الاكتفاء بدراسة التوابع  تيحنستنتج من ذلك الخاصّة المهمّة التالية، التي ت
  .mℝالعدديةّ والنظر إلى مركّبات التوابع التي تأخذ قيمها في 
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:وليكن  ،nℝفي  خالية غيرمجموعة مفتوحة  A لتكن .مبرهنة 9-2. mf A → ℝ ، عندئذ
، أي f، إذا وفقط إذا كانت كل مركّبات التابع A من aقابلاً للمفاضلة عند  f يكون

1 2, , , mf f f… قابلةً للمفاضلة عند a وحينئذ يكون ،  
( )1 2, d ( ) d( ) ( ), d( ) ( ), , d( ) ( )n

a a a m ah f h f h f h f h∀ ∈ =ℝ …  

، وليكن nℝفي مفتوحتين غير خاليتين  جزئيّتين مجموعتين Bو A لتكن .مبرهنة 10-2.
:f A B→  تقابلاً مستمراً هو وتابعه العكسيّ. فإذا كانf قابلاً للمفاضلة عند النقطة 

a  منA  وكان تفاضلهd af  ّكان  اً قلَوباً، أيتطبيقاً خطي d af  عنصراً من( )nGL ℝ  ،
1fكان التابع العكسي  )قابلاً للمفاضلة عند  − )f a  منB ، العلاقة تقّقتحو :  

1 1
( )d( ) (d )f a af f− −=  

  الإثبات
0a هي حالة نبدأ أوّلاً بدراسة حالة خاصّة A= (0)، و∋ 0f 0dfو = I=  ْزمزنا  إذ

  . nℝ فيالتطبيق المطابق  إلى I بالرمز

ولنضع  ،]0,1[من  εلتكن 
1

ε
δ

ε
=

+
ق  نّ تعريف قابليّة اشتقا يثُبت وجود  0عند  f. إ

10 η< تحُقّق   
1 ( )h f h h hη δ< ⇒ − ≤  

1fأمّا استمرار  20فيثبت وجود  0عند  − η< تحُقّق  
1

2 1( )k f kη η−< ⇒ ≤  
  ينتج من ذلك أنّ 

1 1 1
2 ( ( )) ( ) ( )k f f k f k f kη δ− − −< ⇒ − ≤  

  ومنه
1 1

2

1 1

1

( ) ( )

( ) ( )

( )
1

k f k k f k k k

f k k f k k k

f k k k k

η δ

δ δ

δ
ε

δ

− −

− −

−

< ⇒ − ≤ − +

⇒ − ≤ − +

⇒ − ≤ =
−
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  وهذا ما يثبت أنّ 
1 1

0

1
lim ( ) (0) 0
k

f k f k
k

− −
→

− − =  

1fأي إنّ  1وتفاضله هو  0قابل للمفاضلة عند  −
0d( )f I− =.  

موعتين المفتوحتين:لنأتِ إلى الحالة العامّة. ولنعرّف ا  
� { }:A x a x A= − �و   ∋ { }( ) :B x f a x B= − ∈  

  ثمُّ لنعرّف التابع 
� � 1: , ( ) (d ) ( ( ) ( ))af A B f x f f x a f a−→ = + −ɶ ɶ  

1fو fɶ وأنّ  �Bو �Aتقابل بين اموعتين المفتوحتين  fɶيتحقّق القارئ بسهولة أنّ  −ɶ  مستمران
�0وكذلك أنّ  A∈(0)، و 0f =ɶ0، وdf I=ɶ ،إذن، استناداً إلى الحالة الخاصّة السابقة .

)1يكون  )f −ɶ  1ويكون  0قابلاً للمفاضلة عند
0d( )f I− =ɶ.  

  ومن ناحية أخرى، نرى أنّ التطبيق
1: , ( ) (d ) ( ( ))n n

ax f x f aλ λ −→ = −ℝ ℝ  

d)1وأنّ تفاضله ثابت ويساوي nℝقابل للمفاضلة على )af
  أي −

1, d (d )n
x ax fλ −∀ ∈ =ℝ  

1hنستنتج من ذلك أنّ التابع  f λ−= ɶ ) لنقطةالمعرّف فقط في جوار ل � )f a  قابل للمفاضلة
)عند  )f a  ويكون  

1 1
( ) 0 ( )d d( ) d (d )f a f a ah f fλ− −= =ɶ �  

) لنقطةولكن في جوار ل )f a 1 لدينا( ) ( )h x f x a−= 1f إذن − لة عند ضقابل للمفا −
( )f a وتفاضله يحقّق  

  1 1
( )d( ) (d )f a af f− −=  �
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  المشتقات الجزئيّة للتوابع لعدّة متحولات 3.

f:، وليكن nℝمجموعة جزئيّة غير خالية من A كنلت .تعريف1-3. A → ℝ  ًتابعاً عدديا
)1. ولتكن A معرفّاً على , , )na a a= ا سابقاً، وأياً كانت . نعرّف، كما فعلنAمن  …

i  منnℕموعةا ،  
{ }1 1 1:  ( , , , , , , )i i i i i nA x a a x a a A− += ∈ ∈ℝ … …  

  التابع الجزئيثمُّ نعرّف 

1 1 1: , ( ) ( , , , , , , )i i i i i i i i nA x x f a a x a aϕ ϕ − +→ =ℝ ֏ … …  

إذا وفقط إذا   aعند  i قابل للاشتقاق بالنسبة إلى المتحوّل ذي الدليل fنقول إنّ   
. وفي هذه الحالة نسمّي العدد iaقابلاً للاشتقاق عند النقطة  iϕكان التطبيق الجزئي 

( )i ia′ϕ للتابع  المشتق الجزئيf  بالنسبة إلى المتحوّلix  عندa ونرمز إليه بالرمز ،

( )iD f a أو ،( )
i

f
a

x

∂
∂

)أو   )
ix

f a′.  

رمزنا بأحد الرموز  Aعند كل نقطة من  ixشتقاً جزئياً بالنسبة إلى المتحوّل م fوإذا قبَِلَ   

iD f أو ،
i

f

x

∂
∂

أو  
ix

f بكل نقطة منها قيمة  قرنوالذي ي Aإلى التابع المعرّف على  ′

  عند هذه النقطة. ixالمشتق الجزئي بالنسبة إلى المتحوّل 

dعندئذ نرمز بالرمز ، nℕمن  iلتكن  .رموز جديدة 2-3. ix  إلى الشكل الخطّي  

1d : , ( , , ) d ( )n
i n i ix h h h x h h→ = =ℝ ℝ … ֏  

d)1إنّ الجملة  , , d )nx x…  هي أساسٌ للفضاء( ) ( , )n n∗ = Lℝ ℝ ℝ الفضاء ثنوي nℝ ،
  وهي في الحقيقة، الأساس الثنوي للأساس القانوني.

. ولنفترض nℝ من Aة وغير خالية عددياً معرفّاً على مجموعة مفتوحتابعاً  f ليكن .مبرهنة 3-3.
بالنسبة إلى   a داً جزئياً عنمشتقّ  f . عندئذ يقبلAمن  aقابلٌ للمفاضلة عند  fأنّ 

   كل متحوّل من متحولاته، ويكون

1

d ( )d
n

a k
kk

f
f a x

x=

∂
=

∂∑  
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  الإثبات

 ε، وتابعاً nℝمن  0 لعنصرل V ، فإننا نجد جواراً Aمن  aقابلاً للمفاضلة عند fكان   امّ ـل
  ويحقق V معرفاً على

0
lim ( ) 0
h

hε
→

,و      = ( ) ( ) d ( ) ( )ah V f a h f a f h h hε∀ ∈ + = + +  

1فإذا كان  2( , , , )ne e e…  هو الأساس القانوني للفضاءnℝذ خ، وطبّقنا النتيجة السابقة بأ
ih te= حيث i  منnℕ ،وt عدد حقيقي صغير بقدرٍ كافٍ، وجدنا  

( ) ( ) d ( ) ( )i i i i a ia t a t f e t tεϕ + = ϕ + + ɶ  

 حيث
0

lim ( ) 0
t

tε
→

=ɶ و ،iϕ  هو التطبيق الجزئي الموافق للمتحوّلix  عندa .  

وأنّ هذا المشتق يساوي ، ix يقبل مشتقاً جزئياً بالنسبة إلى المتحوّل f نستنتج من ذلك أنّ 

( ) d ( )i i a ia f e′ϕ ). أي = ) d ( )a i
i

f
a f e

x

∂
=

∂
 .  

  يكن nℝمن  hولكن مهما يكن 

1

d ( )
n

k k
k

h x h e
=

=∑  

  وهذا يثبت أنّ 

1

d ( ) d ( )d ( )
n

a k a k
k

f h x h f e
=

=∑  

  ومن ثمَّ 

1

d ( ) ( )d ( )
n

a k
kk

f
f h a x h

x=

∂
=

∂∑  

  �  الإثبات. يكتملوبذلك 

عدة متحوّلات أن يقبل خطأ، إذ يمكن لتابع عددي ل 3-3.إنّ عكس المبرهنة  .ملاحظة 4-3.
مشتقات جزئية بالنسبة إلى كل من متحوّلاته عند نقطة داخل مجموعة تعريفه دون أن يقبل المفاضلة 

  :الآتيعند تلك النقطة. كما يبين مثال التابع 
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  لنتأمّل التابع  .مثال 5-3.
3 3

4 4
2

: ( , ) (0, 0)
: , ( , )

0 : ( , ) (0, 0)

xy x y
x y

x yf f x y

x y

 + ≠ +→ =  =

ℝ ℝ  

,0)عند  yو x النسبة إلى كل منفهو يقبل الاشتقاق ب 0)a  1ϕ، لأنّ التطبيقين الجزئيين =
1عند هذه النقطة معدومان، أي  2ϕو 0ϕ 2و = 0ϕ   ، ومنه =

(0, 0) 0
f

x

∂
=

∂
,0)و     0) 0

f

y

∂
=

∂
  

  1-3.لأنهّ ليس مستمراً عندها، راجع الملاحظة  a لا يقبل المفاضلة عند f التابع ولكنّ 

  حلاً مفيداً لمسألة العكس السابقة:  الآتية تعطي المبرهنة  

. ولنفترض nℝمن A ةة مفتوحة وغير خاليتابعاً عددياً معرفّاً على مجموع f ليكن .مبرهنة 6-3.
يقبل مشتقات جزئية بالنسبة إلى كل متحوّل من متحولاته وأنّ هذه المشتقات مستمرة  fأنّ 

  . ويكون Aمن  aقابلاً للمفاضلة عند  f، عندئذ يكون aعند 

1

d ( )d
n

a k
kk

f
f a x

x=

∂
=

∂∑  

  الإثبات
2n سنعرض الإثبات في حالة   تبسيطاً للكتابة، مع العلم أنّ هذا لا يغير فكرة البرهان. =

1 لتكن إذن 2( , )a a a=  منA 0. ولتكن ε< ّين. إنّ استمرار المشتق  1 ينالجزئيD f 2وD f 
0يقتضي وجود  aعند  η<  تحُقّق في حالة( ),α β  2منℝ : ما يلي  

1 1 2 1 1 2

2 1 2 2 1 2

( , ) ( , )
2max(| |,| |)

( , ) ( , )
2

D f a a D f a a

D f a a D f a a

ε
α β

α β η
ε

α β

 + + − << ⇒  + + − <
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1 لتكن إذن 2( , )h h h=  2منℝ ،1 تحقّق 2max( , )h h h η= . فإذا طبّقنا >
1مبرهنة التزايدات المحدودة على التابع  1 2( , )x f x a֏  ً1وجدنا عدداθ  يحُقّق ]0,1[من   

1 1 2 1 2 1 1 1 1 1 2( , ) ( , ) ( , )f a h a f a a h D f a h aθ+ − = +  
1ن ا كا ـّولم 1hθ η< أمكننا أن نكتب  

  
1 1 2 1 1

1 1 1 1 1 2 1 1

( , ) ( ) ( )

( , ) ( )
2

f a h a f a h D f a

h D f a h a D f a h
ε

θ

+ − −

= ⋅ + − <
   �  

2وكذلك إذا طبّقنا مبرهنة التزايدات المحدودة على التابع  1 1 2( , )x f a h x+֏  ً2وجدنا عدداθ 
   يحُقّق ]0,1[من 

1 1 2 2 1 1 2 2 2 1 1 2 2 2( , ) ( , ) ( , )f a h a h f a h a h D f a h a hθ+ + − + = + +  

1ان ك  امّ ـول 2 2max( , )h hθ η< أمكننا أن نكتب  

  
1 1 2 2 2

2 2 1 1 2 2 2 2 2

( ) ( , ) ( )

( , ) ( )
2

f a h f a h a h D f a

h D f a h a h D f a h
ε

θ

+ − + −

= ⋅ + + − <
   � 

  والاستفادة من متراجحة المثلّث نجد � و � وبجمع العلاقتين

( )1 1 2 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )
2

f a h f a h D f a h D f a h h
ε

+ − − − < +  

∗من  ε، مهما تكن إذن لقد أثبتنا أنه
+ℝ  يوجدη  في∗

+ℝ يحُقّق  

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )h f a h f a h D f a h D f a hη ε< ⇒ + − − − <  

  وأنّ  aقابل للمفاضلة عند  fوهذا يثبت أنّ 

1 1 2 2d ( ) ( ) ( )af h h D f a h D f a= +  
  �    .المطلوبهو و 

 :الآتيتيننستنتج من المبرهنة السابقة مباشرة النتيجتين   
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. لنفترض أنّ nℝ من A تابعاً عددياً معرفّاً على مجموعة مفتوحة غير خالية f ليكن .نتيجة 7-3.
f  يقبل مشتقات جزئية مستمرةّ علىA  متحوّل من متحولاته، عندئذ يقبل بالنسبة إلى كل
f  تفاضلاً مستمراً علىA ويكون .  

1

d d
n

k
kk

f
f x

x=

∂
=

∂∑  

، ويأخذ قيمه في nℝمن A تابعاً معرفّاً على مجموعة مفتوحة وغير خالية fليكن  .نتيجة 8-3.
mℝ1 الرموز. ولنرمز ب, , mf f…  باته. ولنفترض أنّ جميع المشتقات الجزئية إلى مركi

j

f

x

∂
∂

 ،

) حيث , )i j  منm n×ℕ ℕ موجودة ومستمرةّ على ،A عندئذ يقبل .f  ًتفاضلا
   .Aمستمراً على 

ليست ضروريةّ حتى يقبل تابعٌ المفاضلة عند نقطة، وهذا  3-6.إنّ شروط المبرهنة  .ملاحظة 9-3.
  نتأمّل التابعإذ  الآتيما نبينه في المثال 

2 2

2 2
2

1
( )sin : ( , ) (0, 0)

: , ( , )

0 : ( , ) (0, 0)

x y x y
x yf f x y

x y

 + ≠ +→ =  =

ℝ ℝ  

2بالنظيم الإقليدي  2ℝونزوّد الفضاء  2( , )x y x y= ه عندما . عندئذ نلاحظ أنّ +
( , )x y  0)لايساوي,    لدينا (0

2 2

( , ) (0, 0) 1
( , ) sin ( , )

( , )

f x y f
x y x y

x y x y

−
= ⋅ ≤

+
  

,0)قابل للمفاضلة عند  fوهذا يثبت أنّ  d(0,0)وأنّ  (0 0f =.  
)ولكن، من جهة أخرى، مهما تكن  , )x y  0)غير,   لديناف (0

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

1 1
( , ) 2 sin cos

1 1
( , ) 2 sin cos

f x
x y x

x x y x y x y

f y
x y y

y x y x y x y

∂
= −

∂ + + +
∂

= −
∂ + + +
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fوالتابعان 

x

∂
∂

fو  

y

∂
∂

,0)عند  مستمرينغير   0اً كانت ، لأنه أيّ (0 t<  كان  
1 1 1

( , ) ( , ) 2 sin cos
2 2 2

f f
t t t t t

x y t t

∂ ∂
= = −

∂ ∂
  

  .0لمقدار اية عند ذا وليس له
ويأخذ قيمه في ، nℝمن A وعة مفتوحة غير خاليةتابعاً معرفّاً على مجم f ليكن. تعريف 10-3.

mℝ1 الرموز. ولنرمز ب, , mf f…  ّإلى مركّباته. نفترض أنf  يقبل المفاضلة عند نقطةa 
,1التوابع العدديةّ  قبل. عندئذ تAمن  , mf f… لمفاضلة عند النقطة اa  منA ، ويمكننا

  : ♣♣♣♣أن نكتب
1 1d( ) ( )

, d ( )

d( ) ( )

a

n
a

n m a

h f h

h f h

h f h

  
  
  ∀ = ∈ =   
  
       

⋮ ℝ ⋮  

 كان،  mℕمن  i ولكن، أياً كان
1

d( ) ( ) ( )
n

i
i a j

jj

f
f h a h

x=

∂
=

  إذن ، ∑∂

1 1 1

1

1

( ) ( )

d ( )

( ) ( )

n
a

m m

nn

f f h
a a

x x
f h

f f
a a hx x

   ∂ ∂      ∂ ∂   = ⋅    ∂ ∂       ∂ ∂    

⋯⋯

⋮⋮ ⋮

⋯⋯

  

  ، المصفوفةaعند النقطة  fللتابع  مصفوفة جاكوبينسمّي   

( , )

( ) ( ) ( )

m n

i
a m n

j i j

f
J f a

x
×

∈ ×

 ∂ = ∈ ∂ 
M

ℕ ℕ

ℝ  

  بالكتابة الرمزيةّ التالية aعند  fن التعبير عن تفاضل التابع وعندئذ يمك
1d

d ( )

d

a a

n

x

f J f

x

 
 
 =  
 
 
 

⋮  

                              

♣
  .في أعمدة nℝو mℝقرّرنا أن نكتب عناصر 
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nوأخيراً، في حالة    m=  تصبح مصفوفة جاكوبي للتابعf  عندa  ّمّي عة، ونسمرب
)، محُدد المصفوفة aعند  fللتابع  مُحدد جاكوبي )aJ f  ونرمز إليه عادة بالرمز

1

1

( , , )

( , , )
n

n

f f

x x

∂
∂

…

…
.  

كما 2-9.و 2-7. يمكننا باستخدام مصفوفات جاكوبي إعادة صياغة المبرهنتين .ملاحظات11-3.
  :يأتي

 فية غير خالية مجموعة مفتوح B ، ولتكنnℝ فيمجموعة مفتوحة غير خالية  Aلتكن  �
mℝوليكن التابعان . : pf B → ℝ و: mg A → ℝ حيث ( )g A B⊂ .

) قابلٌ للمفاضلة عند f، وأنّ A من a قابلٌ للمفاضلة عند gنفترض أنّ  )g a  منB ،
f يقبل التابععندئذ  g� لمفاضلة عند اa ويكون  

( )( ) ( ) ( )a g a aJ f g J f J g= ×�  
   إذا كان  وبوجه خاصf  ّتابعاً عددياً فإن  

1

, ( ) ( ( )) ( )
m

i
n

j i ji

h f g
j a g a a

x y x=

∂ ∂ ∂
∀ ∈ =

∂ ∂ ∂∑ℕ  

  استعملنا رموزاً أصبحت الآن واضحة للقارئ. إذ  
  

f: كن، وليnℝ فيفتوحتين غير خاليتين ممجموعتين  Bو A لتكن � A B→  ًتقابلا
 وكان  ،A من a د النقطةقابلاً للمفاضلة عن fان هو وتابعه العكسيّ. فإذا ك مستمراً 

1

1

( , , )
det ( ) 0

( , , )
n

a
n

f f
J f

x x

∂
= ≠
∂

…

…
  

1f كان التابع العكسي )قابلاً للمفاضلة عند  − )f a  منB .العلاقة:  توتحقّق  
1 1

( )( ) ( ( ))f a aJ f J f− −=  
  لنتأمّل التابع .مثال 12-3.

3 3

cos cos

: , ( , , ) sin cos

sin

r

f f r r

r

 θ ϕ 
 → θ ϕ = θ ϕ 
 
 ϕ 

ℝ ℝ  
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)وأنّ مصفوفة جاكوبي عند  3ℝقابل للمفاضلة على  fعندئذ نرى مباشرة أنّ  , , )r θ ϕ هي  

( , , )

cos cos sin cos cos sin

( ) sin cos cos cos sin sin

sin 0 cos
r

r r

J f r r

r

θ ϕ

θ ϕ θ ϕ θ ϕ

θ ϕ θ θ ϕ

ϕ ϕ

 − − 
 = ϕ −

 

− 



  

)عند  fوبحساب محدّد جاكوبي للتابع  , , )r θ ϕ  2نجد
( , , )det ( ) cosrJ f rθ ϕ ϕ=.  

. إذا  nℝ من A تابعاً عددياً معرفّاً على مجموعة مفتوحة وغير خالية fليكن  .تعريف 13-3.
 مشتقات جزئيّة f، وإذا قبَِل Aعلى  0Cمستمراً قلنا إنه ينتمي إلى الصف  fكان 

ni i

f

x ∈

∂    ∂ ℕ

   .A على 1C ينتمي إلى الصف fقلنا إنّ  Aمستمرةّ على  

( على pC الصف ينتمي إلى f وبوجه عام نقول إنّ  Aحيث p  من( ∗ℕإذا قبَِل ، 

f مشتقات جزئيّة 
ni i

f

x ∈

∂    ∂ ℕ

1pC كل منها إلى الصف  ينتمي  ونقول إنّ  .Aعلى  −

ونقول إنّ  .pCتمى إلى كل الصفوف ، إذا انAعلى  C∞الصف  ينتمي إلى fالتابع 
: mg A → ℝ  ينتمي إلى الصفpC  مركّباته إلى الصف إذا انتمت كلpC.  

نكتب عادة 
2

( )
j i

f
a

x x

∂
∂ ∂

للتابع  للدلالة على المشتق الجزئيّ  
i

f

x

∂
∂

عند  jxبالنسبة إلى المتحوّل  

a الرمز  بالمثل. ونعرّف
1

( )
p

p

i i

f
a

x x

∂
∂ ∂⋯

. ونكتب اختصاراً 
2

2
i

f

x

∂
∂

عوضاً عن  
2

i i

f

x x

∂
∂ ∂

.   

إذا وفقط إذا قبَِلَ المفاضلة  Aعلى  1C يكون من الصف fأنّ التابع  3-6.تنا في المبرهنة لقد أثب
d وكان تفاضله، Aعند كل نقطة من  : ( , )nf A→L ℝ ℝ  مستمراً علىA.  

، mℝو nℝمن  تينوغير خالي تينمفتوح تينجزئيّ  تينمجموع Bو Aلتكن . مبرهنة 14-3.
:وليكن التابعان لترتيب. با pf B → ℝ و: mg A → ℝ حيث ( )g A B⊂ .

f. عندئذ ينتمي التابع kCينتمي إلى الصف  fو g من نفترض أنّ كلاًّ  g�  أيضاً إلى
  .kCالصف 

  الإثبات
  �  .kالإثبات تحققٌ مباشر ويجري بالتدريج على العدد 
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 Aى مجموعة مفتوحة، وغير خالية تابعاً عددياً معرفّاً عل f ليكن .Schwarz- مبرهنة 15-3.

. ولنفترض أنّ المشتقات الجزئيّة 2ℝ من
2f

x y

∂
∂ ∂

و 
2f

y x

∂
∂ ∂

موجودة. فإذا كان التابعان  
2f

x y

∂
∂ ∂

و 
2f

y x

∂
∂ ∂

)مستمرين عند   , )a b  منA :تحقّقت المساواة  
2 2

( , ) ( , )
f f

a b a b
y x x y

∂ ∂
=

∂ ∂ ∂ ∂
  

  الإثبات
,0)جواراً للنقطة  Vليكن    يحُقّق (0

( , ) , ( , )h k V a h b k A∀ ∈ + + ∈  
  بالعلاقة  Fالتابع  Vولنعرّف على 

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )F h k f a h b k f a h b f a b k f a b= + + − + − + +  

  بالعلاقة ϕ، التابع الحقيقي k لمتحوّلوكذلك لنعرّف عند قيمة ثابتة ل

( ) ( , ) ( , )x f x b k f x bϕ = + −  

) أنّ فنلاحظ من جهة أولى , ) ( ) ( )F h k h a aϕ ϕ= +   ، ونرى من جهة ثانية أنّ −

( ) ( , ) ( , )
f f

x x b k x b
x x

ϕ
∂ ∂′ = + −
∂ ∂

  

   يحُقّق ]0,1[ينتمي إلى  1θفيوجد، استناداً إلى مبرهنة التزايدات المحدودة، عدد 

1 1 1( , ) ( ) ( , ) ( , )
f f

F h k h a h h a h b k a h b
x x

θ θ θ
 ∂ ∂ ′= ϕ + = + + − +  ∂ ∂ 

  

)1ولكنّ التابع  , )
f

y a h y
x

θ
∂

+
∂

قابلٌ للاشتقاق، وتطبيق جديد لمبرهنة التزايدات المحدودة  ֏

  يحُقّق ]0,1[ينتمي إلى  2θيثُبتُ وجود 

2

1 1 1 2( , ) ( , ) ( , )
f f f
a h b k a h b k a h b k

x x y x
θ θ θ θ

∂ ∂ ∂
+ + − + = + +

∂ ∂ ∂ ∂
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  ومنه
2

1 2( , ) ( , )
f

F h k hk a h b k
y x

θ θ
∂

= + +
∂ ∂

  

ان ك  امّ ـول
2f

y x

∂
∂ ∂

)مستمراً عند   , )a b ّفإننا نستنتج مما سبق أن ،  

  
2

( , ) (0,0)

( , )
lim ( , )

h k

F h k f
a b

hk y x→

∂
=
∂ ∂

  �  

  بالعلاقة ψ، التابع الحقيقي h لمتحوّلمن ناحية أخرى، لنعرّف عند قيمة ثابتة ل

( ) ( , ) ( , )x f a h y f a yψ = + −  

0,1ينتمي إلى  1θفيوجد، استناداً إلى مبرهنة التزايدات المحدودة، عدد    يحُقّق  

1

1 1

( , ) ( ) ( ) ( )

( , ) ( , )

F h k b k b k b k

f f
k a h b k a b k

y y

ψ ψ ψ θ

θ θ

′= + − = +
 ∂ ∂ = + + − +  ∂ ∂ 

  

0,1ينتمي إلى  2θويوجد    يحُقّق  
2

1 1 2 1( , ) ( , ) ( , )
f f f
a h b k a b k k a h b k

y y x y
θ θ θ θ

∂ ∂ ∂
+ + − + = + +

∂ ∂ ∂ ∂
  

  ومنه
2

2 1( , ) ( , )
f

F h k hk a h b k
x y

θ θ
∂

= + +
∂ ∂

  

كان   امّ ـول
2f

x y

∂
∂ ∂

)مستمراً عند   , )a b ّفإننا نستنتج مما سبق أن ،  

  
2

( , ) (0,0)

( , )
lim ( , )

h k

F h k f
a b

hk x y→

∂
=
∂ ∂

  �  

  �  .�و �الإثبات بمقارنة  ويكتمل

  ة السابقة.واضح وبالتدريج للمبرهن تعميمٌ  الآتيةإنّ النتيجة 
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 A خالية على مجموعة مفتوحة وغير pC تابعاً عددياً ينتمي إلى الصف f : ليكن نتيجة 16-3.
,1. ولتكن nℝمن , ni i…  ق الشرط1أعداداً طبيعيّة تحُق ni i p+ + . عندئذ ⋯=

بالنسبة إلى  f والتي نحصل عليها من اشتقاق pتكون جميع المشتقات الجزئيّة من المرتبة 
1)مع ، kiساوي عدداً من المرات ي kxالمتحوّل  )k n≤    متساوية. ،≥

  ملاحظات 17-3.

يمكن للمساواة  �
2 2

( , ) ( , )
f f

a b a b
y x x y

∂ ∂
=

∂ ∂ ∂ ∂
ن المشتقين ألاّ تتحقّق في حالة كو  

الجزئيّين 
2f

x y

∂
∂ ∂

و 
2f

y x

∂
∂ ∂

)جودين فقط عند النقطة مو   , )a b ماأو في حالة كو ،

) دون أن يكونا مستمرين عند Aموجودين على  , )a b المثال الآتي. كما يبين:  
  لنتأمّل التابع العدديّ 

3 3

2 2
2

: ( , ) (0, 0)
: , ( , )

0 : ( , ) (0, 0)

x y xy
x y

x yf f x y

x y

 − ≠ +→ =  =

ℝ ℝ  

  نجد بحساب بسيط أنّ 
4 2 3 5

2 2 2

5 3 2 4

2 2 2

4
: ( , ) (0, 0)

( )( , )

0 : ( , ) (0, 0)

4
: ( , ) (0, 0)

( )( , )

0 : ( , ) (0, 0)

x y x y y
x yf

x yx y
x

x y

x x y xy
x yf

x yx y
y

x y

 + − ≠∂  += ∂  =
 − − ≠∂  += ∂  =

  

  ومن ثمَّ نجد

( )
2

0

2

0

1
(0, 0) lim (0, ) (0, 0) 1,

1
(0, 0) lim ( , 0) (0, 0) 1.

y

x

f f f
y

y x y x x

f f f
x

x y x y y

→

→

∂ ∂ ∂
= − = −

∂ ∂ ∂ ∂

∂  ∂ ∂ = − = +  ∂ ∂ ∂ ∂
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إنّ وجود واستمرار المشتقين الجزئيين  �
2f

x y

∂
∂ ∂

و 
2f

y x

∂
∂ ∂

) لتابع في جوار النقطة  , )a b  لا

يقتضي، بوجه عام، وجود المشتقينّ الجزئيين 
2

2

f

x

∂
∂

و 
2

2

f

y

∂
∂

) عند  , )a b . 

,0)في جوار النقطة  الآتي fيبين ذلك مثال التابع  0).  

{ }

{ }

2 2

2
2

2

1 1
sin sin : ( , )

1
sin : ( , ) 0

: , ( , )
1

sin : ( , ) 0

0 : ( , ) (0, 0)

x y x y
x y

x x y
xf f x y

y x y
y

x y

∗ ∗

∗

∗

 + ∈ × ∈ ×→ =  ∈ × =

ℝ ℝ

ℝ
ℝ ℝ

ℝ

  

  دون إثبات: صحّتها ، التي نقبلهاالتيةنختم هذه الفقرة بالمبرهنة 

:، وليكن nℝمجموعة مفتوحة وغير خالية من  A لتكن:  مبرهنة 18-3. nf A → ℝ  ًتابعا
1)مع  ،pC متبايناً ومن الصف )p≤،  علىA نفترض أنه أياً كانت .a  منA 

detا فلدين ( ) 0aJ f ). عندئذ تكون اموعة ≠ )B f A= ة من مجموعة مفتوح
nℝمن التطبيق ين ، وينتمي كل: : ( )f A B x f x→ɶ 1fو ֏ −ɶ  إلى الصفpC.  

   متراجحة التزايدات المحدودة 4.

  ، أي⋅2مزوّد بالنظيم الإقليدي المألوف  pℝفي هذه الفقرة، نفترض أنّ الفضاء 

2
1 2

1

( , , ) ,
p

p
p k

k

X x x X x
=

∀ = ∈ = ∑… ℝ  

f:، وليكن nℝ ومفتوحة وغير خالية منمحدّبة مجموعة  Aلتكن  .مبرهنة 1-4. A → ℝ 
  ، ويحُقق الشرطAتطبيقاً قابلاً للمفاضلة على 

2, ( )aa A J f M∀ ∈ ≤  
  ذ عندئ

2
2( , ) , ( ) ( )x y A f x f y M x y∀ ∈ − ≤ −  
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  الإثبات 
)لتكن  , )x y  2منAموعة   امّ ـ. لكانت اA   1) كانمحدّبة )ty t x A+ −  tاً كانت أيّ  ∋

  . لنعرّف إذن[0,1]من 
: [0,1] , ( ) ( ( ))t f x t y xϕ ϕ→ = + −ℝ  

  ، ويحُقق [0,1]تابع مستمر وقابل للاشتقاق على  ϕإنّ 

1

[0,1], ( ) ( ( )) ( )
n

k k
k k

f
t t x t y x y x

x=

∂′∀ ∈ ϕ = + − ⋅ −
∂∑  

  يأتي، ما [0,1]من  t، في حالة أمكننا أن نكتب شوارتز-كوشيمتراجحة   وإذا استخدمنا

( )
2

2

2
1 1

( ) ( )
n n

k k
k kk

f
t x t y x y x M y x

x
ϕ

= =

∂′ ≤ + − ⋅ − ≤ −
∂∑ ∑ 

0,1من  θ فيدنا في إيجادولكنّ مبرهنة التزايدات المحدودة ت   تحُقّق   
(1) (0) ( )ϕ ϕ ϕ θ′− =  

  ومنه

2
( ) ( ) ( )f y f x M y xϕ θ′− = ≤ −  

  �  المطلوب.إثبات وبذلك يتم 

: ، وليكنnℝومفتوحة وغير خالية من محدّبةمجموعة  Aلتكن  .نتيجة 2-4. mf A → ℝ 
d، ويحُقق الشرط Aبعاً قابلاً للمفاضلة على تا 0f   ثابتاً. f. عندئذ يكون =
  الإثبات

0Mأخذ  بعد fيكفي أن نطبق المبرهنة السابقة على كل مركبة من مركبات  =.   �  

أكثر عموميّة من  nℝ نريد فيما يلي تعميم الخاصّة السابقة على مجموعات مفتوحة جزئيّة من
  .الآتياموعات المحدّبة. لذلك سنُدخل التعريف المهمّ 

. إذا لم يكن مجموعة مترابطة A ، نقول إنّ nℝ فيمفتوحة مجموعة  A لتكن:  تعريف 3-4.
  بشكل اجتماع مجموعتين منفصلتين مفتوحتين، وغير خاليتين. Aبالإمكان كتابة اموعة 
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  إثباا إلى قراءة ثانية.ة ولكن يمكن إرجاء مهمّ  الآتيةالمبرهنة 

  .. عندئذ تكون الخواص التالية متكافئةnℝ منمفتوحة مجموعة جزئيّة  A لتكن .مبرهنة 4-4.
  مترابطة. Aاموعة   1.
)مهما تكن الثنائية   2. , )x y  2منA يوجد تابع مستمر ،: [0,1] nϕ → ℝ قيحُق  

( )[0,1] Aϕ (0)و  ⊃ xϕ (1)و  = yϕ =.  
)مهما تكن الثنائية   3. , )x y  2منA يوجد تابع ،: [0,1] nψ → ℝ  1من الصفC 

  يحُقق
( )[0,1] Aψ (0)و  ⊃ xψ (1)و  = yψ =.  

  الإثبات
.2 إلى  y ينتمي العنصر :على الوجه الآتي 1O ، ولنعرّف اموعةAفي  xاً عنصر  لنثبّتْ  ⇐1.
1O  إذا وفقط إذا وُجِدَ تابع مستمر : [0,1] nϕ → ℝ يحقّق ( )[0,1] Aϕ ⊂ 
(0)و xϕ (1)و  = yϕ =.  

  .  لأنّ التابع المستمر والثابت مجموعة غير خالية 1Oإنّ اموعة  �
: [0,1] , ( )n t xϕ ϕ→ =ℝ  

  .1Oينتمي إلى  xيبين أن 
  . مجموعة مفتوحة 1Oإنّ اموعة  �

:مر ، إذن يوجد تابع مست1Oمن  zفي الحقيقة، ليكن العنصر  [0,1] nϕ → ℝ  يحُقّق
( )[0,1] Aϕ (0)و ⊃ xϕ (1)و = zϕ وجدنا كرة  Aينتمي إلى  zمّا كان ـلو  .=

)مفتوحة وغير خالية  , )B z ρ تحُقّق ( , )B z Aρ ). وعندئذ تكون الكرة ⊃ , )B z ρ 
)من  y، وذلك لأنهّ مهما يكن العنصر 1Oمحتواة في  , )B z ρ هو فإنهّ يوجد تابع مستمر  

1
2

1
2

(2 ) : 0,
: [0,1] , ( )

(2 1)( ) : ,1
n

t t
t

z t y z t

ϕ
ψ ψ

   ∈    → =    + − − ∈    
ℝ  

(0) يحققُ  xψ (1)و  = yψ   أخيراً و  =
( ) ( )[0,1] [0,1] ( , )B z Aψ ϕ ρ⊂ ∪ ⊂  
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2لتكن  � 1\A=O O ّ2، ولنثبت أنO مجموعة مفتوحة .  
 مجموعة مفتوحة وجدنا كرة مفتوحة وغير خالية A كانت  امّ ـ، ل2Oعنصراً من z ليكن

( , )B z ρ تحُقّق ( , )B z Aρ )1. لنفترض جدلاً أنّ ⊃ , )B z ρ ∩ ≠ ∅O  فيوجد
)1 في yعنصر  , )B z ρ ∩O وعندها يوجد تابع مستمر .: [0,1] nϕ → ℝ  يحُقّق 

( )[0,1] Aϕ (0)و ⊃ xϕ (1)و = yϕ =  
1yوذلك لأنّ  ∈ O،  ّ1 وينتج من ذلك أنz ∈ O  ّهولأن ه يوجد تابع مستمر  

1
2

1
2

(2 ) : 0,
: [0,1] , ( )

(2 1)( ) : ,1
n

t t
t

y t z y t

ϕ
ψ ψ

   ∈    → =    + − − ∈    
ℝ  

(0)يحققُ  xψ (1)و = zψ   كذلكو  =
( ) ( )[0,1] [0,1] ( , )B z Aψ ϕ ρ⊂ ∪ ⊂  

1 وهذا تناقض لأنّ  2z z∈ ⇒ ∉O O ّ1 . نستنتج إذن أن( , )B z ρ ∩ = ∅O  أو
2( , )B z ρ ⊂ O  موعة2فاO .مفتوحة  

2 يقتضي إذن أنّ  Aإنّ ترابط اموعة  � = ∅O َّ1، ومن ثمA = O . بذا نكون قد و
  2.أثبتنا الخاصّة 

.3 ) لنثبّت العنصر ⇐2. , )x y  2فيAوليكن ، : [0,1] nϕ →ɶ ℝ قتابعاً مستمراً يحُق  
( )[0,1] Aϕ ⊂ɶ   (0)و xϕ =ɶ   (1)و yϕ =ɶ.  

  الصيغةالمعرّف ب [0,1] على ع المستمرّ ثمُّ لنتأمّل التاب
1
2

( ) min(1,max(0,2 ))h t t= −  
  أي
1
4

1 1 3
2 4 4

3
4

0 : [0, ],

: [0,1] [0,1], ( ) 2 : [ , ],

1 : [ ,1]

t

h h t t t

t

 ∈→ = − ∈ ∈

  

hϕولنضع  ϕ= ɶ :فيكون  � [0,1] nϕ → ℝ قتابعاً مستمراً يحُق   

( )[0,1] Aϕ 1و ⊃
4

0, , ( )t t xϕ ∀ ∈ =    3و
4
,1 , ( )t t yϕ ∀ ∈ =    �  

h

1

10
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  المعرّف بالعلاقة ⋅1بالنظيم  nℝأننا قد زوّدنا  يأتيسنفترض فيما 

( )1 1
1

, ,
n

n k
k

x x x
=

= ∑…  

)كانت صورته   [0,1]مستمراً على اموعة المتراصّة  ϕ ا كان ـّولم )[0,1]ϕΓ مجموعة  =
  كان التطبيقا   ـّلم ،. ومن جهة أخرىAمتراصّة محتواة في 

{ }1: , ( ) ( , \ ) inf :nx d x A x y y Aδ δΓ → = = − ∉ℝ ℝ � �  

ينتمي إلى  0x حدّه الأدنى عليها، أي نجد، فهو يبلغ Γتابعاً مستمراً على اموعة المتراصّة 
Γ  يحُقّق  

  0( ) inf ( )
x

x xε δ δ
∈Γ

= =  �  

n\ولأنّ  Aℝ  ّ0مجموعة مغلقة، فإن( ) 0xδ 0يقتضي  = \nx A∈ ℝ، قض وهذا ينا
AΓ الاحتواء 0إذن  ،⊃ ε<.  

نا نجد يقتضي استمراره المنتظم عليها، فإنّ  [0,1]على اموعة المتراصّة  ϕ ولأنّ استمرار
   يحُقّق ]0,1/4[ال اينتمي إلى  ηعدداً 

  
1

( , ) [0,1], | | ( ) ( )
2

u v u v u v
ε

η ϕ ϕ∀ ∈ − < ⇒ − ≤  �  

1 الرموزلنرمز كما جرت العادة ب 2, , , nϕ ϕ ϕ…  إلى مركّبات التابعϕ ولنعرّف التابع .
)الجديد  )1: [0,1] , ( ) ( ), , ( )n

nt t tψ ψ ψ ψ→ =ℝ   بالعلاقات …

( )
3 /4

3
4

0 3 /4

1 1
( ) d ( )d

t

k k k

t

t t u u v v

ηη

ψ ϕ ϕ
η η

+

= + =∫ ∫  

1نلاحظ أوّلاً أنّ المركبات . فnℕمن  kو [0,1]من  tفي حالة  2, , , nψ ψ ψ…  توابع
  لأنّ  1Cمن الصف 

( )3 3
4 4

3
[0,1], ( ) ( ) ( )

4
t t

k k kt tψ ϕ η ϕ
η

′∀ ∈ = + −  
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دنا أنّ وج � . وإذا استخدمنا1Cينتمي إلى الصف  ψنستنتج من ذلك أنّ التابع 

(0) xψ (1)و  = yψ 1لأنّ  =
0

4
η< <.  

   يكن [0,1]من  tوأخيراً نلاحظ أنهّ، مهما تكن 

( )

3 3
4 41

1

3 3
4 4

1 0

3 3
4 4

1 0

3 3
4 4 1

0 0

( ) ( ) ( ) ( )

1
( ) ( ) d

1
( ) ( ) d

1 1
( ) ( ) d d

2

n

k k
k

n

k k
k

n

k k
k

t t t t

t u t u

t u t u

t u t u u

η

η

η η

ψ ψ ϕ

ϕ ϕ
η

ϕ ϕ
η

ε
ϕ ϕ ε

η η

=

=

=

− ϕ = −

= + −

≤ + −

= + − ≤ <

∑

∑ ∫

∑ ∫

∫ ∫

  

  
)، ولنفترض جدلاً أنّ [0,1]من  tلتكن إذن  )t Aψ ، إلى � عندئذ نصل، بناءً على ∌

   الآتيالتناقض 
( )3 3

4 41
( ) ( ) ( )t t tε ψ δ ε> − ϕ ≥ ϕ ≥.  

)إذن لا بدُّ أن يكون    )[0,1] Aψ   3.، ويكتمل إثبات ⊃
.1  غير مترابطة، فنجد مجموعتين مفتوحتين وغير خاليتين Aلنفترض جدلاً أنّ اموعة  ⇐3.
1O 2وO ،1 تحُقّقان 2∩ = ∅O O 1و 2 A∪ =O O لنعرّف إذن التابع .f :الآتي    

1

2

1 :
: , ( )

2 :

x
f A f x

x

 ∈→ =  ∈

O

O
ℝ  

، فهو مستمر ويحققُ Aبت في جوار كل نقطة من ثا fنتيقن بسهولة أنّ التابع   
{ }( ) 1,2f A ). لتكن إذن = , )x y  1من 2×O O ٌيوجد، بناءً على الفرْض، تابع ،
 مستمر: [0,1] nϕ → ℝ يحُقّق ( )[0,1] Aϕ (0) و  ⊃ xϕ (1) و  = yϕ =.  

:وعندئذ يكون التابع    [0,1]f ϕ →� ℝ  !قُ مبرهنة القيمة الوسطىتابعاً مستمراً لا يحُق
  �  طة. ويتمّ الإثبات.لا بدُّ أن تكون متراب Aهذا التناقض يبين أنّ اموعة 

  � استناداً إلى
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  أمثلة 5-4.
  كل مجموعة مفتوحة ومحدبة مترابطة.  �
0إذا كان  � ≤ α < β ≤   ، فإنّ الحلقة:∞+

{ }2 2 2
, ( , ) :x y x yα β = ∈ α < + < βA ℝ  

  ولكنها ليست محدّبة. 2ℝمجموعة مترابطة في   

)، ولتكن nℝ في مجموعة مفتوحة Aلتكن  .تعريف 6-4. , )x y  2منA منحنياً ، نسمّي

، كلy  هنهايتو x بدايته Aفي  )قِطعَياًّ  1C، أو من الصف 1Cمن الصف( وسيطياً 
:تابع  [ , ] na bψ → ℝ  1 وينتمي إلى الصف( مستمرC واحدة من ، أو تنتمي كل

  يحقق الشروط: )قِطعَياًّ  1Cمركباته إلى الصف 

( )[ , ]a b Aψ )و  ⊃ )a xψ )و  = )b yψ =  

:وإذا كان    [ , ] na bψ → ℝ 1 منحنياً وسيطياً ينتمي إلى الصفC في A بدايته x 
  أسمينا العدد  yوايته 

2

2
1

( ) ( ) d ( ) d

b b n

k
ka a

L t t t tψ ψ ψ
=

′ ′= = ∑∫ ∫  

:. أمّا إذا كان ψ طول المنحني [ , ] na bψ → ℝ 1 ينتمي إلى الصفC قِطَعياًّ فيمكن 
من علاقة شال. نترك صياغة ذلك  بالاستفادةتعميم التعريف السابق على هذه الحالة بسهولة 

  للقارئ.

) علاقة تكافؤ A ، نعرف علىnℝ مجموعة مفتوحة وغير خالية من A لتكن .تعريف 7-4. )∼  
) يكن: أياً  كما يلي , )x y  2منA ّنَـقُلْ إن ، x y∼  إذا وفقط إذا وُجِدَ منحن وسيطي

يتيقن القارئ بسهولة أنّ هذه العلاقة علاقة تكافؤ، وأنّ إذ . yوايته  xبدايته  Aفي 
، نسميها A ميّة محتواة فيصفوف تكافؤ هذه العلاقة هي مجموعات مفتوحة ومترابطة أعظ

  .A للمجموعة المركبات المترابطة

  .التعميم الطبيعي لمبرهنة القيمة الوسطى الآتيةتمثل المبرهنة 
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f:، وليكن nℝ وغير خالية من ترابطةمفتوحة ممجموعة  A لتكن .مبرهنة 8-4. A→ℝ  ًتابعا
)مستمراً. عندئذ تكون اموعة  )f A .ًمجالا  

  الإثبات

) لتكن )f a و( )f b  نقطتين من( )f Aا كان  ـّ. لم( , )a b  2عنصراً منA  فهناك منحن وسيطي
: [0,1] nϕ → ℝ،  يحُقّق( )[0,1] Aϕ (0)و ⊃ aϕ (1)و = bϕ  . عندئذ يكون=

f ϕ�  ق مبرهنة القيمة الوسطى، [0,1]تابعاً مستمراً علىجميع  تنتمي وعليهوهو من ثمَّ يحق
(0) القيمتين الأعداد الواقعة بين ( )f f aϕ (1)و �= ( )f f bϕ إلى اموعة  �=

( )[0,1]f ϕ�  المحتواة في( )f A.  �  

f:، وليكن nℝ من مفتوحة ومترابطةمجموعة  Aلتكن  .مبرهنة 9-4. A → ℝ  تابعاً من
,2، يحُقق الشرط Aعلى  1C الصف ( )xx A J f M∀ ∈ . عندئذ مهما تكن ≥
( , )x y  2منAومهما يكن ، : [ , ] na bψ → ℝ منحنياً وسيطياً في A من الصف 

1C  بدايتهx  ايتهوyفلدينا ، ( ) ( ) ( )f x f y M L ψ− ≤.  

  الإثبات

)لتكن  , )x y  2منAوليكن . : [ , ] na bψ → ℝ منحنياً وسيطياً في A  1 لصفامنC 
  . ولنعّرفyوايته  xبدايته 

: [ , ] , ( ) ( )h a b h t f tψ→ =ℝ �  
]على  1Cتابع حقيقيّ من الصف  hإنّ  , ]a b يحقّق  

1 21 2( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( )
nx x x nh t f t t f t t f t tψ ψ ψ ψ ψ ψ′ ′= + +′ ′+ ⋯  

1 حيث 2, , , nψ ψ ψ…  بات التابعهي مركψ إذن استناداً إلى متراجحة .Schwarz يكون  
2 2

2
1 1

( ) ( ( )) ( ) ( )
k

n n

x k
k k

h t f t t M tψ ψ ψ
= =

′ ′ ′ ′≤ ⋅ ≤ ⋅∑ ∑  

  ومن ثمَّ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) d ( )
b

a
f y f x h b h a h t t M L ψ′− = − ≤ ≤∫  

  �  وهذه هي المتراجحة المطلوبة.
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 ينتمي إلى الصف ψ تبقى المبرهنة السابقة صحيحة إذا كان المنحني الوسيطي .ملاحظة 10-4.
1C  ًنجُري تعديلاً بسيطاً على الإثبات بالاستفادة من علاقة شال. إذقِطعَِيّا  

f:وليكن ، nℝ من مفتوحة ومترابطةمجموعة  Aلتكن  .مبرهنة 11-4. A → ℝ  ًتابعاً قابلا
d، ويحُقق الشرط Aللمفاضلة على  0f   ثابتاً. f. عندئذ يكون =

  الإثبات

)لتكن  , )x y  2منA .يوجد طريق: [0,1] nψ → ℝ 1من الصفC ،يحُقّق  

( )[0,1] Aψ (0)و   ⊃ xψ (1)و   = yψ =  

  ف إذن لنعرّ 
: [0,1] , ( ) ( )h h t f tψ→ =ℝ �  

  ويحقّق [0,1]تابع حقيقيّ قابل للاشتقاق على  hإنّ 

1

[0,1], ( ) ( ( )) ( ) 0
n

k
k k

f
t h t t t

x
ψ ψ

=

∂′ ′∀ ∈ = =
∂∑  

1حيث  2, , , nψ ψ ψ…  بات التابعهي مركψ إذن .h تابعٌ ثابتٌ، ومنه  

( ) (0) (1) ( )f x h h f y= = =  

ُ أنّ التابع  وهذا يبينf .ًتابعٌ ثابتٌ أيضا  �  

   .الآتيةنصل إلى الخاصّة المهمة  mℝ بتطبيق هذه النتيجة على مركبّات تابع يأخذ قيمه في

 التابع ، وليكنnℝ من خالية وغير مترابطة مفتوحةمجموعة  Aلتكن  .مبرهنة 12-4.
: mf A → ℝ  تابعاً قابلاً للمفاضلة علىA ق الشرطويحُق ،d 0f . عندئذ يكون =

f .ًثابتا  

uo  
m.  
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   القيم الصغرى والعظمى محليّاً لتابع عددي لعدّة متحوّلات 5.

f: ليكنو ، nℝ منغير خالية مجموعة مفتوحة و  A لتكن .مبرهنة 1-5. A → ℝ  ًمن تابعا
0، وAمن  a. ولتكن A على 2Cصف ال r< قانتحُق ( ),B a r A⊂ عندئذ .

)يوجد تابع  ): 0,B rδ → ℝق، في حالة ، يحُقh r<: ما يلي ،  
2

2

1 1 ,

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

n

k i j
k i j nk i j

f f
f a h f a a h a h h h h

x x x
δ

= ≤ ≤

∂ ∂
+ = + + +

∂ ∂ ∂∑ ∑  

حيث 
0

lim ( ) 0
h

hδ
→

=  

  الإثبات

بالنظيم  nℝسنفترض أننا زوّدنا الفضاء 
1

n

kk
x x

=
= ∑� ، وهذا لا يؤثر على عموميّة �

  ظم على هذا الفضاء. النّ  الإثبات نظراً إلى تكافؤ جميع
,0)عنصراً من  hليكن  )B r ولنتأمّل التابع العددي .ϕ  البالعلاقة  [0,1]المعرّف على ا  

1

( ) ( ) ( ) (1 ) ( )
n

k
k k

f
t f a th f a t a th h

x
ϕ

=

∂
= + − + − +

∂∑  

  . ونجد مباشرة أنّ ضاستناداً إلى الفرْ  1Cصف ينتمي هذا التابع إلى ال

1 ,

( ) (1 ) ( ) i j
i j n i j

f
t t a th h h

x x
ϕ

≤ ≤

∂′ = − +
∂ ∂∑  

  لنا العلاقة  تيحإذن ت
1

0
(1) (0) ( )dt tϕ ϕ ϕ′− = ∫  

  أن نكتبَ  

1
1

1 ,0

( ) ( ) ( )

(1 ) ( ) d

n

k
k k

i j
i j n i j

f
f a h f a a h

x

f
t a th h h t

x x

=

≤ ≤

∂
+ − −

∂

∂
= − +

∂ ∂

∑

∑∫
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  لنضع إذن
2

2
1 1 ,

1

2
1 ,0

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

1
(1 ) ( ) ( ) d

n

k i j
k i j nk i j

i j
i j n i j i j

f f
h f a h f a a h a h h

x x xh

f f
t a th a h h t

x x x xh

δ
= ≤ ≤

≤ ≤

 ∂ ∂  = + − − −   ∂ ∂ ∂  

  ∂ ∂    = − + −     ∂ ∂ ∂ ∂    

∑ ∑

∑∫
  

  ومنه
1

2
1 ,0

1
( ) ( ) ( ) di j

i j n i j i j

f f
h a th a h h t

x x x xh
δ

≤ ≤

 ∂ ∂  ≤ + −   ∂ ∂ ∂ ∂  
∑∫

� �
  

0كن يل ε< .المشتقّات الجزئيّة من المرتبة الثانية عند  إنّ استمرارa  0يسمح لنا بإيجاد η< 
hالشرط تجعل  η<  يأتيما يقتضي:  

2( , ) , [0,1], ( ) ( )n
i j i j

f f
i j t a th a

x x x x
ε

∂ ∂
∀ ∈ ∀ ∈ + − <

∂ ∂ ∂ ∂
ℕ  

h حالة في تتحقّق،وعليه  η<�   المتراجحة، �
1

2
1 ,0

( ) di j
i j n

h h h t
h

ε
δ ε

≤ ≤

  ≤ ⋅ =   
∑∫

� �
  

إذن لقد أثبتنا أنّ 
0

lim ( ) 0
h

hδ
→

  �  .وهي النتيجة المطلوبة. =

 f. نقول إن التابع nℝجزئيّة من  Aتابعاً عددياً معرفّاً على مجموعة  fليكن  .تعريف 2-5.
  يحُقّق aللنقطة  Vجوار  دَ إذا وفقط إذا وُجِ  محلياًّ  عظمى قيمة Aمن  aيبلغ عند 

, ( ) ( )x V A f x f a∀ ∈ ∩ ≤  
 Vجوار  دَ إذا وفقط إذا وُجِ  صُغرى محليّاً  قيمة Aمن  aيبلغ عند  fونقول إن التابع 

  يحُقّق aللنقطة 
, ( ) ( )x V A f x f a∀ ∈ ∩ ≥  

تكون بأسلوب  Vى أو الصغرى محليّاً تامّةٌ إذا أمكن اختيار الجوار عظمونقول إنّ القيمة ال
xالمتراجحة تامّة في حالة فيه  a≠.  
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f: ليكنو ، nℝ منغير خالية مجموعة مفتوحة و  A لتكن .تعريف 3-5. A → ℝ  ًتابعا
، إذا وفقط إذا كانت fللتابع  نقطة حرجة Aمن  a النقطة نقول إنّ . A على عددياًّ 

المشتقات الجزئيّة 
1

( )
i i n

f
a

x ≤ ≤

 ∂     ∂ 
  .صفريةّموجودة و 

f: ليكنو ، nℝ منغير خالية مجموعة مفتوحة و  A لتكن .مبرهنة 4-5. A → ℝ  ًتابعا
 f. نفترض أنّ للتابع Aمن  aأو صغرى محلّياًّ عند  عظمىيأخذ قيمة  A عددياًّ على

مشتقات جزئيّة 
1

( )
i i n

f
a

x ≤ ≤

 ∂     ∂ 
  .fنقطة حرجة للتابع  aعندئذ تكون  .aعند  

  الإثبات
1 أو صغرى محلّياً عند عظمىقيمة  fفي الحقيقة، إذا أخذ التابع  2( , , , )na a a a=  ،Aمن  …

  أخذ التابع الجزئي
1 1 1: ( , , , , , , )j j j j j nx f a a x a aϕ − +֏ … …  

 jϕ. ولكنّ التابع الحقيقي nℕمن  j، وذلك أياً كانت jaأو صغرى محليّاً عند  عظمىقيمة 
)فلا بدُّ أن يكون  ja قابل للاشتقاق عند ) 0j jaϕ′   �  . وهذا يثبت المطلوب.=

ليأخذ هذا التابع  لازمنذكّر أنّ كون نقطة ما نقطة حرجة لتابع معرّفٍ في جوارها، هو شرط  ����
 مثال التابع كما يبين   كافياً  شرطاً  ليسأو صغرى محليّاً عند هذه النقطة، ولكنّه  عظمىقيمة 

3x x֏.  
)من  Mأنهّ إذا كانت  لقد وجدنا عند دراسة المصفوفات المتناظرة )nM ℝ  ،مصفوفة متناظرة

ت شاM ان مصفوفة قطريةّ، وكان العدد  

2
0 2

,
supM
h

Mh h

h≠
Λ =

� �
و      

20
2

,
infM
h

Mh h

h
λ

≠
=

� �
  

  وعندئذ تتحقّق المتراجحة. الترتيبلى ع هاوأصغر  Mأكبر القيم الذاتيّة للمصفوفة 
2 2
2 2, ,n

M Mh h Mh h hλ∀ ∈ ≤ ≤ Λℝ � � � �  
hمع مساواة في المتراجحة اليمنى في حالة  xΛ= فق للقيمة الذاتيّة الشعاع الذاتي المواMΛ ،

hومساواة في المتراجحة اليسرى في حالة  xλ=  الشعاع الذاتي الموافق للقيمة الذاتيّةMλ.  
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f: ليكنو ، nℝ منغير خالية فتوحة و مجموعة م A لتكن .مبرهنة 5-5. A → ℝ  ًتابعا
. ولتكن fنقطة حرجة للتابع  Aمن  a، ولتكن A على 2Cعددياًّ من الصف 

( )Hess ( )a nM f= ∈ M ℝ  ُالسطر  المصفوفة المتناظرة التي ثابتi  والعمودj  فيها

يساوي 
2

( )ij
i j

f
m a

x x

∂
=

∂ ∂
  . عندئذ

عظمى قيمة  fسالبة تماماً أخذ التابع  Mللمصفوفة  MΛإذا كانت أكبر القيم الذاتيّة  �
 .aمحليّاً عند  تامّة

قيمة صغرى  fأخذ التابع موجبة تماماً  Mللمصفوفة  Mλإذا كانت أصغر القيم الذاتيّة  �
 .aتامّة محليّاً عند 

0Mإذا كان  � Mλ < < Λ  لم يكن للتابعf  قيمة كبرى أو صغرى محلّياً عندa. 
دراسة أعمق للتابع ولا ، aتتطلّب معرفة طبيعة النقطة الحرجة  في غير الحالات السابقة، �

Hessتكفي دراسة المصفوفة  ( )a f .لإقرار هذه الطبيعة  
  الإثبات

)جوارٍ في يكون لدينا  5-1.في الحقيقة، استناداً إلى المبرهنة  , )B a r  للنقطةa  يأتيما:  
21

( , ), ( ) ( ) , ( )
2

h B a r f a h f a Mh h h hδ∀ ∈ + − = +  

 سالبة تماماً. عندئذ يكون Mللمصفوفة  MΛلنفترض أنّ أكبر القيم الذاتيّة  �

2

2

1
( , ), ( ) ( ) ( )

2 Mh B a r f a h f a h hδ
 ∀ ∈ + − ≤ Λ +   

  

ولكن 
0

lim ( ) 0
h

hδ
→

,0[في  ηإذن يوجد  = [r تحُقّق  

( )
4
Mh hη δ

Λ
< ⇒ < −  

,0)من  h، مهما تكن وعندئذ )\{0}B η، يكن  
2 2

2 2

1 1
( ) ( ) ( ) 0

2 4M Mf a h f a h h hδ
 + − ≤ Λ + ≤ Λ <  

  

)نجد أنّ  وعليه ) ( )f a h f a+ 0في حالة  > h η< <� تامّة  عظمىيبلغ قيمة  fفالتابع  �
  .aمحلّياً عند 
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 ندئذ يكونموجبة تماماً. ع Mللمصفوفة  Mλلنفترض أنّ أصغر القيم الذاتيّة  �

2

2

1
( , ), ( ) ( ) ( )

2 Mh B a r f a h f a h hλ δ
 ∀ ∈ + − ≥ +   

  

ولكن 
0

lim ( ) 0
h

hδ
→

,0[في  ηإذن يوجد  = [r تحُقّق ( )
4
Mh
λ

δ >  في حالة −

h η<� ,0)من  hوعندئذ، مهما تكن  ،� )\{0}B ηيكن ،  
2 2

2 2

1 1
( ) ( ) ( ) 0

2 4M Mf a h f a h h hλ δ λ
 + − ≥ + ≥ >  

  

) وعليه ) ( )f a h f a+ 0في حالة  < h η< قيمة صغرى تامّة محلّياً  يبلغ fفالتابع ، >
 .a عند
0M لنفترض أنّ  � Mλ < < Λ وليكن .xλ  يوافق القيمة الذاتيّة  1شعاعاً ذاتيّاً طوله يساوي
Mλو ،xΛ  اتيّة ويوافق القيمة الذ 1شعاعاً ذاتيّاً طوله يساويMΛ عندئذ . 

2

2

, , ( ) ( ) ( )
2

( ) ( ) ( )
2

M

M

t r r f a tx f a tx t

f a tx f a tx t

λ λ

λ
δ

δΛ Λ

   ∀ ∈ − + − = +     
 Λ  + − = +   

  

ولكن 
0 0

lim ( ) lim ( ) 0
t t

tx txλδ δΛ→ →
= ,0[في  ηإذن يوجد  = [r تحُقّق  

1 1
4 4

| | ( ) ( )( ) ( )M Mt tx txλη δ λ δ Λ< ⇒ < − ∧ < Λ  
  وعندئذ

] , [\{0}, ( ) ( ) 0

( ) ( ) 0

t f a tx f a

f a tx f a

λη η

Λ

∀ ∈ − + − <
+ − >

  

  
  �  .نقطة سرج، نقول إا aى عند عظمقيمة محليّة صغرى، ولا قيمة محليّة  fفليس للتابع 

xΛ

xλ

a
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f: ليكنو ، 2ℝ منغير خالية مجموعة مفتوحة و  A لتكن .نتيجة 6-5. A → ℝ  ًعددياًّ تابعا
  . لنضع fنقطة حرجة للتابع  Aمن  a، ولتكن A على 2Cمن الصف 

2

2
( )
f

r a
x

∂
=

∂
و      

2

( )
f

s a
x y

∂
=

∂ ∂
و      

2

2
( )
f

t a
y

∂
=

∂
  

0rفي حالة  � 2و < 0rt s−   .aقيمة صغرى تامّة محليّاً عند  fيبلغ  <
0rفي حالة  � 2و > 0rt s−   .aتامّة محليّاً عند  عظمىقيمة  fيبلغ  <
2في حالة  � 0rt s−   .aأو صغرى محليّاً عند  عظمىقيمة  fلا يكون للتابع  >

  الإثبات

  في الحقيقة، هنا يكون

Hess ( )a

r s
f

s t

 
 =    

  

2وكثير الحدود المميز لهذه المصفوفة هو  2( )X r t X rt s− + + −.  
2في حالة  � 0rt s− إشارة  ييكون للقيم الذاتيّة الإشارة نفسها، وهي إشارة مجموعهما أ <

r t+ 0، ولكنrt   . )tأو إشارة (، rهي إذن إشارة ف، <

0rوعليه في حالة  � 2و < 0rt s− Hessتكون القيم الذاتيّة للمصفوفة  < ( )a f 
  .aقيمة صغرى تامّة محلياًّ عند  fموجبة تماماً، ويبلغ 

0rوفي حالة  � 2و  > 0rt s− Hessتكون القيم الذاتيّة للمصفوفة  < ( )a f 
  .aتامّة محليّاً عند  عظمىقيمة  f، ويبلغ سالبة تماماً 

2أمّا عندما يكون  � 0rt s− Hess، فيكون للمصفوفة > ( )a f  قيمتين ذاتيّتين من إشارتين
  �  .aأو صغرى محلياًّ عند  عظمىقيمة  fمختلفتين. فلا يكون للتابع 

  مثال 7-5.
  العددي لنتأمّل التابع

2 4 4 2: , ( , ) 4( )f f x y x y x y→ = + − −ℝ ℝ  
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  نلاحظ أنّ 
3 3( , ) 4( 2 2 ), ( , ) 4( 2 2 )

f f
x y x x y x y y x y

x y

∂ ∂
= − + = + −

∂ ∂
  

)النقطة  عند أو صغرى محلياًّ  عظمىقيمة  fحتىّ يأخذ  ),x y  ًيلزم أن تكون هذه النقطة نقطة
  أي أن يتحقّق الشرطان ؛حرجة

3 2 2 0x x y− + 3  و  = 2 2 0y x y+ − =.  
) وهيونجد بسهولة حلول هذه الجملة  )0, )و 0 )2, )و −2 )2,2−.   

  لنحسب المشتقات الجزئيّة من المرتبة الثانية فنجد
2

2

2

2

2
2

2

( , ) 4(3 2),

( , ) 8,

( , ) 4(3 2).

f
r x y x

x
f

s x y
x y

f
t x y y

y

∂
= = −

∂
∂

= =
∂ ∂
∂

= = −
∂

  

) دراسة النقطتين � )2, )و −2 )2,2− . 
40rعند هاتين النقطتين لدينا  8sو = 40tو = 0r. إذن = > 

2و 0rt s−  . والتابع يبلغ قيمة صغرى محلياً عند هاتين النقطتين.<

)دراسة النقطة  � )0, 0. 
0rهنا  2و > 0rt s− ولكن  ،ة في إقرار نوع هذه النقطة الحرجةولا تفيد المبرهن =

 :نلاحظ ما يلي
  ( ) 40, , 2x f x x x∀ ≠ =  

)    و ) ( )2 20, , 2 8x f x x x x∀ ≠ − = −  
)إذن في القرص  )0, 4D يكون ،f  .موجباً على المنصّف الأوّل، ويكون سالباً على المنصف الثاني

)عند  f ولا يبلغ )0,   صغرى محلّياً.قيمة ولا  محلياًّ  قيمة كبرى 0
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   التوابع الضمنيّة 6.

f:2 ليكن →ℝ ℝ تابعاً، ولنفترض وجود نقطة ( , )a b 2 منℝ تحُقّق ( , ) 0f a b ، ولنتأمّل =
)المعادلة  , ) 0f x y =.  
 yيوجد على الأقل عددٌ « الآتيةالتي تحُقق الخاصّة  ℝمن  xمجموعة الأعداد الحقيقيّة  Kلتكن 

)يجعل الثنائيّة  ℝفي  , )x y  حلاً للمعادلة( , ) 0f x y استنتجنا  Kعنصراً من  aا كان  ـّ. لم»=
Kأنّ  ≠ ∅ موعة عنصر من . هناك إذن علاقة تقرن كلا K  ٍللمعادلة  بحلول( , ) 0f x y = .

. ℝويأخذ قيمه في  Kمحتوى في  Iتمّ بالحالة التي توافق فيها هذه العلاقةُ تابعاً معرفّاً على مجال 
)ائيّة يجعل من الثن ℝمن  yيوجد عددٌ وحيد  Iمن  xأي مهما يكن  , )x y  ًّللمعادلة حلا 
( , ) 0f x y :. فنحصل بذلك على تابع = Iϕ → ℝ  قيحُق  

, ( , ( )) 0x I f x xϕ∀ ∈ =  
)معرّف بالمعادلة تابع ضمني هو  ϕونقول إنّ  , ) 0f x y =.  

  
f: ليكنو ، 2ℝ منغير خالية مجموعة مفتوحة و  A لتكن .مبرهنة 1-6. A → ℝ  ًتابعا

)مستمراًّ. نفترض أنهّ توجد نقطة  , )a b  فيA الآتيين تحُقّق الشرطين:  
.1( , ) 0f a b =. 
yfالمشتق الجزئي   2. )ويحُقّق  Aموجود ومستمر على  ′ , ) 0yf a b′ ≠.  

)يحُقّقان  ℝمن  Jو Iمفتوحان مجالان  يوجدعندئذ  , )a b I J A∈ × يوجد ، و⊃
 وحيد  تابع مستمر: I Jϕ   يحُقّق →

( )a bϕ ,    و    = ( , ( )) 0x I f x xϕ∀ ∈ =  
من الصف  ϕ، كان Aعلى  1Cينتمي إلى الصف  fسبق، إذا افترضنا أنّ  إضافة إلى ما

1C  علىI  وكان  
( , ( ))

, ( )
( , ( ))
x

y

f x x
x I x

f x x

ϕ
ϕ

ϕ

′
′∀ ∈ = −

′
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  الإثبات
)مّا كان ـل , ) 0yf a b′ )أمكننا أن نفترض، مثلاً، أنّ  ≠ , ) 0yf a b′ yf، ولأنّ < مستمر على  ′
Aو ،A  10مجموعة مفتوحة، أمكننا إيجاد عددين α< 0و β< قانيحُق  

( ) ( )1| | , | | ( , ) , ( , ) 0yx a y b x y A f x yα β ′− ≤ − ≤ ⇒ ∈ >  
)التابع  , )y f a y֏  تابعٌ متزايدٌ تماماً على[ , ]b bβ β− yوينعدم عند  + b= إذن .

( , ) 0f a b β+ )و < , ) 0f a b β−   . وبسبب استمرار التابعين>
( , )x f x b β+֏      و( , )x f x b β−֏  

20استنتجنا أنهّ يوجد ، aعند  α< 30و α< يحُقّقان  
( )
( )

2

3

| | ( , ) , ( , ) 0

| | ( , ) , ( , ) 0

x a x b A f x b

x a x b A f x b

α β β

α β β

− < ⇒ + ∈ + >
− < ⇒ − ∈ − <

  

1لنضع إذن  2 3min( , , )α α α α=الين  ، ولنعرّفا:  
,I a aα α = − +    و   ,J b bβ β = − +   

). التابع Iعنصراً من  xليكن  , )y f x y֏  ومتزايدٌ تماماً على  تابعٌ مستمرJ وينتقل من ،
)قيمة سالبة  , ) 0f x b β− )، إلى قيمة موجبة > , ) 0f x b β+ . إذن توجد قيمة، وقيمة <

)تحُقق  Jمن اال  yوحيدة،  , ) 0f x y  Iنا انطلاقاً من االين وهكذا نكون قد عرفّ .=
:تابعاً وحيداً  Jو I Jϕ   يحُقق  →

( )a bϕ ,و      = ( , ( )) 0x I f x xϕ∀ ∈ =  
 .Iعلى  ϕلنثبت استمرار التابع  �

0، ولنضع Iعنصراً من  0xليكن  0( )y xϕ= 0. ولتكن ε< يمكننا أن نفترض، دون .
0الإقلال من العموميّة أنّ  0,y y Jε ε − + ⊂ .  0التابع( , )y f x y֏  ًتابعٌ متزايدٌ تماما

0yوينعدم عند  Jعلى  y=إذن .  
0 0( , ) 0f x y ε+ 0  و  < 0( , ) 0f x y ε− <  

)0 وبسبب استمرار التابعين , )x f x y ε+֏ 0و( , )x f x y ε−֏ 0 عندx  ّاستنتجنا أنه
10 يوجد η< 20و η< يحُقّقان  

( )
( )

0 1 0 0

0 2 0 0

| | ( , ) , ( , ) 0

| | ( , ) , ( , ) 0

x x x y A f x y

x x x y A f x y

η ε ε

η ε ε

− ≤ ⇒ + ∈ + >
− ≤ ⇒ − ∈ − <

  



 112 التوابع لعدّة متحوّلات

1 نختار إذن 2min( , )η η η= 0. عندئذ إذا كان| |x x η−   استنتجنا من كون >
0( , ) 0f x y ε+ )0  و  < , ) 0f x y ε− <  

)أنّ  )xϕ  0يقع بينy − ε 0وy ε+  0أو| ( ) |x yϕ ε−   .ϕ. وهذا يثبت استمرار >
 .Iعلى  1Cمن الصف  ϕالتابع  أنّ لنثبت  �

)وأياًّ كانت  Iمن  x. أياًّ كانت Aعلى  1Cينتمي إلى الصف  fنفترض الآن أنّ  , )h k  من
2ℝ التي تحُقّق ( , ( ) )x h x k I Jϕ+ + ∈ قابلاً للمفاضلة عند  fكون نستنتج من   فإننا ×

( , ( ))x xϕ  ّأن  
2 2( , ( ) ) ( , ( )) ( , ( )) ( , )x yf x h x k f x x h f x x k h k h kϕ ϕ ϕ ε′ ′+ + = + + +  

.حيث
( , ) (0,0)

lim ( , ) 0
h k

h kε
→

=.  

)لنختر  ) ( )hk k x h xϕ ϕ= = +   فيكون −
2 20 ( , ( )) ( , ( )) ( , )x y h h hf x x h f x x k h k h kϕ ϕ ε′ ′= + + +  

  فإذا عرفّنا
( , )

( , ) sgn( )
( , ( ))

h
h

y

h k
h k h

f x x

ε
ε

ϕ
=

′
ɶ  

كان 
0

lim ( , ) 0h
h

h kε
→

=ɶ وكان  
2

( , ( )) ( ) ( )
( , ) 1

( , ( ))
x h

h
y

f x x kx h x
h k

f x x h h

ϕ ϕ ϕ
ε

ϕ

 ′ + −  + = ⋅ +   ′  
ɶ  

) لنضع إذن , ( ))/ ( , ( ))x yf x x f x xϕ ϕ′ ′= −ℓ  لنعرّفو  
( ) ( )

( )
x h x

h
h

ϕ ϕ
δ

+ −
= − ℓ  

  ن لديناعندئذ يكو 
( ) | ( , )|(1 | | ( ))hh h k hδ ε δ+≤ +ɶ ℓ  

0لتكن  ε<0 ختر، ولن η′< ليتحقّق  

( | | ) | ( , )|
2(1 |)

,
|hx h h h kI

ε
η ε

ε
∈ <+ ⇒ <

+ +
ɶ

ℓ
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),عندئذ في حالة  | | )x h hI η+ ∈ 1من كون  نستنتج ،>
| ( , )|

2hh kε <ɶ  ّأن  

( )
( ) | ( , )|(1 | |)

2h

h
h h k

δ
δ ε≤ + +ɶ ℓ  

  أو
( ) 2| ( , )|(1 | |)hh h kδ ε ε≤ + <ɶ ℓ  

وهذا يبرهن على أنّ 
0

lim ( ) 0
h

hδ
→

  ويعُطى مشتقّه بالعلاقة  xقابلٌ للاشتقاق عند  ϕ. أي إنّ =

  ( , ( ))
( )

( , ( ))
x

y

f x x
x

f x x

ϕ
ϕ

ϕ

′
′ = −

′
  �  

  :كما يلي   ، بإثبات مماثلإلى حالة تابع لثلاثة متحوّلات تعميم المبرهنة السابقة في الحقيقة يمكن

f: ليكنو ، 3ℝمنغير خالية مجموعة مفتوحة و A لتكن .مبرهنة 2-6. A → ℝ  ًتابعا
)مستمراًّ. نفترض أنهّ توجد نقطة  , , )a b c  فيA : تحُقّق الشرطين  

.1( , , ) 0f a b c =. 

zfالمشتق الجزئي  2. ) ويحُقّق Aعلى  موجود ومستمرّ  ′ , , ) 0zf a b c′ ≠.  
)مركزه  Dقرص مفتوح  وجديعندئذ  , )a bمجال مفتوح  يوجد،وJ  مركزهc  يحُقّقان

D J A× :وحيد  تابع مستمر  ويوجد، ⊃ D Jϕ   يحُقّق →
( , )a b cϕ )و        = , ) , ( , , ( , )) 0x y D f x y x yϕ∀ ∈ =  

من الصف  ϕ، كان Aعلى  1Cينتمي إلى الصف  fسبق، إذا افترضنا أنّ  إضافة إلى ما
1C  علىD  وكان  

( , , ( , ))
( , ) , ( , )

( , , ( , ))

( , , ( , ))
( , )

( , , ( , ))

x

z

y

z

f x y x y
x y D x y

x f x y x y

f x y x y
x y

y f x y x y

ϕϕ

ϕ

ϕϕ

ϕ

′∂
∀ ∈ = −

′∂
′∂

= −
′∂

  

إلى  ϕانتمى  pCينتمي إلى الصف  fإذا افترضنا في المبرهنتين السابقتين أنّ  .ملاحظة 3-6.
  أيضاً. pCالصف 
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  الأشكال التفاضليّة من المرتبة الأولى 7.

شكلاً تفاضلياً من المرتبة ، نسمّي nℝ مجموعة مفتوحة غير خالية من A : لتكن تعريف 1-7.
يأخذ قيمه في فضاء الأشكال الخطيّة على  A معرّف على ω، كل تطبيق A على الأولى
nℝأي ، : ( , )nAω → L ℝ ℝ. فالشكل التفاضلي ω عنصربك قرني ل x  منA 

: شكلاً خطياً  n
xω →ℝ ℝ ّويمكننا كتابة الشكل الخطي . xω عبارةً  وحيد بأسلوب 

)خطيّة بعناصر الأساس القانوني في )n ∗ℝ  1أي(d , , d )nx x… فيكون .  

1

( )d
n

x k k
k

x x
=

ω = ω∑  

f:فمثلاً إذا كان  A → ℝ  تابعاً عددياً قابلاً للمفاضلة على مجموعة مفتوحة غير خاليةA من 
nℝ كان تفاضله ،d f  ًتفاضلياً من المرتبة الأولى على شكلا A:  

1

d : ( ) , d ( )d
n

n
x k

kk

f
f A x f x x

x
∗

=

∂
→ =

∂∑ℝ ֏  

  .الآتيومنه التعريف 

 من Aمن المرتبة الأولى على مجموعة مفتوحة وغير خالية  اً تفاضلي شكلاً  ωليكن  .تعريف 2-7.
nℝ.  إنّ نقولω شكل تفاضلي  إذا وفقط إذا وُجِدَ تابع عددي تام ،:f A → ℝ 

d، ويحُقق Aقابل للمفاضلة على  fω ، إن وُجِدَ، لا يكون fلاحظ أنّ التابع (. =
)ه في تلك الحالة يكون وحيداً لأنّ  , d( )f∀α ∈ α + = ωℝنسمّي . f  ًتابعا

  .A على ωلشكل التفاضلي ل أصلياً 

ليكن  .تعريف 3-7.
1

d
n

k k
k

x
=

ω = ω∑  ًعلى مجموعة مفتوحة  من المرتبة الأولى اً تفاضلي شكلا

nℝ ،(2من Aوغير خالية  )n≤ ، إنّ نقول ω إذا وفقط إذا مغلق شكل تفاضلي ،
,1انتمت التوابع  , nω ω…  1إلى الصفC  علىA ق الشرطالآتي، وتحق :  

2( , ) ,
ji

n
j i

i j
x x

∂ω∂ω
∀ ∈ =

∂ ∂
ℕ  
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 ليكن .مبرهنة 4-7.
1

d
n

k k
k

x
=

ω = ω∑  شكلاً تفاضلياً من المرتبة الأولى على مجموعة مفتوحة

2) مع، nℝ من Aوغير خالية  )n≤ ولنفترض أنّ الشكل التفاضلي .ω  ّوأن تام
,1التوابع  , nω ω…  1تنتمي إلى الصفC  علىA عندئذ يكون الشكل التفاضلي .ω 

  .Aمغلقاً على 
  الإثبات

f:تاماً، فهناك تابع عددي  ωكان   امّ ـل A → ℝ قابلٌ للمفاضلة على A يحُقّق d f = ω .
  ومن ثمَّ يكون لدينا

,n i
i

f
i

x

∂
∀ ∈ ω =

∂
ℕ  

,1ولكنّ التوابع  , nω ω… 1 تنتمي إلى الصفC  علىAيقبل التابع ، . إذنf شتقات جزئيّة م
  يكون لدينا 3-15. . واستناداً إلى المبرهنةAمستمرةّ من المرتبة الثانية على 

2 2
2( , ) ,

ji
n

j j i i j i

f f
i j

x x x x x x

∂ω∂ω ∂ ∂
∀ ∈ = = =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
ℕ  

  �  مغلقٌ. ωوالشكل التفاضلي 

أنّ عكس المبرهنة السابقة خطأ بوجه عام، إذ يمكن لشكلٍ تفاضلي أن يكون مغلقاً  الآتييبين المثال 
   .على مجموعة مفتوحة دون أن يكون تامّاً عليها

المعرّف على اموعة المفتوحة  ωليكن الشكل التفاضلي من المرتبة الأولى  .مثال 5-7.
{ }2\ (0, 0)A = ℝ   يأتيكما:  

( , ) 2 2 2 2d dx y

y x
x y

x y x y

−
ω = +

+ +
  

  لأنّ  Aمغلق على  ωإنّ 
2 2

2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2

( )

( )

y y x

y x y y x

x y x

x x y y x

 ∂ − − =  ∂ + +

 ∂ − =  ∂ + +
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f:، إذن يوجد تابع عددي تامω  لنفترض جدلاً أنّ الشكل التفاضلي  A → ℝ  قابل للمفاضلة
  يحقق Aعلى 

2 2 2 2( , ) , ( , )
f y f x
x y x y

x yx y x y

∂ ∂
= − =

∂ ∂+ +
  

  لنعرّف إذن التابع الحقيقي
: , (cos , sin )h f→ θ θ θℝ ℝ ֏  

  يقبل الاشتقاق وأنّ  hفنلاحظ أنّ 

( ) sin (cos , sin ) cos (cos , sin ) 1
f f

h
x y

∂ ∂′ θ = − θ ⋅ θ θ + θ ⋅ θ θ =
∂ ∂

  

  نستنتج من ذلك أنّ 
2

0

2 ( )d (2 ) (0) 0h h h

π

′π = θ θ = π − =∫  

  ليس تاماً.  ωوهذا تناقض واضح. فالشكل التفاضلي المغلق 

  شكلٍ تفاضلي مغلقٍ تاماً. حالة خاصّة يكون فيها كل  الآتيةتُـبـَين المبرهنة 

Poincaréمبرهنة 6-7. nℝ، (2 من �مجموعة مفتوحة ونجميّة A لتكن .- )n≤وليكن ،  

1

d
n

k k
k

x
=

ω = ω∑  

  تاماً. ω. عندئذ يكون Aشكلاً تفاضلياً من المرتبة الأولى مغلقاً على اموعة 
  الإثبات
)1لتكن  , , )na a a=   تحُقّق Aفي  …

( ), [0,1], 1x A t t a t x A∀ ∈ ∀ ∈ − + ∈  
)1 في حالةولنعرّف  , , )nx x x=   المقدار Aمن  …

1

1 0

( ) ( ) ( ( ))d
n

i i i
i

f x x a a t x a t
=

= − ω + −∑ ∫  

                              

����
, قّق الشرطتحُ  Aفي  aأي يوجد   [0, 1], (1 )x A t t a t x A∀ ∈ ∀ ∈ − + ∈.  
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f:فنحصل على تابع عددي  A → ℝ1كانت التوابع   ا ـّ. لم, , nω ω…  مستمرةّ، أمكننا
  لنا أن نكتبَ: تيحالاشتقاق تحت إشارة التكامل، وهذا ما ي

1 1

10 0
1 1

10 0
1

10

( ) ( ( ))d ( ) ( ( ))d

( ( ))d ( ) ( ( ))d

( ( )) ( ) ( ( )) d

d
( ( )) (

d

n
i

j i i
ij j

n
j

j i i
i i

n
j

j i i
i i

j j

f
x a t x a t x a t a t x a t

x x

a t x a t t x a a t x a t
x

a t x a t x a a t x a t
x

a t x a t a t
t

=

=

=

∂ω∂
= ω + − + − + −

∂ ∂

∂ω
= ω + − + − + −

∂
 ∂ω  = ω + − + − + −   ∂  

= ω + − + ω +

∑∫ ∫

∑∫ ∫

∑∫

( )

( )

1

0
1

1

0
0

( )) d

d
( ( )) d ( ( )) ( )

d

t

j j jt

x a t

t a t x a t t a t x a x
t

=

=

  −   

 = ω + − = ω + − = ω  

∫

∫

  

,1 واستمرار التوابع , nω ω… نستنتج أنّ علنا يجf  يقبل المفاضلة علىAو ،d f = ω.  �  

 وليكن .nℝمجموعة مفتوحة وغير خالية من A: لتكن  تعريف 7-7.
1

d
n

k k
k

x
=

ω = ω∑ 

,1 أي إنّ التوابع(، Aشكلاً تفاضلياً مستمراً من المرتبة الأولى على  , nω ω…  مستمرة
:1 . وليكنA) على [ , ] , ( ( ), , ( ))n

na b t t tϕ → ϕ ϕℝ ֏ عاً من الصف تاب …
1C قيحق ،( )[ , ]a b Aϕ   ، العددϕ على ω تكاملَ الشكل التفاضلي. نسميّ ⊃

( ) ( )
1

( ) d( )
n

b

k k
a
k

t t t
ϕ =

′ω = ω ϕ ϕ∑∫ ∫  

:1 التابع أمّا إذا كان [ , ] , ( ( ), , ( ))n
na b t t tϕ → ϕ ϕℝ ֏ ستمراً، من تابعاً م …

)يحقق و قِطعَِياً،  1C الصف )[ , ]a b Aϕ )0. فتوجد أعداد ⊃ )i i mτ ≤ ]من  ≥ , ]a b 
0 تحُقّق 1 ma bτ τ τ= < < < لات على كل من اا ϕ ، ويقبل مقصورُ ⋯=

1] , [i iτ τ + ،(0 )i m≤ ] إلى تابع ، التمديدَ > ]iϕ  1من الصفC  ال علىا
1[ , ]i iτ τ   ، العددϕعلى  ω. عندها نسميّ تكاملَ الشكل التفاضلي +

[ ]

1
i

m

i

ω ω
ϕ ϕ

=

= ∑∫ ∫  
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  المعرّف بالعلاقة  2ℝهو الشكل التفاضلي من المرتبة الأولى على  ωفمثلاً، إذا كان 
d dx y y xω = +  

  وكان
2 2: [0,2] , ( ) ( , )t t tϕ → ϕ =ℝ  

  كان

( ) [ ]
2 2

22 2 3
0

0 0

(2 ) d 3 d 8t t t t t t t
ϕ

ω = + = = =∫ ∫ ∫  

  أمّا إذا كان

2

( , 0) : [0,1]

: [0, 3] , ( ) (1, 1) : [1, 2]

(3 , 3 ) : [2, 3]

t t

t t t

t t t

 ∈ψ → ψ = − ∈ − − ∈

ℝ  

  فعندها
1 2 3

0 1 2

0 d 1d 2( 3)d 1 1 0t t t t
ψ

ω = + + − = − =∫ ∫ ∫ ∫  

:ليكن  .تعريف 8-7. [ , ] na bϕ → ℝ  ً1من الصف  �تابعاC ،)1صفأو مستمراً ومن الC 
)، ولنعرّف )قِطَعياًّ  )[ , ]a bΓ = ϕ.  ثمُّ ليكن: [ , ] [ , ]a bλ α β تقابلاً ينتمي هو،  →

:. فيكون 1C وتقابله العكسي، إلى الصف [ , ] nλ α βϕ →	 ℝ  ًوسيطياً آخر  تمثيلا
λϕو ϕ. نقول إنّ تغييراً مقبولاً للوسيط λونسمّي ، Γلـ  التوجيه  Γيعرفّان على  	

توجيهين متعاكسين، إذا كان  Γمتزايداً تماماً، ونقول إّما يعرّفان على  λنفسه، إذا كان 
λ  ًفإذا اكتفينا بالتغييرات المقبولة والمتزايدة تماماً للوسيط قلنا إننا قد وجّهنا �متناقصاً تماما .
Γ التمثيل الوسيطيّ  طةواسبϕ.  

                              

�
  .أو منحنياً وسيطياً  

�
  .لا بدُ أن يكون مطّرداً تماماً  λلاحظ أنّ  
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  بين علاقة تغيير المتحول في حساب التكاملات أنّ تُ   

λ
ω ω

ϕ ϕ
=∫ ∫ 	

  

، ومهما Γ تحوي Aالمعرّف على مجموعة مفتوحة  ω وذلك مهما يكن الشكل التفاضلي
للوسيط. لذلك نرمز إلى القيمة المشتركة لهذه التكاملات  λيكن التغيير المقبول المتزايد تماماً 

بالرمز 
Γ

ω∫ ونسمّيها تكامل ،ω  على طول المنحني الموجّهΓ المعرّف بالتمثيل الوسيطي 
ϕ .  

، Γوالموجّه توجيهاً معاكساً لتوجيه  Γإلى المنحني المعرّف انطلاقاً من  Γ−وإذا رمزنا بالرمز
   مقبول متناقص تماماً للوسيط، فإننا نجد بسهولة أنّ وذلك باستخدام تغيير

−Γ Γ
ω = − ω∫ ∫  

  .Γتحوي  Aالمعرّف على مجموعة مفتوحة  ωوذلك مهما يكن الشكل التفاضلي 

معرّف  nℝمن  Γقِطَعياًّ، كل منحن  1Cمن الصف  طريقاً ، نسمّي يأتيفي كل ما   �
:1وسيطياً بتابع  [ , ] , ( ( ), , ( ))n

na b t t tϕ → ϕ ϕℝ ֏ ، ومن الصف  … 1مستمرC 
)قِطَعياًّ، ونسمي  1C قصد طريقاً من الصفقِطَعياًّ. وعندما نقول اختصاراً كلمة طريق، فن )aϕ 

)، ونسمّي Γالطريق  بداية )bϕ وإذا كان نهايته .( ) ( )a bϕ = ϕ  قلنا إنّ الطريقΓ  ٌوإذا  مغلق .
)هي  Γ−بتغيير توجيهه، فإنّ بداية  Γهو الطريق الذي نحصل عليه من  Γ−كان  )bϕ  ايتهو
)هي  )aϕ.  

 yوايتها  xالتي مبدؤها  القطعة المستقيمة، فإنّ nℝعنصرين من  yو  xوأخيراً، إذا كان 
  والممثلة بالمنحني الوسيطي

: [0,1] , ( )n t x t y xϕ → + −ℝ ֏  

. نرمز إلى هذا الطريق yوايته  x بدايته 1C غاية البساطة على طريق من الصفتعد مثالاً في 
]بالرمز  , ]x y.  
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 ليكن. مبرهنة 9-7.
1

d
n

k k
k

x
=

ω = ω∑ اً على مجموعة كلاً تفاضلياً من المرتبة الأولى مستمرّ ش

قطعياًّ، معرفّاً بالتمثيل  1C طريقاً من الصف Γ . وليكنnℝ من Aمفتوحة وغير خالية 
:1الوسيطي  [ , ] , ( ) ( ( ), , ( ))n

na b t t tϕ → ϕ = ϕ ϕℝ . عندئذ Aومحتوى في  …
dإذا كان  fω   فإنّ  Aعلى  =

( ( )) ( ( ))f b f a

Γ

ω = ϕ − ϕ∫ 

  الإثبات
)0لتكن  )i i mτ ≤ ]من  ≥ , ]a b 0 تحُقّق 1 ma bτ τ τ= < < < على   ϕ ، ويقبل مقصورُ ⋯=

[1 كل من االات , [i iτ τ +،(0 )i m≤ ]إلى تابع  ، التمديدَ > ]iϕ  1من الصفC  على
1[ , ]i iτ τ   . عندها يكون+

1

[ ]

1

1

1

( ( )) ( ) d

( ) ( )d ( ) ( )

i

i
i

i

i

n

k
k k

i i

f
t t t

x

f t t f f

τ

τ

τ

τ

ω

τ τ

+

+

=ϕ

+

 ∂   ′= ϕ ϕ   ∂  

′= ϕ = ϕ − ϕ

∑∫ ∫

∫ 	 	 	

  

  ومن ثمَّ 

  ( )
[ ]

1 1

1
1 1

( ( )) ( ( ))

( ( )) ( ( ))

i

m m

i i
i i

f f

f b f a

ω ω τ τ

− −

+
= =Γ ϕ

= = ϕ − ϕ

= ϕ − ϕ

∑ ∑∫ ∫  

  �  .وهي النتيجة المرجوّة

 ليكن .مبرهنة 10-7.
1

d
n

k k
k

x
=

ω = ω∑  شكلاً تفاضلياً من المرتبة الأولى مستمراً على مجموعة

  :الآتيتين ينالخاصّت هناك تكافؤ بين. nℝمن Aغير خالية و مفتوحة مترابطة 
  .تامω  الشكل التفاضلي  1.
  يكن  ،Aقِطعَِياًّ ومحتوى في  1C من الصف Γ مهما يكن الطريق المغلق 2.

0
Γ

ω =∫  
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  الإثبات
.2 : ، إذن يوجد تابعتامω  لنفترض أنّ الشكل التفاضلي  ⇐1. nf A → ℝ من الصف 

1C يحُقّق d fω ثّلاً ، ممA اً محتوى فيعيّ طَ قِ  1C طريقاً مغلقاً من الصف Γ. فإذا كان =
: وسيطياً بالتابع [ , ] na bϕ → ℝ ،حيث ( ) ( )a bϕ = ϕ أمكننا أن نكتب، استناداً إلى ،

  المبرهنة السابقة، أنّ 
( ( )) ( ( )) 0f b f a

Γ

ω = ϕ − ϕ =∫  

.1  4-4. يوجد، استناداً إلى المبرهنة Aمن  x. مهما تكن Aمن  aوبالعكس، لتكن  ⇐2.
  . لنضع إذن xوايته  a، بدايته Aمحتوى في  1Cمن الصف  Γطريق 

( )f x

Γ

= ω∫  

 1C من الصف Γ′جيدٌ، لأنه لو تأملنا طريقاً آخر fفي الحقيقة، إن تعريف 
Γ′− لطريق، كان اxوايته  a قِطَعِياًّ بدايته = Γ ∪ Γɶ الذي نحصل عليه ،
بعد تغيير جهته، طريقاً مغلقاً من  Γمتبوعاً بالطريق الناتج من  Γ′من الطريق 

0. ومنه لا بدُّ أن يكون Aقِطعَِياًّ، محتوى في  1C الصف

Γ

ω =∫
ɶ

  : ، ولكن

− ′ ′Γ ΓΓ ΓΓ

ω = ω + ω = − ω + ω∫ ∫ ∫ ∫ ∫
ɶ

  

  ومن ثمَّ فإنّ 

′Γ Γ

ω = ω∫ ∫  

)فقيمة  )f x قيمةتتعلّق فقط ب x ولا تتعلّق بالطريق ،Γ  ٍفي تعريفها. وبأسلوب ي استُخْدِمَ  الذ
  ممُاثل لما سبق نبرهن أنّ 

  ( ) ( )f x f y

Γ

− = ω∫  �  

  .xه ، وايتyقِطَعِيّاً بدايته  1C، من الصف Aطريق ما في هو  Γ و

 

Γ

A

a

x′Γ
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)1ليكن  , , )ne e=E )1 ، ولتكنnℝ الأساس القانوني في … , , )nx x x= ا   ـّ. لمAمن  …
∗في  0ηمجموعة مفتوحة فهناك  Aكانت 

+ℝ  تحُقّق  

1 0
1

( , , ) , max(| |)n
n i

i n
h h h h x h Aη

≤ ≤
∀ = ∈ ≤ ⇒ + ∈… ℝ  

من اال  h، وأياً كانت � . عندئذ يمكننا أن نكتب، استناداً إلى العلاقةnℕمن  iلتكن 
0 0[ , ]η η−  ما يلي:  

[ , ]

1

1

0

( ) ( )

( , , , , )d

i

i

x x h e

i i n

f x h e f x

h x x th x t

+ ⋅

+ ⋅ − = ω

= ω +

∫

∫ … …

  

0من  hوهذا بدوره يقتضي، أياً كانت  0[ , ]\{0}η η−:  

( )
1

1

0

( ) ( )
( ) ( , , , , ) ( ) di
i i i n i

f x he f x
x x x t h x x t

h

+ −
− ω = ω + − ω∫ … …  

  ، استنتجنا أنّ xمستمراً عند  iωكان   ا ـّولم

0

( ) ( )
lim ( )i

i
h

f x h e f x
x

h→

+ ⋅ −
= ω  

  يعُطى بالصيغة : ixبالنسبة إلى المتحوّل  مشتقاً جزئياً  x عند fإذن يقبل التابع 

( ) ( )i
i

f
x x

x

∂
= ω

∂
  

,1كانت التوابع   ا ـّلم، و Aمن  xو nℕمن  i قاً، أياً كانكان هذا محقّ   ا ـّلمو  , nω ω…  ،ّمستمرة
  ، وأنّ Aعلى  1Cينتمي إلى الصف  fفإننا نستنتج أنّ 

d f = ω  
  �  المطلوب. يكتمل إثباتبذا و 
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 1Γو 0Γ . وليكنnℝمجموعة مفتوحة ومترابطة وغير خالية من  Aلتكن  .تعريف 11-7.
  قِطَعياًّ، معرفّين بالتمثيلين الوسيطيين: 1C، مغلقين ومن الصف Aطريقين في 

0 : [0,1] Aϕ 1و    → : [0,1] Aϕ →  
  مستمر  ، إذا وفقط إذا وُجِدَ تابعٌ Aفي  0Γ لطريقل شوّه مستمر تهو  1Γنقول إنّ   

( ): [0,1] [0,1] , ( , ) ,H A t u H t u× → ֏  
  قّق الشروط التاليةيحُ   

	 ( ) ( )0. [0,1], , 0t H t t∀ ∈ = ϕ  
	 ( ) ( )1. [0,1], ,1t H t t∀ ∈ = ϕ  
	 ( ) ( ). [0,1], 0, 1,u H u H u∀ ∈ =  

  .1Γإلى  0Γمن  Aفي  تشويهٌ مستمرH   إنّ ونقول   
 1Γابق وكان الطريق ، إذا كنّا في الوضع السAفي  تشوّه مستمر لنقطةهو  0Γونقول إنّ   

  .)اً ثابت اً تابع 1ϕالتابع  إذا كانأي (، Aمؤلّفاً من نقطة واحدة في 

الممثّل وسيطيّاً  Aإلى المنحني المغلق في  uΓفإذا رمزنا بالرمز 
)بالتمثيل  ),t H t u֏ كوّنت الجماعة ،( ) [0,1]u u∈Γ 

وتنتهي  0Γمن المنحنيات التي تبدأ بالطريق  »مستمرةّ«جماعة 
  .Aمع البقاء داخل اموعة  1Γبالطريق 

هي  “A في 0Γ لطريقهو تشوّه مستمر ل ”1Γويمكن القارئ أن يتيقّن بسهولة أنّ العلاقة الثنائية 
   .Aقِطَعيّاً في  1Cعلاقة تكافؤ على مجموعة الطرق المغلقة من الصف 

مجموعة مفتوحة وغير  A لتكن .تعريف 12-2.
 بسيطة الترابط A. نقول إنّ nℝخالية من

مترابطة، وكان كل  Aإذا وفقط إذا كانت 
 Aقِطعَياًّ في  1Cطريقٍ مغلقٍ ومن الصف 
  .Aتشوّهاً مستمراً لنقطة في 

1Γ

A

uΓ

0Γ

A بسيطة الترابط  B بسيطة الترابط غير  

A

B
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 تحُقّق aنقطة  Aفي . عندئذ توجد nℝ مجموعة مفتوحة ونجميّة من Aلتكن  .مثال 13-7.
, [ , ]x A a x A∀ ∈ وسيطياًّ لاً ، ممثAقِطعَياًّ في  1Cطريقاً مغلقاً من الصف  Γ فإذا كان. ⊃

: بالتابع [0,1] Aϕ    ، أمكننا تعريف التابع المستمرّ →
( ) ( ): [0,1] [0,1] , , (1 )H A H t u u t ua× → = − ϕ +  

 في  وهو تشويهٌ مستمرA  0منΓ  إلى الطريق المغلق الثابت المؤلّف من النقطةa.  وعلى هذا تكون
 كل مجموعة مفتوحة ونجميّة مجموعة بسيطة الترابط.

شكلاً تفاضلياً من المرتبة الأولى مستمراً على مجموعة مفتوحة وغير خالية  ωليكن  .تعريف 14-7.
A منnℝ ّنقول إن .ω  إذا وفقط إذا كان تاماً في جوار مفتوح لكل نقطة من محلياًّ  تام ،

0يوجد  Aمن  a: مهما تكن تي. أو بقول آخر إذا تحقّق الشرط الآAنقاط  ar< 
)على الكرة المفتوحة  ωمقصور  يجعل , )aB a r .ًتامّا  

 لاحظ أنّ كل  على مجموعة مفتوحة وغير خالية شكل تفاضلي من المرتبة الأولى مستمر وتام A من 
nℝ ّعلى مجموعة مفتوحة وغير خالية  اً، وكل شكل تفاضلي المرتبة الأولى مغلقٍ ، يكون تامّاً محليA 
  7-6.، يكون تاماً محليّاً. وذلك بمقُتضى المبرهنة nℝ من

  .نأتي الآن إلى مبرهنة تعُد من أهمّ مبرهنات هذا البحث

على مجموعة مفتوحة ومترابطة اً شكلاً تفاضلياً من المرتبة الأولى مستمرّ  ωليكن  .مبرهنة15-7.
 نان مغلقاطريق 1Γو 0Γ أنّ ، و Aمحليّاً على  تامω  . نفترض أنّ nℝمن Aوغير خالية 

   كان  1Γ لطريقل Aتشوهاً مستمراً في  0Γقِطعَِيّاً. فإذا كان  1Cمن الصف  Aفي 

0 1Γ Γ
ω = ω∫ ∫  

  الإثبات
[0,1]لنضع اختصاراً    [0,1]P = H:، وليكن × P A→  ّاً في تشويهاً مستمرA 

) ، استنتجنا أنّ متراصّةً  مجموعةً  Pاً وتابعاً مستمرّ  Hا كان  ـّ. لم1Γإلى  0Γمن  )K H P= 
0يوجد  Kمن  aمتراصّة. ومهما تكن  مجموعة ar< يجعل ( , )aB a rω .ًتامّا  
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  :الآتيةلنثبت إذن الخاصّة 
  0, , , ( , ) ( , )

zz z az K a K B z B a r∃ρ > ∀ ∈ ∃ ∈ ρ ⊂  �  
  في الحقيقة، إذا لم يكن ذلك صحيحاً، فإنّ 

, , , ( , 2 ) ( , )n
n n an z K a K B z B a r−∀ ∈ ∃ ∈ ∀ ∈ ⊂/ℕ  

)متراصّة، وجدنا متتالية جزئيّة  K ا كانت ـّولم )( )n nzϕ ∈ℕ  من( )n nz ∈ℕ  منمتقاربة z  فيK .
) قّقيحُ  mوعندها يوجد عدد طبيعي  )2

2
zm r−ϕ )و  > )( ) ,

2
z

m

r
z B zϕ فالشرط  . ومن ثمَّ ∋

( )
( )( , 2 )mmt B z −ϕ

ϕ∈ يقتضي  

( ) ( ) 2 2
z z

m m z

r r
t z t z z z rϕ ϕ− ≤ − + − < + =  

)أي  , )zt B z r∈ . وهذا التناقض يثبت صحّة� .  
)على كل كرة مفتوحة  تامω  نستنتج من ذلك أنّ الشكل التفاضلي  , )B x ρ حيث x  من

K 0نستنتج أنّ  ،7-10.. وبناءً على المبرهنة
Γ

ω طريقاً مغلقاً من  Γ وذلك مهما يكن ∫=
) قِطعَِياًّ، محتوى في كرة مفتوحة 1C الصف , )B x ρ  مركزها عنصرx  منK.  

1، كان هناك P مستمراً بانتظام على اموعة المتراصّة Hكان   ا ـّمن ناحية أخرى، لم n<  ُقّق يح
  الشرط

  ( )
1

2
1

| |
( , ),( , ) , ( , ) ( , )

| | 2
n

n

t t
t u t u P H t u H t u

u u

ρ′ − ≤ ′ ′ ′ ′∀ ∈ ⇒ − <′ − ≤ 
  �  

,2لنعرّف إذن النقاط  ( , )( )
ni j i jx ∈ℕ  منK  بالعلاقة, ( , )jii j n n

x H= ولنعرّف، أياً كانت ،j 
   يأتي:قِطَعِيّاً، كما  1Cمن الصف  Aفي  jγ، الطريق المغلق nℕمن 

0, 1, 1, 2, 1, 0,[ , ] [ , ] [ , ]j j j j j n j jx x x x x x−γ = ∪ ∪ ∪⋯  
,لاحــظ أنّ ( 0,( n j jx x=.  0وأخــيراً لنرمــز بــالرمز

, 1i i+Γ  0إلى الجــزء مــن الطريــقΓ  الــذي بدايتــه
,0ix 1,0ايته وix   كما يلي:اً  أي المعرّف وسيطيّ  +

0

1
, , ( ) ( ,0)
i i

A t t H t
n n

 +  → ϕ =
  

֏  

}من  i حيث }0, , 1n −….   
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}من  i، في حالة ولنرمز بأسلوب مماثل }0, , 1n 1 بالرمز ،…−
, 1i i+Γ  1إلى الجزء من الطريقΓ 

i,الذي بدايته  nx  ايته1و,i nx   بالتمثيل أي المعرّف وسيطياً  +

1

1
, , ( ) ( ,1)
i i

A t t H t
n n

 +  → ϕ =
  

֏  

}من  iتكن لو  }0, , 1n كانت جميع نقاط   ـاّلم .…−
0الطريق المغلق 

, 1 1,0 ,0[ , ]i i i ix x+ +Γ واقعة، استناداً إلى  ∪
)0, ، داخل الكرة المفتوحة� , )iB x ρ فإن تكامل ،ω  على

  ، ومنه نستنتج أنّ معدومٌ طول هذا الطريق 

0
, 1 ,0 1,0[ , ]i i i ix x+ +Γ

ω = ω∫ ∫  

 وبالجمع نجد
0 ,0 1,0 0

1

[ , ]0 i i

n

x x
i +

−

Γ γ=
ω = ω = ω∑∫ ∫ ∫  
  

1وكذلك، لأن جميع نقاط الطريق المغلق 
, 1 1, ,[ , ]i i i n i nx x+ +Γ رة المفتوحة كتقع داخل ال ∪

,( , )i nB x ρ ّنجد بأسلوب مماثل أن ،  

1
, 1 , 1,[ , ]i i i n i nx x+ +Γ

ω = ω∫ ∫  

  وبالجمع نجد

  
1 , 1,

1

[ , ]0 i n i n n

n

x x
i +

−

Γ γ=
ω = ω = ω∑∫ ∫ ∫  �  

)وأخيراً، لتكن  , )i j  من{ }20, , 1n قِطَعِيّاً المعرّف كما  1Cولنتأمّل الطريق من الصف  .…−
  :يأتي

 , 1, 1, 1, 1 1, 1 , 1 , 1 ,[ , ] [ , ] [ , ] [ , ]i j i j i j i j i j i j i j i jx x x x x x x x+ + + + + + + +∪ ∪ ∪   
، �كانت جميع نقاط هذا الطريق المغلق تقع، استناداً إلى   ا ـّلم

),كرة المفتوحة داخل ال , )i jB x ρ كان تكامل الشكل ،

  : على طول هذا الطريق معدوماً، ومن ثمَّ  ω التفاضلي

, 1, , 1 1, 1 , , 1 1, 1, 1[ , ] [ , ] [ , ] [ , ]i j i j i j i j i j i j i j i jx x x x x x x x+ + + + + + + +

ω − ω = ω − ω∫ ∫ ∫ ∫  

 1,0ix +

0
, 1i i+Γ

,0 1,0[ , ]i ix x +

,0ix

1jγ +

jγ

,i jx

1,i jx +

, 1i jx +

1, 1i jx + +
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}في  iوجمعنا العلاقات السابقة عندما تتحول  jفإذا ثبّتنا  }0, , 1n   :أنّ  وجدنا …−

1 , , 1 , , 1

0, 0, 1 , , 1

1

[ , ] [ , ]0 1

[ , ] [ , ]
0

j j i j i j i j i j

j j n j n j

n n

x x x x
i i

x x x x

+ + +

+ +

−

γ γ = =
ω − ω = ω − ω

= ω − ω =

∑ ∑∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
  

  وهذا يثبت أنّ 
  { }

1

0, , 1 ,
j j

j n
+γ γ

∀ ∈ − ω = ω∫ ∫…  �  

نجد أنّ  �و �و 
وبملاحظة 
0 1Γ Γ

ω = ω∫   �  المطلوب.إثبات ويتم  ∫

 ،اً محليّاً على مجموعة مفتوحةشكلاً تفاضلياً من المرتبة الأولى مستمراً وتامّ  ωليكن  .نتيجة 16-7.
  تاماً.  ω. عندئذ يكون الشكل التفاضلي nℝ من Aبسيطة الترابط وغير خالية 

  الإثبات
 A قِطعَياًّ في 1Cمن الصف  Γكل طريق مغلق   بسيطة الترابط، فإنّ  Aكانت   ا ـّ، لمفي الحقيقة

  ، ومن ثمَّ يكونAمن  aيكون تشويهاً مستمراً لنقطة 

{ }
0

aΓ
ω = ω =∫ ∫  

  �  7-10.بمقُتضى المبرهنة Aفي  تامω  وذلك استناداً إلى المبرهنة السابقة. ونستنتج أنّ 

  7-6.للمبرهنة  الآتيوأخيراً نصل إلى التعميم المهم 

شكلاً تفاضلياً من المرتبة الأولى مغلقاً على مجموعة مفتوحة وبسيطة الترابط  ωليكن  .نتيجة 17-7.
  تاماً. ωالتفاضلي . عندئذ يكون الشكل nℝمن Aوغير خالية 

  
qwe  
agd  
zxc  
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  تمرينـات
  

J0)ادرس وجود النهاية عند  1. التمرين, 2من  (0
ℝ  0)للتوابع التالية المعرفّة في جوار, 0):  

2

2

2

( , )

1 cos
( , )

( , ) ,

.1

( , )

.2

.3

xy
f x y

x y

xy
g x y

y

x y
h x y

y x

α β

α β

=
+

−
=

∈ =
−

ℝ

  

  الحـل
)}\2 معرّف على fالتابع هنا  1. , ) : }f x x x= − ∈D ℝ ℝ ،1المتتالية  لنعرّف( )n nX ≥ 

) بالعلاقة fDمن عناصر  )2

1 1 1,n n n n n
X = −    من جهة أولى أنّ نلاحظ . −

lim (0,0)n
n

X
→∞

=  

)ية ومن جهة ثان )1lim ( ) limn nn n
f X n

→∞ →∞
= + = اية عند  f. إذن ليس للتابع ∞+

(0, 0).  
g معرّف على gالتابع  2.

∗= ×D ℝ ℝ ، تراجحةمن المبالاستفادة  
2

, 0 1 cos
2

t
t t∀ ∈ ≤ − ≤ℝ  

  نجد
2

( , ) , 0 ( , )
2

x
x y g x y∗∀ ∈ × ≤ ≤ℝ ℝ  

 وعليه
( , ) (0,0)

lim ( , ) 0
x y

g x y
→

= .  

بع  3. لتا على  hا م  عا ف بوجه  )2معرّ )h
∗
+=D ℝ لتكن ،( )max 2, 2γ α β> + .

)ولنعرف  )2

1 1 1,n n n n
X

γ
=   . فنلاحظ أنّ +

lim (0,0)n
n

X
→∞

=  
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  وأنّ 

2

2

1
lim ( ) lim 1n
n n

h X n
n

β

γ α β

γ

− −
−→∞ →∞

     = + = +∞       
  

,(0اية عند  hإذن ليس للتابع  0).  ú  
J0)ادرس وجود النهاية عند  2. التمرين, 3من  (0,0

ℝ  0)المعرّف في جوار  الآتيللتابع, 0, 0):  

( , , )
xyz

f x y z
x y z

=
+ +

 

  الحـل
} معرّف على fهنا التابع  }3( , , ) : 0f x y z x y z= ∈ + + ≠D ℝلنعرّف المتتالية ، 

( )n n
X ∗∈ℕ  من عناصرfD بالصيغة ( )4

1 1 2 1, ,n n n n n
X = −   نلاحظ من جهة أولى أنّ  −

lim (0,0, 0)n
n

X
→∞

=  

ومن جهة ثانية أنّ 
2

1( ) 2n n
f X n= ,(0اية عند  f. إذن ليس للتابع + 0,0).  ú  

J2) ادرس وجود النهاية عند 3. التمرين, 2, 3من  −(0
ℝ  النقطة  المعرّف في جوار الآتيللتابع

(2, 2, 0)−:  

2 2 2
( , , )

x y
f x y z

x y z

+
=

− +
  

  الحـل
}معرّف على  fهنا التابع  }3 2 2 2( , , ) : 0f x y z x y z= ∈ − + ≠D ℝ لنعرّف ،

)المتتالية  )n n
X α ∗∈ℕ ناصر من عfD بالصيغة ( )1 12 , 2 ,n n n n

X α α= + − نلاحظ من  .+

limجهة أولى أنّ  (2, 2,0)n
n

X α
→∞

= ومن جهة ثانية أنّ ، −
2

2
( )

8
nf Xα

α
=

+
. إذن ليس 

,(2اية عند  fللتابع  2,   . لأنهّ مثلاً  −(0

  0 1
lim ( )

4n
n

f X
→∞

1و    = 2
lim ( )

9n
n

f X
→∞

=  ú  
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Jليكن 4. التمرين :f →ℝ ℝ 1 تابعاً من الصفC ّنفترض أن.  

sup ]0,1[f k′ = ∈
ℝ

  

  نعرّف التابع :و 
2 2: , ( , ) ( ( ), ( ))F F x y x f y y f x→ = − −ℝ ℝ  

  .1Cينتمي إلى الصف  −1Fو F من تقابل، وأنّ كلاًّ  Fأثبت أنّ 
  الحـل
)إذا كان فمتباينٌ.  Fإنّ  � , ) ( , )F x y F x y′  استنتجنا أنّ  =′

( ) ( )x f y x f y′ ′− = ) و − ) ( )y f x y f x′ ′− = −  
  وبالاستفادة من متراجحة التزايدات المحدودة نستنتج أنّ 

| | ( ) ( ) | |

| | ( ) ( ) | |

x x f y f y k y y

y y f x f x k x x

′ ′ ′− = − ≤ −
′ ′ ′− = − ≤ −

  

|2أو  | | |x x k x x′ ′− ≤ |2و  − | | |y y k y y′ ′− ≤ 20. ولكن − 1k< < ،
xإذن  x yو =′ y ′=.  
) غامرٌ. لتكن Fإنّ  � , )a b  2من

ℝللمعادلة نرغب بإيجاد حل . ( , ) ( , )F x y a b= أو  
( )

( )

y f x a

x f y b

 − = − =
  

  : وهذا يُكافئ

( )
( ( ))

( )

x b f a f x

y a f x

 = + + = +
E  

:لنتأمّل إذن التابع  , ( ) ( ( ))a a x x f a f xϕ ϕ→ = − +ℝ ℝ ّإن .aϕ  تابعٌ من
  ويحُقّق ℝعلى  1Cالصف 

2

, ( ) 1 ( ( )) ( )

1 ( ( )) ( ) 1 0

ax x f a f x f x

f a f x f x k

ϕ′ ′ ′∀ ∈ = − +

′ ′≥ − + ≥ − >

ℝ
  

  . ℝتابعٌ متزايدٌ تماماً على  aϕإذن 
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  ومن جهة ثانية
0في حالة  � x≤ لدينا 

2

0
( ) (0) ( )d (1 )

x

a a ax t t k xϕ ϕ ϕ′− = ≥ −∫  

limإذن  ( )a
x

xϕ
→+∞

= +∞. 

0xوفي حالة  �  لدينا  ≥
0

2(0) ( ) ( )d (1 )( )a a a
x

x t t k xϕ ϕ ϕ′− = ≥ − −∫  

(0)2أو  (1 ) ( )a ak x xϕ ϕ+ − limإذن  ≤ ( )a
x

xϕ
→−∞

= نستنتج مما سبق أنّ  .∞−

( )aϕ =ℝ ℝ ّأي إن ،aϕ  تقابلٌ علىℝ،  1ينتمي إلى الصفC هو وتقابله العكسي .
)د حل وحيدٌ للمعادلة إذن يوج )a x bϕ )1هو = )ax bϕ−=.   

1وعندئذ يكون  1( , ) ( ( ), ( ( )))a ax y b a f bϕ ϕ− −= هو الحل الوحيد لجملة المعادلات  +
( )E  أي( , ) ( , )F x y a b=. 

 . فنجدFجاكوبي للتابع لنحسب مصفوفة  �

( , )

1 ( )
( )

( ) 1x y

f y
J F

f x

 ′− =  ′−  
  

2ويكون 
( , )det ( ) 1 ( ) ( ) 1 0x yJ F f x f y k′ ′= − ≥ − مصفوفة جاكوبي .إذن <

( , )( )x yJ F  ّاً كانقلَوبة أي ( , )x y  2من
ℝ.  1ولمـاّ كانF− ينتمي إلى  هأنّ  نانتجستمستمراًّ ا

2على  1Cالصف 
ℝ  ّوأن  

( ) 11
( , ) ( , )

1 ( )1
( ) ( )

( ) 11 ( ) ( )F x y x y

f x
J F J F

f yf x f y

−−
 ′
 = =  ′′ ′−   

  

  ú  وهي النتيجة المطلوبة.

Jمجموعة تعريف التابع  5. التمرين عين
2 2 2 2

1
( , ) arccos

1

xy
f x y

x y x y

−
=

+ + +
 ،

2في وأوجد مجموعة مفتوحة 
ℝ  1يكون هذا التابع عليها من الصفC احسب .d f  ُّثم

  .fاختزل كتابة 
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  الحـل
]على اال  مستمر معرّفٌ و  arccosالتابع    . ولكن −[1,1

2 2

2 2 2 2

|1 |
( , ) , 1 ( ) 0

1

xy
x y x y

x y x y

−
∀ ∈ ≤ ⇔ + ≥

+ + +
ℝ  

2على  مستمر معرّفٌ و  fإذن التابع 
ℝ موعتينلنعرّف ا .  

{ }2( , ) : 0x y x y+∆ = ∈ + >ℝ  و{ }2( , ) : 0x y x y−∆ = ∈ + <ℝ  
) في حالة ،ومن جهة ثانية .تانومحدّب تانمفتوح تانمجموع ∆−و ∆+ نلاحظ أنّ  , )x y  من+∆   

2 2 2

2 2

2
2 2 2

22

2

2 2

1 1 1
( , )

(1 ) 1 1
1

(1 )(1 )
(1 )

1
1 1 1 1

11

1 (1 ) (1 ) 1

1 1

f xy
x y

x xxy y x

x y

x xy
y x

x y x

x y xy

y x x xy

x y x x

 ∂ ∂ −  = − ⋅ ⋅   ∂ ∂  − + +
−

+ +
−

− + −
+ + += − ⋅ ⋅

+ ++
+ + −

= ⋅ =
+ + +

  

)ولأنّ  , ) ( , )f x y f y x=  ّاً كانت ه، أيّ استنتجنا أيضاً أن( , )x y  فلدينا ∆+من  

2

1
( , )

1

f
x y

y y

∂
=

∂ +
  

xfا كان  ـّولم yfو  ′   . وأنهّ ∆+ على 1C ينتمي إلى الصف f، استنتجنا أنّ ∆+مستمريّن على  ′

( , ) 2 2

1 1
( , ) , d d d

1 1
x yx y f x y

x y
+∀ ∈ ∆ = +

+ +
  

  يحُقّق cمترابطة، لأا محدّبة، استنتجنا أنهّ يوجد ثابتٌ  ∆+ولأنّ 
( , ) , ( , ) arctan arctanx y f x y x y c+∀ ∈ ∆ = + +  

0cنستنتج أنّ  (0,1)ار النقطة بوباخت   . أي=
( , ) , ( , ) arctan arctanx y f x y x y+∀ ∈ ∆ = +  

)وبملاحظة أنّ  , ) ( , )f x y f x y− −   ، نستنتج أيضاً أنّ =
  ( , ) , ( , ) arctan arctanx y f x y x y−∀ ∈ ∆ = − −  ú  
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Jلتكن  6. التمرينU  مجموعة مفتوحة منn
ℝ إذا كان .:g U → ℝ  2تابعاً من الصفC 

ه بأنّ  gعلى  Laplace، عرفّنا مؤثر Uعلى 
2

2
1

n

i i

g
g

x=

∂
∆ =

∂
 g. ونقول إنّ التابع ∑

∆0gإذا حقّق الشرط  Uعلى توافقيّ    .Uعلى  =
)اً كان أيّ   1. , )x y  2من

ℝنعرّف ،( , ) Re( )zf x y ze−= حيث iz x y= . أثبت +
2توافقيّ على  fأنّ 

ℝ.  

:3 أثبت أنّ 2. , ( ) arctan arctan arctan
y z x

f f x,y,z
x y z

∗ → = + +ℝ ℝ 

∗3تابع توافقي على 
ℝ.  

f:  مجموعة التوابععينّ 3. ∗
+ →ℝ ℝ توافقياً على  الآتي التي تجعل التابع( )n∗

ℝ:  

( )2 2 2
1 1 2( , , )n nF x x f x x x= + + +… ⋯  

g:2ليكن 4. →ℝ ℝ 2 تابعاً من الصفC وليكن  . 
2: [0,2 [ , ( , ) ( cos , sin )f f r r rπ θ θ θ∗

+ × → =ℝ ℝ  
Gنعرّف  g f=   .Gلتابع بدلالة المشتقات الجزئيّة ل ∆g. احسب �

  الحـل
) لنلاحظ أنّ  1. i )(cos i sin )z xze e x y y y− −= +   إذن −

2( , ) , ( , ) cos sinx xx y f x y xe y ye y− −∀ ∈ = +ℝ  
  إذن

( , ) (1 ) cos sin

( , ) (1 ) sin cos

x x
x

x x
y

f x y x e y ye y

f x y x e y ye y

− −

− −

′ = − −

′ = − +
  

  و

2

2

( , ) ( 2 ) cos sin

( , ) (2 ) cos sin

x x
x

x x

y

f x y x e y ye y

f x y x e y ye y

− −

− −

′′ = − + +

′′ = − −
  

∆0fأي  2على  =
ℝ.  
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  نلاحظ هنا أنّ  2.

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

( , , )

( , , )

( , , )

x

y

z

y z
f x y z

x y x z

z x
f x y z

y z y x

x y
f x y z

z x z y

′ = − +
+ +

′ = − +
+ +

′ = − +
+ +

  

  ومن ثمَّ 

2

2

2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2
( , , )

( ) ( )
2 2

( , , )
( ) ( )

2 2
( , , )

( ) ( )

x

y

z

xy xz
f x y z

x y x z

yz yx
f x y z

y z x y

zx zy
f x y z

x z y z

′′ = −
+ +

′′ = −
+ +

′′ = −
+ +

  

∆0fوعليه نرى أنّ  ∗3على  =
ℝ.  

1لنرمز تبسيطاً للكتابة  3. 2( , , , )nx x x x= 2و … 2 2
1 2 nr x x x= + +  نضع لو  .⋯+

)بالتعريف  ) ( )F x f r=.  مهما تكنk  1,2}من, , }n…يكن ،  

2

2

( ) ( )

( ) ( )
( )

k

k

k
x

k
x

x
F x f r

r

xf r f r
F x

r r r

′ ′=

′ ′ ′ ′′ = +   

  

  إذن

( ) ( ) 1
( ) ( ) ( )

f r f r n
F x n r f r f r

r r r

′ ′ ′ − ′′ ′∆ = + = +  
  

,0)}\توافقيّاً على  Fإذن يكون  , 0)}n
ℝ   : يأتيوفق ما  …

2

: 1

( ) ln : 2

: 3
n

ar b n

f r a r b n

a
b n

r −

 + == + = + ≥
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  لنلاحظ أوّلاً أنّ  4.

( , ) ( , ) ( , ) ( , )cos ( , )sin

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) sin ( , ) cos

r x y x y

x y x y

x y
G r g x y g x y g x y g x y

r r
x y

G r g x y g x y g x y r g x y rθ

θ θ θ

θ θ θ
θ θ

∂ ∂′ ′ ′ ′ ′= + = +
∂ ∂
∂ ∂′ ′ ′ ′ ′= + = − +
∂ ∂

  

  أو
( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )
r x y

x y

rG r xg x y yg x y

G r yg x y xg x yθ

θ

θ

′ ′ ′= +
′ ′ ′= − +

−  

  ومنه

( ) ( ) ( )

2 2
2 2

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , )

r x y x y

x y xyx y

r rG r x xg x y yg x y y xg x y yg x y
r x y

xg x y yg x y x g x y xyg x y y g x y

θ
∂ ∂ ∂′ ′ ′ ′ ′= + + +

∂ ∂ ∂
′ ′ ′′ ′′ ′′= + + + +

  

  و

( ) ( )

2 2

2

2

2 2

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , )

x y x y

y xyy x

G
r y yg x y xg x y x yg x y xg x y

x y

xg x y yg x y x g x y xyg x y y g x y

θ
θ

∂ ∂ ∂′ ′ ′ ′= − − + + − +
∂ ∂∂
′ ′ ′′ ′′ ′′= − − + − +

  

  إذن
2 2 2

2 2

2 2 2
( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , )

G G g g
r r r r x y x y x y

r r x y
θ θ

θ

  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  + = + +    ∂ ∂  ∂ ∂ ∂ 
  

  أو
2 2

2 2 2

1 1
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

G G G
r r r g x y

r r r r
θ θ θ

θ

∂ ∂ ∂
+ + = ∆

∂ ∂ ∂
  

  وهذا ما يُكتب رمزياًّ 

  
2 2 2 2

2 2 2 2 2

1 1

r rx y r r θ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∆ = + = + +

∂∂ ∂ ∂ ∂
  

  ú    داثيات القطبية.وهي صيغة مؤثر لابلاس بالإح
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Jليكن  7. التمرينf وg  2تابعين من الصفC  علىℝنتأمّل .  

( , )
y y

F x y x f g
x x

     = +        
  

2محتواة في  Aأكبر مجموعة جزئيّة  دْ جِ   
ℝ  يكونF  2عليها من الصفC ّوأثبت أنه .

)مهما يكن  , )x y  فيA يكن  
2 2 2

2 2

2 2
2 0

F F F
x xy y

x yx y

∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂∂ ∂
  

  الحـل
Aعلى  2Cتابعٌ من الصف  Fإنّ التابع  ∗= ×ℝ ℝ.  ّونجد أن  

2
( , )

1
( , )

F y y y y y
x y f f g

x x x x x x
F y y

x y f g
y x x x

     ∂     ′ ′= − −          ∂      
   ∂   ′ ′= +     ∂    

  

  إذن
2 2 2

2 3 4 3

2

2 2

2

2 3 2

( , ) 2

1 1
( , )

1
( , )

F y y y y y y
x y f g g

x x xx x x x

F y y
x y f g

x x xy x

F y y y y y
x y f g g

x y x x xx x x

     ∂     ′′ ′′ ′= + +               ∂
   ∂   ′′ ′′= +        ∂

     ∂     ′′ ′′ ′= − − −          ∂ ∂      

  

  ومنه
2 2 2

2

2 2

2 2 2
2

2 2

2 2 2

2

( , ) 2

( , )

2 ( , ) 2 2 2

F y y y y y y
x x y f g g

x x x x xx x

F y y y y
y x y f g

x x xy x

F y y y y y
xy x y f g g

x y x x x xx

     ∂     ′′ ′′ ′= + +               ∂
   ∂   ′′ ′′= +        ∂

     ∂     ′′ ′′ ′= − − −       ∂ ∂      
y

x


  

     إذن
2 2 2

2 2

2 2
( , ) ( , ) 2 ( , ) 0

F F F
x x y y x y xy x y

x yx y

∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂∂ ∂
.  ú  
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J2ليكن  8. لتمرينا 2: ,( , ) ( , ) ( , )f x y u v x y x y→ = − +ℝ ℝ  f. أثبت أنّ ֏

1fو fتقابل وأنّ  2على  1Cمن الصف  −
ℝ . ْير المتحوّل من تغي استفدf  لتوجد جميع

g:2التوابع  →ℝ ℝ  1من الصفC التي تحُقّق  
g g

a
x y

∂ ∂
− =

∂ ∂
  .ℝعددٌ من  aحيث    

  الحـل
  من الواضح أنّ 

( , ) , ( , ) ( , )
2 2

u v v u
x y u v x y x y

 + − = ⇔ = − +  
  

1fوالتابع    هو التابع  −
1 2 2: ,( , ) ( , ) ,

2 2

u v v u
f u v x y−  + − → =   

ℝ ℝ ֏  

1fو f التابعان Cفهما من الصف  ،خطيّّان − 2على  ∞
ℝ.  1لنضعG g f −=   . أي�

( , ) ,
2 2

u v v u
G u v g

 + − =   
  

  عندئذ

( , ) ( , ) ( , )

1
( , )

2 2

G g x g y
u v x y x y

u x u y u

g g a
x y

x y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ = − =  ∂ ∂ 

  

ϕ:يوجد تابع  إذن →ℝ ℝ  1من الصفC  قيحُق  
2( , ) , ( , ) ( )

2

a
u v G u v u vϕ∀ ∈ = +ℝ  

gولأنّ  G f=   أنّ  ناستنتجا �
2( , ) , ( , ) ( ) ( )

2

a
x y g x y x y x yϕ∀ ∈ = − + +ℝ  

ϕ:حيث  →ℝ ℝ  1تابعٌ ما من الصفC.  ú  
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Jاستخدم تغيير المتحوّل  9. التمرينcosx r θ= وsiny r θ=  في المعادلة  

2 2z z
x y a x y

x y

∂ ∂
+ = +

∂ ∂
  .aعدد حقيقي  في حالة  

:2واستفد من ذلك في إيجاد التوابع    \{(0, 0)}z →ℝ ℝ  ن حلول هذهالتي تكو
  المعادلة.

  الحـل
) إذن لنضع , ) ( , )Z r z x yθ cosx حيث = r θ= وsiny r θ=ئذ. عند  

( , ) ( , ) ( , )

( , )cos ( , )sin

Z z x z y
r x y x y

r x r y r

z z
x y x y

x y

θ

θ θ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂

= +
∂ ∂

  

  وعليه

( , ) ( , ) ( , )
Z x z y z

r x y x y a
r r x r y
θ

∂ ∂ ∂
= + =

∂ ∂ ∂
  

)إذن  , )Z r arθ 2 وعليههو حل للمعادلة المدروسة.  = 2( , )z x y a x y= +  هو حل
  للمعادلة المدروسة. 

,0)}\2على  1Cن الصف م fلإيجاد بقيّة الحلول، علينا إيجاد التوابع  0)}ℝ قالتي تحق  

   0
f f

x y
x y

∂ ∂
+ =

∂ ∂
   ( )H  

) لهذه المعادلة وحلاًّ  f الحقيقة إذا كان في , )x y  0)}\2من, 0)}ℝ عرفّنا .  
: , ( ) ( , )t f tx tyϕ ϕ+ → =ℝ ℝ  

,0فيكون  ( ) 0t tϕ′∀ >   . إذن =
0, ( , ) ( , )t f tx ty f x y∀ > =  

لة يحُقّق المعاد 0كل تابع متجانس من المرتبة   ،وبالعكس .صفرمتجانس من المرتبة  تابعٌ  fأي إنّ 
( )H .إذن مجموعة حلول المعادلة  

2 2z z
x y a x y

x y

∂ ∂
+ = +

∂ ∂
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  : التوابعهي 
2 2 2: \{(0,0)} , ( , ) ( , ) ( , )z x y z x y a x y f x y→ = + +ℝ ℝ ֏  

  ú  .0متجانسٌ من المرتبة  1Cتابعٌ ما من الصف  f حيث
  
Jالآتيةأوجد القيم الصغرى والعظمى محلّياً للتوابع  10. لتمرينا:  

( )

2 2 2

2 3 2

2 4 4

2

2 2 3

2 2
2

2 2

: , ( , ) 2 3

: , ( , ) 3 15 12

: , ( , ) 4

: , ( , )
(1 )(1 )( )

: , ( , ) (1 3 2 )

2
: , ( , ) , 1, 1

11 1

f f x y x xy y x y

f f x y x xy x y

f f x y x y xy

xy
f f x y

x y x y

f f x y x y x y

x xy y
f f x y α β

αβα β

∗
+

∗
+

∗
−

→ = + + + +

→ = + − −

→ = + −

→ =
+ + +

→ = + +

→ = + + > >
−− −

ℝ ℝ

ℝ ℝ

ℝ ℝ

ℝ ℝ

ℝ ℝ

ℝ ℝ

  

  الحـل
2النقاط الحرجة للتابع  1. 2( , ) 2 3f x y x xy y x y= + + +   هي التي تحقّق +

( , ) 2 2 0xf x y x y′ = + + )و    = , ) 2 3 0yf x y x y′ = + + =  
)نجد النقطة الحرجة الوحيدة جملة هاتين المعادلتين وبحل  )1 4

0 0 3 3
( , ) ,x y = −   . ولديناfللتابع  −

2 0 0( , ) 2
x

r f x y′′= 0و  = 0( , ) 1xys f x y′′= 2و = 0 0( , ) 2
y

t f x y′′= =  

0rإذن  2و < 0rt s− )يبلغ قيمة صغرى محلّياً عند  f. فالتابع < )1 4
3 3
,− −.  

  
3النقاط الحرجة للتابع  2. 2( , ) 3 15 12f x y x xy x y= + −   هي التي تحقّق −

2 2( , ) 3( 5) 0xf x y x y′ = + − )و    = , ) 6( 2) 0yf x y xy′ = − =  
  بوجه عام . ولديناf للتابع (2,1)و (1,2) نجد النقطتين الحرجتين جملة هاتين المعادلتينوبحل 

2 ( , ) 6
x

r f x y x′′= )و  = , ) 6xys f x y y′′= 2و = ( , ) 6
y

t f x y x′′= =  
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2إذن  2 236( )rt s x y− = ، لأنهّ عند هذه (2,1)يبلغ قيمة صغرى محلّياً عند  f. فالتابع −
0rالنقطة لدينا  2و < 0rt s− اً عند . في حين لا يبلغ قيمة عظمى أو صغرى محليّ <

2، لأنهّ عندها (1,2) 0rt s− <.  
4النقاط الحرجة للتابع  3. 4( , ) 4f x y x y xy= +   هي التي تحقّق −

3( , ) 4( ) 0xf x y x y′ = − )3و    = , ) 4( ) 0yf x y y x′ = − =  
,0)ة الحرج اطد النقنججملة هاتين المعادلتين وبحل  )و (1,1)و (0 1, 1)−   . ولديناfلتابعل −

2
2( , ) 12

x
r f x y x′′= )و  = , ) 4xys f x y′′= = 2و −

2( , ) 12
y

t f x y y′′= =  

2إذن  2 216(9 1)rt s x y− = وكذلك عند  ،(1,1)يبلغ قيمة صغرى محلّياً عند  f. فالتابع −
( 1, 1)− 0rلدينا  تينالنقط اتينلأنهّ عند ه − 2و < 0rt s− . في حين لا يبلغ قيمة عظمى <

,0)صغرى محليّاً عند ياً ولا محل 2، لأنهّ عندها (0 0rt s− <.  

)النقاط الحرجة للتابع  4. , )
(1 )(1 )( )

xy
f x y

x y x y
=

+ + +
  هي التي تحقّق 

2

2 2

( )
( , ) 0

(1 )(1 ) ( )

f y y x
x y

x y x x y

∂ −
= =

∂ + + +
    

    و
2

2 2

( )
( , ) 0

(1 )(1 ) ( )

f x x y
x y

y x y x y

∂ −
= =

∂ + + +
  

  . f للتابع (1,1)الوحيدة الحرجة  ةنجد النقطهاتين المعادلتين  جملةوبحل 

1 1 1

2 2
2 2

(1 )(1 )
(1 ,1 )

(2 )(2 )(2 )

1
(1 )(1 ) 1 1 1

8 2 2 2

1
1 ( )

8 4

s t
f t s

s t s t

s t s t
s t

s st t
o s t

− − −

+ +
+ + =

+ + + +
     +    = + + + + +               

 − +  = − + +   

  

1إذن يكون المقدار
( , )

8
f x y )عندما (1,1) سالباً تماماً في جوار النقطة − , ) (1,1)x y ≠ ،

لاحظ أنهّ بالإمكان الوصول إلى هذه النتيجة  .(1,1)يبلغ قيمة عظمى محلياًّ عند  fوالتابع 
2بالاستفادة عدّة مرات من المتراجحة  ab a b≤ +.  
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2تابع النقاط الحرجة لل5. 3( , ) (1 3 2 )f x y x y x y= + ∗2على  +
−ℝ هي التي تحقّق  

3( , ) (2 9 4 ) 0
f
x y y x x y

x

∂
= + + =

∂
    

2    و 2( , ) (3 9 8 ) 0
f
x y x y x y

y

∂
= + + =

∂
  

) الحرجة طةنجد النقجملة هاتين المعادلتين وبحل  )1 1
9 4
,−   .f للتابع −

) قطةالن عند )1 1
9 4
,−   نجد أنّ  −

1

64
r 1و  =

144
s 1و =

162
t =  

0rومنه  2و <

2

1 1
0

64.162 144
st s− = − . فللتابع قيمة صغرى محليّاً عند النقطة <

( )1 1
9 4
,− −.  

النقاط الحرجة للتابع  6.
2 2

2 2

2
( , )

11 1

x xy y
f x y

αβα β
= + +

−− −
  هي التي تحقّق 

2

2 2
( , ) 0

11

f x y
x y

x αβα

∂
= + =

∂ −−
    

    و
2

2 2
( , ) 0

1 1

f x y
x y

y αβ β

∂
= + =

∂ − −
  

αفي حالة  β≠  0)النقطة الحرجة الوحيدة هي, ,0). وعند (0   لدينا (0

2

2

1
r

α
=

−
1و  

1
s
αβ

=
−

و 
2

1

1
t
β

=
−

  

0rهنا  و <
2

2

2 2 2

( )
0

( 1)( 1)( 1)
rt s

α β

α β αβ

−
− = >

− − −
قيمة يبلغ  fلتابع او ، 

,0)صغرى محليّاً عند  0).  

αأمّا في حالة  β= فيكون ،
2

2

( )
( , )

1

x y
f x y

α

+
=

−
قيمة صغرى محلّياً عند كل  ، والتابع يبلغ

) من النمط نقطة ),λ λ−.  ú  
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J3المعادلة   أثبت أنّ  11. التمرين 3( , ) 3 1 0f x y x y xy= + − − =  0ف في جوار تعر 

:تابعاً ضمنياًّ  ( )x y xϕ ϕ=֏  قيحُق( )0 1ϕ . ثمُّ أعطِ النشر المحدود حتىّ =
  في جوار الصفر. ϕللتابع  3المرتبة 

  الحـل
3التابع  3( , ) 3 1f x y x y xy= + − Cينتمي إلى الصف  − 2على  ∞

ℝ إضافة إلى ذلك .
(0,1)لدينا  0f (0,1)و  = 3 0yf ′ = . إذن استناداً إلى مبرهنة التوابع الضمنيّة، يوجد تابع ≠

 وحيد  مستمر: Iϕ → ℝ  (0)، ويحقّق 0معرّف على مجال مفتوح يحوي 1ϕ = 
,و ( , ( )) 0x I f x xϕ∀ ∈ Cإلى الصف  ϕ. وينتمي = ابع كذلك. نستنتج أنّ للت  fلأنّ  ∞
ϕ أي توجد أعداد  ،نشراً محدوداً من أيةّ مرتبةa وb وc تحُقّق  

2 3 4( ) 1 ( )x ax bx cx O xϕ = + + + +  
)بالتعويض في المعادلة  , ( )) 0f x xϕ   نجد =

3 2 3 3 2 3 4(1 ) 3 (1 ) 1 ( )x ax bx cx x ax bx cx O x+ + + + − + + + − =  
  أو

2 2 3 3 43( 1) 3( ) (1 3 6 3 ) ( )a x b a a x a b ab c x O x− + + − + + − + + =  
1aومنه نستنتج أنّ  0bو = 2و  =

3
c =   . إذن−

    3 42
( ) 1 ( )

3
x x x O xϕ = + − +  ú  

Jالمعادلة   أثبت أنّ  12. التمرين( , ) 1 0x yf x y e y+= + − تابعاً  0تعرف في جوار  =

:ضمنياًّ  ( )x y xϕ ϕ=֏  ق(0)يحُق 0ϕ  3. ثمُّ أعطِ النشر المحدود حتىّ المرتبة =
  في جوار الصفر. ϕللتابع 

  الحـل
)التابع ينتمي  , ) 1x yf x y e y+= + Cإلى الصف  − 2على  ∞

ℝ إضافة إلى ذلك لدينا .
(0,0) 0f (0,0)و  = 2 0yf ′ = . إذن استناداً إلى مبرهنة التوابع الضمنيّة، يوجد تابع ≠

 وحيد  مستمر: Iϕ → ℝ  (0)، ويحقّق 0معرّف على مجال مفتوح يحوي 0ϕ = 
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,و ( , ( )) 0x I f x xϕ∀ ∈ Cإلى الصف  ϕ. ينتمي = كذلك. نستنتج أنّ للتابع   fلأنّ  ∞
ϕ أي توجد أعداد  ،نشراً محدوداً من أيةّ مرتبةa وb وc تحُقّق  

2 3 4( ) ( )x ax bx cx O xϕ = + + +  
)بالتعويض في المساواة  ) ln(1 ( ))x x xϕ ϕ+ =   نستنتج −

2 3
2 3 4(2 1) 2 2 ( )

2 3

a a
a x b x c ab x O x

      + + + + + + =        
  

1إذن 
2

a = 1و  −
16

b = 1و −
192

c   ومنه =

    
2 3

4( ) ( )
2 16 192

x x x
x O xϕ = − − + +  ú  

Jمن الحالات  13. التمرين لمعطاة، تعرّف ضمنيّاً المعادلة ا أنّ  الآتيةأثبت، في كلy  بدلالةx  على

ℝ  وأنّ التابع: ( )x y xϕ ϕ=֏  ينتمي إلى الصفC ∞.  
3

3 2

5 2

0

0

(1 ) 1 0 :

x

y y x

y e y x

y x y

+ + =

+ + =

+ + + =

�

�

�

  

  الحـل
)3لنعرّف  � , )f x y y y x= + 3y. التابع ℝفي  xلنثبت ، و + y y x+ تابعٌ  ֏+

 ومتزايدٌ تماماً على  مستمرℝ  عند ∞+ذلك يسعى إلى ، وك∞− عند ∞−ويسعى إلى 
+∞ وحيدٌ  . فيوجد حل( )xϕ  3للمعادلة 0y y x+ + . إذن يوجد تابعٌ وحيدٌ =

:ϕ →ℝ ℝ  قيحُق  
, ( , ( )) 0x f x xϕ∀ ∈ =ℝ  

  . لديناℝمن  0xليكن 

0 0( , ( )) 0f x xϕ 2  و    =
0 0 0( , ( )) 1 3 ( ) 0yf x x xϕ ϕ′ = + >  

Cينتمي إلى الصف  fإذن استناداً إلى مبرهنة التوابع الضمنية، ولأنّ   ، ينتمي الحلّ الضمني∞
)للمعادلة  , ) 0f x y )0والذي يأخذ القيمة  = )xϕ  0عندx وهو ،ϕ  بسبب الوحدانيّة، إلى
Cالصف    .أيضاً  ∞
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3لنعرّف  � 2( , ) xf x y y e y x= + 3. التابع ℝفي  x ، ولنثبت+ 2xy y e y x+ +֏ 
 عند ∞+، وكذلك يسعى إلى ∞−عند  ∞−ويسعى إلى  ℝتابعٌ مستمر ومتزايدٌ تماماً على 

)وحيدٌ  حل . فيوجد ∞+ )xϕ  3للمعادلة 2 0xy e y x+ + . إذن يوجد تابعٌ وحيدٌ =
:ϕ →ℝ ℝ  قيحُق  

, ( , ( )) 0x f x xϕ∀ ∈ =ℝ  
  لدينا. ℝمن  0xليكن 

0 0( , ( )) 0f x xϕ 0و       = 2
0 0 0( , ( )) 3 ( ) 0x

yf x x e xϕ ϕ ϕ′ = + >  
Cينتمي إلى الصف  fإذن استناداً إلى مبرهنة التوابع الضمنية، ولأنّ  ، ينتمي الحلّ الضمني ∞

)للمعادلة  , ) 0f x y )0والذي يأخذ القيمة  = )xϕ  0عندx ، هو الذيϕ  ،بسبب الوحدانيّة
Cإلى الصف  Cينتمي إلى الصف  ϕعددٌ كيفي، إذن  0x، ولكنّ أيضاً  0xفي جوار  ∞ ∞.  

5لنعرّف  � 2( , ) (1 ) 1f x y y x y= + + . ثمُّ لنتأمّل التابع ℝفي  x عنصراً  ، ولنثبت+
5 2(1 ) 1y y x y+ +  ∞−ويسعى إلى  ℝتماماً على  ده تابعاً مستمراًّ ومتزايداً فنج ֏+

)وحيدٌ  حل . فيوجد ∞+عند  ∞+، وكذلك يسعى إلى ∞−عند  )xϕ  للمعادلة
5 2(1 ) 1 0y x y+ + + ϕ:. إذن يوجد تابعٌ وحيدٌ = →ℝ ℝ  قيحُق  

, ( , ( )) 0x f x xϕ∀ ∈ =ℝ  
  لدينا. ℝمن  0xليكن 

0 0( , ( )) 0f x xϕ 2و       = 4
0 0 0 0( , ( )) 1 5 ( ) 0yf x x x xϕ ϕ′ = + + >  

Cينتمي إلى الصف  fإذن استناداً إلى مبرهنة التوابع الضمنية، ولأنّ  ، ينتمي الحلّ الضمني ∞
)للمعادلة  , ) 0f x y )0والذي يأخذ القيمة  = )xϕ  0عندx وهو ،ϕ  بسبب الوحدانيّة، إلى
Cالصف    ú  أيضاً. ∞

  
Jلتكن  14. التمرينn  منℕ.  2أثبت أنّ المعادلة 1 0ny y x+ + −  y، تعرّف ضمنيّاً =

:وأنّ التابع  ℝعلى  xبدلالة  ( )x y xϕ ϕ=֏  ينتمي إلى الصفC . ثمُّ ∞

، التكامل ℝمن  xاحسب، في حالة 
0

( )d
x

t tϕ∫  بدلالةn وx و( )xϕ.  
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  الحـل

2 التابع 1: , ( ) ny y yψ ψ +→ = +ℝ ℝ  ٌتابع ومتزايدٌ تماماً، ويسعى إلى  مستمر−∞ 
هو وتابعه العكسي، ولأنهّ  مستمر . فهو إذن تقابلٌ ∞+عند ∞+، ويسعى إلى ∞−عند 

Cينتمي إلى الصف  إلى الصف ومشتقّه لا ينعدم أبداً استنتجنا أنّ التابع العكسي ينتمي أيضاً  ∞
C 1ψهو  ϕ. التابع ∞ ϕ− =.  

( )
( ) ( )

2

( )
0 0 0

( )d ( )d 1 (2 1) d

x x x

n

t u
t t u u u u n u u

ϕ ϕ

ψ
ϕ ψ

←
′= = + +∫ ∫ ∫  

  ومنه

( )

( )
2 2

2 2 2 2

00
2

2

2 1 ( ) 2 1
( )d ( )

2 2 2 2 2 2

( ) 2 1
( ) ( )

2 2 2
2 1

( ) ( )
2 2 2 2

xx

n nu n x n
t t u x

n n

x n
x x x

n
n n

x x x
n n

ϕ
ϕ

ϕ ϕ

ϕ
ϕ ϕ

ϕ ϕ

+ +
 + + = + = + + + 

+
= + −

+
+

= −
+ +

∫

  

  ú  وهي النتيجة المطلوبة.
J3المعادلة   أثبت أنّ  15. التمرين 3 3 2 1 0x y z zx x y z+ + − − + − + تعرف في  =

,0)جوار  :تابعاً ضمنياًّ  (0 ( , ) ( , )x y z x yϕ ϕ=֏  من الصفC يحُقق  ∞
(0, 0) 1ϕ ,0)عند  ϕاحسب المشتقات من المرتبة الثانية للتابع . ثمُّ = 0).  

  الحـل
  التابعينتمي 

3 3 3( , , ) 2 1f x y z x y z zx x y z= + + − − + − +  
Cالصف  إلى 3على  ∞

ℝ ولدينا .  
(0,0,1) 0f ,0)و     = 0,1) 1 0zf ′ = ≠  

Vϕ:تابعٌ وحيدٌ  ، يوجدإذن، بناءً على مبرهنة التوابع الضمنيّة → ℝ  ينتمي إلى الصفC ∞ 
,0)للنقطة  V في الجوار المفتوح ,0)، ويحُقق (0 0) 1ϕ )ومهما يكن  = , )x y  منV  يكن  

( , , ( , )) 0f x y x yϕ =  
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Cينتمي إلى الصف  ϕا كان  ـّولم ة مرتبة في جوار النقطة استنتجنا أنهّ يقبل نشراً محدوداً من أيّ  ∞
(0,   . وعليه(0

2 2 2 2( , ) 1 ( )x y px qy rx sxy ty o x yϕ = + + + + + + +  
  حيث 

(0, 0)xp ϕ′= (0,0)وyq ϕ′=   
22و (0,0)

x
r ϕ′′= (0,0)وxys ϕ′′= 22و (0, 0)

y
t ϕ′′=  

)التعويض في وب , , ( , )) 0f x y x yϕ   نجد =

2 2 2 2 2 2

( 2) ( 1)

( 3 ) ( 6 ) ( 3 ) ( )

p x q y

r p p x s pq q xy t q y o x y

− + + +

+ − + + − + + = +
  

  إذن
2p 1qو = = 10rو − = 11sو − 3tو = = −.  

  ومنه
  2 (0, 0) 20

x
ϕ′′ = ,0) و  − 0) 11xyϕ′′ 2 و  = (0, 0) 6

y
ϕ′′ = −  ú  

  
J2مّل في نتأ 16. التمرين

ℝ  الآتيةالأجزاء :  

2

2

] , [

{( , ) : 0, 0}

\

A

x y y x

B

π π∗
+= × −

∆ = ∈ = ≤

= ∆

ℝ

ℝ

ℝ

  

)في حالة و  , )r θ  منA  نعرّف( , ) ( , ) ( cos , sin )x y f r r rθ θ θ= =.  
1fوأنّ  Bو Aابلاً بين يعرّف تق fأثبت أنّ   1.  يعُطى بالعلاقتين −

2 2r x y= و      +
2 2

2arctan
y

x x y
θ =

+ +
  

1fو fأثبت أنّ   2. 1f. وأثبت أنهّ لا يمكن تمديد 1Cينتميان إلى الصف  − إلى  −
  دون أن نخسر استمراره. Bمجموعة أكبر من 
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  الحـل
)لتكن 1. , )r θ  منA عندئذ ،( , )x y ∉ )، لأنّ ∆ , )x y ∈ sinيقتضي  ∆ 0θ = 
cosو 0θ [من  θ، وهذا تناقض لأنّ ≥ , [π π− ومنه .( )f A B⊂. لنعرّف  

2 2

2 2
( , ) ,2arctan

y
g x y x y

x x y

  = +   + +
   

)في حالة  , )x y  منB.  
)عندئذ نجد وضوحاً أنّ  )g B A⊂  بسبب تعريف التابعarctan ّسنفترض إذن أن . 

:f A B→ و:g B A→  ن بسهولة أنّ عندهانتيق  

Bf g I=�   و   Ag f I=�  
1gتقابلٌ و  fإذن  f −=.  
بات التابعين  2. من الواضح أنّ مركf 1وf Cتنتمي إلى الصف  − ). لنفترض أنّ ∞ ,0)a  نقطة
). ولنعرّف ∆من  )1,n n

aα )و  = )1,n n
aβ =   : يأتي. عندئذ نلاحظ ما −

0aفي حالة  �  ، لدينا≠

( )lim ( ) | |,n
n

g aα π
→∞

)و = )lim ( ) | |,n
n

g aβ π
→∞

= −.  

0aوفي حالة  �  ، لدينا=

( )
2

lim ( ) 0,n
n

g πα
→∞

)و = )
2

lim ( ) 0,n
n

g πβ
→∞

= −.  

  B.  úإلى تابع مستمر على أيّ مجموعة تحوي تماماً  gإذن في جميع الحالات لا يمكن تمديد 
  
Jحالة تابعاً  ،تامّة لآتيةاأثبت أنّ الأشكال التفاضلية من المرتبة الأولى  17. التمرين وعينّ في كل

  يكون تفاضله مساوياً للشكل التفاضلي المدروس: 
2 2

1

2 2 3
2

2 2
3

2 2 2 2 2
4

( , ) 2 d ( )d

( , ) (2 9 ) d (4 6 ) d

( , ) (1 sin2 )d 2 cos d

( , , ) ( 2 2 )d ( )d ( )d

x y xy x x y y

x y xy x x y x y y

x y y x x y x y

x y z x xy xz x x y y x z z

ω

ω

ω

ω

= + −

= − + −

= + −

= + + + + + +
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  الحـل
2لدينا  1. 2

1( , ) 2 d ( )dx y xy x x y yω = +   . أي :−
( , ) 2P x y xy=     2و 2( , )Q x y x y= −  

2 على
ℝ نجد ، و( , ) 2yP x y x′ )و = , ) 2xQ x y x′ شكلٌ تفاضلي مغلق.  1ωإذن  .=

يساوي تفاضل التابع  1ωونتحقّق مباشرة أنّ 
3

2( , )
3

y
f x y x y λ= −   .λاً كانت أيّ  +

2لدينا  2. 2 3
2( , ) (2 9 ) d (4 6 ) dx y xy x x y x y yω = − +   . أي :−

2( , ) (2 9 )P x y xy x= 2و     − 3( , ) (4 6 )Q x y y x y= −  
2على

ℝ 2نجد ، و( , ) 18yP x y x y′ )2و = , ) 18xQ x y x y′ شكلٌ تفاضلي  2ω. إذن =
  تفاضل التابعيساوي  2ωمغلق. ونتحقّق مباشرة أنّ 

2 3 2 4( , ) 3f x y x x y y λ= − + +  
2لدينا  3. 2

3( , ) (1 sin2 )d 2 cos dx y y x x y x yω = +   . أي :−
2( , ) (1 sin2 )P x y y x= )2و     + , ) 2 cosQ x y y x= −  

2على 
ℝ نجد ، و( , ) 2 sin2yP x y y x′ )و = , ) 2 sin2xQ x y y x′ شكلٌ  3ω. إذن =

  يساوي تفاضل التابع 3ωتفاضلي مغلق. ونتحقّق مباشرة أنّ 
2 2( , ) cosf x y x y x λ= − +  

2لدينا 4. 2 2 2 2
4( , ) ( 2 2 )d ( )d ( )dx y x xy xz x x y y x z zω = + + + + + + .

)2 أي يكون في هذه الحالة: , , ) 2 2P x y z x xy xz= + 2و + 2( , , )Q x y z x y= + 
2و 2( , , )R x y z x z= +.  
  نتحقّق أنّ و 

R P

x z

∂ ∂
=

∂ ∂
Qو       R

z y

∂ ∂
=

∂ ∂
Q  و    P

x y

∂ ∂
=

∂ ∂
  

  يساوي تفاضل التابع 4ωشكلٌ تفاضلي مغلق. ونتحقّق مباشرة أنّ  4ωإذن 

  
3 3 3

2( , , ) ( )
3

x y z
f x y z y z x λ

+ +
= + + +  ú  



اتـتمرين 149  

Jإذا كان  18. التمرينω  مُكاملةٍ  عاملَ شكلاً تفاضلياً من المرتبة الأولى ولم يكن مغلقاً، أسمينا   كل

1ωيجعل الشكل التفاضلي  µتابع غير معدوم  µω=  .ًالآتيةفي الحالات جِدْ مغلقا 
  الناتج: 1ω تابعاً أصلياً للشكل التفاضليجِدْ ثمُّ  ωللشكل التفاضلي µعامل مُكاملة 

1. 2 2( , ) d dx y y x x yω = )علماً أنّ   + , ) ( )x y x yµ λ= +.  
2. 2 2( , ) ( 1)d 2 dx y x y x y yω = + − )علماً أنّ   − , ) ( )x y xµ λ=.  
3. ( , ) d dx y y x x yω = )علماً أنّ   − , ) ( )x y xyµ λ=.  
4. 2 2( , ) ( 1)d 2 dx y x y x xy yω = + − 2 علماً أنّ  − 2( , ) ( )x y x yµ λ= −.  
  حـلال

2 يكون الشكل التفاضلي 1. 2
1( , ) ( )d ( )dx y y x y x x x y yω λ λ= + + مغلقاً إذا   +

  : كان

( ) ( )2 2( ) ( )x x y y x y
x y

λ λ
∂ ∂

+ = +
∂ ∂

  

)وهذا يُكافئ  )(2 ( ) ( ) ( )) 0x y x y x y x yλ λ′− + + + +  λ. إذن يكفي أن نختار =
2قّق الشرط تحُ  ( ) ( ) 0t t tλ λ′+ )2مغلقاً. نختار مثلاً  1ω يكون حتىّ  = ) 1/t tλ   ، عندئذ =

2 2

1 2 2
( , ) d d

( ) ( )

y x
x y x y

x y x y
ω = +

+ +
  

)هو تفاضل التابع  1ωونلاحظ أنّ  , )
xy

f x y
x y

=
+

.  

2 يكون الشكل التفاضلي 2. 2
1( , ) ( 1) ( )d 2 ( )dx y x y x x y x yω λ λ= + − مغلقاً  −

  إذا تحققت المساواة :

( ) ( )2 22 ( ) ( 1) ( )y x x y x
x y

λ λ
∂ ∂

− = + −
∂ ∂

  

)وهذا يكُافئ  )( ) ( ) 0y x xλ λ′+ 0λقّق الشرط تحُ  λ. إذن يكفي أن نختار = λ′+ = 
)ار مثلاً مغلقاً. نخت 1ωحتىّ يكون  ) xx eλ   ، عندئذ يكون لدينا=−

2 2
1( , ) ( 1) d 2 dx xx y x y e x ye yω − −= + − −  

2هو تفاضل التابع  1ωونلاحظ أنّ  2( , ) ( ( 1) ) xf x y y x e−= − + +.  
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)من الواضح أنّ الشكل التفاضلي 3. , ) d dx y y x x yω = مغلقاً بالقسمة على يصبح  −
xy :  

1

1 1
( , ) d dx y x y

x y
ω = −  

)هو تفاضل التابع  1ω ويكون , ) ln /f x y x y=.  
   يكون الشكل التفاضلي 4.

2 2 2 2 2 2
1( , ) ( 1) ( )d 2 ( )dx y x y x y x xy x y yω λ λ= + − − − −  

 اواة :قت المسمغلقاً إذا تحق  

( ) ( )2 2 2 2 2 22 ( ) ( 1) ( )xy x y x y x y
x y

λ λ
∂ ∂

− − = + − −
∂ ∂

  

) وهذا يُكافئ )2 2 2 2 2 22 ( ) ( 1) ( ) 0y x y x y x yλ λ′− + − + − . إذن يكفي أن =
2قّق الشرط تحُ  λنختار  ( ) ( 1) ( ) 0t t tλ λ′+ + مغلقاً. نختار مثلاً  1ωحتىّ يكون  =

2( ) 1 / ( 1)t tλ =   يكون لدينا، عندئذ +
2 2

1 2 2 2 2 2 2

1 2
( , ) d d

(1 ) (1 )

x y xy
x y x y

x y x y
ω

+ −
= −

+ − + −
  

هو تفاضل التابع  1ωونلاحظ أنّ 
2 2

1
( , )

1
f x y

y x
=

− −
.  ú  

Jاحسب التكامل  19. التمرينω

Γ
  :الآتيةفي الحالات  ∫

2هو الدائرة ذات المعادلة Γ الطريق  1. 2 1x y+ مرةّ واحدة بالاتجاه الموجب،  قطوعة، م=
3هو  ωوالشكل التفاضلي  3( , ) ( )d dx y x y x x yω = − +.  

2و الدائرة ذات المعادلةه Γ الطريق  2. 2 2x y R+ بالاتجاه ، مرةّ واحدة قطوعة، م=

هو  ωالموجب، والشكل التفاضلي 
2 2

( )d ( )d
( , )

x y x x y y
x y

x y
ω

+ − −
=

+
.  

:2 التابعيطياً بوس لهو جزء القطع الناقص الممثّ  Γالطريق   3. [0, ]πϕ → ℝ مع 
( ) ( cos , sin )t a t b tϕ 2و  = 2( , ) d dx y y x x yω = +.  
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)الذي رؤوسه  ABCDهو المربعّ  Γ الطريق  4. , )A a a و( , )B a a− و( , )C a a− − 
)و , )D a a−0 مع a< ، ًمرةّ واحدة وبالاتجاه الموجب، والشكل التفاضلي مقطوعاω 

هو 
2 2

( )d ( )d
( , )

x y x x y y
x y

x y
ω

− + +
=

+
.  

   بالتمثيلة وسيطياً عطاهو دائرة م Γ الطريق 5.

cosx t=، sin

2

t
y = ،sin

2

t
z 0,2] في حالة = [t π∈  

)هو  ωوالشكل التفاضلي    , , ) dx y z xyz zω =.  

:3 هو الطريق الممثّل وسيطياً بالتابع Γ قالطري  6. [0,2 ]πϕ → ℝ مع 
( ) ( cos , cos , sin )t R t R t R tϕ 0Rحيث   = >  

)هو الشكل  ωوالشكل التفاضلي  , , ) d d dx y z y x z y x zω = − +.  
3هو الطريق الممثّل وسيطياً بالتابع  Γالطريق   7.

2
: 0, π ϕ →   ℝ المعطى بالصيغة 

( )( ) (1 cos ), ( 1 cos ), sint R t R t R tϕ = + − 0حيث  + R<  
)هو  ωوالشكل التفاضلي  , , ) d d dx y z yz x xz y xy zω = + −.  

  الحـل
2 هو الدائرة ذات المعادلة Γ الطريق 1. 2 1x y+ مرّة واحدة بالاتجاه الموجب،  قطوعة، م=

3هو  ωوالشكل التفاضلي  3( , ) ( )d dx y x y x x yω = − ωلحساب  .+
Γ∫  ّنلاحظ أن

dxالشكل التفاضلي  x  2مغلق في
ℝ  إذنd 0x x

Γ
  ومنه  ∫=

2

3 3 3 3

0
2 2

4 4

0 0

d d cos d(sin ) sin d(cos )

1 3
(cos sin )d (3 cos 4 )d

4 2

x y y x

π

π π

ω θ θ θ θ

π
θ θ θ θ θ

Γ
Γ

= − = −

= + = + =

∫ ∫ ∫

∫ ∫
  

2هو الدائرة ذات المعادلة Γ الطريق 2. 2 2x y R+ بالاتجاه الموجب، ، مرّة واحدة قطوعة، م=

هو  ωوالشكل التفاضلي 
2 2

( )d ( )d
( , )

x y x x y y
x y

x y
ω

+ − −
=

+
.   
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ωلحساب 
Γ∫  يأتينكتب ما :  

2 2

2

0
2

0
2

0

( )d ( )d

(cos sin )d(cos ) (cos sin )d(sin )

( (cos sin )sin (cos sin )cos )d

d 2

x y x x y y

x y
π

π

π

ω

θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ θ

θ π

Γ
Γ

+ − −
=

+

= + − −

= − + − −

= − = −

∫ ∫

∫

∫

∫

  

  التابعوسيطياً ب لهو جزء القطع الناقص الممثΓ  الطريق  3.
2: [0, ] , ( ) ( cos , sin )t a t b tπϕ → ϕ =ℝ  

2و 2( , ) d dx y y x x yω = ωلحساب  .+
Γ∫  يأتينكتب ما:  

2 2

2 2 2 2

0

2
3 3

0

d d

sin d(cos ) cos d(sin )

4
( sin cos )d

3

y x x y

ab t t a b t t

ab
ab b t a t t

π

π

ω
Γ

Γ

= +

= +

= − + = −

∫ ∫

∫

∫

  

)الذي رؤوسه  ABCDهو المربعّ  Γ الطريق 4. , )A a a 
)و , )B a a− و( , )C a a− )و − , )D a a− 0 حيث a< ، ًمقطوعا
  هو ωة واحدة وبالاتجاه الموجب، والشكل التفاضلي مرّ 

2 2

( )d ( )d
( , )

x y x x y y
x y

x y
ω

− + +
=

+
.  

2إنّ هذا الشكل التفاضلي شكلٌ مغلق في  \{(0, 0)}ℝ  ،ٌذلك حساب مباشر والمربعّ  كما يبين
ABCD  للدائرة المثلثّيّة هو تشويه مستمرΓ.  

   

AB

C D

Γ

a
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  : وعليه

2 2

2

0
2

0

( )d ( )d

(cos sin )d(cos ) (cos sin )d(sin )

d 2

ABCD

x y x x y y

x y
π

π

ω ω

θ θ θ θ θ θ

θ π

Γ Γ

− + +
= =

+

= − + +

= =

∫ ∫ ∫

∫

∫

  

cosx كما يأتيهو الدائرة الممثلّة وسيطياً   Γالطريق  5. t= ،sin

2

t
y = ،sin

2

t
z = 

0,2] حيث [t π∈ والشكل التفاضلي ،ω  هو( , , ) dx y z xyz zω ωلحساب  .=
Γ∫ 

  :يأتينكتب ما 

( )

2

2 2

0
2

0

1
d cos sin d

2 2

1
1 cos 4 d

16 2 8 2

xyz z

π

π

ω θ θ θ

π
θ θ

Γ Γ
= =

= − =

∫ ∫ ∫

∫
  

:3 هو الطريق الممثّل وسيطياً بالتابع  Γقالطري 6. [0,2 ]πϕ → ℝ :المعطى بالصيغة 

( ) ( cos , cos , sin )t R t R t R tϕ 0  حيث   = R<  
)هو الشكل  ωوالشكل التفاضلي  , , ) d d dx y z y x z y x zω = − ωلحساب  .+

Γ∫ 

  : يأتينكتب ما 

2

2 2 2 2

0

d d d

( cos sin sin cos )d 2

y x z y x z

R t t t t t R

π

ω

π

Γ Γ
= − +

= − + + =

∫ ∫

∫
  

3هو الطريق الممثّل وسيطياً بالتابع   Γالطريق  7.

2
: 0, π ϕ →   ℝ حيث 

( ) ( (1 cos ), ( 1 cos ), sin )t R t R t R tϕ = + − 0 و  + R<. 
)هو  ωوالشكل التفاضلي  , , ) d d dx y z yz x xz y xy zω = + −.  
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ωلحساب 
Γ∫  يأتينكتب ما :  

( )
/2

3 2 2 2

0
/2

3 2

0
/2

3 3
3

0

d d d

(1 cos )sin (1 cos )sin sin cos d

sin cos d

sin
3 3

yz x xz y xy z

R t t t t t t t

R t t t

R R
t

π

π

π

ω
Γ Γ

= + −

= − − + +

= −

 
 = − = − 
 

∫ ∫

∫

∫
  

  ú  وهي النتيجة المطلوبة.
  
Jلنتأمّل الشكل التفاضلي  20. التمرينω  2المعرّف على \{(0, 0)}ℝ   يأتيكما:  

2 2 2 2
( , ) ( sin cos )d ( cos sin )d

y ye e
x y x x y x x x x y x y

x y x y
ω

− −
= − + +

+ +
  

2شكل تفاضلي مغلق على  ωأثبت أنّ   1. \{(0, 0)}ℝ.  

∗ن م rلنعرّف، عندما تكون   2.
+ℝ، التكامل ( )

r

I r ω
Γ

= بالتمثيل  rΓيعطى  إذ ∫

:2: الوسيطي [0, ] , ( cos , sin )r r rπ θ θ θϕ → ℝ ֏.  

.i   ّأثبت أنsin

0

( ) cos( cos )drI r e r

π

θ θ θ−= ، وأنّ ∫
0

lim ( )
r

I r π
+→

=.  

.ii   ّ2أثبت أن
2

0, , sinπ

π
θ θ θ ∀ ∈ ≤  ،  ّواستنتج أنlim ( ) 0

r
I r

→+∞
=.  

0 يحُققان ينْ عددين حقيقيـb  و aليكن  3. a b< <.  

.i   ّأثبت أنsin
2 d ( ) ( )

b

a

x
x I a I b

x
= −∫.  

.ii   ّاستنتج أن
0

sin
d

2

x
x

x

π
+∞

=∫.  
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  الحـل
  هنا لدينا 1.

2 2
( , ) ( sin cos )

ye
P x y x x y x

x y

−
= −

+
  

2 2
( , ) ( cos sin )

ye
Q x y x x y x

x y

−
= +

+
  

2ونجد بحساب بسيط أنهّ على  \{(0, 0)}ℝ لدينا  

( , ) ( , )
P Q

x y x y
y x

∂ ∂
=

∂ ∂
  

. .2i  :دف إلى حساب التكامل( )
r

I r ω
Γ

=   . لدينا∫

( )
0

sin

0

( ) ( cos , sin )sin ( cos , sin )cos d

cos( sin )dr

I r r P r r Q r r

e r

π

π

θ

θ θ θ θ θ θ θ

θ θ−

= − +

=

∫

∫
  

:sinالتابع  [0, ] , ( , ) cos( sin )rh h r e rθπ θ θ−
+ × → =ℝ ℝ  بالنسبة إلى تابعٌ مستمر

)وهو يحقق  المتحولين. , ) [0, ], ( , ) 1r t h r tπ+∀ ∈ × ≤ℝ 1، وتكامل التابع الثابت 
,0]متقارب على اال  ]π إذن التابع .( )r I r֏  على مستمر+ℝومنه ،  

0
lim ( ) (0)
r

I r I π
+→

= =  

. .2ii االمتراجحة المطلوبة مألوفة ونترك إثب.نستنتج إذن ا للقارئ  

sin 2 /

0 0

2 / 2

0

( ) cos( cos ) d d

(1 )
2 2 2

r r

r r

I r e r e

e e
r r r

π π

θ θ π

π

θ π

θ θ θ

π π π

− −

− −

≤ ≤

 
 ≤ − = − ≤
  

∫ ∫
  

lim إذن ( ) 0
r

I r
→+∞

=.  
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. .3i ا كان ـّلمω  موعة المفتوحة2بسيطة الترابطالشكلاً تفاضلياًّ مغلقاً على ا \({0} )−×ℝ ℝ  
0ωاستنتجنا أنّ 

Γ
لنتأمّل إذن الطريق  على أي طريق مغلق محتوى في اموعة السابقة. ∫=

  . المبين أدناهالمبين في الشكل  Γالمغلق 

  
  

0ωنستنتج من كون 
Γ

  :يأتيما  ∫=

[ , ] [ , ]
0

b aa b b a
ω ω ω ω

Γ − − −Γ
+ + + =∫ ∫ ∫ ∫  

  وعليه

sin sin
d ( ) d ( ) 0

b a

a b

x x
x I b x I a

x x

−

−

+ + − =∫ ∫  

  أو

sin
2 d ( ) ( )

b

a

x
x I a I b

x
= −∫  

. .3ii ا كان ـّلم  
( )

0
lim ( ) ( )
a
b

I a I b π
→

→∞

− =  

  استنتجنا أنّ 

0

sin
d

2

x
x

x

π
+∞

=∫.  

  ú  وهي النتيجة المرجوّة.
  
  

a bb− a−

a−Γ

bΓ
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J لنعرّف عندما يكون  21. ينالتمر( , , )Rα β  3في( )+ℝ :التكاملين  

2 2

0

( , , ) cos( )d

R

xJ R e x xαα β β−= ∫  

2  و 2

0

( , , ) sin( )d

R

xK R e x xαα β β−= ∫  

)وكذلك لنعرّف أياً كان  , )x y  2من
ℝ :التابعين  

2 2 2( , ) cos( )xyP x y e x y−= −  
2  و 2 2( , ) sin( )xyQ x y e x y−= −  

 ينْ والشكلين التفاضليـ  

1( , ) ( , )d ( , )dx y P x y x Q x y yω = −  
)2  و , ) ( , )d ( , )dx y Q x y x P x y yω = +  

في  θوأخيراً، نعرّف حين تكون 
4

0, π    0و R<  َق لالمغ الطريق( , )R θΓ  من الصف
1C 2 قِطعَياً، والممثّل وسيطياً بالتابع: [0, 3]ϕ → ℝ مع  

( , 0) : 0 1,

( ) ( cos( ( 1)), sin( ( 1)) : 1 2,

((3 ) cos ,(3 ) sin ) : 2 3,

t R t

t R t R t t

t R t R t

θ θ

θ θ

 ≤ ≤ϕ = − − ≤ ≤ − − ≤ ≤

  

)فالمنحني  , )R θΓ  هو اجتماع القطعة المستقيمة[ , ]O A 
) التي بدايتها مبدأ الإحداثيات وايتها النقطة , 0)A R ،

) والقوس )AB  وهو الجزء من قوس الدائرة التي مركزهاO 
وايته النقطة Aوالذي بدايته النقطة  Rونصف قطرها 

( cos , sin )B R Rθ θ وأخيراً القطعة المستقيمة ،
[ , ]B O  التي بدايتها النقطةB  ايتها مبدأ الإحداثياتوO.  

  نقبلها دون برهان: نذكر القارئ بالنتيجة المعروفة، التي
2

0

d
2

te t
π

+∞
− =∫  

( , )R θΓ

B

AR

θ

O
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2مغلقة على  2ωو 1ωهل الأشكال التفاضليّة   1.
ℝ  ؟ ماذا تستنتج حول قيمة التكاملين

1
( , )R θ
ω

Γ∫ 2و
( , )R θ
ω

Γ∫ ؟  

1 التكامل احسب  2.
[ , ]O A
ω∫  0,1)بدلالة, )J R2 ، وكذلك احسب

[ , ]O A
ω∫  بدلالة

(0,1, )K R.  
1احسب  3.

[ , ]O B
ω∫2و

[ , ]O B
ω∫ بدلالة  

(sin2 , cos2 , )J Rθ θ و (sin2 , cos2 , )K Rθ θ  
نعرّف  4.

( )
( , )i i

AB
H R θ ω=   . {1,2}من  iفي حالة ، ∫

.i  ّ2  أثبت أن sin(2 )

0
{1,2}, ( , ) dR t

ii H R R e t
θ

θ −∀ ∈ ≤ ∫.  

.ii   ّ{1,2}   استنتج أن, ( , )
4ii H R
R

π
θ∀ ∈ ≤.  

. .5i  ّاستخدم الدراسة السابقة لتثبت أن  

[ , ] [ , ]
{1,2}, lim 0i i

O A O BR
i ω ω

→∞
∀ ∈ − =∫ ∫.  

limاحسب  (1,0, )
R

J R
→∞

.  

.ii   وضع ب
4

π
θ   النهايتين وجودأثبت  ،5i.، وباستخدام =

lim (0,1, )
R

J R
→∞

lim   و    (0,1, )
R

K R
→∞

  

  .σ نفسها. أعطِ قيمة σلهما القيمة  وأنّ 
.iii في حالة θ  من

4
0, π    واحسبهما الآتيتينالنهايتين وجود ، أثبت:  

lim (sin2 , cos2 , )
R

J Rθ θ
→∞

limو     (sin2 ,cos2 , )
R

K Rθ θ
→∞

  

.iv  استنتج، حين تكونx  في+ℝ ،:من التكاملين قيمة كل  
2

2

0

cos( )d
xt

e t t

+∞
−

و     ∫
2

2

0

sin( )d
xt

e t t

+∞
−

∫  
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  الحـل
  لنلاحظ أنّ  1.

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

( , ) 2 cos( ) 2 sin( )

( , ) 2 cos( ) 2 sin( )

xy xy

xy xy

P
x y xe x y ye x y

y

Q
x y xe x y ye x y

x

− −

− −

∂
= − − + −

∂
∂

− − −+=
∂

  

1إذن  ( , )d ( , )dP x y x Q x y yω = −  2ق على مغلشكلٌ تفاضلي
ℝ. وكذلك  

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

( , ) 2 cos( ) 2 sin( )

( , ) 2 sin( ) 2 cos( )

xy xy

xy xy

P
x y ye x y xe x y

x
Q

x y xe x y ye x y
y

− −

− −

∂
= − − − −

∂
∂

= − − − −
∂

  

2إذن  ( , )d ( , )dQ x y x P x y yω = 2مغلق على شكلٌ تفاضلي أيضاً  +
ℝ.  ونستنتج من

1ذلك أنّ التكاملين 
( , )R θ
ω

Γ∫  2و
( , )R θ
ω

Γ∫ صفر.يساويان ال  

) لنلاحظ أنّ  2. , 0)x x֏  تمثيل وسيطي للقطعة[ ]OA ومنه  

2
1

[ ] 0

cos( )d (0,1, )

R

OA

x x J Rω = =∫ ∫   

2   و
2

[ ] 0

sin( )d (0,1, )

R

OA

x x K Rω = =∫ ∫  

)لنلاحظ أنّ  3. cos , sin )t t tθ θ֏ وسيطي للقطعة  تمثيل[ ]OB  ومنه  

( )2 sin2 2 2
1

[ ] 0

cos( cos2 )cos sin( cos2 )sin d

cos (sin2 , cos2 , ) sin (sin2 , cos2 , )

R

t

OB

e t t t

J R K R

θω θ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ

−= −

= −

∫ ∫   

  كذلكو 

( )2 sin2 2 2
2

[ ] 0

sin( cos2 )cos cos( cos2 )sin d

cos (sin2 ,cos2 , ) sin (sin2 ,cos2 , )

R

t

OB

e t t t

K R J R

θω θ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ

−= +

= +

∫ ∫  
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. .4i  ّلنلاحظ أن( cos , sin )t R t R t֏  تمثيل وسيطي للقوس( )AB ومنه  

�

2 sin2 2
1 1

0

( , ) cos( cos2 )dR t

AB

H R R e t R t t

θ

θ ω −= = +∫ ∫  

  و
�

2 sin 2 2
2 2

0

( , ) sin( cos2 )dR t

AB

H R R e t R t t

θ

θ ω −= = +∫ ∫  

1iإذن نلاحظ أنهّ، في حالة  2iأو  =   لدينا =

2 sin 2

0

( , ) dR t
iH R R e t

θ

θ −≤ ∫  

. .4ii ا كان ـّولم
4

0 πθ≤ استنتجنا أنّ  ≥
2

0 2t π≤ 40ومن ثمَّ  ،≥ sin2t t
π

≤  . إذن≥
1iفي حالة  2iأو  =   يكون لدينا =

24 /

0

( , ) d
4

R t
iH R R e t

R

θ

π π
θ −≤ ≤∫  

. .5i  نستنتج أنّ  1.استناداً إلى نتيجة السؤال  

�[ , ] [ , ]
{1,2}, 0i i i

O A AB O B
i ω ω ω∀ ∈ + − =∫ ∫ ∫  

  ومنه

[ , ] [ , ]
{1,2}, ( , )i i i

O A O B
i H Rω ω θ∀ ∈ − =∫ ∫  

.وبالاستفادة من  .4ii نجد  

[ , ] [ , ]
{1,2}, lim 0i i

O A O BR
i ω ω

→∞
∀ ∈ − =∫ ∫  

. .5ii  2لدينا

0

(1, 0, ) d

R

xJ R e x−=   إذن ∫

2

0

lim (1,0, ) d
2

x

x
J R e x I

π
∞

−

→∞
= = =∫  

  وهو التكامل المعطى في نص المسألة.
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. .5iii  لنضع
4

π
θ .. بالاستفادة من = .5i نجد  

  (1, 0, )
lim (0,1, ) 0

2R

J R
J R

→∞
− =  

,1)  و 0, )
lim (0,1, ) 0

2R

J R
K R

→∞
− =  

limالنهايتين  وعليه نستنتج وجود (0,1, )
R

J R
→∞

limو  (0,1, )
R

K R
→∞

 σا القيمة لهم وأنّ  

وهي  ،نفسها
2 2

π.  

. .5iv  ّ0نفترض أن
4

π
θ<   . إذن>

lim (0,1, ) cos (sin2 ,cos2 , ) sin (sin2 , cos2 , ) 0
R

J R J R K Rθ θ θ θ θ θ
→∞

− + =  

  
lim (0,1, ) cos (sin2 , cos2 , ) sin (sin2 , cos2 , ) 0
R

K R K R J Rθ θ θ θ θ θ
→∞

− − =  

  وعليه
lim cos (0,1, ) sin (0,1, ) (sin2 ,cos2 , ) 0
R

J R K R J Rθ θ θ θ
→∞

+ − =  

  و
lim sin (0,1, ) cos (0,1, ) (sin2 , cos2 , ) 0
R

J R K R K Rθ θ θ θ
→∞

− + =  

  نستنتج إذن أنّ 

( )lim (sin2 , cos2 , ) cos sin
2 2R

J R
π

θ θ θ θ
→∞

= +  

  و

( )lim (sin2 , cos2 , ) cos sin
2 2R

K R
π

θ θ θ θ
→∞

= −  

  :يأتيأي إنّ التكاملين التاليين متقاربان وتعطى قيمتاهما كما 
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( )

( )

2

2

sin(2 ) 2

0

sin(2 ) 2

0

1
cos( cos2 )d cos sin

2 2

1
sin( cos2 )d cos sin

2 2

x

x

e x x

e x x

θ

θ

π
θ θ θ

π
θ θ θ

+∞
−

+∞
−

= +

= −

∫

∫
  

من اال  θوذلك أياًّ كانت قيمة 
4

0, π   .  لوبإجراء تغيير المتحوcos2u x θ=  في حالة

4
0 πθ≤   نجد >

( ) ( )

( ) ( )

2

2

tan 2 2

0

tan 2 2

0

1
cos d cos sin cos2

2 2

1
sin d cos sin cos2

2 2

u

u

e u u

e u u

θ

θ

π
θ θ θ

π
θ θ θ

+∞
−

+∞
−

= +

= −

∫

∫
  

tan2xفإذا وضعنا  θ += ∈ ℝ وجدنا  

2

2

2 2
2

2
0

2 2
2

2
0

1 1 1 1
cos d

4 1

1 1 1 1
sin d

4 1

xu

xu

x x
e u u

x

x x
e u u

x

π

π

+∞
−

+∞
−

+ + + + −
= ⋅

+

+ + − + −
= ⋅

+

∫

∫
  

  المطلوب.إثبات وبذا يتمّ 
  

QWE 
AgD  
ZXC  
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  منشأ المعادلات التفاضليّة وتصنيفها
  عموميـّات 1.

ققها غالباً ما تقودنا النمذجة الرياضيّة للعديد من الظواهر الفيزيائيّة إلى معادلات تفاضليّة تحُ   
الظواهر، نا، عند وضع النماذج الرياضيّة لهذه التوابع التي تصف هذه الظواهر، والسبب في ذلك هو أنّ 

وبقية المتحولات المؤثرة في هذه  ذاالتعبير عن معدّلات تغيرّ هذه التوابع بدلالة التوابع إلى انسعى 
  الظواهر.
  أمثلة 1-1.

  تصف المعادلة التفاضليّة �

  d

d

x
k x

t
= −  ( )1  

كة في اللحظة كمّية المادّة المشعّة غير المتفكّ   xتمثّل  إذي لمادّة مشعّة؛ ظاهرة التفكك الإشعاع  

t ّويمثل المشتق ، d

d

x

t
للمادّة  ك الإشعاعيّ فهو ثابتُ التفكk  معدّل التفكّك الإشعاعي، أمّا  

  المدروسة.
  تصف المعادلة التفاضليّة �

  2

2
d d( , , )

dd
r rm F t r

tt
=
� ��  ( )2  

، ولشعاع موضع النقطة tتابعة للزمن  Fخاضعة لقوّة  mحركة نقطة ماديةّ كتلتها   
( , , )r x y z=

d، ولسرعتها �
d
r
t

�
.  

  
  الآتية معادلة بواسّونأمّا  �

  2 2 2

2 2 2 0

U U U
x y z

ρ∂ ∂ ∂+ + = − ε∂ ∂ ∂
  ( )3  

)فيحقّقها الكمون الكهربائي الساكن    , , ) ( , , )x y z U x y z֏  الناتج عن توزعّ حجمي
) بتابع الكثافة الحجميّة للشحنةللشحنة الكهربائيّة معطى  , , ) ( , , )x y z x y zρ֏، 0)ε 

  .)ثابت

 عشر الثالثالفصل 

  www.hiast.edu.sy  التكنولوجياالمعهد العالي للعلوم التطبيقية و 
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   هولة التي تحقذه ق هإنّ المهمّة الأولى لنظريةّ المعادلات التفاضليّة هي إيجاد التوابع ا
  المعادلات، أو ما نسمّيه حلول هذه المعادلات.

)لمتحوّل واحد مثل  ذا كانت التوابع اهولة في معادلة تفاضليّة توابعَ إ � ) وأ 1( )2  ّا قلنا إ
لعدّة متحولات  ، أمّا إذا كانت التوابع اهولة في معادلة تفاضليّة توابعَ معادلة تفاضليّة عاديةّ

)مثل    .معادلة تفاضليّة جزئيّةقلنا إّا  3(

  الآتيةفعلى سبيل المثال، المعادلات التفاضليّة 

2

2

2

2

d
1

d

d d
2 6 1
dd

d
sin 0

d

y
y

x

y y
y

xx

k
t

− =

− + =

θ
+ θ =

  

  الآتيةهي معادلات تفاضليّة عاديةّ. أمّا المعادلات التفاضليّة 

2 2
2

2 2 2

u v

y x

u u
x y u
x y

Z Z Z
a k

tx t

∂ ∂
= −

∂ ∂
∂ ∂
+ =

∂ ∂

∂ ∂ ∂
= −

∂∂ ∂

 

  فهي معادلات تفاضليّة جزئيّة.

تان فيها، فالمعادلتان التفاضليّ  بأا أعلى مرتبة للمشتقّ  التفاضليّةمرتبة المعادلة ونعرّف  �
( )و 2( )هما من المرتبة الثانية، أمّا المعادلة التفاضليّة  3(   فهي من المرتبة الأولى. 1(

  فمثلاً، المعادلة التفاضليّة
2d

1
d

y
y

x
− =  

  هي معادلة تفاضلية عاديةّ من المرتبة الأولى. أمّا المعادلة التفاضليّة
4 2

2
24

0
u u

c
tx

∂ ∂
+ =
∂∂

  

  فهي معادلة تفاضليّة جزئيّة من المرتبة الرابعة.
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 ّولةمحلا ستكون دراستنا موجّهة نحو المعادلات التفاضليّة العاديةّ. التي سنفترض بوجهٍ عامّ أ 
 ّا تكتب بالشكل بالنسبة إلى المشتق من أعلى مرتبة. أي إ  

  
1

1
d d d

, , , ,
dd d

n n

n n

y y y
F x y

xx x

−

−
 =   

…  ( )∗  

فهو  F. أمّا التابع mℝ يأخذ قيمه في وإنما هو تابع شعاعيّ  تابع حقيقيّ  yوهنا لا نفترض أنّ 
Iمنطلقه مجموعة من الشكل و  mℝيأخذ قيمه في  تابع U×،  حيثI  مجال غير تافه منℝ 

)مجموعة مفتوحة جزئيّة من Uو )m nℝ.  

) حلاً للمعادلة التفاضليّةنسمّي    � : كلّ تابع  ∗( mJϕ → ℝ  معرّف ويقبل الاشتقاق
n  مرةّ على مجال جزئيJ  محتوى فيIقويحق ،  

( 1), ( ( ), ( ), , ( ))nx J x x x U−′∀ ∈ ϕ ϕ ϕ ∈…  
)  و ) ( 1), ( ) ( , ( ), ( ), , ( ))n nx J x F x x x x−′∀ ∈ ϕ = ϕ ϕ ϕ…  

dفمثلاً إنّ مجموعة حلول المعادلة التفاضليّة 

d

x
k x

t
= }ي ه − }:cx c ∈ ℝ حيث   
( ): ,  kt

c cx x t ce−→ =ℝ ℝ  

  نت لهما مجموعة الحلول نفسها. إذا وفقط إذا كا معادلتين تفاضليتين متكافئتان إنّ نقول  �

d فمثلاً المعادلة التفاضليّة

d

x
k x

t
= )تُكافئ المعادلة  − )d

0
d

kte x
t

=.  

: . لنعرّف التابعتكراراً  معنا لاحظة مهمّة، ستظهرنأتي الآن إلى م ( )m nG I U× → ℝ 
  بالصيغة

1 2 2 3 1( , , , , ) ( , , , , ( , , , ))n n nG x y y y y y y F x y y=… … …  

1إلى الشعاع  Y ثمُّ لنرمز بالرمز 2( , , , )ny y y…  من( )m nℝ ف التطبيق. عندئذ يعر  
( 1)( , , , )n−′ϕ ϕ ϕ ϕ֏ …  

)تقابلاً بين مجموعة حلول المعادلة التفاضليّة   ن المرتبة الأولى مة التفاضليّة موعة حلول المعادلومج ∗(
  d ( , )

d
Y G x Y
x
=  ( )�  

)هي الصيغة  ) محلولة بالنسبة إلى المشتق (لمعادلة تفاضليّة عاديةّ وعليه فإنّ الصيغة العامّة  )� 
: حيث pG I U× → ℝ، وU مجموعة مفتوحة من pℝو ،I  مجال غير تافه منℝ.  
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،لبدءمسألة كوشي، أو مسألة شرط انسمّي    �
0 0( , )x YP  بالنسبة إلى المعادلة التفاضليّة

( )، مسألة إيجاد حل لهذه المعادلة �( )x xΦ֏  ُقيح0الشرط  ق 0( )x YΦ  حيث =
0 0( , )x Y  عنصر ما منI U×.  

dفمثلاً إذا تأمّلنا المعادلة التفاضليّة

d

x
k x

t
= 0أياً كانت  وجدنا أنهّ، − 0( , )t x  2منℝ فهناك ،

 وحيدٌ فقط ،حل لمسألة كوشي  ،وحل
0 0( , )t xPمعطى بالعلاقة ،  

( ) 0( )
0: , k t tx x t x e− −→ =ℝ ℝ  

  يّة عاديةّ.عادلة تفاضلقة بملمتعلّ اسندرس لاحقاً مسألة وجود ووحدانيّة حلّ مسألة كوشي 

  طريقة أولر لإيجاد حلول تقريبيّة لمعادلة تفاضليّة 2.

1)حيث  pℝمجموعة مفتوحة من  U، ولتكن ℝمجالاً غير تافه من  Iليكن    )p≤ .
Iاً منتابع Fثمُ ليكن U×  إلىpℝ ّ0. نفترض أن 0( , )x Y  عنصرٌ ما منI U× عنده تقبل 

مسألة كوشي 
0 0( , )x YP ةالمعادلة التفاضليّ ب المتعلقة d ( , )

d
Y F x Y
x
، لنفترض Φداً حلاً وحي =

]0أنّ هذا الحل معرّف على مجال يحوي  , ]x b.  
]0على اال  Φ عطبيعيّة جداً لإيجاد تقريب للتابفي الحقيقة، هناك طريقة    , ]x b ويمكن ،

 ق في هذه الطريقة لإثبات وجود هذا الحلولكننا سنرجئ هذه الدراسة إلى وقت آخر. ،التعم  

0bا العدد ، ولنعرّف خطوة الطريقة بأℕ ّ∗من  n لتكن   x
h n

، ثمُ لنجزّئ اال =−
0[ , ]x b  ،منها إلى مجالات متساوية الأطوال طول كلhوذلك بالاستفادة من النقاط ،  

0kx x k h= + } من k حيث ⋅ }0,1, ,n….  
] لإيجاد قيم تقريبيّة ثمُّ نسعى ] [ ] [ ]

1 2, , ,n n n
nY Y Y…  1للمقادير 2( ), ( ), , ( )nx x xΦ Φ Φ… 

“النقاط”الذي يصل بين  “مُضلّع أولر”بحيث يكون 
[ ]( )0( , )nk k k nx Y ≤  Φلحلتقريباً جيداً ل ≥

]0على اال  , ]x b عندما تكون n  كبيرة بقدر كافٍ، أوh .ٍصغيرة بقدر كاف  

]لنفترض أنّ    ]( , )nk kx Y مقبول من قريبة إلى حد ( , ( ))k kx xΦال  ـّ. لما كان طول ا
1[ , ]k kx x )نا النظر إلى التابع صغيراً بقدر كافٍ أمكن + )( , )x F x xΦ֏ وكأنهّ ثابت على 

]وأخْذُ القيمة  ،هذا اال ]( , )nk kF x Y  لمقدارل اً جيد اً تقريببصفتها ( )( , )F x xΦ  العلى ا
1[ , ]k kx x +.
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  وعندئذ يمكننا أن نكتب 
[ ]

1[ , ], ( ) ( , )nk k k kx x x x F x Y+ ′∀ ∈ Φ ≈  

  وعليه يكون
[ ]

1 1( ) ( ) ( ) ( , )nk k k k k kx x x x F x Y+ +Φ − Φ ≈ −  

]حساب القيمة التقريبيّة  تفيد في الآتيةوهكذا نرى أنّ العلاقة  ]

1
n
kY ]انطلاقاً من  + ]n

kY .  
[ ] [ ] [ ]

1 ( , )n n n
k k k kY Y h F x Y+ = + ⋅  

] نحسب بالتدريجف ] [ ] [ ]

1 1, , ,n n n
n nY Y Y− ]اً من انطلاق … ]

0 0
nY Y=  ّويكون الحل التقريبي 

  معرفّاً بالعلاقة nΦɶ المطلوب
[ ] [ ]( ) ( ) ( , )n n

n k k k kx Y x x F x YΦ = + −ɶ  
]1إلى اال  xينتمي عندما  , ]k kx x +.  

  :الآتية لتفاضليّة البسيطةالمتعلّقة بالمعادلة ا P(0,1)في مسألة كوشي  لننظر .مثال
d
d
y

y
x
=  

)إذن( ( , )F x y y≡ ًق يح، تقبل هذه المعادلة التفاضليّة حلاً وحيدا(0)لشرط اق 1Φ هو  =
tt e

Φ
֏.  

] لنبحث عن الحل التقريبي الذي تعُطيه طريقة أولر لهذه المسألة على اال   ]0,b.  لتكنn 
h/، ولنضع ℕ∗من  b n=و ،kx kh=  0في حالة k n≤ عندئذ تحُسب النقاط . ≥

0( )k k ny ≤   :تدريجياً بالعلاقات ≥
0 1y 1kو       = k ky y hy+ = 0حين تكون    + k n≤ <.  
  ولكنّ هذا يقتضي أنّ 

{ }0,1, , , (1 )kkk n y h∀ ∈ = +…  
  فهو معرّف بالعلاقة nΦأمّا الحل التقريبي 

( ) (1 ) (1 )k
n x h x h kΦ = + ⋅ + − ⋅  

] إلى اال xينتمي عندما  ,( 1) ]kh k h+.  
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  لننظر في التابع الذي يمثل الخطأ المرتكب :
[0, ], ( ) ( )x

n nx b E x e x∀ ∈ = − Φ  
}من  kفي حالة  }0,1, , 1n اال  ينتمي إلى xعددٍ ، و …−

[ ,( 1) ]kh k h+ لدينا   

(1 ) ( )k h k kh xh e e e+ ≤ = ≤  

)إذن  ) 0nE x′ ]على اال  ≤ ,( 1) ]kh k h+تنتج من س. ن
,0]على  nEع ذلك، ومن استمرار التاب ]b ّأن ،nE  تابع متزايد

,0] على ]bوعليه ،  

[0, ], 0 (0) ( ) ( )n n nx b E E x E b∀ ∈ = ≤ ≤  

  إذن

0

sup ( ) 1

n

x b
n n

x b

b
e x e

n≤ ≤

 ∆ = −Φ = − +   
  

)1 ينتج من ذلك أنّ متتالية الحلول التقريبية )n n≥Φ  ال0]تتقارب بانتظام على ا, ]b الحلّ  من
  .P(0,1)لمسألة كوشي  Φالفعلي 

 Fفي الحقيقة، ليست النتيجة السابقة حالة خاصّة، وإنمّا توجد شروط معقولة على التابع   
الحل  منتجعل متتالية الحلول التقريبيّة التي تعطيها طريقة أولر تتقارب بانتظام على مجال الدراسة 

، لأنّ حساباً بسيطاً بطيءالفعلي لمسألة كوشي. يبين المثال السابق أنّ تقارب متتالية الحلول التقريبيّة 
  يثبت أنّ 

( )212

b

n

be
O

n n
∆ = +  

  . ريقة أولر طريقة من المرتبة الأولىطفنقول إنّ 

ولكن أَلا يمكن تعديل هذه الطريقة فتتقارب بسرعة أكبر من الحل ؟ في الحقيقة، نعم. وسنبينّ   
  مُقاربة ممكنة لهذا الأمر. الآتيةفي الفقرة 

 

1

16←Φ

8←Φ

4←Φ

2←Φ

1←Φ

xe →e −

1−
0

y

x
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  ا كان ـّلنرجع إلى الإطار العام الذي انطلقنا منه عند بدء هذه الدراسة. لم

( ) ( ) ( ) ( )( )
1 1

1 d , d
k k

k k

x x

k k

x x

x x t t F t t t

+ +

+ ′Φ − Φ = Φ = Φ∫ ∫  

)فإنّ طريقة أولر تعتمد على تقريب هذا التكامل بمساحة مستطيل:  ) ( )( )1 ,k k k kx x F x x+ − Φ .
  ولكن يمكننا أيضاً تقريب هذا التكامل بأخذ مساحة شبه المنحرف الموافق أي  

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )1
1 1 1, ,

2
k k

k k k k k k

x x
x x F x x F x x+
+ + +

−
Φ − Φ ≈ Φ + Φ  

  ومن ثمَّ نصل إلى العلاقة التدريجيّة 
[ ] [ ] [ ] [ ]( )1 1( , ) ( , )

2
n n n
k k k k k

n
k

h
Y Y F x Y F x Y+ += + ⋅ +  

]ولكنّ هذه العلاقة ليست مفيدة بصيغتها الحاليّة، لأنّ المقدار اهول  ]

1
n
kY الذي كان من المفترض  +

]حسابه بدلالة  ]n
kY  َيظهر أيضاً في الطرف الأيمن في المساواة السابقة. لذلك نستبدل به القيمة
  ا لنا طريقة أولر البسيطة، فنكتبالتقريبيّة التي تحسبه

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]( )1 ( , ) ( , )( , )
2

n n n
k

n n
k k kk k k k

h
Y Y F x Y F x Y hF x Y+ = + ⋅ + +  

] نحسب بالتدريجف ] [ ] [ ]

1 1, , ,n n n
n nY Y Y− ]انطلاقاً من  … ]

0 0
nY Y=  ويكون الحل التقريبي

  معرفّاً بالعلاقة ��nΦ المطلوب

�� [ ] [ ]( ) ( ) ( , )n n
n k k k kx Y x x F x YΦ = + −  

]1إلى اال  xينتمي عندما  , ]k kx x وهي في الحقيقة طريقة أولر المعدّلة تسمّى هذه الطريقة  .+
طرائق . كما توجد طرائق أخرى أسرع من هاتين الطريقتين مثل ةانيطريقة من المرتبة الثّ 

Runge-Kutta ،التحليل العددي، وهي لذلك لا تدخل ضمن إطار يأتي القارئ على دراستها في 
  .دراستنا للمعادلات التفاضليّة العاديةّ

سنرى في هذا المثال كيف تكون طريقة أولر المعدّلة أفضل من طريقة أولر البسيطة من جهة   .مثال
  ادلة التفاضليّة البسيطة:المتعلّقة بالمع P(0,1)في مسألة كوشي  لننظرسرعة التقارب من الحل. 

d
d
y

y
x
=  
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ttحلاً وحيداً  هذه المعادلة التفاضليّة تقبل لقد أشرنا إلى أنّ  e
Φ
(0)لشرط اقق يح ֏ 1Φ =. 

] ى االلهذه المسألة علالمعدّلة الذي تعُطيه طريقة أولر  التقريبيّ  لنبحث عن الحل و  ]0,b.  لتكنn 
h/، ولنضع ℕ∗من  b n=و ،kx kh=  0في حالة k n≤ عندئذ تحُسب النقاط . ≥

0( )k k ny ≤   :الآتية تدريجياً بالعلاقاتفقة لطريقة أولر المعدّلة الموا ≥

0 1y و       =
2

1 1
2k k

h
y h y+

 = + +   
0حين تكون     k n≤ <.  

  وهذا يقتضي أنّ 

{ }
2

0,1, , , 1
2

k

k

h
k n y h

  ∀ ∈ = + +   
…  

)فإذا عرفّنا كما في السابق  تابع الخطأ:  ) ( )x
n nE x e x= − Ψ  حيثnΨ  هو الحل التقريبي

,0]متزايدٌ على  nEنتيقّن كما في حالة المثال السابق أنّ  ،الذي تعطيه طريقة أولر المعدّلة ]b وعليه ،
  فإنّ 

[0, ], 0 (0) ( ) ( )n n nx b E E x E b∀ ∈ = ≤ ≤  

  إذن

�
2

2
0
sup ( ) 1

2

n

x b
n n

x b

b b
e x e

n n≤ ≤

 ∆ = − Ψ = − + +   
  

)1 ينتج من ذلك أنّ متتالية الحلول التقريبية )n n≥Ψ  ال0]تتقارب بانتظام على ا, ]b الحلّ  من
  ولكننا نتيقّن بحساب بسيطٍ أنّ  .P(0,1)لمسألة كوشي  Ψالفعلي 

� ( )
3

2 3

1

6

b

n
b e

O
n n

∆ = +  

  من كون طريقة أولر المعدّلة طريقة من المرتبة الثانية.آنفاً وهذا يؤكّد ما أشرنا إليه 

  
p  
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  أمثلة على مسائل يؤول حلها إلى حل معادلات تفاضليّة 3.

   مسائل في الميكانيك التقليدي 1-3.

لقوى  tفي لحظة وتخضع m ي في التحريك على أنّ نقطة ماديةّ كتلتهاينص المبدأ الأساس
F محُصّلتها

�
1يكون تسارعها في تلك اللحظة مساوياً   FmΓ =

� . وعادة تكون محصّلة القوى �
F المؤثرة

�
 له في أغلب الأحيان بشعاع الموضعولموضع النقطة في تلك اللحظة الذي نمثّ  tتابعة للزمن  

( )
( )

( )

( )

x t
y t
z t

r t
 =  
  

d، ولشعاع سرعة النقطة في تلك اللحظة:�

d

r
v

t
=
�

. إذن تُكتب المعادلة العامّة �

  نقطة ماديةّ بالشكللتحريك 
2

2
d 1 ( , , )
d
r F t r vmt
=
� ��  

واء بتأثير تتحرّك في اله m ، كتلتها)نقطة مادّية(لننظر على سبيل المثال في حركة قذيفة،  �
وسنفترض أنّ قيمتها متناسبة طرداً مع  ،ة الحركةثقلها، وتخضع لمقاومة الهواء وهي قوّة تعُاكس جه

 سرعة القذيفة. سنفترض أيضاً أنّ الحركة تجري في حيز صغير بحيث يمكننا اعتبار شعاع تسارع الجاذبية
mثابتاً. عندئذ تكون محصّلة القوى التي تخضع لها القذيفة مساوية  �g الأرضية g k v−

. أمّا ��
  مُعادلة الحركة فتُكتب بالشكل

m m g k vΓ = −
� � �  

  أو

  
2

2

d d

dd

r r
g

tt
+ κ =
� �

k  إذ عرفّنا   �

m
κ =.  ( )1  

0لنفترض أنهّ في اللحظة  0t 0rكانت القذيفة في الموضع   =
0vوكانت سرعتها عندئذ  �

المطلوب  .�
، أي حل مسألة كوشي tهو تعيين موضع النقطة في اللحظة 

0 0 0( , , )t r vP ��.  

)في الحقيقة، يمكننا في هذه الحالة البسيطة إيجاد الحل وذلك لأنّ المعادلة    تكافئ 1(
d d

d d

r
r g

t t

  + κ =  

�
� �  

0وعليه نجد بمكُاملة الطرفين بين اللحظتين  0t   أنّ  tو =

0 0
d

d

r
r v r t g

t
+ κ − − κ =
�

�� � �  
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  ،teκ المقدارأو، بعد ضرب طرفي العلاقة السابقة ب

( ) 0 0
d

( )
d

t te r e v r tg
t

κ κ= + κ +
�� � �  

0ين تومن جديد، بمكُاملة الطرفين بين اللحظ 0t   ، نجدtو =

( ) ( )0 0 0 2 2

1 1 1
( )

t
t te t

e r t r v r e g
κ

κ κ− κ −
− = + κ + +

κ κ κ
�� � � �  

  وبالإصلاح نجد

( ) 0 0 2

1 1t te e t
r t r v g

−κ −κ− − + κ
= + +

κ κ
�� � �  

كان بالإمكان إهمال مقاومة   فيها ملاحظة الحركة قصيرة، أوالتي تجري وهنا نلاحظ أنهّ إذا كانت المدّة 
  تقريب أوليّ كتابةفي الهواء، يمكننا 

1 te t−κ− ≈ κ      و
2 2

1
2

t t
e t−κ κ

− − κ ≈  
  وعندئذ يكون

( ) 2
0 0

1

2
r t r tv t g= + +

�� � �  

  من دراسته السابقة. يعرفها القارئ لحركة متغيرّة بانتظام عادلة الزمنيّة ـُوهذه هي الم

: لنفترض أنّ سلكاً لنقل التيار الكهربائي معلّق من طرفيه بين الآتيةلنتأمّل أيضاً المسألة  �
  عمودين ويتدلىّ بتأثير ثقله، ما هو المنحني الذي يرسمه هذا السلك؟

وأنّ كتلة  ،لنفترض أنّ السلك متجانسٌ   
. ولنتأمّل نقطتين λواحدة الطول منه تساوي 

0 0 0( , )M x y و( , )M x y  من السلك. يخضع
لثلاث قوى  Mو 0Mجزء السلك الواصل بين 

  هي :
Â هذا الجزء ويساوي  ثقلs gλ

  طول هذا الجزء ويساوي إلى s رمزنا بالرمز حيث ،�

( )( )
0

2
1 d

x

x
s y t t′= +∫  

Â 0توترّ السلك وT
�

 .0Mعند النقطة  
Â  توترّ السلكوكذلك T

�
 .M ةد النقطعن 

M

0θ
0M

T
�

θ

0T
�
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0ن تكون محصّلة هذه القوى معدومة أي في وضع التواز  0T T s gλ+ + =
� � . وبإسقاط هذه �

  خر أفقي كما في الشكل نجدالآالعلاقة على محورين أحدهما شاقولي و 
0 0

0 0

cos cos 0

sin sin 0

T T

T T g s

θ θ

θ θ λ

− + =
− + − =

  

  من العلاقة الأولى ثمُّ بالتعويض في الثانية نجد Tوبحساب 
0 0 0 0sin cos tan 0T T g sθ θ θ λ− + ⋅ − =  

  أو

0

2
0 0 0 0sin cos ( ) 1 ( ( )) d 0

x

x

T T y x g y t tθ θ λ′ ′− + ⋅ − + =∫  

  وباشتقاق طرفي هذه العلاقة نجد
2

0 0cos ( ) 1 ( ( )) 0T y x g y xθ λ′′ ′⋅ − + =  

 وعليه يوجد ثابتٌ 
0 0cos

g
a

T

λ

θ
21yيحُقّق  = a y′′ ′= وهي المعادلة التفاضليّة التي . +

  يحُققها منحني السلك.

  مسائل في الدارات الكهربائيّة 2-3.

ظر إلى الدارة الكهربائيّة البسيطة في الشكل ااور وهي تحوي نلن
موصولات  C ومكثفة سعتها R ، ومقاومةL وشيعة ذاتيّتها

فرق الكمون المطبّق بين طرفي هذه  على التسلسل. ولنفترض أنّ 
)الدارة معطى بالتابع الزمني  )t E t֏.  

ذا كانت ) فإ )q t لم للحظة ـُهي شحنة ا في ا ، t كثفة 

dعندئذ تكون شدّة التيار المار في الدارة معطاة في كلّ لحظة بالعلاقة 

d

q
i

t
=.  

Â  أمّا فرق الكمون بين طرفي الوشيعة فيساوي 
2

2

d d

d d

i q
L L

t t
=. 

Â  ويساوي فرق الكمون بين طرفي المقاومةd

d

q
R i R

t
=. 

Â  ً1 يساوي فرق الكمون بين طرفي المكثفّة وأخيرا
q

C
. 

  

L

C

RE
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  مون هذه يساوي فرق الكمون المطبّق بين طرفي الدارة استنتجنا أنّ ا كان مجموع فروق الك ـّولم
2

2

d d 1

dd

q q
L R q E

t Ct
+ + =  

ا باشتقاق هفي الدارة فنحصل علي رّ أمّا إذا أردنا المعادلة التفاضليّة التي تحُققها شدّة التيار الكهربائي الما
  العلاقة السابقة لنجد

2

2

d d 1 d

d dd

i i E
L R i

t C tt
+ + =  

أن نعرف الشعاع ويمكننا 
q
i
 =  
 

Iعندئذ يكون ،  

0 1 0d
1 1 11d

i

R Rt E q i EL LC L LLC L

             = = ⋅ +      − −    − −       

I I  

Aفهي إذن مُعادلة تفاضليّة من الشكل  B′ = +I I حيث A  2مصفوفة ثابتة من( )M ℝ 
)و )t B t֏ 2يأخذ قيمه في  تابع 1( )×M ℝ.  

  مسـائل في الهندسة 3-3.

) التي معادلاا Γ لنبحث عن المنحنيات )y f x=  من
شعاع  كل   ” :الضوئية الآتيةوتحُقق الخاصّة  2C الصف

,0) ضوئي صادر من مبدأ الإحداثيات 0)O  ينعكس على
Γ  ليصبح موازياً لمحور التراتيبOy.“  

تعني خاصّة الضوء الهندسي المذكورة أنّ الزاوية التي   
، Mفي  Γللمنحني  T مع المماس OM يصنعها

مع محور التراتيب  T نعها المماسصتساوي الزاوية التي ي
Oy .  

  :وهذا يُكافئ قولنا إنّ 
 2 2OM OO ′=

			� 				�

 
 
 
 (1)  

O إذ أسمينا   .Oyمع محور التراتيب  Mفي  Γللمنحني  T نقطة تقاطع المماس ′

y
Γ

T

M

O ′

O x
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)هي  Mفإذا كانت إحداثيات , )X Yكانت مُعادلة المماس ، T  للمنحنيΓ  فيM هي  
d

: ( )
d

Y
y Y x X

X
= + −T  

Oوعليه تكون إحداثيات )هي  ′ )d
0,

d

Y
Y X

X
  بالشكل (1). وتُكتب العلاقة −

( )22 2 d
d
YX Y Y X
X

+ = −  

  وهذا يُكافئ
2 2 1 0YY Y

X
′ ′− ⋅ − =  

  التي نبحث عنها. Γوهي المعادلة التفاضليّة للمنحنيات 
)فإذا كان  )Y f X=  ًّللمعادلة السابقة كان لدينا من جهة أولى حلا  

  1 2Y
Y

XY
′ − =

′
  (2)  

  :(2)ومن جهة ثانية نجد باشتقاق طرفي العلاقة السابقة، وبالاستفادة من 
2 2

2 2

1 2 2 2 1 1Y Y Y Y Y Y
Y

X X XXY XYY X

 ′ ′ ′ ′ ′+ +′′ ⋅ = − = + − =  ′ ′′ 
  

0XYأو  Y′′ ′− dون وعليه يك = 0
d

Y

X X

′  =  
  : يحُقق C. إذن يوجد ثابت 

Y CX′ =  
  نجد (2)وبالعودة إلى 

( ) 21 1

2 2 2

X C
Y CX X

CX C
= ⋅ − = −  

  ضليّة المدروسة. للمعادلة التفا كل تابع من الشكل السابق حل   ونتيقّن بسهولة أيضاً أنّ 

نستنتج إذن أنّ مجموعة المنحنيات التي تحُقق الخاصّة المطلوبة هي مجموعة القطوع المكافئة التي يقع 
  محرقها في مبدأ الإحداثيّات ويوازي محورها محور التراتيب.

  

g
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  ات ـتمرين

J وابع أوجد معادلة تفاضليّة تقبل جماعة الت 1. التمرين( )c cϕ ∈ℝ  يأتيالمعرفّة كما:  
3: , ( )c c x cxϕ ϕ→ =ℝ ℝ  

  حلولاً لها.  

  الحـل

) يكن ℝمن  xنلاحظ أنهّ مهما تكن  ) 3 ( ) 0c cx x xϕ ϕ′ −  الجماعة توابع. إذن =
( )c cϕ ∈ℝ  3حلولٌ للمعادلة التفاضليّة 0xy y′ − =.  ú  

J أوجد معادلة تفاضليّة تقبل جماعة التوابع  2. التمرين( )c cϕ ∈ℝ  يأتيالمعرفّة كما:  
2: , ( ) ( )c c x x cϕ ϕ→ = +ℝ ℝ  

  حلولاً لها.  

  الحـل

)يكن،  ℝمن  xنلاحظ أنهّ مهما تكن  ) 2( )c x x cϕ′ = ) الجماعة توابع. إذن + )c cϕ ∈ℝ 
2حلولٌ للمعادلة التفاضليّة  4 0y y′ − =.  ú  

J اعة التوابع أوجد معادلة تفاضليّة تقبل جم 3. التمرين( )c cϕ ∈ℝ  يأتيالمعرفّة كما : 
2

2

2
( )

1

x

c x

ce
x

ce
ϕ =

+
  

  حلولاً لها.  
  الحـل

  يكن، ℝمن  xنلاحظ أنهّ مهما تكن 
2 2 2 4 2

2 2 2 2

4 (1 ) 4 4
( )

(1 ) (1 )

x x x x

c x x

ce ce c e ce
x

ce ce
ϕ

+ −′ = =
+ +
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 ومن ثمَّ 

( )

2 2 2

2 2 2

2

2

2 2 2 2 2
( ) ( )

1 1 1
2

( ) 2 ( ) 2 ( )
1

x x x

c cx x x

x

c c cx

ce ce ce
x x

ce ce ce

ce
x x x

ce

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

+ −′ = ⋅ = ⋅
+ + +

  = ⋅ − = ⋅ −   + 

  

) الجماعة توابعإذن  )c cϕ ∈ℝ  22حلولٌ للمعادلة التفاضليّة 0y y y′ − + =.  ú 

J أوجد معادلة تفاضليّة تقبل جماعة التوابع  4. التمرين( )c cϕ ∈ℝ  يأتيالمعرفّة كما :  

: , ( ) sin( )c c x x cϕ ϕ→ = +ℝ ℝ  
  حلولاً لها.  

  الحـل

)يكن،  ℝمن  xنلاحظ أنهّ مهما تكن  ) ( )c cx xϕ ϕ′′ = ) الجماعة توابع. إذن − )c cϕ ∈ℝ 
0yحلولٌ للمعادلة التفاضليّة  y′′ + =.  ú  

J 2أوجد معادلة تفاضليّة تقبل جماعة التوابع  5. التمرين
1 2 1 2

( , ) ( , )
( )c c c c
ϕ ∈ℝ أتيالمعرفّة كما ي: 

1 2 1 2

2
( , ) ( , ) 1 2: , ( ) x
c c c c x c x c eϕ → ϕ = +ℝ ℝ  

 حلولاً لها.  

  الحـل
)لنكتب  )xϕ  بدلاً من

1 2( , )( )c c xϕ . نلاحظ أنهّ مهما تكنx  منℝ  ،يكن  
2

2

2

1 2

1 2

1 2

( )

( ) 2

) 2

2

(

x

x

x

x c x c e

x c x c e

x c c ex

ϕ

ϕ

ϕ

= +

′ = +

′′ = +

  

  وعليه تكون الأشعّة
x

x

x

e

e

e

 
 
 
 
 
  

  و  
2

2

2

x

x

 
 
 
 
 
  

   و  
( )

( )

( )

x

x

x

ϕ

ϕ

ϕ

 
 
 ′ 
 ′′  

  

  مرتبطة خطيّاً. 
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  إذن 
2( )

, det ( ) 2 0

( ) 2

x

x

x

x x e

x x x e

x e

ϕ

ϕ

ϕ

 
 
 ′∀ ∈ = 
 
′′  

ℝ  

2 ماعةالج توابعو 
1 2 1 2

( , ) ( , )
( )c c c c
ϕ ∈ℝ حلولٌ للمعادلة التفاضليّة :  

   2 2( 2 ) (2 ) 2( 1) 0x x y x y x y′′ ′− + − + − =.  ú  

J ها محور كافئة التي يوازي محور  ـُأوجد معادلة تفاضليّة تقبل حلولاً لها جماعة القطوع الم 6. التمرين
 ل ومنصّف الربع الأوّل في آن معاً.من محور الفواص التراتيب، والمماسّة لكل  

  الحـل
  ، محور الفواصل يجب أن تكون معادلته من الشكلمحوره يوازي محور التراتيب ،كي يمس قطعٌ مُكافئ

2( ) ( )y x x bλ= −  
  ولكي يكون هذا القطع مماساً لمنصّف الربع الأوّل يجب أن يكون للمعادلة

2( ) ( )y x x b xλ= − =  
4راً مُضاعفاً، وهذا الشرط يُكافئ جذ xنسبة إلى اهول بال 1 0bλ + . إذن مجموعة القطوع =
  كافئة المقصودة هي تلك التي تُكتب معادلتها بالشكل ـُالم

21
( )

4
y x b

b
= − −  

b حيث ∗∈ ℝ.  ّوهنا نلاحظ أن  
1
( )

2
y x b

b
′ = − −  

1)إذن  2 )x b y ′=   ، وبالعودة إلى المعادلة الأولى نجد−
2 (1 2 ) 0xy y y′ ′+ − =.  

  ú  وهي المعادلة التفاضليّة المطلوبة.
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J ينطلق رجل  7. التمرينM  متحركاً بالاتجاه الموجب لمحور الفواصل من مبدأ الإحداثياّتOx ،
,0)ويجر عربة كانت في البداية موجودة في الوضع  )s   ُستخدماً حبلاً غير قابل للامتطاط، م

  ة التي يحُققها مسار العربة.ويبقى مشدوداً أثناء الحركة. اكتب المعادلة التفاضليّ  sطوله 

 

s

(0, )s

O M

y

x  
  الحـل

، ويمكن التعبير عن ذلك بالعلاقة sتساوي  Mالمسافة بين نقطة التماس و
2

2 2

2

y
s y

y
= +

′
 ،

  ú  فهي إذن المعادلة التفاضليّة المطلوبة.

J ق الخاصّة التالية: إنّ طول  8. تمرينالقها مجموعة المنحنيات التي تحُقأوجد المعادلة التفاضليّة التي تحق
القطعة المستقيمة، على محور الفواصل، التي يعينها مماس للمنحني وناظم عليه في نقطة من 

  . ثمُّ حاول إيجاد حلول هذه المعادلة.2aالمنحني يساوي مقداراً ثابتاً 
  الحـل

س في النقطة  نّ معادلة المما )إ , ( ))M x f x  من المنحني هي( ) ( )( )Y f x f x X x′= + − 

)وهو يقطع محور الفواصل عند  )
, 0

( )

f x
A x

f x

  −   ′ 
). أمّا معادلة الناظم في النقطة  , ( ))M x f x 

1من المنحني فهي 
( ) ( )

( )
Y f x X x

f x
= − −

′
التي  Bالنقطة  وهو يقطع محور الفواصل عند 

) إحداثياا ( ) ( ), 0)B x f x f x′+  .  
2ABوعليه نحصل على المعادلة التفاضليّة المطلوبة من العلاقة  a= التي تُكافئ  

( )
( ) ( ) 2

( )

f x
f x f x a

f x
′ + =

′
  

1أو 
2y y a

y
ε

  ′ + =  ′ 
} حيث  1, 1}ε ∈ − +.  
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yلحلّ مثل هذه المعادلة يمكننا أن نعرّف وسيطاً جديداً  p′   ، فيكون=

2

2

1

a p
y

p

ε
=

+
  

  اضليّةهو حلٌ للمعادلة التف pو
2

2 2

2 (1 )

( 1)

a p
p y p

p

ε −′ ′= =
+

  

2uمن ثمَّ إذا عرفّنا  p=  كان لدينا  
2

2 2 2 2

2

(1 ) 1
2

( 1) ( 1)

2 2
ln

1 1 1( 1)

p u
pp u

a p p u u

u u u u

u u u uu

ε − −′ ′= =
+ +

′     ′ ′ ′    = − − = +         + + +    + 

  

  وعليه نجد
2

2 2

2

2
ln

1 1

2

1

p
x a c

p p

p
y a

p

ε

ε

       = + +        + +   
  =    +

  

فإذا غيرّنا الوسيط بوضع 
2

tanp θ= استنتجنا أنّ التمثيل الوسيطي للحلول هو  
( )ln(1 cos ) cosx aε θ θ κ= − + sinyو    + aε θ=  

  ú  
  
  

QWE 

AgD  
ZXC  
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 لّمية الشهيرة من المرتبة الأولىالمعادلات التفاضليّة الس  
  

دف في هذا البحث إلى دراسة بعض أنواع المعادلات التفاضليّة التقليديةّ من المرتبة الأولى،    
التي بالإمكان إيجاد حلوها دون الحاجة إلى نظرياّت عامّة، أي التي تؤول مسألة إيجاد حلولها إلى 

  .ع أصليّةمسألة حساب تواب

  المعادلات التفاضليّة ذات المتحوّلات المنفصلة 1.

 كلّ معادلة تفاضلية من الشكل  معادلة تفاضليّة ذات متحوّلات منفصلةبوجه عامّ نسمّي   
( , )y h x y′  dyو yو ،في أحد طرفيها dxو xفيه  تجتمع أسلوبيمكن إعادة صياغتها ب =

  في الطرف الآخر. وسنتفحّص ثلاث حالات:

)المعادلات من الشكل  1-1. )y f x′ f:حيث ، = I → ℝ  ٌمست تابع على مجال. مر  

  Iعلى  fللتابع تابعاً أصليّاً ما  F هذه في الحقيقة أبسط المعادلات التفاضليّة، وإذا كان  
}كانت مجموعة حلول هذه المعادلة هي  : }λ λϕ ∈ ℝ مع   

: , ( ) ( )I x F xλ λ λϕ → ϕ = +ℝ  

اً  . وأيّ Oy دها بتطبيق انسحاباتٍ أشعتُها توازي محور التراتيبحوتنتج جميع منحنيات الحلول من أ
0كانت  0( , )x y  منI ×ℝ  تقبلْ مسألة كوشي

0 0( , )x yP  ًّحيداً فقط. و  وحلاًّ حلا  

)المعادلات من الشكل  2-1. )y g y′ g:حيث ، = J → ℝ  ٌتابع  على مجال. مستمر  

d في الحقيقة، تُكتب هذه المعادلة بالشكل
( )

d
y

g y
x

d ، أو=
d

( )
y

x
g y

 شرطَ أن يكون =

( ) 0g y   ، فهي إذن ذات متحوّلات منفصلة. ≠
)جذراً للمعادلة  Jمن  αإذا كان  � ) 0g y )أي ، = ) 0g α بع الثابت اكان الت،  =

, المعرّف بالعلاقة  ( )x y x α∀ ∈ =ℝ  ًّللمعادلة التفاضليّة المدروسة.حلا   

 الفصل الرابع عشر

  www.hiast.edu.sy  المعهد العالي للعلوم التطبيقية والتكنولوجيا
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)للمعادلة  J جذران في اال βو αلنفترض أنّ  � ) 0g y α يحُققان = β< وg  لا

[ ينعدم في اال , [α β.  1عندئذ يقبل التابع المستمر
] , [ ,

( )
y

g y
α β → ℝ تابعاً أصلياً  ֏

: وليكن ] , [G α β → ℝ ّولنفترض أن .( )y y x=  ٌما للمعادلة المدروسة معرّف على  حل
[ويأخذ قيمه في اال  Iمجال  , [α β،  عندئذ يكون  

( )
d

,  ( ) ( ) 1
d ( )

y
x I G y y G y

x g y

′
′ ′∀ ∈ = ⋅ = =  

) وينتج من ذلك أنّ  )G y x λ=  G. ولكنّ التابع مقدار ثابتٌ  λحيث ، I، على اال +
[ مطرّدٌ تماماً على االتابعٌ  , [α β ال، فإذا كانه يحافظ على إشارة واحدة على هذا الأنّ مشتق ،

(] , [) ] , [G a bα β [بين  قابلٌ تَ  Gاستنتجنا أنّ  = , [α β و] , [a b 1، وإذا رمزنا بالرمزG− 
  إلى التقابل العكسي، كان لدينا

1, ( )x I y G x λ−∀ ∈ = +  

  التابع كان،  ℝمن  λاً كانت وبالعكس نتوثقّ بسهولة أنهّ، أيّ 
1: ] , [ , ( ) ( )a b x G xλ λλ λ λ−ϕ − − → ϕ = +ℝ  

  للمعادلة التفاضليّة المدروسة. حلاًّ 
 ونلاحظ أنّ منحنيات الحلول هذه تنتج من أحدها بتطبيق انسحاباتٍ أشعتُها توازي محور الفواصل

Oxمجال لا ينعدم فيه التابع ثمُّ إنهّ بالإمكان إجراء الدراسة السابقة على كل . g.  
 بالعلاقة معرّف ضمنياًّ عندئذ نقول إنّ الحلّ  ،−1Gقد يكون من الصعب أحياناً حساب المقلوب 

( )G y x= + λ.  
21y لندرس المعادلة التفاضليّة .مثال 3-1. y′ = −.  
  هنا هو التابع gالتابع 

2: [ 1, 1] , ( ) 1g g y y− + → = −ℝ  
1y. وعليه فالتابعان الثابتان 1و −1 وهو ينعدم عند النقطتين ≡ 1yو ����− ن حلاّ  ≡

  للمعادلة التفاضليّة المدروسة.

                              
�

, علاقةأي التابع المعرّف بال  ( ) 1x y x∀ ∈ = −ℝ  
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[على اال أمّا  1, 1[− فالتابع  +
2

1

1
y

y−
  يقبل تابعاً أصلياً هو ֏

2 2
: 1, 1 , , ( ) arcsinG G y yπ π  − + → − + =      

  تابعه العكسي هو
1 1

2 2
: , 1, 1 , ( ) sinG G x x− −π π   − + → − + =      

} وعليه تكون مجموعة الحلول هي : }λϕ λ ∈ ℝ مع   

2 2
: , 1, 1 , ( ) sin( )x xπ π

λ λλ λ λ   ϕ − − + − → − + ϕ = +      
}ونلاحظ أنّ التوابع  : }λψ λ ∈ ℝ  ة علىفهي حلول للمعادلة المدروسة معرّ  يأتيالمعرّفة كما 

ℝ:  

2

2 2

2

1 :

: 1, 1 , ( ) sin( ):

1 :

x

x x x

x

π

π π
λ λ

π

λ

ψ ψ λ λ λ

λ

 − ≤ → − + = + − − < < −   − ≤ − −

ℝ  

  :لآتياالمنحني البياني  λψلحلّ ول

  
0 لتكن 0( , )x y من [ 1, 1]× − +ℝولنتأمّل مسألة كوشي ، 

0 0( , )x yP يمكننا في الحقيقة مناقشة .
  ثلاث حالات:

01حالة   � y= ،1 عندئذ يكون الحل الثابتy لمسألة  لحلاًّ  ≡
0 0( , )x yP،  ولكنّ هذه

}المسألة تقبل أيضاً جميع التوابع  }02
: xπ

λψ λ ≥   حلولاً لها. −

01حالة  � y− 1y عندئذ يكون الحل الثابت، = ≡ لمسألة  لحلاًّ  −
0 0( , )x yP،  ّولكن

} يع التوابعهذه المسألة تقبل أيضاً جم }02
: xπ

λψ λ ≤ −   حلولاً لها. −

[ من 0y حالة � 1, 1[−  عندئذ يكون لمسألة كوشي، +
0 0( , )x yP  وحيد معرّف على حل

هو  ℝكامل 
0λ
ψ، 0يث ح 0 0arcsin( )y xλ = −. 

  

y

x

λψ

2
π
λ− −

2
π
λ−

λ−

1

1−
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)المعادلات  .الحالة العامّة 4-1. ) ( )y f x g y′   تابعان مستمران. gو f حيث، =

dفي الحقيقة، تُكتب هذه المعادلة بالشكل 
( ) ( )

d
y

f x g y
x

d و، أ=
( )d

( )
y

f x x
g y

شرطَ أن  =

)يكون  ) 0g y   ، فهي إذن ذات متحوّلات منفصلة. ≠
)إذا كان  � ) 0g α yكان التابع الثابت   = α≡  ًّللمعادلة التفاضليّة المدروسة.حلا   
)للمعادلة  J جذران في اال βو αلنفترض أنّ  � ) 0g y α يحُققان = β< وg  لا

[ ينعدم في اال , [α βعندئذ يقبل التابع المستمر. ] , [ , 1/ ( )y g yα β → ℝ تابعاً أصلياً  ֏
: وليكن ] , [G α β → ℝ ثمُّ ليكن .F لتابع تابعاً أصلياًّ لf ّولنفترض أن .( )y y x=  حل

[، ويأخذ قيمه في اال I ما للمعادلة المدروسة، معرّفٌ على مجال , [α β  عندئذ يكون  

( )d
, ( ) ( ) ( )
d ( )

y
x I G y y G y f x

x g y

′
′ ′∀ ∈ = ⋅ = =  

)وعلى هذا يكون  ( ))x G y x֏ لتابعتابعاً أصلياً ل f  ال المفتوحعلى اIنج منت، فهو ي F 
)أي إنّ  ،بإضافة ثابت ) ( )G y F x λ= مطرّدٌ  G عبمقدار ثابت. ولكنّ التا λحيث ، +

[ اً على االامتم , [α βه يحافظ على إشارة واحدال، فإذا كان ، لأنّ مشتقة على هذا ا
(] , [) ] , [G a bα β [بين  قابلٌ تَ  Gاستنتجنا أنّ  = , [α β و] , [a b1 ، ثمُّ إذا رمزنا بالرمزG− 

  إلى التقابل العكسي، كان لدينا
1, ( ( ) )x I y G F x λ−∀ ∈ = +  

[)1 محتوى في اموعة Iوعلى هذا يكون اال  , [)F a bλ λ− − −.  
وى في اموعة تالمح Iاً كان اال المفتوح ، وأيّ ℝ من λ اً كانتأيّ  نتوثقّ بسهولة أنهّ ،وبالعكس �

1(] , [)F a bλ λ− −   التابع  كان،  )إذا لم تكن هذه اموعة خالية(، −
1: , ( ) ( ( ) )I x G F xλ λ λ−ϕ → ϕ = +ℝ  

  للمعادلة التفاضليّة المدروسة. حلاًّ 

. وقد يكون g سة السابقة على كل مجال لا ينعدم فيه التابعونلاحظ أنهّ بالإمكان إجراء الدرا �
 ، عندئذ نقول إنّ الحلّ معرّف ضمنياًّ بالعلاقة−1Gاب المقلوب من الصعب أحياناً حس

( ) ( )G y F x λ= +.  
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 لمعادلة التفاضليّةلندرس ا .مثال 5-1.
2

2

1

1

y
y

x

−′ =
+

.  

  هنا هو التابع gالتابع 
2: [ 1, 1] , ( ) 1g g y y− + → = −ℝ  

1y. وعليه فالتابعان الثابتان 1و −1 وهو ينعدم عند النقطتين ≡ 1yو − ن للمعادلة حلاّ  ≡
  التفاضليّة المدروسة.

[أمّا على اال  [1, 1− فالتابع  +
2

1

1
y

y−
  يقبل تابعاً أصلياً هو ֏

2 2
: 1, 1 , , ( ) arcsinG G y yπ π  − + → − + =      

  تابعه العكسي هو
1 1

2 2
: , 1, 1 , ( ) sinG G x x− −π π   − + → − + =      

2يقبل التابع ومن جهة أخرى، 

1

1
x

x+
  هو ℝتابعاً أصليّاً على  ֏

2 2
: , , ( ) arctanF F x xπ π → − + =  ℝ  

 للمجال F وهنا نلاحظ أنّ الصورة العكسيّة وفق
2 2

,π πλ λ − − −    في حالةخالية 
] [,λ ∉ −π πنتمي ، لذا يجب أن يλ الإلى ا ] , [−π π وعندها يكون  

2 2

2 2

2 2

] , [ : 0

, , ] , [ : 0
2 2 2 2

] , [ : 0

π π

π π

π π

λ λ π
π π π π
λ λ λ

λ π λ

 − − < <       − − − ∩ − = − =         − − − < <

  

[الصورة العكسيّة للمجال ف [2 2,
π π− − λ − λ وفق F هي  

( )
2

1

2 2

2

] , tan( )[ : 0

, : 0

]tan( ), [ : 0

I F

π

π π
λ

π

λ λ π

λ λ λ

λ π λ

−

 − ∞ − < < = − − − = =    − − +∞ − < <

ℝ  
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  بصيغة مُكافئة: أو

] , cotan [ : 0

: 0

]cotan , [ : 0

Iλ

λ λ π

λ

λ π λ

 −∞ < <= = +∞ − < <

ℝ  

}ومن ثمَّ نحصل على مجموعة الحلول  : ] , [}λ λ π πϕ ∈ −    حيث +

2

sin cos
: , ( ) sin( arctan )

1

x
I x x

x
λ λ λ

λ λ
λ

+
ϕ → ϕ = + =

+
ℝ  

1yين الشاذّين لّ ة إلى الحففنحصل، إضا ℝأمّا إذا أردنا حلولاً معرّفة على كامل  ≡ 
1yو ≡   ، على مجموعة الحلول−

{ : ] , [}λψ λ π π∈ − +  

0المعرفّة، في حالة  λ π<   بالعلاقة : >

2

sin cos
: cotan

: , ( ) 1
1 : cotan

x
x

x x
x

λ λ

λ λ
λ

ψ ψ

λ

 + <→ =  + ≥

ℝ ℝ  

0πوفي حالة  λ− <   بالعلاقة : >

2

1 : cotan

: , ( ) sin cos
: cotan

1

x

x x
x

x

λ λ

λ

ψ ψ λ λ
λ

 − ≤→ = + > +

ℝ ℝ  

0 ،وأخيراً  0ψ = ϕلشكل بعضاً من هذه الحلول.. ونجد في ا  

1−

1

0ψ

2ψ−

1ψ−

x

y

1ψ
/2πψ
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  المعادلات التفاضليّة الخطيّّة السلّميّة من المرتبة الأولى 2.

، كلّ معادلة تفاضليّة من معادلة تفاضليّة خطيّة سلّميّة من المرتبة الأولىنسمّي  .تعريف 1-2.
  شكل ال
    ( ) ( )y a x y b x′ = +  ( )L  

 ويأخذان قيمهما في ℝ نم I تابعان مستمراّن على مجال مفتوح وغير تافه bو aحيث 
)ℝ أو(ℂ.  

 I تابعين مستمريّن على bو a، وليكنℝ مجالاً مفتوحاً وغير تافه من I ليكن .مبرهنة 2-2.
) وأخيراً ليكن.ℂ) أو ℝ( ويأخذان قيمهما في )x A x֏ اً للتابع اً أصليّ تابع

( )x a x֏  علىIو ،( )x B x֏ ابعاً أصلياًّ للتابع ت( )( ) A xx b x e−⋅֏ على 
Iعندئذ تكون مجموعة حلول المعادلة التفاضليّة .  

    ( ) ( )y a x y b x′ = +  ( )L  
}هي  : }λ λ= ϕ ∈ ℂ

L
S حيث  

( ) ( ): , ( ) ( )A x A xI x e e B xλ λ λϕ → ϕ = ⋅ + ⋅ℂ  
  الإثبات

  لدينا Iمن  x، في حالة . في الحقيقةLلمعادلة هي حلول ل λϕلنتوثقّ أوّلاً أنّ التوابع  ����
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

A x A x A x

A x A x A x A x

x A x e A x e B x e B x

a x e a x e B x e b x e

a x x b x

λ

λ

λ

λ −

′ ′ ′ ′ϕ = + ⋅ +

= + +

= ϕ +

  

  .Lلمعادلة هو حل ل λϕإذن 
:وبالعكس، ليكن  ���� Jψ → ℂ  حلاً للمعادلةL معرفّاً على مجال J  محتوى فيI،  ولنعرّف  

( ): , ( ) ( ) ( )A xf J f x e x B xψ−→ = ⋅ −ℂ  
  ويكون  Jقابلاً للاشتقاق على  fعندئذ يكون 

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ( ) ( ) ( ) ( )) 0

A x A x A x

A x

f x x e a x x e b x e

x a x x b x e

ψ ψ

ψ ψ

− − −

−

′ ′= − −

′= − − =
  

, يحُقّق ℂفي  λإذن يوجد ثابت  ( )x J f x λ∀ ∈ Jλψ ، أو= = ϕ.  �  
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  . في الحقيقة، نرى أنّ L للمعادلة التفاضليّة LSرس بنية مجموعة الحلول لند

0= ϕ +L HS S  
)، يولده التابع1بعده يساوي  شعاعي  فضاءٌ  HSاموعة و  ): A xx eΘ هو  0ϕ. والتابع ֏

0 الموافق للقيمة Lالحل الخاص للمعادلة  λ= .  
=ا كان  ـّولم

L H
S S 0 عندما يكونb  ، استنتجنا أنّ ≡

H
S  ة حلول المعادلة عهي مجمو

  : التفاضليّة

    ( )y a x y′ =  ( )H  
  .L الموافقة للمعادلة “بدون طرف ثان”التي نسمّيها المعادلة التفاضليّة الخطيّة 

، استنتجنا أنهّ، I ، لا ينعدم علىHS، الذي هو أساس الفضاء الشعاعي Θا كان التابع  ـّوأخيراً لم
0 أياً كانت 0( , )x y  منI ×ℂ  فهناك حل  واحد فقط لمسألة كوشي  وحل

0 0( , )x yP  قةالمتعل
  .L بالمعادلة التفاضليّة

انظر (، الآتيتينومن خواص حلول المعادلات التفاضليّة الخطيّة من المرتبة الأولى نذكر الخاصّتين 
  :)الشكل

، عندئذ تكون Lثلاثة حلول للمعادلة التفاضليّة الخطيّة  3Φو 2Φو 1Φ إذا كانت  �

3 النسبة 2

2 1

Φ − Φ
Φ − Φ

 .ثابتة 

 

)0 طالمماسات عند النقا كانت،  I من 0xاً كانت أيّ  � , )x y  لحلول المعادلة التفاضليّة
متوازية أو مارةّ بنقطة واحدة. وفي الحقيقة، تميز هذه ، المارةّ ذه النقاط، L الخطيّة

الخاصّةَ معادلة تفاضليّة تحُقق حلولهاُ  كل   تكون الخاصّة المعادلات التفاضليّة الخطيّة؛ أي
  الهندسيّة السابقة خطيّةً.

0x

y

x
1

Φ

2
Φ

3
Φ
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  المعادلة التفاضليّة لنتأمّل .مثال 3-2.
  1y x y′ = +  ( )L  

لنبحث عن  الذي نعلم أنهّ موجود من دراستنا السابقة، P(0,0)في الحقيقة، تم بحل مسألة كوشي 
  هذا الحل بطريقتين.

 المقدارب Lنضرب طرفي العلاقة  ♣
2/2x

e
  فنجد −

2 2/2 /2
( )

x x
y e e

− −′⋅ =  
(0) آخذين بعين الاعتبار أنّ  xو 0وبمكُاملة طرفي هذه العلاقة بين    0y   نجد =

2 2/2 /2

0
( ) d

x
x t

y x e e t
− −⋅ = ∫  

  وعليه نجد الحلّ المطلوب معرفّاً بالعلاقة  

  2 2/2 /2

0
, ( ) d

x
x t

x y x e e t
−∀ ∈ = ⋅ ∫ℝ  �  

 لنفترض جدلاً أنهّ توجد متسلسلة صحيحة ♣
0

k
kk
a z

∞

=∑ ا نصف قطر تقارR  غير
 يكون التابع المعرّف بالمساواةبحيث و ، صفري

0
( ) k

kk
y x a x

∞

=
=  للمسألة حلاًّ  ∑

[ المدروسة في مجال تقارب هذه المتسلسلة أي [,R R−.  
(0)لبدء في الحقيقة، يقتضي شرط ا 0y 0 ونكأن ي = 0a   فتكافئ: L. أمّا المعادلة =

1 1
0 0 1

( ) ( 1) 1 1k k k
k k k

k k k

y x k a x x a x a x

∞ ∞ ∞

+ −
= = =

′ = + ⋅ = + ⋅ = +∑ ∑ ∑  

[ من xاً كانت أيّ  [,R R−وهذا يُكافئ .  

] [ ( )1 1 1
1

, , 1 ( 1) 0k
k k

k

x R R a k a a x

∞

+ −
=

∀ ∈ − − + + − =∑  

0ومنه نستنتج أنّ    0a 1و  = 1a   كذلكو  =

1 1
1

1,
1k kk a a

k
+ −∀ ≥ =

+
  

  وهذا يكافئ   

2 2 1
1 2 !

0, 0,
1 3 5 (2 1) (2 1)!

k

k k

k
k a a

k k
+

⋅
∀ ≥ = = =

⋅ ⋅ + +⋯
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   وعليه نجد  

] [
2 1

0

, , ( )
1 3 5 (2 1)

k

k

x
x R R y x

k

∞ +

=
∀ ∈ − =

⋅ ⋅ +∑
⋯

  

R أي ∞+نصف قطر تقارب هذه المتسلسلة الصحيحة يساوي  = . نستنتج ∞+
  :يأتيكما   ℝالمعرّف على  yإذن أنّ التابع 

  ( )

2 1

0

,
1 3 5 (2 1)

k

k

x
x y x

k

∞ +

=
∀ ∈ =

⋅ ⋅ +∑ℝ
⋯

  �  

ذه المسألة حل . ولكنْ لهL المتعلّقة بالمعادلة التفاضليّة P(0,0)هو أيضاً حل لمسألة كوشي 
  أنّ  �و �، نستنتج إذن بمقارنة دٌ حاو 

2 2
2 1

/2 /2

0
0

, d
1 3 5 (2 1)

kx
t x

k

x
x e t e

k

∞ +
− −

=
∀ ∈ = ⋅

⋅ ⋅ +∑∫ℝ
⋯

  

2/2هذه المساواة بحساب قيم التكاملات  فيدت

0
d

x
t
e t

المفيدة عند دراسة التوزيع  ∫−
  الطبيعي القياسي. 

  معادلات تفاضليّة تؤول إلى معادلات تفاضليّة خطيّة من المرتبة الأولى 3.

  . هي المعادلات التفاضليّة من الشكل Bernoulliمعادلات بيرنولي  1-3.
    ( ) ( )y p x y q x yα′ = )  ℝ{1}\من  αحيث  + )E  

 .ℝ فيويأخذان قيمهما  ℝمن  Iتابعان مستمراّن على مجال مفتوح وغير تافه  qو pو
1αلاحظ أنّ الحالة (   .)معادلة تفاضليّة خطيّة Eتجعل =

0معرفّاً يجب أن نفترض أنّ  yαحتىّ يكون y< ّإلاّ في بعض الحالات الخاصّة، سنفترض إذن أن ، 
( , )x y  ينتمي إلىI ∗

+×ℝوهنا نلاحظ .  
1( ) ( ) ( )y y p x y q xα α− −′⇔ ⋅ = ⋅ +E  

1zفإذا عرفّنا  y α−=  وجدناd d
(1 )

d d

z y
y

x x

αα −= −   وعليه، ⋅

1
( ) ( ) ( )

1
z p x z q x
α

′⇔ = ⋅ +
−

E  

  وهذه الأخيرة معادلة تفاضليّة خطيّة يسهل حلها.
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  لندرس المعادلة التفاضليّة .مثال 2-3.

    2
4y y y

x
′ = − +  ( )E  

∗هنا هو أحد االين  Iاال 
+ℝ أو ∗

−ℝ هولبإجراء تغيير للتابع ا .z y= نجد  
1

2z z
x

′ = − +  

) أو ) 2xz x′ 2xz ، إذن= x λ=   . نستنتج من ذلك أنّ +
2 2

2 2

2
2y z x x

x x

λ λ
λ

 = = + = + +  
  

)ومجموعة حلول المعادلة التفاضليّة  )E المعرفّة علىI هي مجموعة التوابع :   

( ){ }2
/ :x x xλ λ+ ∈֏ ℝ  

  . هي المعادلات التفاضليّة من الشكل Ricatti معادلات ريكاتي 3-3.
    2( ) ( ) ( )y a x y b x y c x′ = + +  ( )E  

 ، وتأخذ قيمها فيℝ من Iتوابع مستمرّة على مجال مفتوح وغير تافه  cو bو aحيث 
ℝ0 . لاحظ أنّ الحالةa )تجعل  ≡ )E  ّنا في معادلة تفاضليّة خطيّة، لذلك سنفترض أن

  غير هذه الحالة.
بمجرّد معرفة  Eبوجه عام، لا توجد طريقة لِمُكاملة معادلات ريكاتي. ولكنّ بالإمكان حل المعادلة 

zدئذ إجراء تغيير في التابع اهول لها، إذ يمُكننا عن ϕحل خاص  y= − ϕ  ّفنجد أن( )E 
  تُكافئ

2

2 2

2

( 2 ) ( )

(2 )

z a z z b z c

c z a zb a ba

′ϕ

⋅ ϕ + ⋅ ϕ

′ + = ⋅ + ϕ + ϕ + ⋅ + ϕ +

= + ⋅ ϕ + ⋅ + ⋅+
  

  أو
( ) 22 ( ) ( ) ( ) ( )z a x x b x z a x z′ = ⋅ ϕ + ⋅ + ⋅  

2α فيهاوهذه مُعادلة برنولي  إجراء تغيير في التابع ، وهي تؤول إلى مُعادلة تفاضليّة خطيّة ب=
w/1 اهول z=.  
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  لندرس المعادلة التفاضليّة .مثال 4-3.
    3 2 2(1 ) 2 0x y x y y x′− + + − =  ( )E  

[هنا هو أحد االين  Iمجال الدراسة  [ أو ∞−1,] التابع . ونتيقن بسهولة أنّ ∞+,1]
2( )x xϕ )حل خاص للمعادلة  = )E على I.  

)2 لذلك إذا عرّفنا تابعاً مجهولاً جديداً  ) ( )y x x z x−  للمعادلة التفاضليّة حلاًّ  z يكون =
  :الآتية

3 2 2(1 ) 3 0x z x z′− + + =  
w/1ومن ثمَّ بإجراء التغيير في التابع اهول  z=  ّنجد أنw  للمعادلة الآتيةحل:  

3 2( 1) 3 1 0x w x w′− + + =  

) أو )3( 1) 1x w ′− =   وعليه يكون، −

31

x
w

x

+ λ
=

−
  

  نجد yوبالعودة إلى 
3 2

2 21 1 1x x
y x x

w x x

− λ +
= + = + =

+ λ + λ
  

، وفي الحقيقة، حل شاذليس واحداً من الحلول السابقة، فنقول عنه إنهّ  ϕونلاحظ أنّ الحلّ الخاص 
تسعى إلى اللااية. ونرى، في الشكل التالي، الرسم البياني لبعض  λالحل بجعل  نحصل على هذا

  هذه الحلول.
  

  

1

1

y

x
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  المعادلات التفاضليّة المتجانسة 4.

  ، كل معادلة تفاضليّة تُكتب بالشكلة متجانسةمعادلة تفاضليّ نسمّي . تعريف 1-4.
  ( )yy f

x
′ =  ( )E  

  .I على مجال حقيقي مستمر  تابعٌ  fيث ح  

فصلة وذلك بإجراء تغيير تؤول دراسة هذه المعادلات إلى دراسة معادلات تفاضليّة ذات متحولات من
yفي التابع اهول

z
x

  :يأتيكما   z. في الحقيقة، تصبح المعادلة التفاضليّة التي يحُققها =

( )z xz f z′+ =  
  أو

( )f z z
z

x

−′ =  

)يحُقق الشرط  αوعليه كل عدد  )f α α=  ًّيعُطي حلا z α≡ َّللمعادلة السابقة ومن ثم ،
yيكون  xα=  ًّللمعادلةحلا  E.  

)ابع الت فيهمجالاً لا ينعدم  J أمّا إذا كان )z f z z−֏ ًفنتأمّل تابعاً أصليّا ،F  للتابع
1

( )
z

f z z−
  الحلول الشكل أخذ. وعندئذ تJعلى ֏

( )1( )  ln( )y x x F xλ λ−= ϕ =  
0xλحيث  y/ ، و< x  ينتمي إلىJ.  
  : الآتيةالخاصّة  صحّةمن لقارئ ا يتحقّق

1كان التابع   E للمعادلة التفاضليّة المتجانسة حلاًّ  Φإذا كان 
( )x xλ

λ
Φ֏ 

0λ اً كانتوذلك أيّ  E للمعادلة أيضاً حلاًّ  . وهذا يعني أنّ المنحنيات ≠
  التكامليّة لمعادلة تفاضليّة متجانسة تكون متحاكية بتحاك مركزه مبدأ الإحداثيّات.

. وهو E ات تكامليّة لمعادلة تفاضليّة متجانسةيالصفحة ااورة مثالاً على منحنويبين الرسم في 
  :الآتيةيوضّح الخاصّة الهندسيّة 

لمماسات للمنحنيات التكامليّة عند نقاط تقاطع هذه المنحنيات مع مستقيم ل يكون
yمعادلته  xµ= الميل نفسه وهو ( )f µ.  
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  لندرس المعادلة التفاضليّة. مثال 2-4.

    1
y y y

y
x x x

  ′ = − +   
  ( )E  

yنضع 
z
x

y، فيكون = xz= وعليه  

y z x z z z z z′ ′= + = − +  

  أو 
(1 )x z z z′ = −  

0zن شاذّان هما لمتحولات المنفصلة حلاّ ادلة ذات اولهذه المع 1zو ≡ ، وهذا يعطي للمعادلة ≡
( )E  0حلّين شاذّين هماy yو ≡ x=.  

نّ    0zلنفترض إذن أ 1zو < نّ تغيير التابع اهول ≠ 2z. من الواضح أ w=  قد
  هي w. إذ إنّ المعادلة التفاضليّة التي يحُققها أيسركاملة  ـُيجعل عمليّة الم

22 1xw w′ = −  
  أو

2

2 1
0

1( 1)

w w
x
ww

′ −
+ =

++
  

)وهذا يُكافئ )d 1
0

d 1

w
x

x w

−
=

+
.  

y xα← =

y xβ← =

y xµ← =

( )f α α=

( )f β β=

)المماس ميل )f µ←  
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  يحُقق ℝمن  λوعليه نستنتج أنهّ يوجد ثابت 
1

1

w
x
w

λ
−

=
+

  

  إذن
2

2 x
z w

x

λ

λ

 + = =   − 
  

)وهذا يقتضي أنّ حلول المعادلة  )E  هي  
2

x
y x

x

λ

λ

 + =   − 
  

  .بعضاً من هذه الحلول الآتي. ويبين الشكل ℝمن  λ حيث

  
  

  

QWE 

AgD  
ZXC  

x

y
y x=
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  تمرينات
J الآتيةالتفاضليّة  أوجد حلول المعادلات 1. التمرين:  

2

2 2 2

( 1) 0 .2 (1 ) 1 .1

1 0 .4 1 .3

2 2 .6 2 0 .5

2 3 0 .8 4 2 1 0 .7

yx y x y e y

x yy y yy x

x yy y y x y x y

y y x y x y

−′ ′+ + = + =

′ ′− + = + =

′ ′+ = − − =

′ ′− − + = − + − =

  

  الحـل

: المعادلة 1. (1( ) ) 1ye y− ′+ =E.  ُا تّكتب بالشكل نلاحظ أ( )y g y′  حيث =
( ) 1yg y e= )الصفر هو الجذر الوحيد للمعادلة . − ) 0g y 0y. إذن التابع = ≡  حل

) للمعادلة ℝمعرّفٌ على  )E.  
)ln التابع � 1)yy e− [على  g/1تابعٌ أصلي للتابع  ֏− ,   تقابلاً وهو يعرّف  ∞−]0

: ] , 0[ , ln( 1)yG y e−−∞ → −ℝ ֏  
  تقابله العكسي هو

1 1: ] , 0[, ( ) ln( 1)xG G x e− −→ −∞ = − +ℝ  
}إذن  : }λϕ λ ∈ ℝ حيث  

: , ( ) ln( 1)xx e λ
λ λϕ ϕ∗ +

−→ = − +ℝ ℝ  
)هي حلول للمعادلة  )E  تأخذ قيمها في∗

−ℝ  ومعرفّة علىℝ وللمنحني البياني للتابع .λϕ 
yمستقيم مُقارب معادلته  x λ= − −.  

ln(1أنّ التابع وبأسلوب مماثل نرى  � )yy e−−֏  1تابعٌ أصلي للتابع/g  0[على, [+∞ 
  وهو يعرّف تقابلاً 

: ]0, [ ] , 0[, ln(1 )yG y e−+∞ → −∞ −֏  
  تقابله العكسي هو

1 1: ] , 0[ ]0, [, ( ) ln(1 )xG G x e− −−∞ → +∞ = − −  
)لمعادلة احلول مجموعة  إذن )E  تأخذ قيمها في∗

+ℝ هي { : }λψ λ ∈ ℝ حيث  
: ] , [ , ( ) ln(1 )xx e λ

λ λψ λ ψ∗ +
+−∞ − → = − −ℝ  
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)نكون قد وجدنا جميع حلول المعادلة وبذا  )E:ورسمنا بعضها في الشكل الآتي ،  

  

)المعادلة  2. 1) 0x y xy′+ + [أحد االين  Iنتأمّل  .= , 1[−∞ [أو − 1, [− +∞ ،
  :يأتيما  Iعلى اال  عندئذ يكون لدينا

( )
2

, (1 ) 0
1 (1 )

x xe e
x I y x y xy

x x

′   ′∀ ∈ = + + =   + + 
  

,يحُقّق  kوعليه يوجد ثابتٌ  ( ) ( 1) xx I y x k x e−∀ ∈ =  أمّا إذا أردنا الحلول المعرفّة على .+
}فنجد  ℝ كامل : }λϕ λ ∈ ℝ حيث ( ) ( 1) xx x eλϕ λ −= +.  
)لحل المعادلة  3. 1) : yy x′ + =E، نلاحظ أنّ هذه المعادلة تُكتب بالشكل 

( ) ( )y g y f x′ : هو التابع gالتابع  .= , ( ) 1/(2 )g I g y y→ =ℝ  حيثI ∗
+= ℝ 

Iأو  ∗
−= ℝ،  وهو لا ينعدم علىI.  

1يقبل التابع  Iعلى 
2

( )
y y

g y
:2 تابعاً أصلياً هو ֏= , ( )G I G y y∗

+→ =ℝ ،

1 تابعه العكسي هووهو تقابلٌ،  1: , ( )G I G t tε− ∗ −
+ → =ℝ. 1 عرفّنا وقدε في  =

I حالة ∗
+= ℝ 1وε = Iفي حالة  − ∗

−= ℝ.  
: ومن جهة أخرى، يقبل التابع 2(1 )f x x−֏  تابعاً أصليّاً علىℝ هو  

2: , ( ) ( 1)F F x x→ = − −ℝ ℝ  
[ للمجال F وهنا نلاحظ أنّ الصورة العكسيّة وفق , [λ− 0λتكون خالية إذا كانت  ∞+ ≤ ،

0λلذا يجب أن يكون    وعندها  <

( )1 ] , [ ]1 ,1 [I Fλ λ λ λ−= − +∞ = − +.  

λ
ϕ

λ
ψ



من المرتبة الأولى المعادلات التفاضليّة السلّمية الشهيرة  198 

},ومن ثمَّ نحصل على مجموعة الحلول  : 0, { 1,1}}λ ε λ εϕ > ∈    حيث −
2

, ,: , ( ) ( 1)I x xλ ε λ λ ε ε λϕ → ϕ = − −ℝ  
,1)ونلاحظ أنّ المنحنيات البيانيّة لهذه الحلول هي أنصاف دوائر متمركزة عند النقطة  0).  

21لمعادلة ا 4. 0) :( xyy y′ − + =E ،نلاحظ أنّ هذه المعادلة تُكتب بالشكل 
( ) ( )y g y f x′ :2 هنا هو التابع gالتابع  .= , ( ) 1 /g I g y y y→ = +ℝ  حيث

I I ∗
+ += = ℝ  أوI I ∗

− −= = ℝ،  وهو لا ينعدم علىI.  

يقبل التابع  Iعلى اال 
2

1

( ) 1

y
y

g y y
=

+
  تابعاً أصلياً هو ֏

2: ]1, [, ( ) 1G I G y y→ +∞ = +  
  تابعه العكسي هووهو تقابلٌ، 

1 1 2: ]1, [ , ( ) 1, { 1,1}G I G t tε ε ε− −+∞ → = − ∈ −  
: ى، يقبل التابعومن جهة أخر  1/f x x֏ من  تابعاً أصلياًّ على كل J ∗

+ += ℝ 
Jو ∗

− −= ℝ هو  
: , ( ) ln( ), { 1, 1}F J F x xη η η η η→ = ∈ − +ℝ  

1[ للمجال −1F وهنا نلاحظ أنّ الصورة العكسيّة وفق , [λ− [1هي  ∞+ , [e λ−−∞ ، ووفق −

1F+  1هي] , [e λ−   . وعليه يكون∞+

  ( )1 1
1 ]1 , [ ] , [I F e λ

λ λ+ − −
+= − +∞ = +∞  

)  و )1 1
1 ]1 , [ ] , [I F e λ

λ λ− − −
−= − +∞ = −∞ −  

2وهكذا نحصل على مجموعة الحلول 
, ,{ : ,( , ) { 1,1} }λ ε ηϕ λ ε η∈ ∈ −ℝ  يأتيالمعرفّة كما :  

1 2
, , 1

1 2
, , 1

: ] , [ : ( ln ) 1

: ] , ,[ : ( ln( )) 1

e I x x

e I x x

λ
λ ε ε

λ
λ ε ε

ϕ ε λ

ϕ ε λ

−
+

−
−

+∞ → + −

−∞ − → + − −

֏

֏
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)2المعادلة  5. 0) : 2y xy xy′ − − =E نلاحظ أنّ هذه المعادلة تُكتب بالشكل ،
( ) ( )y g y f x′ 21 هنا هو التابع gالتابع . =

2
: , ( )g g y y y→ = +ℝ ℝ  وهو ينعدم

0y. إذن −2و 0عند  2yو ≡ ≡ أحد االات  Iللمعادلة المعطاة. ليكن  اذّانشن حلاّ  −
1 ] , 2[I = −∞ 2أو  − ] 2, 0[I = 3أو  − ]0, [I = +∞.  

يقبل التابع  Iعلى اال 
2

1 2

( ) 2
y

g y y y
=

+
  تابعاً أصلياً هو ֏

: , ( ) ln
2

y
G I G y

y
→ =

+
ℝ  

)و Iبين  ف تقابلاً وهو يعرّ  )G I يأتي، يعُطى تقابله العكسي وفق ما   
1 1

1 1

1 1

2
: ]0, [ ] , 2[, ( )

1
2

: ] 2, 0[, ( )
1
2

: ] , 0[ ]0, [, ( )
1

t

t

t

t

t

t

e
G G t

e
e

G G t
e

e
G G t

e

− −

− −

− −

+∞ → −∞ − =
−

→ − = −
+

−∞ → +∞ =
−

ℝ  

: ومن جهة أخرى، يقبل التابع 2f x x֏ تابعاً أصليّاً على ℝ هو  
2: , ( )F F x x→ =ℝ ℝ  

)1 وعليه يكون )F− =ℝ ℝ وكذلك  

1

1

: 0
(] , [)

: 0, ,

: 0,
(] , [)

: 0

F

F

λ
λ

λλ λ

µµ µ
µ

µ

−

−

 >− +∞ =     ≤−∞ − − ∪ − +∞      

  <− − −  −∞ − =  ≥∅

ℝ

  

  :الآتيةعلى مجموعات الحلول  ين الشاذّين،، إضافة إلى الحل وهكذا نحصل

� { : 1}αθ α  حيث >
2

2

2
: , ( )

x

x

e
x

e
α αθ θ

α
→ =

−
ℝ ℝ  
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� { : 1}αψ α+ }و  < : 1}αψ α−   حيث <
2

2

2

2

2
: ln , , ( )

2
: , ln , ( )

x

x

x

x

e
x

e

e
x

e

α α

α α

ψ α ψ
α

ψ α ψ
α

+ +

− −

 +∞ → =   −

 −∞ − → =   −

ℝ

ℝ

  

� { }: 1αϕ α   حيث <
2

2

2
: ln , ln , ( )

x

x

e
x

e
α αϕ α α ϕ

α

 − → =   −
ℝ  

  

2المعادلة  6. 2 2) : 2( x yy y′ + =E ، ً2نعرّف تابعاً مجهولاً جديداz y=  فتؤول المعادلة
( )E  2إلى معادلة خطيّة هي 2x z z′ + 2zاص ، وهي تقبل الحلّ الخ= أمّا الحل العامّ  ≡

∗للمعادلة بدون طرف ثانٍ على 
+ℝ  أو على∗

−ℝ  1فهو/xx ke−֏ إذن .
1/( ) 2xz x ke−= ∗على  +

+ℝ  أو على∗
−ℝ ّ2. وإذا تذكّرنا أنz y=  وجدنا مجموعات

  الحلول التالية :

� ,{ : 2, { 1,1}}α εθ α ε> − ∈   حيث −
1/

, ,: , ( ) 2 xx eα ε α εθ θ ε α∗ −
+ → = +ℝ ℝ  

� ,{ : 2, { 1,1}}α εϕ α ε< − ∈  حيث −

1/
, ,: 0,1/ln( /2) , ( ) 2 xx eα ε α εϕ α ϕ ε α − − → = +  ℝ  

αθ

αθ

αϕ

αψ
+

αψ
−

2−

x

y
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� ,{ : 0, { 1,1}}α εψ α ε> ∈   حيث −
1/

, ,: , ( ) 2 xx eα ε α εψ ψ ε α∗ −
− → = +ℝ ℝ  

� ,{ : 0 2, { 1,1}}α εω α ε< < − ∈  حيث −

1/
, ,: ,1/ ln( /2), , ( ) 2 xx eα ε α εω α ω ε α − −∞ − → = +  ℝ  

ℝ  :2yإضافة إلى الحلين المعرفّين على كامل  � 2yو ≡ ≡ −.  

  

  
)المعادلة  7. 0) : 2 4 1y y x′ − + − =E.  2نعرّف 4 1z y x= + بصفته  −

)تابعاً مجهولاً جديداً  فتؤول المعادلة  )E  2إلى المعادلةzz z′ = 2، أو + 1
2

z
z

z

′
′ − =

+
 .

  إذن
2 ln( 2)z z x λ− + = +  

)فلحلول المعادلة  )E الآتية: الصيغة الضمنيّة  
( )2 4 1 2 ln 2 4 1 2y x y x x λ+ − − + − + = +.  

  
)المعادلة  8. 0) : 2 3y y x′ − − + =E ،هذه معادلة خطيّة بأمثال ثابتة بسيطة حلها العام  

  ( ) 2 1xy x ke x= − +  ú  
  

2

2−

x

y

, 1α
ω +

, 1α
ω −

, 1α
ψ +

, 1α
ϕ +

, 1α
ϕ −

, 1α
θ −

, 1α
θ +

, 1α
ψ

−
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J قة بالمعادلات التفاضليّة  2. التمرينالآتيةأوجد حلول مسألة كوشي المتعل:  
2 2

23

2

. (0) 1 ( 1) 2 0

. (2) 0 3 0

. (1) 1/2 0

. (0)

.1

.2

1 ( 2 ) 1

.3

.40

y x y x y

y y y

y x y y y

y x y y

′= − + =

′= − =

′= + − =

′= − + − =

æ
æ
æ
æ

  

  الحـل

2نرغب بإيجاد حلّ المعادلة  1. 2: ( 1) 2 0( ) x y xy′− + =E  ق شرط البدءالذي يحُق
(0) 1y :فترض وجود هذا الحل، وليكن . لن= Iϕ → ℝا كان  ـّ. لمI0 (0)و ∋ 1ϕ = 

[للصفر محتوى في اال  J. إذن في جوار 0مستمراًّ فهو لا ينعدم في جوار  ϕا كان  ـّولم 1,1[− 
  يكون لدينا

2 2

( ) 2
,

( ) 1

x x
x J

x x

ϕ

ϕ

′
∀ ∈ − =

−
  

  ومن ثمَّ 
21 1

, ln(1 ) ln1
( ) (0)

x J x
xϕ ϕ

∀ ∈ − = − −  

  أو

2

1
, ( )

1 ln(1 )
x J x

x
ϕ∀ ∈ =

+ −
  

  وبالعكس، نتوثقّ بسهولة أنّ التابع

1 1

2

1
: 1 , 1 , ( )

1 ln(1 )
e e x

x
ϕ ϕ− − − − − → =   + −

ℝ  

)المتعلّقة بالمعادلة  P(0,1)هو حلّ مسألة كوشي  )E.  

3نرغب بإيجاد حلّ المعادلة  2. 2: 3( ) 0y y′ − ⋅ =E  ق شرط البدء(2)الذي يحُق 0y = .
0yإنّ التابع  ،في الحقيقة المتعلّقة بالمعادلة  P(2,0)سألة كوشي لم ℝرّف على هو حل مع ≡

( )E.  ّللمسألة المدروسة حلاًّ  لدينا لنفترض أن : Jϕ → ℝ ق0 يحُق( ) 0xϕ  عند نقطة ما <
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0x0و 2مّا كان هذا الحلّ معرفّاً على مجال يضمّ ـ. لx ،ال  ـّولما كان هذا الحل متزايداً على هذا ا
0استنتجنا أنّ  2x }. لنعرّف إذن اال < : ( ) 0}K x J xϕ= ∈   . عندئذ<

( )3

23

1 ( )
, ( ) 1

3 ( )

x
x K x

x

ϕ
ϕ

ϕ

′′∀ ∈ = =  

  ومن ثمَّ 

( )33
0 0, ( ) ( )x K x x x xϕ ϕ∀ ∈ = − +  

  أو

( )33 3
0 0 0 0( ), ( ) ( )x x x x x x xϕ ϕ ϕ∀ > − = − +  

 إذن بافتراض وجود حلϕ  ق يحُ للمسألة المدروسة0ق( ) 0xϕ نستنتج أنّ  .0xعند نقطة ما  <
3

0 02 ( )x xϕ≤ )وأنّ  − ) 0xϕ 3على اال  =
0 02, ( )x xϕ −    ّوأن  

( )33 3
0 0 0 0( ), ( ) ( )x x x x x x xϕ ϕ ϕ∀ > − = − +  

: للمسألة المدروسة لدينا حلاًّ  لنفترض أنّ  وبأسلوب مماثل Jϕ → ℝ  ق1يحُق( ) 0xϕ عند  >
ا كان هذا الحل متزايداً على هذا  ـّولم ،1xو 2ا كان هذا الحلّ معرّفاً على مجال يضمّ  ـّ. لم1x نقطة ما

1اال استنتجنا أنّ  2x �. لنعرّف إذن اال > { }: ( ) 0K x J xϕ= ∈   . عندئذ>
� ( )3

23

1 ( )
, ( ) 1

3 ( )

x
x K x

x

ϕ
ϕ

ϕ

′′∀ ∈ = =  

  ومن ثمَّ 
� ( )33

1 1, ( ) ( )x K x x x xϕ∀ ∈ = − +  
  أو

( )33 3
1 1 1 1( ), ( ) ( )x x x x x x xϕ ϕ ϕ∀ < − = − +  

 إذن بافتراض وجود حلϕ  ق1للمسألة المدروسة يحُق( ) 0xϕ نتج أنّ نست .1xعند نقطة ما  >
3

1 12 ( )x xϕ≥ )وأنّ  − ) 0xϕ 3على اال  =
1 1( ),2x xϕ −    ّوأن  

( )33 3
1 1 1 1( ), ( ) ( )x x x x x x xϕ ϕ ϕ∀ < − = − +  
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)المتعلّقة بالمعادلة  P(2,0)سألة كوشي لمإذن  )E الآتية. الحلول :  
� : , ( ) 0xΨ → Ψ =ℝ ℝ. 
2أياًّ كانت  � λ≤ : 

3( ) :
: , ( )

0 :

x x
x

xλ λ

λ λ
ϕ ϕ

λ

 − >→ =  ≤
ℝ ℝ  

2أياًّ كانت  � µ≥ : 

3

0 :
: , ( )

( ) :

x
x

x xµ µ

µ
ψ ψ

µ µ

 >→ =  − ≤
ℝ ℝ  

2أياًّ كانت  � λ≤ 2و µ≥  : 
3

, ,

3

( ) :

: , ( ) 0 :

( ) :

x x

x x

x x

λ µ λ µ

λ λ

θ θ µ λ

µ µ

 − >→ = ≤ ≤ − ≤

ℝ ℝ  

  
)2نرغب بإيجاد حلّ المعادلة  3. 0) : xy y y′ + − =E  ق شرط البدءالذي يحُق
1
2

(1)y :. لنفترض وجود حلّ = Iϕ → ℝ  .ق الشرط المطلوبال يحُقولنعرّف اJ  ّبأنه
,ويحُقّق  1ويضم النقطة  Iفي  ىأكبر مجال مفتوح محتو  ( ) ]0,1[x J xϕ∀ ∈ ∈ .  

0عندئذ، من الواضح أنّ  J∉ ّ1، ولأن J∈  ّاستنتجنا أنJ ∗
+⊂ ℝويكون .  

2

( ) 1
,

( ) ( )

x
x J

xx x

ϕ

ϕ ϕ

′
∀ ∈ =

−
  

  أو
( ) ( ) 1

,
( ) ( )

x x
x J

x x x

ϕ ϕ

ϕ ϕ

′ ′−
∀ ∈ − =

1 −
  

  

λϕ

µψ

,λ µθ

2
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  إذن
1 ( ) 1 (1)

, ln ln ln ln1
( ) (1)

x
x J x

x

ϕ ϕ

ϕ ϕ

   − −  ∀ ∈ − = −        
  

1ومن ثمَّ  ( )
,

( )

x
x J x

x

ϕ

ϕ

−
∀ ∈ 1أو  =

, ( )
1

x J x
x

ϕ∀ ∈ =
+

.  

1وبالعكس، إذا عرفّنا 
: ] 1, [ , ( )

1
x

x
ϕ ϕ− +∞ → =

+
ℝ  ل الوحيد كان هذا هو الح

  لمسألة كوشي المطروحة.
)نرغب بإيجاد حلّ المعادلة  4. )( 0) : 2 1x y y ′+ − =E  ق شرط البدءالذي يحُق

(0) 1y = :. لنفترض وجود حلّ − Iϕ → ℝ .ق الشرط المطلوبلنعرّف و  يحُق
( ) 2 ( ) 2z x x xϕ= + )كان    Iمن  xعندئذ أياً كانت  + )( ) 2 ( ) ( )z x z x z x′− = ،

(0)و  0z 0z. التابع = هو حل للمعادلة الأخيرة يحُقق شرط البدء المعطى. وإذا كان  ≡
( )x z x֏  ًّما لهذه المعادلة لا ينعدم على مجال حلا J  ٍ0استنتجنا وجود ثابتK  يحُقق  <

( ) 2, ( )z x xx J e Kz x e∀ ∈ ، وهنا نلاحظ أنّ أياً من هذه الحلول لا يتقاطع مع الحلّ الشاذ =
0z ) . إذن الحل الشاذّ هو الحلّ الوحيد للمعادلة≡ 2)z z z′− (0)الذي يحُقق  = 0z = .

:وعليه فالحلّ  , ( ) 1
2

x
xϕ ϕ→ = − −ℝ ℝ  هو الحلّ الوحيد للمعادلة( )E  قالذي يحُق

(0)الشرط  1ϕ = −.  ú  

J أوجد حلول المعادلة التفاضليّة : 3. التمرين  
2 cos(2 ) 1x y y′ − =  

9التي تسعى إلى  /4π  عندما تسعىx .ايةإلى اللا  

  الحـل

المعادلة  لنبدأ بإيجاد حلول
2

1 cos2
:( )

y
y

x

+′ =E . معادلة ذات متحوّلات منفصلةوهي 

)تُكتب بالشكل  ) ( )y g y f x′ 1 المعرّف بالصيغة هو التابع gالتابع . = cos2
( )

2

y
g y

+
= 
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وهو ينعدم عند ، ℝعلى كامل 
2ky k
π
π= − kحيث  + ∈ ℤ.  فالتوابعky y≡  حلول

  . ℝشاذة كل منها معرّف على 

[1على اال  , [k ky y يقبل التابع  +
2

1 1

( ) cos
y

g y y
   تابعاً أصلياً هو ֏=

1: , , ( ) tank kG y y G y y+
  → =  ℝ  

  تابعه العكسي هو، وهو تقابلٌ 
1 1

1: , , ( ) arctank kG y y G t k tπ− −
+

 → = + ℝ  

:2ومن جهة أخرى، يقبل التابع  2/f x x֏ من  تابعاً أصلياًّ على كل ∗
+ℝ و∗

−ℝ  يعطى
x/2 بالصيغة x−֏.  الآتيتينالشاذّة، على مجموعتي الحلول وهكذا نحصل، إضافة إلى الحلول :  

{ }, : ,k kλϕ λ∈ ∈ℤ ℝ  و  { }, : ,k kλψ λ∈ ∈ℤ ℝ  

  حيث

, ,

, ,

2
: , ( ) arctan

2
: , ( ) arctan

k k

k k

x k
x

x k
x

λ λ

λ λ

ϕ ϕ π λ

ψ ψ π λ

∗
+

∗
−

 → = + −   
 → = + −   

ℝ ℝ

ℝ ℝ

  

} ونحصل، إضافة إلى الحلول الشاذّة، على مجموعة الحلول }, : ,k kλϕ λ∈ ∈ℤ ℝ المعرفّة على  
  :الآتية ℝ كامل

( )

( )
, ,

arctan 2/ : 0

: , ( ) : 0
2

arctan 2/ : 0

k k

k x x

x k x

k x x

λ λ

π λ

π
θ θ π

π π λ

 + − >→ = − = − + − <

ℝ ℝ  

9، والذي يسعى إلى ℝوعليه فالحل الوحيد المعرّف على 

4

π  عندما تسعىx  هو  ∞+إلى

2,1θ.   ú  
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J أوجد حلول المعادلة التفاضليّة : 4. التمرين  
2 33 16 2y y x x y′ + =  

  التي تبقى محدودة في جوار اللااية.
  الحـل

)لنجري تغيير التابع اهول  ) 23( ) ( ) 8 xz x y x e−=   عندئذ يكون لدينا −

( ) 22 3( ) 3 ( ) ( ) 2 ( ( ) 8) 0xz x y x y x x y x e−′ ′= − − =  
zيحُقق  κإذن يوجد ثابتٌ  κ≡وعلى هذا يكون لدينا .  

23
, ( ) 8 xx y x eκ∀ ∈ = +ℝ  

2yوالحل الوحيد الذي يبقى محدوداً عند اللااية هو  ≡.  ú  

J للمعادلة التفاضل 5. التمرين حل يّة :أثبت أنّ كل  
2

3
4

1

1

y
y

x

+′ =
+

  

  يقبل مستقيمين مقاربين أفقيّين.
  الحـل

لنبدأ بإيجاد حلول المعادلة 
3 2

3 4
)

1
:

1
(

y
y

x

+′ =
+

E وهي معادلة ذات متحوّلات منفصلة تُكتب .

)بالشكل  ) ( )y g y f x′ 3 هو التابع gالتابع . = 2: , ( ) 1g g y y→ = +ℝ ℝ  لا وهو

يقبل التابع  ℝعلى اال  .ℝعلى ينعدم 
3 2

1 1

( ) 1
y

g y y
=

+
   تابعاً أصلياً هو ֏

3 2
0

d
: , ( )

1

y
t

G G y
t

→ =
+

∫ℝ ℝ  

ا كان التكامل  ـّولم
3 2

0

d

1

t

t

+∞

+
G: متباعداً، استنتجنا أنّ  ∫ →ℝ ℝ  .ًتقابلٌ متزايدٌ تماما  

ومن جهة أخرى، يقبل التابع 
3 4

1
:

1
F x

x+
  يعطى بالعلاقة ℝ تابعاً أصليّاً على ֏
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3 4
0

d
: , ( )

1

x
u

F F x
u

→ =
+

∫ℝ ℝ  

}إذن مجموعة حلول هذه المعادلة هي  : }λϕ λ ∈ ℝ مع  
( )1: , ( ) ( )x G F xλ λϕ ϕ λ−→ = +ℝ ℝ  

ولكنّ التكامل 
3 4

0

d

1

t

t

+∞

+
   قيمته، عندئذ γولتكن  متقارب، ∫

1lim ( ) ( )
x

x G Aλ λϕ λ γ−

→+∞
= + 1limو    = ( ) ( )

x
x G Bλ λϕ λ γ−

→−∞
= − =  

yقاربين أفقيين مُعادلتاهما مستقيمين مُ  λϕإذن يقبل الخط البياني للحلّ  Aλ= وy Bλ=.  ú  

J نه المماس في نقطة منها،  6. التمرينأوجد مجموعة المنحنيات التي تجعل مساحة المثلّث، الذي يكو
20 لمحور التراتيب، ثابتة وتساوي ومحور الفواصل، والمستقيم المار بتلك النقطة موازياً  a< .

0 ثمُّ أوجد مجموعة المنحنيات التي تجعل محيط المثلّث المذكور آنفاً ثابتاً ويساوي b< .  
  الحـل

من  تابعاً  f تحُقق الخاصّة المطلوبة، وليكنو  Iة على مجال المعرفّمجموعة التوابع  aMلتكن  1.
aM إذا انعدم .f مشتقه  أوf   لّث.بشأن مساحة المثالمشار إليه حقّق الشرط يت لم ′

 

AB0 x

y

M

  

). ولتكن aMمن تابعاً  f ليكن , ( ))M x f x نقطة من منحني التابع f إنّ معادلة المماس .
  هي : Mفي  fلمنحني التابع 

( ) ( )( )Y f x f x X x′− = −  
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)النقطة :عند وهو يقطع محور الفواصل  )( )/ ( ), 0A x f x f x′− أمّا مسقط النقطة .
( , ( ))M x f x على محور الفواصل فهو النقطة ( ,0)B x إنّ مساحة المثلّث .ABM  ثابتة

  وهذا يُكافئ 2aوتساوي 
2

2( )
2

( )

f x
a

f x
=

′
  

)2بسبب استمرار التابع و  )/ ( )x f x f x′֏ يوجد ،{ 1,1}ε ∈   بحيث −

2 2

( )
,

( ) 2

f x
x I

f x a

ε′
∀ ∈ =  

  وعليه

2

1
,

( ) 2
x I

f x a

ε′ ∀ ∈ = −  
  

  يحُقق k إذن يوجد ثابتٌ 
22

, ( )
a

x I f x
k x

ε
∀ ∈ =

−
  

  إذا عرفّنا ومنه
2

,

2
: ] , [ ,k

a
f k x

x k
ε

ε+ +∞ →
−

ℝ و  ֏
2

,

2
: ] , [ ,k

a
f k x

k x
ε

ε− −∞ →
−

ℝ ֏  

  كان
{ } { }, ,: , { 1,1} : , { 1,1}a k kf k f kε εε ε+ −= ∈ ∈ − ∪ ∈ ∈ −ℝ ℝM  

  
 f ، وليكنالمتعلّقة بمحيط المثلّثوتحُقق الخاصّة  Iعلى مجال  مجموعة التوابع المعرفّة bMلتكن  2.

fمشتقه  أو f. إذا انعدم bMمن  تابعاً    .المثلّث شأن محيطتحقّق الشرط المشار إليه بي لم ′
 

AB0 x

y

M
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f: ليكن I → ℝ  ًمن تابعا bM ولتكن .( , ( ))M x f x نقطة من منحني التابعf .ا كان ـّلم 
)يقطع محور الفواصل بالنقطة  Mفي  fالمماس لمنحني التابع  )( )/ ( ), 0A x f x f x′− .مّا  ـول

)النقطة  كان مسقط , ( ))M x f x على محور الفواصل هو النقطة ( ,0)B x .استنتجنا أنّ محيط 
  إذا وفقط إذا كان b ساويي ABMالمثلّث 

2
2( ) ( )

, ( ) ( )
( ) ( )

f x f x
x I f x f x b

f x f x

 ∀ ∈ + + + = ′ ′ 
  

)كان   bMتابعاً من  fنلاحظ هنا أنهّ إذا كان  )x f xε εɶ֏  تابعاً منbM  ًوذلك أياً   ،أيضا
}من  εɶو εكانت  fو f من . ولأنّ كلاًّ −{1,1  Iيحُافظ على إشارة واحدة على اال  ′

fو f من عموميّة الحل أن نفترض أنّ كلاًّ  استنتجنا أنهّ يمكننا دون الإقلال من موجبٌ تماماً على  ′
Iعندئذ يكون لدينا .  

( )2( )
, 1 ( ) 1 ( )

( )

f x
x I f x f x b

f x
′ ′∀ ∈ + + + =

′
  

  أو

    ( )2, ( ) 1 ( ) 1 ( )
2

b
x I f x f x f x′ ′∀ ∈ = + − +  (1)  

,العلاقة أنهّ  ينتج من هذه ( )
2

b
x I f x∀ ∈   ، ومن ثمَّ >

( ) ( )
2 2

2, (1 ( )) 1 ( )
2 4

b b
x I f x f x f x

  ′ ′∀ ∈ − + = +  
  

  ومن ثمَّ 
2( ( )) ( )

, ( )
( 2 ( ))

b f x f x
x I f x

b b f x

−′∀ ∈ =
−

  

واشتققنا طرفي المساواة استنتجنا  (1). فإذا عُدنا إلى Iعلى  2Cإلى الصف  fإذن ينتمي التابع 
  أنّ 

2

( ) ( )
, 1

2 ( ) 1 ( )

b f x f x
x I

f x f x

 ′′ ′′  ∀ ∈ = −  ′  ′ + 
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  أو

( )( )2, 1 ln ( ) ln ( ) 1 ( )
2

b
x I f x f x f x

′
′ ′ ′∀ ∈ = − + +  

  يحُقق k، يوجد ثابتٌ وعليه

2

2 ( )
, ( ) ln

( ) 1 ( )

f x
x I x k

b f x f x

′
∀ ∈ + =

′ ′+ +
  

  أو
2( )/

2

( )
,

( ) 1 ( )

x k b f x
x I e

f x f x

+ ′
∀ ∈ =

′ ′+ +
  

  ومنه
2( )/

2( )/
, ( )

1 2

x k b

x k b

e
x I f x

e

+

+
′∀ ∈ =

−
  

  كان  Iمن  xإذن، أياًّ كانت 
2( )/

2 2( )/( ) 1 ( ) 1 2
( )

x k b
x k be

f x f x e
f x

+
+′ ′− + = − = − −

′
  

  نستنتج أنّ  (1)وبالعودة إلى العلاقة 

( )2( )/, ( ) 1 1 2
2

x k bb
x I f x e +∀ ∈ = − −  

lnوإذا وضعنا  2k bλ =   يعُطى بالعلاقة : fع استنتجنا أنّ التاب +

( )2( )/: ] , [ , ( ) 1 1
2

x bb
f f x e λλ +−∞ − → = − −ℝ  

  وبالعكس، إذا عرفّنا

( )
( )

2( )/
, ,

2( )/
, ,

: , , ( ) 1 1
2

: , , ( ) 1 1
2

x b

x b

b
x e

b
x e

λ
λ ε λ ε

λ
λ ε λ ε

ε
ϕ λ ϕ

ε
ψ λ ψ

+

− +

 −∞ − → = − − 

 +∞ → = − −+ 

ℝ

ℝ

  

  استنتجنا أنّ 
{ } { }, ,: , { 1,1} : , { 1,1}b λ ε λ εϕ λ ε ψ λ ε= ∈ ∈ − ∪ ∈ ∈ −ℝ ℝM  

  ú  وهي النتيجة المرجوّة.
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J ق الخاصّة  أوجد مجموعة 7. التمريننها الآتيةالمنحنيات التي تحُقإنّ طول القطعة المستقيمة التي يعي :
 على محور الفواصل مماس للمنحني، وناظم عليه في نقطة من المنحني، يساوي مقداراً ثابتاً 

2a.   
  الحـل
. aMمن  تابعاً  f وتحُقق الخاصّة المطلوبة، وليكن Iلى مجال مجموعة التوابع المعرفّة ع aMلتكن 

fمشتقه  أو fإذا انعدم  تي يعينها المماس ما تحقّق الشرط المشار إليه بشأن طول القطعة ال ′
  والناظم.

 

AB 0 x

y
M

  
f: ليكن I → ℝ  ًمن تابعاaM ولتكن .( , ( ))M x f x نقطة من منحني التابع f إنّ معادلة .

  هي : Mفي  fالمماس لمنحني التابع 
( ) ( )( )Y f x f x X x′− = −  

)النقطة عند وهو يقطع محور الفواصل  ( )/ ( ), 0)A x f x f x′− منحني على معادلة الناظم . أمّا
  هي :ف Mفي  fالتابع 

1
( ) ( )

( )
Y f x X x

f x
− = − −

′
  

)النقطة :عند وهو يقطع محور الفواصل  ( ) ( ), 0)B x f x f x′+2ا كان  ـّ. ولمAB a= 
  استنتجنا أنّ 

( )
, ( ) ( ) 2

( )

f x
x I f x f x a

f x
′∀ ∈ + =

′
  

)كان   aMتابعاً من  fنلاحظ هنا أنهّ إذا كان  )x f xε εɶ֏  تابعاً منbM  ًوذلك أياً  ،أيضا
}من  εɶو εكانت  fو f من . ولأنّ كلاًّ −{1,1  Iارة واحدة على اال يحُافظ على إش ′

fو f من أن نفترض أنّ كلاًّ  استنتجنا أنهّ يمكننا دون الإقلال من عموميّة الحلّ  موجبٌ تماماً على  ′
I .  
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  عندئذ يكون لدينا
1

, ( ) ( ) 2
( )

x I f x f x a
f x

  ′∀ ∈ + =  ′ 
  

)2ومنه المعادلة التفاضليّة  1) 2y y ay′ ′+ لحل مثل هذا النمط من المعادلات، يمكننا اتّباع . =
pالأسلوب الآتي، نعرّف متحولاً جديداً  y   عندئذ يكون لدينا =′

2

2

1

ap
y

p
=

+
  

  نجد xوبالاشتقاق بالنسبة إلى 
2

2 2

1
2

(1 )

p
p y a p

p

−′ ′= =
+

  

  أو
2

2 2

2 2 2

2 2 2

1 1

2 (1 )
2

(1 ) (1 )
2

1 (1 )

p
p

a p p

p pp

p p p

p pp pp

p p p

− ′=
+

′ ′
= −

+ +
′ ′ ′

= − −
+ +

  

  وعليه
2

2 2

1 1 1
ln

2 2 1 1

p

a p p

′  = +   + + 
  

  يحُقق kإذن يوجد ثابتٌ 

2 2

1 2
ln 1

1 1
x a k

p p

       = − + +          + +
  

)2وهكذا تقبل حلول المعادلة  1) 2y y ay′ ′+   الوسيطي التمثيل  =
2

2 2

2

2
ln
1 1

2

1

p
x a k

p p

ap
y

p

  = + +   + + 

=
+
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2arctanفإذا عرفّنا وسيطاً جديداً  pθ   أخذ الحلّ السابق الصيغة  =
( )2

( ) ln(1 cos ) cos
: ] , [ ,

( ) sin

x a

y aκ

θ θ θ κ
π π θ

θ θ

   − + +   Φ − → =         
ℝ ֏  

κ, فإذا أردنا إضافة الحلول التي نحصل عليها بسبب التناظر وجدنا، مجموعة المنحنيات εΦ الآتية :  

( )2
,

( ) ln(1 cos ) cos
: ] , [ ,

( ) sin

x a

y aκ ε

θ ε θ θ κ
π π θ

θ θ

   − + +   Φ − → =         
ℝ ֏  

κ حيث ∈ ℝ  و{ 1,1}ε ∈ −.  

  
  ú  ، اثنين من هذه الحلول.ولقد مثلّنا في الشكل

J ق الخاصّة  8. التمرينإنّ فاصلة نقطة تقاطع المماس في تيةالآأوجد مجموعة المنحنيات التي تحُق :
  نقطة من المنحني مع محور الفواصل تساوي نصف فاصلة نقطة التماس.

  الحـل
. Mمن  تابعاً  f وتحُقق الخاصّة المطلوبة، وليكن Iمجموعة التوابع المعرفّة على مجال  Mلتكن 

f شتقالمإذا انعدم  تقاطع المماس مع محور الفواصل، أوانطبق عليه، وفي الحالتين لا يكون للشرط ما  ′
)سنفترض إذن أنّ  .الموضوع معنى ) 0f x′   .Iعلى  ≠

)لتكن  , ( ))M x f x  نقطة من منحني التابعf إنّ معادلة المماس لمنحني التابع .f  فيM : هي  
( ) ( )( )Y f x f x X x′− = −  

)عند النقطة وهو يقطع محور الفواصل  ( )/ ( ), 0)A x f x f x′−.  ّولأنf ∈ M  ّاستنتجنا أن  
( )

( ) 2

f x x
x
f x

− =
′

  

)وهذا يُكافئ  ) 2 ( ) 0xf x f x′ − =.  

0, 1−Φ

0 x

y

a

a−

2,1Φ
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0إذن إذا افترضنا أنّ  I∉  ّاستنتجنا أن
2

( )
0

f x

x

′  =  
  يحُقق  κابتٌ ، إذن يوجد ثIعلى  

2, ( )x I f x xκ∀ ∈ =  
fκ,وعليه فإنّ مجموعة المنحنيات التي تحُقق الشرط المطلوب هي المحنيات البيانيّة للتوابع  ε  المعرّفة كما

  يأتي:
2

,1 ,1

2
, 1 , 1

: ]0, [ , ( )

: ] , 0[ , ( )

f f x x

f f x x

κ κ

κ κ

κ

κ− −

+∞ → =

−∞ → =

ℝ

ℝ
  

  ú  وهي النتيجة المطلوبة. 

J ق الخاصّة  9. التمرينإنّ فاصلة نقطة تقاطع المماس في الآتيةأوجد مجموعة المنحنيات التي تحُق :
  نقطة من المنحني مع محور الفواصل تساوي ضعفي فاصلة نقطة التماس.

  الحـل
. Mمن  تابعاً  f وتحُقق الخاصّة المطلوبة، وليكن Iمجموعة التوابع المعرّفة على مجال  Mلتكن 

fشتقإذا انعدم الم ما تقاطع المماس مع محور الفواصل، أو انطبق عليه، وفي الحالتين لا يكون للشرط  ′
). سنفترض إذن أنّ الموضوع معنى ) 0f x′   .Iعلى  ≠

)لتكن  , ( ))M x f x  التابع نقطة من منحنيf إنّ معادلة المماس لمنحني التابع .f  فيM : هي  

( ) ( )( )Y f x f x X x′− = −  

)عند النقطة وهو يقطع محور الفواصل  ( )/ ( ), 0)A x f x f x′− ّولأن .f ∈ M  ّاستنتجنا أن  
( )

2
( )

f x
x x
f x

− =
′

  

)وهذا يُكافئ  ) ( ) 0xf x f x′ + ). أو= )( ) 0xf x ′ يحُقق  κ، إذن يوجد ثابتٌ Iعلى  =
, ( ) /x I f x xκ∀ ∈ .وعليه فإنّ مجموعة المنحنيات التي تحُقق الشرط المطلوب هي المحنيات =

∗على البيانيّة للتوابع المعرفّة 
+ℝ  أو على∗

−ℝ يغة من الشكل بصx
x

κ
֏.  

  ú  وهي النتيجة المطلوبة. 
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J أوجد حلول المعادلات التفاضليّة التالية : 10. التمرين  
4

2

3

2 2

0 .2 2 2 0 .1

1 0 .4 (2 1) 2 4 0 .3

( 1)ln 2 0 .6 2 2 0 .5

( 1) 3 0 .8 (sin cotan ) 1 .7

x

x

xy xy e xy y x

x y xy x y y x

xy x y y xy x

xy x y x e y x y y−

′ ′− − = − − =

′ ′+ + = + − − =

′ ′− − = − − =

′ ′+ + − = + =

  

  الحـل

42المعادلة  1. 2 0xy y x′ − − ∗أحد االين  Iليكن  .=
+ℝ  أو∗

−ℝعندئذ يكون لدينا .  

2 3

1 2
, 2x I y y x
x x

′∀ ∈ − =  

ومن ثمَّ 
2

, 2
y

x I x
x

′ ∀ ∈ =  
  يحُقق κ، إذن يوجد ثابتٌ 

2 2, ( ) ( )x I y x x x κ∀ ∈ = +  
2فهي مجموعة التوابع  ℝأمّا الحلول على 

,{ : ( , ) }λ µϕ λ µ ∈ ℝ مع  
2 2

, 2 2

( ) : 0
: ,

( ) : 0

x x x
x

x x x
λ µ

λ
ϕ

µ

 + ≥→  + ≤
ℝ ℝ ֏  

  
0xxyالمعادلة  2. xy e′ − − ∗االين  أحد I. ليكن =

+ℝ  أو∗
−ℝ عندئذ .  

1
, x xx I y e ye

x

− −′∀ ∈ − =  

1ومن ثمَّ 
, ( )xx I e y

x

− ′∀ ∈   يحُقق κ، إذن يوجد ثابتٌ =

( ), ( ) ln| | xx I y x x eκ∀ ∈ = +  
  .ℝ كامل  ولا توجد حلول معرفّة على

y

x0
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:المعادلة  3. (2) 0( 1) 2 4x y y x′+ − − =E ليكن .I   الين1أحد ا
2
, − ∞    أو

1
2

, −∞ −  على  . عندئذ يكون لديناI   

2 2 2

1 2 4 2 2

2 1 2 1(2 1) (2 1) (2 1)

x
y y

x xx x x
′ − = = −

+ ++ + +
  

  ومن ثمَّ 

1 1
, ln 2 1

2 1 2 1
x I y x

x x

′ ′     ∀ ∈ = + +     + +   
  

  يحُقق κإذن يوجد ثابتٌ 
, ( ) (2 1)ln 2 1 1 (2 1)x I y x x x xκ∀ ∈ = + + + + +  

  .ℝ كامل  على 1Cمن الصف  ولا توجد حلول
2ادلة المع 4. 1 0x y xy′ + + ,0أحد االين   I. ليكن = ∞   أو, 0 −∞  عندئذ .

1يكون لدينا 
,x I xy y

x
′∀ ∈ + =   ، ومن ثمَّ −

( ), ( ) ln| |x I xy x ′′∀ ∈ = −  
  يحُقق:  κإذن يوجد عدد 

ln| |
, ( )

x
x I y x

x x

κ
∀ ∈ = − +  

32المعادلة  5. 2 0y xy x′ − −   . تُكافئ هذه المعادلة الصيغة =
2 2 23 2, ( ( )) 2 ((1 ) )x x xx e y x x e x e− − −′ ′∀ ∈ = = − +ℝ  

  يحُقق κوعليه يوجد ثابتٌ 
22, ( ) 1 xx y x x eκ∀ ∈ = − − +ℝ  

)المعادلة  6. 1)ln 2 0xy x y′ − −   . تُكافئ هذه المعادلة الصيغة =

2 3 2

1 2 1
, ( ) ( )

ln ln ln
x y x y x

x x x x x

∗
+ ′∀ ∈ − =ℝ  

  أو

2

1 1
, ( )

lnln
x y x

xx

∗
+

′ ′     ∀ ∈ = −        
ℝ  
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  يحُقق κوعليه يوجد ثابتٌ 
, ( ) ( 1 ln )lnx y x x xκ∗

+∀ ∈ = − +ℝ  
sin)2المعادلة  7. cot ) 1y x y y ′+ = هذه المعادلة هي في النظر إلى الحل أبسط طريقة لحل .

)بالشكل  )y x y֏ أي أن ننظر إلى ،x  ًل  بصفته تابعاللمتحوy  عندئذ تُكتب المعادلة
  بالصيغة: 

2d
(cot ) sin

d

x
y x y

y
− =  

    أو
2

1 d cos
sin

sin d sin

x y
x y

y y y
⋅ − =  

  . إذن πℤلا يحوي نقطة من  Iذلك على أي مجال و 
d 1 d

, ( ) cos
d sin d

y I x y y
y y y

 ∀ ∈ ⋅ = −  
  

  يحُقق κوعليه يوجد ثابتٌ 
, ( ) cos sin siny I x y y y yκ∀ ∈ = − +  

)2المعادلة  8. 1) 3 xxy x y x e−′ + + ,0أحد االين   I. ليكن = ∞   أو, 0 −∞  .
  عندئذ يكون لدينا

2, ( ( )) 3xx I xe y x x′∀ ∈ =  
  يحُقق:  κومن ثمَّ يوجد عدد 

2, ( ) /x xx I y x x e e xκ− −∀ ∈ = +  
2والتابع  xx x e−֏  هو الحلّ الوحيد المعرّف على كاملℝ.  ú  

J الآتيةأوجد حلول المعادلات التفاضليّة  11. التمرين :  
4 2

2 2 3 2

2 2

5 3
2

cos tan 0 .2 2 0 .1

0 .4 ( 1)( ) 0 .3

4 2 0 .6 0 .5

2 0 .8 2 0 .7
1

x

x

y y x y x y y y e

x y y x y x y y y

x y y x y x y y x y

x xy
x y y x y e y

y x

′ ′− − = + − =

′ ′− − = + + + =

′ ′− − = − − =

′ ′+ + = − − =
−
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  الحـل

22المعادلة  1. 0xy y y e′ + − 0yالتابع . = لنضع  حل للمعادلة المدروسة وضوحاً. ≡
1

u
y

2:عندئذ تأخذ المعادلة الصيغة  yعلى أي مجال لا ينعدم فيه  = xu u e′ − = . وعليه −

)2يكون  )x xe u e− −′ =   يحُقق κيوجد ثابتٌ  . إذن−
2( ) x xu x e eκ= +  

)ومن ثمَّ نجد  )
1

x

x

e
y x

eκ

−
=

+
 .  

4المعادلة  2. cos tan 0y y x y x′ − − 0y. التابع =  حل واضح للمعادلة المدروسة. ≡
3zلنضع  y−=  مجال لا ينعدم فيه على أيy  الآتية عندئذ تأخذ المعادلة الصيغة

3 tan 3cosz z x x′ − =  . وعليه يكون −

3 4 2

1 sin 1
3 3

cos cos cos

x
z z
x x x

−′ + = −.  

  إذن

3
3 tan 0

cos

z
x

x

′  + =  
  

  يحُقق κفيوجد ثابتٌ 
2 3( ) 3 sin cos cosz x x x xκ= − +  

ومن ثمَّ نجد 
3 2 3

1
( )

3 sin cos cos
y x

x x xκ
=

− +
 .  

)2المعادلة  3. 1)( ) 0x y y y′+ + + 0y. التابع = ≡  واضح للمعادلة المدروسة. حل 

1لنضع 
( )

( 1) ( )
z x

x y x
=

+
1)المقدار  على أي مجال لا ينعدم فيه  ) ( )x y x+  عندئذ تأخذ

1المعادلة الصيغة 

1
z

x
′ =

+
)يحُقق  κثابتٌ يوجد  . وعليه ) ln 1z x xκ= +   ومن ثمَّ  +

1
( )

( 1)ln( 1) ( 1)
y x

x x xκ
=

+ + + +
  

  .−1وذلك على أي مجال لا يحوي 
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2المعادلة  4. 2 3 0xy y x y′ − − ,0[أحد االين  Iليكن . = [أو  ∞+] , 0[−∞  .

التابع  Iولنعرّف على 
3

( )
( )

y x
z x

x

 =   
  . عندئذ نجد

( )
2

2 2

( ) ( ) ( ) 3
, 3

y x xy x y x
x I z x

x x x

   ′ −  ′∀ ∈ = ⋅ =        
  

  يحُقق  κإذن يوجد ثابتٌ 
3 3 2, ( ) 3x I y x x xκ∀ ∈ = −  

2المعادلة  5. 0xyy x y′ − − ,0[أحد االين  I. ليكن = [أو  ∞+] , 0[−∞  .

التابع  Iولنعرّف على 
2

( )
( )

y x
z x

x

 =   
  . عندئذ نجد

2 2

( ) ( ) ( ) 2
, ( ) 2

y x xy x y x
x I z x

x x x

   ′ −  ′∀ ∈ = ⋅ =        
  

}و κإذن يوجد ثابتٌ  1,1}ε ∈   يحُققان  −
2, ( ) 2x I y x x xε κ∀ ∈ = −  

24المعادلة  6. 2 0xy y x y′ − − 0y. إنّ التابع = حل شاذّ للمعادلة المدروسة.  ≡
التابع  I. ولنعرّف على موجباً تماماً  yويكون فيه التابع  0مجالاً لا يحوي  Iليكن 

2

( )
( )

y x
z x

x
  . عندئذ نجد=

32 3

( ) 2 ( ) 4 ( ) 1
, ( ) ( )

2 ( ) 2 ( )

y x xy x y x
x I z x y x

xxx y x x y x

′ ′ −′∀ ∈ = − = =  

,يحُقق  κإذن يوجد ثابتٌ  ( ) ln| |x I z x x κ∀ ∈ =   ومن ثمَّ  +

( )24, ( ) ln| |x I y x x x κ∀ ∈ = +  
[، نحصل عليها من تمديد أي حل على ℝوهناك عددٌ لا ائي من الحلول المعرّفة على  , 0[−∞ 

,0[بأي حل معرّف على  [+∞.  
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المعادلة  7.
2

2 0
1

x xy
y

y x
′ − − =

−
ومحتوى في أحد  yمجالاً لا ينعدم فيه التابع  I. ليكن 

[االات  , 1[−∞ [أو  − ,1[أو −]1,1 . ولنعرّف ∞+]
2

2

( )
( )

| 1|

y x
z x

x
=

−
. Iعلى  

  أنّ  Iعلى  عندئذ نجد

( )

2

2 2 2

2

2

2 ( ) ( ) ( )
( )

| 1| ( 1) | 1|

| 1|
| 1|

y x y x xy x
z x

x x x

x
x

x
ε

′
′ = −

− − −
′

= = −
−

  

)2sgn حيث 1)xε =   يحُقق κإذن يوجد ثابتٌ . Iعلى  −

2, ( ) | 1|x I z x xε κ∀ ∈ = − +  

}، توجد إشارة ومن ثمَّ  1,1}ε ∈   تحُقق : −

2 2, ( ) 1 | 1|x I y x x xε κ∀ ∈ = − + −  

5المعادلة  8. 32 0xxy y x y e′ + + 0yإنّ التابع . = عادلة المدروسة. حل شاذّ للم ≡
التابع  Iولا ينتمي إليه الصفر. ولنعرّف على  yمجالاً لا ينعدم فيه التابع  Iليكن 

4 2

1
( )

( )
z x

x y x
  . عندئذ نجد=

5 3

4 ( ) 2 ( )
, ( )

( )

xy x xy x
x I z x e

x y x

′+′∀ ∈ = − =  

}و κإذن يوجد ثابتٌ  1,1}ε ∈   يحُققان  −

    
2

, ( )
x

x I y x
x e

ε

κ
∀ ∈ =

+
  ú  

J نه المماس في  12. التمرينأوجد مجموعة المنحنيات التي تجعل مساحة شبه المنحرف، الذي يكو
بتلك النقطة موازياً لمحور التراتيب، ثابتة  نقطة منها، ومحورا الإحداثيّات والمستقيم المار

  .23aوتساوي
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  الحـل
  .Mمن  تابعاً  f وتحُقق الخاصّة المطلوبة، وليكن Iمجموعة التوابع المعرفّة على مجال  Mلتكن 

  
) لتكن , ( ))M x f x نقطة من منحني التابع f.  إنّ معادلة المماس لمنحني التابعf  فيM : هي  

( ) ( )( )Y f x f x X x′− = −  
  عند النقطة تراتيبوهو يقطع محور ال

(0, ( ) ( ))B f x xf x′−  
fولأنّ  ∈ M  ّاستنتجنا أن   

( ) 2( ) ( ) ( ) 6x f x f x xf x a′+ − =  
بجهة واحدة  Mو Bشبه منحرف وجب أن تكون النقطتان  OBMAيكون الرباعي  وحتىّ 

)بالنسبة إلى المستقيم  )OA أي أنّ يكون للمقدارين .( )f x  و( ) ( )f x xf x′− الإشارة نفسها 
}وجد إشارة ت، 0الذي لا يحوي  I اال على 1,1}ε ∈   تحُقق −

26
, 2 ( ) ( )

a
x I f x xf x

x

ε′∀ ∈ − =  

  أو 
2 2

2 4 3

( ) 6 2
,
f x a a

x I
x x x

ε ε
′′     ∀ ∈ = − =       

  

يحُقق  κيوجد ثابتٌ ف
2

2 1
, ( ) 2

x
x I f x a

x
ε

κ

  ∀ ∈ = +   
إذا أردنا أنّ يكون للمقدارين و  .

( )f x و( ) ( )f x xf x′−  ّالإشارة نفسها استنتجنا أنM حنيات البيانيّة للتوابع المعرفّة نهي الم

OA

B

M
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,30على  2κ 
  

3أو   , 0κ −  
0κفي حالة   ∗أو على  ،<

+ℝ  أو∗
+ℝ  في حالة

0κ 3على أو ، = 2 ,0κ 
  

,30أو   κ −  
0κفي حالة     ، بالصيغة>

2
2 1

( ) 2
x

f x a
x

ε
κ

  = +   
.  

  ú  وهي النتيجة المطلوبة. 

J نه المماس في نقطة منها،  13. التمرينأوجد مجموعة المنحنيات التي تجعل مساحة المثلّث، الذي يكو
 ومحور الفواصل، والقطعة المستقيمة التي تصل نقطة التماس بمبدأ الإحداثيّات، ثابتة وتساوي

2a.  
  الحـل
 .Mمن  تابعاً  f وتحُقق الخاصّة المطلوبة، وليكن Iرّفة على مجال مجموعة التوابع المع Mلتكن 

fو f من من الواضح أنّ كلاًّ    .Iلا ينعدم على  ′
 

O
B

M

  
) لتكن , ( ))M x f x نقطة من منحني التابع f.في المماس  يقطعM  لمنحني التابعf  محور

) عند النقطةفواصل ال )( )/ ( ), 0A x f x f x′− ، ّولأنf ∈ M  ّاستنتجنا أن  
2( )

( ) 2
( )

f x
f x x a

f x

  − =  ′ 
  

}توجد إشارة  إذن 1,1}ε ∈   تحُقق −
2 2, ( ( ) 2 ) ( ) ( )x I xf x a f x f xε ′∀ ∈ − =  

  أو
2 2( 2 )xy a y yε ′− =.  
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  ، فتُكتب المعادلة السابقة بالشكل :yمتحول لل اً تابعبصفته  xلحلّ هذه المعادلة، نتأمّل 
2

3 2

2 d

d

a x x x

y y yy y

ε  ′ − = − =   
  

  يحُقق κفيوجد ثابتٌ 
2

2

1x
a

y y
ε κ

  = +   
  

2أو 

2
1

x
y y

a

ε
κ=   وعليه. +

0κفي حالة  �  الحلول  نحصل على =

2

2

,

,

a
x

x
a

x
x

ε

ε

∗
+

∗
+

→

→

ℝ ℝ ֏

ℝ ℝ ֏

 

0κوفي حالة   �   ، نحصل على الحلول<

 ( )2 2 4

2

1
2 , , 4

2
a x x x a

a
κ ε ε κ

κ

 +∞ → + −  
ɶℝ ֏  

( )2 2 4

2

1
, 2 , 4

2
a x x x a

a
κ ε ε κ

κ

 −∞ − → + −  
ɶℝ ֏  

}من  εɶو ε حيث 1,1}− .  
0κأمّا في حالة  �   ، فنحصل على الحلول>

 ( )2 4

2

1
, 4

2
x x x a

a
ε ε κ

κ
→ + −ɶℝ ℝ ֏  

}من  εɶو ε حيث 1,1}− .  ú  

  

J أوجد حلول المعادلة التفاضليّة : 14. التمرين  

sin2 2( cos )y x y x′ = +  
 من xالتي تبقى محدودة عندما تقترب 

2

π.  
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  الحـل
πℝ\كافئة التالية على أي مجال محتوى في  ـُتُكتب المعادلة التفاضّة بالصيغة الم ℤا كناّ ندرس  ـّ، ولم

من  x الحلول المحدودة عندما تقترب
2

π السنفترض أننّا ندرس هذه المعادلة على ا ،

0,I π =  عندئذ .  

2 2

cos 1 cos
( ) ( )

sin sin sin

x x
y x y x
x x x

′ − =  

  وعليه يكون

cos 1
, ( )

sin sin

x
x I y x

x x

′ ′     ∀ ∈ = −        
  

  قيحُقk  وعليه يوجد ثابتٌ 
cos 1

, ( )
sin sin

x
x I y x k

x x
∀ ∈ = − +  

)فإذا افترضنا أنّ  )x y x֏  ًعندما تقترب يبقى محدوداx  من
2

π،  ّاستنتجنا أن  

2

cos
0 lim ( ) 1

sinx

x
y x k
xπ→

= = −  

1kأو    ، إذن =

{ }
2

sin 1 cos
\ , ( )

cos sin 1

x x
x I y x

x x
π − −

∀ ∈ = =
+

  

من  xعندما تقترب يبقى محدوداً  نستنتج إذن وجود حل وحيد
2

π المعرّف على  هو الحل

] , [π π−  بالعلاقةcos

sin 1

x
x

x

−
+

֏.  ú  

J لمعادلة التفاضليّة :لنتأمّل ا 15. التمرين  

( ) : ( )x y ay f x′ + =E  
  a تنتمي إلى∗

+ℝو ،f  على تابع مستمر ∗
+ℝقويحُق ، 

0
lim ( )
x
f x b

→
= ∈ ℝ أثبت .

) لمعادلةل حل وحيدأنه يوجد  )E اية هذا الحل عندما 0 يبقى محدوداً في جوار وأوجد ،
  ؟ بقيم موجبة تماماً  0إلى  xتسعى 
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  الحـل
)تُكتب المعادلة التفاضليّة  )E بالشكل  

1 1, ( ) ( ) ( )a a ax x y x ax y x x f x∗ − −
+ ′∀ ∈ + =ℝ  

  ومن ثمَّ 
1

1
, ( ) (1) ( )d

x
a ax x y x y t f t t∗ −

+∀ ∈ = + ∫ℝ  
  يحُقق M، وجود ثابتٍ [0,1]إلى تابع مستمر على  fوهنا نلاحظ، بسبب إمكان تمديد التابع 

1

1
]0,1], ( )a

a

M
t t f t

t

−
−

∀ ∈ ≤  

1فالتكامل 
1

0
( )dat f t t−∫  متقاربٌ، لنرمز بالرمزaI إلى قيمته، عندئذ  

1

0
, ( ) ( )d (1)

x
a a

ax x y x t f t t y I∗ −
+∀ ∈ − = −∫ℝ  

 لنفترض وجود حل( )x y x֏  يبقى محدوداً في جوار الصفر، عندئذ
0

lim ( ) 0a

x
x y x

+→
= ،

1كان   ا ـّولم

00
lim ( )d 0

x
a

x
t f t t

+

−

→
(1)استنتجنا أنهّ يجب أن يكون  ∫= ay I= َّومن ثم .  

1
1 1

0 0
, ( ) ( )d ( )d

x
a a a ax x y x t f t t x u f xu u∗ − −

+∀ ∈ = =∫ ∫ℝ  
  أو

1
1

0
, ( ) ( )dax y x u f xu u∗ −

+∀ ∈ = ∫ℝ  
∗ على y، وبالعكس إذا عرفّنا التابع 0وهذا يثبت وحدانيّة الحل المحدود في جوار 

+ℝ بالعلاقة  
1

1

0
( ) ( )day x u f xu u−= ∫  

)حل للمعادلة التفاضليّة  yاستنتجنا مباشرة، بعد تغيير بسيط في المتحول، أنّ  )E ّونجد أيضاً أن ،  
1

1

0
0, ( ) ( ( ) )dab

x y x u f xu b u
a

−∀ > − = −∫  

0x، مهما كان إذن   كان  <
1

1

00 0

1
( ) sup ( ) d sup ( )a

t x t x

b
y x f t b u u f t b

a a

−

< ≤ < ≤
− ≤ − = −∫  
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وعليه فالشرط 
0

lim ( )
x
f x b

→
= ∈ ℝ  ّيقتضي أن

0
lim ( ) /
x

y x b a
+→

. وهذا يثبت وجود =

  ú  .0إلى  xالحل الوحيد الذي يبقى محدوداً عندما يسعى 

J 2تي تقبل العدد الالآتية  لمعادلة التفاضليّةا حلولأوجد  16. التمرينπ  اً دور:  
22 cos siny y x x′ = −  

  الحـل
)تُكتب المعادلة التفاضليّة  )E بالشكل  

cos sin cos sin( ( )) sinx x x x x xe y x e x− − − −′ = −  
  يحُقق λيوجد ثابتٌ  ومن ثمَّ 

cos sin cos sin cos sin

0
, ( ) (0) sin d

x
x x x x x x t t tx y x y e e e t t+ + − −∀ ∈ = − ∫ℝ  

  وهنا نلاحظ أنّ 
2

2 cos sin cos sin cos sin

0
( 2 ) (0) sin d

x
x x x x x x t t ty x e y e e e t t

π
ππ

++ + − − + = −   ∫  

  ولكن
2

cos sin

0
2 2

cos sin cos sin

0 2
2

cos sin 2 cos sin

0 0

sin d

sin d sin d

sin d sin d

x
t t t

x
t t t t t t

x
t t t t t t

e t t

e t t e t t

e t t e e t t

π

π π

π
π

π

+ − −

+− − − −

− − − − −

= +

= +

∫
∫ ∫
∫ ∫

  

  إذن
cos sin cos sin cos sin

0
( 2 ) sin d

x
x x x x x x t t ty x ke e e t tπ + + − −+ = − ∫ɶ  

  حيث
2

cos sin 2

0
(0) sin dt t tk y e t t e

π
π− − = −   ∫ɶ  

)ون وعليه، يك ) ( 2 )y x y x π= k(0)إذا وفقط إذا تحقق الشرط :  xمهما تكن  + y=ɶ 
  وهذا يُكافئ

2
cos sin

2 0

1
(0) sin d

1

t t ty e t t
e

π

π

− −
−

=
− ∫  
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  : بالصيغة ℝدوري هو الحل الوحيد المعرّف على −2πفالحل الـ
2

cos sin cos sin cos sin

2
0 0

1
( ) sin d sin d

1

x

x x x t t t t t ty x e e t t e t t
e

π

π

+ − − − −
−

   = −  −  
∫ ∫  

)دوريةّ لمعادلة−2πويمكن تعميم هذه الطريقة لإيجاد الحلول الـ ) ( )y a t y b t′ = في حالة كون  +
a وb  مستمريّن علىℝ 2وπ− ـينْ دوري.  ú  

J ليكن  17. التمرين:f →ℝ ℝ أثبت أنّ للمعادلة التفاضليّة :محدوداً تابعاً مستمراً و .  

y y f′ + =  
  دورياً. f. أوجده وبين أنّ هذا الحلّ يكون دورياً إذا كان ℝ حلاً وحيداً محدوداً على  

  الحـل

)كافئة :  ـُتُكتب المعادلة التفاضليّة بالصيغة الم ), ( ) ( )x xx e y x e f x
′∀ ∈ =ℝ  َّومن ثم  

0
, ( ) ( )d

x
x tx e y x e f t tκ∀ ∈ = + ∫ℝ  

)فإذا افترضنا وجود حل محدود  )x y x֏  للمعادلة التفاضليّة، استنتجنا من

lim ( ) 0x

x
e y x

→−∞
0أنّ التكامل  =

( )dte f t t
0متقاربٌ وأنّ  ∫∞−

( )dte f t tκ
−∞

= ∫ .

  إذن لا بدُ أن يكون

, ( ) ( )d
x

x tx y x e e f t t−

−∞
∀ ∈ = ∫ℝ  

  وهذا يثبتُ وحدانيّة الحل، في حال وجوده.
)يحُقق  Mتجنا وجود ثابت ناست ℝمحدوداً على  fان كمّا  ـلوبالعكس،  )f t M≤   مهما

)التكامل  ، ومن ثمَّ يكونtكان العدد  )d
x

te f t t
  . ويكونx اً كانبالإطلاق، أيّ متقارباً  ∫∞−

( )d ( ) d d
x x x

t x t x t xe f t t e f t t M e t M− − −

−∞ −∞ −∞
≤ = =∫ ∫ ∫  

)التابع  وعلى هذا نرى أنّ . xأياً كانت قيمة  )x y x֏ المعرّف بالعلاقة  

, ( ) ( )d
x

x tx y x e e f t t−

−∞
∀ ∈ = ∫ℝ  

yالتفاضليّة  للمعادلة المحدود الوحيد هو الحلّ  y f′ + =.  
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  دوراً، استنتجنا أنّ  τتابع يقبل العدد  fوإذا افترضنا أنّ 

( ) ( )d ( )d

( )d ( )d ( )

x x
x t x u

t u
x x

x u x u

y x e e f t t e e f u u

e e f u u e e f u u y x

τ
τ τ τ

τ
τ τ

τ

+− − − − +

−∞ −∞← +

− −

−∞ −∞

+ = = +

= + = =

∫ ∫

∫ ∫
  

  ú  اً أيضاً.دور  τيقبل العدد  yفالتابع 

J الآتيةأوجد حلول المعادلات التفاضليّة  18. التمرين:  
2 2 2

2
2

2 2

2 2

2 2

4 .1

2
3 0 .2

(2 1) 0 .3

2 5 .4

2 0 .5x x x

x y x y x y

y y
x

x y x y y x

y x y y x

y ye y e e

′ + + =

′ + + =

′ − + + + =

′ − + + =

′ + − − − =

  

  الحـل

2المعادلة  1. 2 2 4x y xy x y′ + + 2. نلاحظ أنّ التابع =
x

x
هو حل خاص لمعادلة  ֏

∗كاتي هذه على كل من ري
+ℝ و∗

−ℝ 2. لنبحث عن بقيّة الحلول بالصيغة 1
( )

( )
y x

x z x
= + 

∗ محتوى في zعلى مجال لا ينعدم فيه 
+ℝ أو ∗

−ℝ .أنّ  المعادلة عندئذ نجد بالتعويض في:  
22

2

( )
2 2 2 4

( ) ( )( )

x z x x x

z x z xz x

 ′ − − + + + + =  
  

) ومنه ) 5 ( )xz x z x x′ −   أو =

5 6 5 4

1 5 1 1
( ) ( )

4
z x z x

x x x x

′ ′ − = = −   
  

ومن ثمَّ 
5 4

( ) 1

4 4

z x

x x

κ
= 51، إذن−

4
( ) ( )z x x xκ=   . ومنه نستنتج أنّ −

4

5 4

2 4 2 1
( )

1

x
y x

x xx x x

κ

κ κ

 +  = + = ⋅   − − 
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2الحلين إذن إضافة إلى 
x

x
2و ֏

x
x

∗المعرفّين على كل من  ֏−
+ℝ و∗

−ℝ هناك الحلول .

  من الشكل ℝالمعرفّة على كامل 
4 4

4 4

2 x
x

x x

λ

λ

 −     + 
0 حيث ֏ λ<  

[وهناك الحلول المعرفّة على كل من االات  , [λ−∞ [و − , 0[λ− و]0, [λ و] , [λ +∞ 
  بالصيغة

4 4

4 4

2 x
x

x x

λ

λ

 +     − 
0 حيث ֏ λ<.  

2المعادلة  2.

2

2
3 0y y

x
′ + + 2. نلاحظ أنّ التابع =

x
x

هو حل خاص لمعادلة ريكاتي  ֏

∗هذه على كل من 
+ℝ و∗

−ℝ 2. لنبحث عن بقيّة الحلول بالصيغة 1
( )

( )
y x

x z x
= على  +

∗محتوى في zمجال لا ينعدم فيه 
+ℝ أو∗

−ℝالمعادلة . عندئذ نجد بالتعويض في:  
4 1

( ) ( )
3 3

z x z x
x

′ − =  

  أو

( ) ( )4/3 4/3 1/31
( )

3
x z x x x− − −′ ′= = −  

4/3ومن ثمَّ  1/3( )x z x xκ− −= )، إذن− )3( ) 1z x x xκ=   . ومنه نستنتج أنّ −

( )
3

3 3

2 12 1 1
( )

1 1

x
y x

x xx x x

κ

κ κ

 −  = + = ⋅  − − 
  

2إذن إضافة إلى الحلين 
x

x
1و ֏

x
x

∗المعرفّين على كل من  ֏
+ℝ و∗

−ℝ هناك الحلول .

بالصيغة  −3κأو  0مجال لا يحوي  كل المعرفّة على  
3

3

2 11

1

x
x

x x

κ

κ

 −  ⋅   − 
֏.  
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2المعادلة  3. 2(2 1) 0xy x y x y′ − + + + x. نلاحظ أنّ التابع = x֏  خاص حل

1. لنبحث عن بقيّة الحلول بالصيغة ℝمل لمعادلة ريكاتي هذه على كا
( )

( )
y x x

z x
= على  +

  :المعادلة . عندئذ نجد بالتعويض فيولا يحوي الصفر zمجال لا ينعدم فيه 
2

2

2

( ) 1 1
1 (2 1) 0

( ) ( )( )

z x
x x x x x

z x z xz x

     ′    − − + + + + + =             
  

)ومنه  ) ( ) 1xz x z x′ + ) أو = )( ) 1xz x ′ ) . إذن= )xz x xκ=   أو ، +

( ) 1z x
x

κ
= +  

  ومنه نستنتج أنّ 
1

( )
x x

y x x x
x x

κ

κ κ

 + + = + = ⋅  + + 
  

xإذن إضافة إلى الحلين  x֏ 1وx x هناك الحلول المعرّفة على كلℝ.  المعرّفين على  ֏+

1xبالصيغة  −κأو  0مجال لا يحوي 
x x

x

κ

κ

 + + ⋅   + 
֏.  

2المعادلة  4. 22 5y xy x y′ − + +   أنّ المعادلة تُكتب بالشكل. نلاحظ =
2( ) ( ) 4y x y x′− + − =  

)إذا عرفّنا ومنه  ) ( )z x y x x=   صار لدينا −
24z z′ = −  

2zن الشاذّان هناك إذن، الحلاّ  2zو ≡ ≡ قيمه في مجال محتوى في  zأمّا إذا أخذ  .−
\{ 2,2}−ℝ  كان  

4
2 2

z z

z z

′ ′
+ =

− +
  

  ومنه نستنتج أنّ 
42

2
xz
e

z
κ

+
=

−
  

  



من المرتبة الأولى المعادلات التفاضليّة السلّمية الشهيرة  232 

  نجد الحلول التالية : yوبالعودة إلى 
2xالحلاّن الشاذان  � x 2xو ֏+ x  .ℝالمعرفّان على  ֏−

مجموعة الحلول  �
2 4

2 4

1
2

1

x

x

a e
x x

a e

−
+

+
 أيضاً. ℝالمعرفّة على  ֏

[مجموعة الحلول المعرفّة على  � , [λ−∞  أو] , [λ  من الصيغة  ∞+

4 4

4 4
2

x

x

e e
x x

e e

λ

λ

+
+

−
֏.  

2لمعادلة ا 5. 22 0x x xy e y y e e′ + − − −   . نلاحظ أنّ المعادلة تُكتب بالشكل=
2( ) ( ) 0x xy e y e′− − − =  

)ومنه إذا عرفّنا  ) ( ) xz x y x e= 2z صار لدينا − z′ 0z إذن، الحل الشاذّ هناك . = ≡. 

∗قيمه في مجال محتوى في  zأمّا إذا أخذ 
ℝ  ٌاستنتجنا أنه يوجد ثابتκ  ق1يحُق

( )z x
k x

=
−

.  

  :الآتيةنجد الحلول  yوبالعودة إلى 
xx شاذال الحل � e֏ على  عرّفالمℝ. 

1xxمجموعة الحلول  � e
xκ

+
−

[المعرّفة على  ֏ , [κ−∞  أو] , [κ +∞.  ú 

J التابع  19. التمرين عينf فاضليّة :حتى تقبل المعادلة الت  
    2( 1) ( ) 0x y x y y x f x′ + + + + + =  ( )E  

  : ويحُققان العلاقة Jمعرفّين على مجال  2ϕو 1ϕحلّين خاصّين 
2 1, ( ) 2 ( ) 1x J x x x∀ ∈ ϕ = ϕ + +  

  دلة.ثمُّ أوجد حلول هذه المعا
  الحـل

)استنتجنا بالتعويض في  للمعادلة حلاًّ  2ϕا كان  ـّلم )E�  يأتيما:  
( ) ( )( )1 1 12 ( ) 1 2 ( ) 1 2 ( ) 1 ( ) 0x x x x x x x f xϕ ϕ ϕ′ + + + + + + + + =  

  أو
( )2 2

1 1 12 ( ) 4 ( ) 6 1 ( ) 2( 1) 2 ( ) 0x x x x x x x f xϕ ϕ ϕ′ + + + + + + + =  
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  ولكن نعلم أيضاً أنّ 
2

1 1 1( ) ( 1) ( ) ( ) ( ) 0x x x x x x f xϕ ϕ ϕ′ + + + + + =  
  ، بالطرح نجد إذن

2 2
1 1 1( ) 3 ( ) 5( 1) ( ) 2( 1) 0x x x x x x xϕ ϕ ϕ′ + + + + + + =  

)هو حل لمعادلة ريكاتي  1ϕ والتابع )R الآتية:  
2 25( 1) 3 2( 1) 0xw x w w x x′ + + + + + + =  

1xالتي تقبل وضوحاً الحلّ الخاص  x−   :ذن يمكننا البحث عن حلها العام بالشكل. إ֏−
1

1
( )

x x
z x

− −֏  

)د بالتعويض في نج )R  ّأن ( 1) 3xz x z′ + + ) وهذا يُكافئ، = ( )) 3x xxe z x e′ ومن  =

)3ثمَّ  1)
( )

xe
z x

x

α − +
  ، وعليه يكون=

( ) 1
3(1 )x

x
w x x

eα −
= − −

+
  

ن ذ )1 إ ) 1x xϕ = − و  − )1أ ) 1
3(1 )x

x
x x

e
ϕ

α −
= − −

+
مُناسبة للعدد   عند قيمة 

α .  
)في المعادلة  1ϕنعوض  fلإيجاد التابع  )E� فنجد ،( ) 0f x )1في حالة  = ) 1x xϕ = − − ،

  نجدو 
2

1 1 1 2

2
( ) ( ) ( 1 ( )) ( )

9(1 )x
x

f x x x x x x x
e

ϕ ϕ ϕ
α −

′= − − + + − =
+

  

  في حالة

1( ) 1
3(1 )x

x
x x

e
ϕ

α −
= − −

+
  

)لحلّ المعادلة  )E�  1نستفيد من كونϕ  ًّخاصّاً لمعادلة ريكاتي هذه، فنبحث عن الحل العام حلا 

1بالشكل 

1
( ) ( )

( )
y x x

u x
ϕ= +.   
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)1في حالة  � ) 1
3(1 )x

x
x x

e
ϕ

α −
= − −

+
)نجد بالتعويض في المعادلة   )E� ما يأتي:  

1 2 1
1

3( )

x

x

e
u u

x xe α

 ′ + + − =   + 
  

  وهذه تُكافئ

( )2/3 1/3

2/3
( ) 3( )

( )

x
x x x

x

xe
u e e e

e
α α

α

−
′  ′  = + = +   + 

  

  يحُقق λإذن، يوجد ثابتٌ 
1/3

2/3
3( ) 3

( )

x
x

x

xe
u e

e
α λ

α
= + +

+
  

)م للمعادلة نجد الحلّ العا ومن ثمَّ، )E� :  

( )

( )

12/3 1/3

2/3 /3

3

3

( ) ( )
( ) 3( ) 3

1
3(1 ) 3 (1 ) 3(1 )

1 1
3(1 )

x

x x

x x x x

x

x x

xe
y x x

e e

x x
x

e e e e

x e
x

e e

ϕ
α α λ

α λ α α

α

α λ α

− − − −

−

= +
+ + +

= + − −
+ + + +

 +  = + − −  + + + 

  

)1أمّا في حالة  ) 1x xϕ = − )فنجد بأسلوب مماثل لِما سبق الحلّ العام للمعادلة  − )E� :  

  ( ) 1
1 x

x
y x x

eλ −
= − −

+
  

  ú    وهي النتيجة المطلوبة.
  

J أوجد حلول المعادلتين التفاضليّتين : 20. التمرين  
2 2 22 2 0x y xy x y′ + + − =  

2 2 2( 2) ( ) 2x y y x′+ + = +  
  خاصّاً لها.   منهما تقبل تابعاً كسرياً، بسطه ومقامه من الدرجة الأولى، حلاًّ إذا علمتَ أنّ كلاًّ   
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  الحـل

x/1نلاحظ مباشرة أنّ  � x֏  الين  هو حلمن ا للمعادلة الأولى على كل∗
+ℝ 

∗و
−ℝالعامّ لها بالشكل لنبحث إذن عن الحل . : 

1 1
( )

( )
y x

z x x
= +  

 فنجد بالتعويض
2

2

2 2 2

1
1 2 2 1 2 0

z x x x
x

z zz x z

  ′  − − + + + + + − =       
  

5 وعليه 2 0z x z x′− + +  أو، =
5 6 5

1 5 2
z z

x x x
′ −   ، إذن=

4( ) ( 1)
2

x
z x xκ= −  

  وعليه يكون 
4

4

1 1
( )

1

x
y x

x x

κ

κ

 +  =    − 
  

نلاحظ أيضاً أنّ  �
2

x
x

x +
֏  للمعادلة الثانية : هو حل 

2 2 2( 2) ( ) 2x y y x′+ + = +  
[على كل من االين  , 2[−∞ [و − 2, [−  . لنبحث إذن عن الحل العامّ لها بالشكل :∞+

1
( )

( ) 2

x
y x

z x x
= +

+
  

 والاختزال التعويضعد فنجد ب

2
( ) ( ) 1

2

x
z x z x

x
′ − =

+
  

  أو
2 4 2 4( ( 2) ) ( 2)x xe x z e x− −′+ = +  

  إذن
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( )

2 4

2 4 3 2

( 2) ( )

1
2( 2) 4( 2) 6( 2) 6( 2) 3

4 4

x

x

e x z x

e x x x x
κ

−

−

+

= − + + + + + + + +
  

  وعليه يكون 
2 4 3 2

4

2 20 78 142 103
( )

4( 2)

xe x x x x
z x

x

κ − − − − −
=

+
  

  ومنه

  
4

2 4 3 2

4( 2)
( )

22 20 78 142 103x

x x
y x

xe x x x xκ

+
= +

+− − − − −
  ú  

  

J كيف يمكننا إيجاد ح 21. التمرين بين ين خاصّين مختلفين لها؟ ثمُّ لول معادلة ريكاتي إذا علمنا حل
  أوجد حلول المعادلة التفاضليّة :

3 2 2(1 ) 2 0x y x y y x′− + − + =  
  لها. إذا علمت أا تقبل توابع كثيرات الحدود حلولاً 

  الحـل

1المعرّف بالعلاقة  zحلاً خاصّاً لمعادلة ريكاتي، فإن التابع  1ϕإذا كان 

1
y

z
ϕ= حل لمعادلة  +

تي نفسها استنتجنا أنّ حلاً خاصّاً آخر لمعادلة ريكا 2ϕخطيّة بطرف ثانٍ. وإذا كان 
2 1

1

ϕ ϕ−
 

  حاً في تسهيل الحلّ.و . وهذا يسهم وضzهو حل خاص للمعادلة الخطيّة التي يحُققها 
3فإذا تأمّلنا المعادلة  2 2(1 ) 2 0x y x y y x′− + − + وبحثنا عن حلولها التي تُكتب بصيغة  =

)2لدرجة الثانية على الأكثر، كثيرات حدود من ا )y x ax bx c= + ، وجدنا بعد التعويض +
2والمطابقة الحلين الخاصّين 

1( )x xϕ = )2و  − ) 1x xϕ = +.  

21لنبحث إذن عن الحلّ بالصيغة : 
( )

( )
y x x

z x
=   والإصلاح التعويضعد فنجد ب −

3 2(1 ) 3 1x z x z′− − = −  
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وهنا نعلم مباشرة أنّ 
2

2 1

1 1

1 x xϕ ϕ
=

− + +
أمّا الحل العام  .هو حل خاص لهذه المعادلة 

للمعادلة بدون طرف ثانٍ فهو 
31

x
x

κ

−
  ، إذن ֏

3 2

1
( )

1 1
z x

x x x

κ
= +

− + +
  

  ونستنتج من ذلك أنّ 

  
3 2

21 1
( )

1

x x
y x x

x x

λ

κ λ

− −
= − =

+ − −
  ú  

J الآتيةأوجد حلول المعادلات التفاضليّة  22. التمرين:  

2 2 3 2 2

2 2 2 2

/

( 2 ) 0 .2 ( ) ( ) 0 .1

( 2 ) 0 .4 2 (2 ) 0 .3

( ) 0 .6 ( ) 2 0 .5

2 3 5 ( 4 ) 0 .8 0 .7

2 4 6 ( 3) 0 .10 0 .9

2
2 1 (4 2 3) 0 .12 2

y x

x y xy x y x y y

y xy x y x y y x y

y x xy y x y y xy

x y x y y xy y xe

x y x y y y xy xy

y
x y x y y y

x

′ ′+ − = − + + =

′ ′− + = − − =

′ ′+ − = + − =

′ ′+ − − + = − + =

′ ′− + + + − = + − =

+′ ′+ + − + − = −
2

.11
1y

    + −

  

  الحـل

)المعادلة  1. ) 0x y x y y ′− + + y. تُكتب هذه المعادلة بالشكل = x
y

y x

−′ =
+

فهي  

t/نعرّف متحولاً جديداً  ننا أن يمكإذن معادلة متجانسة، لحلّها  y x=.  ولكن في هذه الحالة، قد
  الانتقال إلى الإحداثيّات القطبيّة، نبدأ بكتابة المعادلة بالصيغة المتناظرة :لمـفُضّل ايكون من 

( )d ( )d 0x y x x y y− + + =  
cosxثمُّ ننتقل إلى الإحداثياّت القطبيّة:  r θ= وsiny r θ= بعد الإصلاح فنجد  

d d 0r r θ+ =  
0rومنه  r′ + )، فللحل  التمثيل = )r e θθ κ بالإحداثياّت القطبيّة، وهو معروف باسم  =−

  غاريتمي.ل الحلزون ال
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)لمعادلة ا 2. 2 ) 0x y xy ′+ − بالشكل  0. تُكتب هذه المعادلة على أي مجال لا يحوي =

كافئ  ـُالم
2 3 2

1 2 1
y y

x x x
′ − ، أو =

2 2

1y

x x

′  =  
يحُقق   κ، وعليه يوجد ثابتٌ 

2

1y

xx
κ= − )2، ومن ثمَّ نجد + )y x x xκ= − +.  

3المعادلة  3. 2 22 (2 ) 0x y y x y′ − − . تُكتب هذه المعادلة بالشكل =
2 2

3

(2 )

2

y x y
y

x

−′ فهي إذن معادلة متجانسة، لحلّها يمكننا أن نعرّف متحولاً جديداً   =

y
t
x

y. فيكون لدينا = t xt′ ′=   ومن ثمَّ  +
2 3(2 )

2 2

t t t
t xt t

−′+ = = −  

أو 
3

2 1
t

xt

− ′ 2. إذن = ln(| |/ )t x κ− | حيث = | 0x κ>  ومنه  <

/ ln(| |/ )t xε κ=  
  أو

( )
ln(| |/ )

x
y x

x

ε

κ
=  

0yإضافة إلى الحل الشاذ  نفاً آالتوابع المبيّنة لحلول هي مجموعة فمجموعة ا ≡.  

2 المعادلة 4. 2( 2 ) 0y xy x y ′− + 0y لشاذاتقبل هذه المعادلة الحلّ . = ، وعلى أيّ ≡

تُكتب هذه المعادلة بالشكل  yمجال لا ينعدم فيه 
2

1
x

y

′   =   
  يحُقق κيوجد ثابتٌ  ومن ثمَّ  

2

( )
x

y x
x κ

=
+

  

0yفمجموعة الحلول هي مجموعة التوابع المبيّنة أعلاه إضافة إلى الحل الشاذ  ≡.  
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2 المعادلة 5. 2( ) 2 0x y y xy′+ − 0y. تقبل هذه المعادلة الحلّ الخاص = وهي  ،≡

تُكتب بالشكل 
2 2

2xy
y

x y
′ =

+
فهي إذن معادلة متجانسة، لحلّها يمكننا أن نعرّف متحولاً  

yجديداً  
t
x

yيكون لدينا . ف= t xt′ ′=   ومن ثمَّ  +

2

2

1

t
t xt

t
′+ =

+
  

أو 
2

3

(1 ) 1t t

xt t

′+
= −

−
}شريطة أن يكون   }0,1, 1t ∉ . إذن يوجد في هذه الحالة ثابتٌ −

κ  قيحُق  
1 2

t
t x

κ
− =  

2أو 2 2y x yκ− 2يكُافئ  وهذا ،= 2( )y x xκ ε κ= + }مع  + 1,1}ε ∈ . إذن −
)مجموعة الحلول هي  )y x x= و( )y x x= )و − ) 0y y  إضافة إلى التوابع: =

2 2x xκ ε κ+ κ حيث ֏+ ∈ ℝ و{ 1,1}ε ∈ −.  
2 المعادلة 6. 2( ) 0y x xy y ′+ − 0y. تقبل هذه المعادلة الحلّ الخاص = ، وهي تُكتب ≡

بالشكل 
2

2

y
y

xy x
′ =

−
yف متحولاً جديداً  فهي إذن معادلة متجانسة، لحلّها نعرّ  

t
x

= .

  فيكون لدينا
2

1 1

t t
t xt t

t t
′+ = = +

− −
  

1tأو 
t

t x

′
′ − يحُقق  κ. إذن يوجد ثابتٌ =

te
x

t
κ= فالحل .( )x y x֏ ًمعرّف ضمنيّا

y/بالعلاقة  xe yκ=.  

/ المعادلة 7. 0y xxy y xe′ − + y/. تُكتب هذه المعادلة بالشكل = xy
y e

x
′ = فهي  +

yإذن معادلة متجانسة، لحلّها نعرّف متحولاً جديداً 
t
x

tt . فيكون لدينا= xt t e′+ = + 
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1ttأو  e
x

−′ lnteيحُقق  κ. إذن يوجد ثابتٌ =
x

κ− ). فالحل = )x y x֏ معرّف بالعلاقة

( )( ) ln ln( / )y x x xκ= −.  
2المعادلة 8. 3 5 ( 4 ) 0x y x y y ′+ − − +  اللذين معادلتاهما يننلاحظ أنّ المستقيم .=

4 0x y+ 2و = 3 5 0x y+ − 0يتقاطعان بالنقطة  = 0( , ) (4, 1)x y = لنعرّف  .−
)إذن تابعاً لمتحول جديد  ) 1 ( 4)z t y t= +   ، فنجد بالعودة إلى المعادلة+

2 3 ( ) ( 4 ( )) ( ) 0t z t t z t z t′+ − + =  

2أو  3
( )

4

t z
z t

t z

+ ′=
+

z، فإذا عرفّنا متحولاً جديداً 
p

t
  استنتجنا أنّ  =

2 3

1 4

p
p tp

p

+ ′= +
+

  

أو
22 2 4

1 4

p p
tp

p

+ − ′=
+

1p، فإمّا أن يكون  1أو يكون  ≡

2
p =   كونأو ي ،−

2 1 4 5 1 2

(2 1)( 1) 3 1 3 2 1

p p p
p

t p p p p

′ ′− +′= = ⋅ + ⋅
+ − − +

  

  يحُقق  κوعليه، يوجد ثابتٌ 
5

6
( 1) (2 1)p p

t

κ
− + =  

)5ومنه : ) (2 )z t z t κ− + )فإذا لاحظنا أنّ  .= ) ( 4) 1y x z x= −   استنتجنا أنّ  −
5( 5) (2 1)y x y x κ− + + − =  

  ف ضمنياًّ حلول المعادلة المدروسة.وهي المعادلة التي تعرّ 

0yالمعادلة  9. xy xy ′+ − yتُكتب هذه المعادلة بالشكل . = y
y

x x
′ = فهي  +

yإذن معادلة متجانسة، لحلّها نعرّف متحولاً جديداً  
t
x

t. فيكون لدينا = xt t t′+ = + 

1أو 

22

t

xt

′
lnيحُقق  κ. إذن يوجد ثابتٌ = | |t xκ= فالحل .( )x y x֏  معرّف

  بالعلاقة
( )2( ) ln | |y x x xκ=  
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2المعادلة  10. 4 6 ( 3) 0x y x y y ′− + + + −  اللذين تعُطى ين. نلاحظ أنّ المستقيم=
3معادلتاهما بالعلاقتين  0x y+ − 2و = 4 6 0x y− + يتقاطعان بالنقطة  =

0 0( , ) (1,2)x y )لنعرّف إذن تابعاً لمتحول جديد  .= ) ( 1) 2z t y t= + ، فنجد بالعودة −
  المعادلة إلى

2 4 ( ) ( ( )) ( ) 0t z t t z t z t′− + + =  

4أو  2
( )

z t
z t

z t

− ′=
+

z، فإذا عرفّنا متحولاً جديداً 
p

t
  استنتجنا أنّ  =

4 2

1

p
p tp

p

− ′= +
+

  

أو
22 3

1

p p
tp

p

− + − ′=
+

1p، فإمّا أن يكون  2pأو يكون  ≡   أو يكون =

1 1
2 3

( 2)( 1) 1 2

p p p
p

t p p p p

′ ′− +′= = − ⋅ + ⋅
− − − −

  

  يحُقق  κوعليه، يوجد ثابتٌ 
3

2

( 2)

( 1)

p

tp

κ−
=

−
  

3ومنه : 2( 2 ) ( )z t z tκ− = ). فإذا لاحظنا أنّ − ) ( 1) 2y x z x= −   استنتجنا أنّ  +
3 2( 2 ) ( 1)y x y xκ− = − −  

1y، إضافة إلى الحلّ الشاذ وهي المعادلة التي تعرّف ضمنياًّ حلول المعادلة المدروسة x= +.  

المعادلة  11.
2

2
2 0

1

y
y

x y

 + ′ − =  + − 
 اللذين تعُطى معادلتاهما ين. نلاحظ أنّ المستقيم

3بالعلاقتين  0x y+ − 2و = 4 6 0x y− + ,3)يتقاطعان بالنقطة  = لنعرّف  .−(2
)إذن تابعاً لمتحول جديد  ) ( 3) 2z t y t= +   ، فنجد بالعودة إلى المعادلة+

2
( )

( ) 2
( )

z t
z t

t z t

 ′ =   + 
  

أو 
2

2
2 ( )
( )

z
z t

z t
′=

+
z، فإذا عرفّنا متحولاً جديداً 

p
t

  استنتجنا أنّ  =
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2

2
2
( 1)

p
p tp

p
′= +

+
  

أو
2

2

1

(1 )

p
p tp

p

+ ′− =
+

0p، فإمّا أن يكون    أو يكون ≡

2

2 2

1 1 2 2

( 1) 1

p p p p
p

t pp p p

′ ′+ +′− = = +
+ +

  

  يحُقق  κوعليه، يوجد ثابتٌ 
2arctan ppe

t

κ
=  

1 ومنه :
tan ln( / )

2
z t zκ

 =   
). فإذا لاحظنا أنّ  ) ( 3) 2y x z x= −   استنتجنا أنّ  −

1
( ) 2 ( 3)tan ln

2 ( ) 2
y x x

y x

κ   + = −     +  
  

1yوهي المعادلة التي تعرّف ضمنياًّ حلول المعادلة المدروسة، إضافة إلى الحلّ الشاذ  x= +.  
2المعادلة  12. 1 (4 2 3) 0x y x y y ′+ + − + − لنعرّف تابعاً مجهولاً جديداً . =

2 1z y x= +  فيكون لدينا −

2 (2 1)( 2) 0z z z ′+ − − − = 

5أو (2 1)z z z ′= 0z، فإمّا أن يكون − 5أو يكون  ≡ 2
z

z
z

′
′=  κثابتٌ فيوجد  ،−

2يحُقق : 5z xz eκ   . وعليه يكون=−
( )2 12 1y xe y x eκ += + −  

1وهي المعادلة التي تعرّف ضمنياًّ حلول المعادلة المدروسة، إضافة إلى الحلّ الشاذ  2y x= −.  ú  

  

QWE 

AgD  
ZXC  
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  المعادلات التفاضليـّة الخطيـة
  عموميّات 1.

، ℂ)أو K)ℝ إلى فضاء شعاعيّ منظّم منتهي البعد على الحقل E في هذا الفصل يرمز  
مزوداً بنظيم. سنرمز  nℂ أو nℝ هو الفضاء الشعاعي E قارئ إذا أراد أن يفترض أنّ ويمُكن ال

) أيضاً بالرمز )EL ية منإلى فضاء التطبيقات الخط E  إلىE ،ده، كما جرت العادةالذي نزو ،
  بنظيم التطبيقات الخطية المستمرة.

b: ، وليكنℝمجالاً غير تافه من  J ليكن .تعريف 1-1. J E→ و: ( )A J E→ L 
)و Eويأخذان قيمهما في  J تابعين مستمريّن على )EL  .على الترتيب  

  كل معادلة من الشكل  معادلة تفاضليّة خطيةنسمّي 

    d
( ) ( )

d

y
A t y b t

t
− =  ( )E  

 ونسمّي المعادلة التفاضليّة   

    d
( ) 0

d

y
A t y

t
− =  0( )E  

)الموافقة للمعادلة  “بدون طرف ثانٍ ”المعادلة التفاضليّة الخطية  )E.  
: اً تابعإنّ ونقول    J Eϕ ) حل للمعادلة التفاضليّة → )E  ًإذا وفقط إذا كان قابلا

  ، ومحُققاً للشرطJللاشتقاق على 
, ( ) ( ) ( ) ( )t J t A t t b t′∀ ∈ ϕ = ϕ +  

0اً كان وأخيراً، أيّ    0( , )t y  عنصراً منJ E× ّي، نسَُم  مسألة إيجاد حلϕ  للمعادلة
)التفاضليّة  )E  ق الشرط0يحُق 0( )t yϕ ، ونرمز ءبدلمسألة شرط ا، أو مسألة كوشي =

إلى هذه المسألة بالرمز 
0 0( , )t yP.  

22 لدينا في هذا المثال .مثال 2-1. 1( )E ×= ≅ℝ ℝM 2و( ) ( )E ≅ ℝL M.  ونتأمّل

  : يأتيالتابعين المستمريّن المعرفّين كما 

2

11
: ,

1
b E t

tt

 
 →  +   

ℝ 2و    ֏ 2

11
: ( ),

11

t
A t

tt

 − →  +   
ℝ ℝ ֏M  

 الفصل الخامس عشر
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  عندئذ تُكافئ المعادلةُ التفاضليّة الخطية

    d
( ) ( )

d

Z
A t Z b t

t
= +  ( )E  

  جملةَ المعادلتين التفاضليّتين:

2 2 2

2 2 2

d 1

d 1 1 1

d

d 1 1 1

t yx x

t t t t

t xy y t

t t t t

 = − + + + + = + + + + +

  

x إذ وضعنا
Z

y

 
 =    

  لقارئ يتيقن أنّ التابعا. ونترك 

arctan 2

arctan 2

( ) cos(ln 1 ) 1
: , ( )

( ) sin(ln 1 )

t

t

x t e t
E t

y t e t

   + −  ϕ → ϕ = =     +    
ℝ  

)هو حل للمعادلة التفاضليّة الخطيّة  )Eلم (0,0)سألة كوشي . وهو في الحقيقة حلP.  

)1 وبوجه عام، في الحالة التي يكون فيها ) n
nE ×= ≅ℝ ℝM  تطبيق خطّي يمكننا مطابقة كل

)من  )EL  مع مصفوفته في الأساس القانوني، فيكون( ) ( )nE ≅ ℝL M ومن ثمَّ إذا كان  

1( )

: ,

( )n

b t

b E t

b t

 
 
 →  
 
  

֏ و     ⋮
11 1

1

( ) ( )

: ( ),

( ) ( )

n

n

n nn

a t a t

A t

a t a t

 
 
 →  
 
  

⋯

ℝ ℝ ֏ ⋮ ⋮

⋯

M  

)كافأت المعادلة التفاضلية  ) ( )Y A t Y b t′ = ⋅   جملة المعادلات التفاضليّة +

1
11 1 1 1

1 1

d
( ) ( ) ( )

d

d
( ) ( ) ( )

d

n n

n
n nn n n

x
a t x a t x b t

t

x
a t x a t x b t

t

= + + +

= + + +

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯

  

]1 حيث , , ]t
nY x x= ….  
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  خطيّة التابع المولد لحلول معادلة تفاضليّة 2.

) لتكن .تمهيد 1-2. )n ng ∈ℕ  متتالية من التوابع المستمرةّ على مجال متراص[ , ]a b  منℝ ،
 ، المقدارℕمن  k. نعرّف، أياً كانت ℝ+وتأخذ قيمها في 

[ , ]

supk k
a b

M g= ونفترض ،

]في  0t أنّ هناك , ]a b ،وλ  في∗
+ℝ قانتحُق  

0
11, [ , ], ( ) ( )d

t

n n
t

n t a b g t g s sλ −∀ ≥ ∀ ∈ ≤ ∫  

  ندئذ يكون لدينا ع

0

( )
,

!

n n

n

b a
n M M

n

λ −
∀ ∈ ≤ℕ  

  الإثبات
  صحة الخاصّة التالية: nفي الحقيقة، يكفي أن نثبت بالتدريج على 

0
0

| |
, [ , ], ( )

!

n

n n

n

t t
n t a b g t M

n

λ ⋅ −
∀ ∈ ∀ ∈ ≤ℕ

�																
																�
P

  

  عندئذ: nPصحيحة. لنفترض صحة القضيّة  0P من الواضح أنّ القضيّة
]0من  tأياً كانت  � , ]t b  كان  

0 0

1 1
0 0

1 0 0( ) ( )d ( ) d ( )
! ( 1)!

n

t tn n
n n

n n

t t

M M
g t g s s s t s t t

n n

λ λ
λ

+ +

+ ≤ ≤ − = −
+∫ ∫

P

  

]0من  tوأياً كانت  � , ]a t  كان  
0 01 1

0 0
1 0 0( ) ( )d ( ) d ( )

! ( 1)!
n

t tn n
n n

n n

t t

M M
g t g s s t s s t t

n n

λ λ
λ

+ +

+ ≤ ≤ − = −
+∫ ∫

P

  

0t. وأخيراً بملاحظة أنّ 1n+Pة وهكذا نكون قد أثبتنا صحة الخاصّ  t b a− ≤ ، أياً كانت −
t  الفي ا[ , ]a bنجد ،  

0

( )
, [ , ], ( )

!

n n

n

b a
n t a b g t M

n

λ −
∀ ∈ ∀ ∈ ≤ℕ  

  �  وهذا يثُبتُ الخاصّة المطلوبة.
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) فضاء شعاعياًّ منظمّاً منتهي البُعد، وليكن E ليكن .مبرهنة2-2. )EL  فضاء التطبيقات الخطيّة
:نتأمّل تابعاً مستمراً أخيراً . و E على ( )A J E→ L  غير تافه  مجالعلىJ  منℝ ،

  .Jمن  0tونثبت نقطة 
 حينئذ هناك تابع وحيد

0
: ( )tX J E→ L قابل للاشتقاق على J  قيأتيما ويحُق :  

�  
0 0( )t EX t I= و EI  هو التطبيق المطابق علىE.  

�  
0 0

, ( ) ( ) ( )t tt J X t A t X t′∀ ∈ = �.  

  الإثبات

⋅في هذا الإثبات نرمز بالرمز  )، ونزود E إلى النظيم على  )EL  بنظيم التطبيقات الخطيّة
)المستمرةّ من  ),E ⋅ )إلى   ),E ⋅ ⋅ ، الذي نرمز إليه بالرمز 

L
.  

تابعان قابلان  Yو X برهنة. لنفترض أنّ لنبدأ أوّلاً بإثبات الجزء المتعلّق بالوحدانيّة في الم  �
)، ويأخذان قيمهما في Jللاشتقاق على  )ELقان الشرطينندئذ نعرّف التابع . ع�و � ، ويحُق

Z X Y=   . فيكون−

0( ) 0Z t ,و  = ( ) ( ) ( )t J Z t A t Z t′∀ ∈ = �  

  وهذا يقتضي أنّ 

  
0

, ( ) ( ) ( )d

t

t

t J Z t A s Z s s∀ ∈ = ∫ �  (1)  

]ليكن  , ]a b  مجالاً متراصّاً كيفياً محتوىً فيJ  0وتنتمي إليهt ُرُاستمرارُ التابعين  . حينئذ يبر
( )t A t֏

L
)و  )t Z t֏

L
]على اال   , ]a b وجودَ المقدارين  

[ , ]

sup ( )
t a b

A tλ
∈

=
L

0و      
[ , ]

sup ( )
t a b

M Z t
∈

=
L

  

  يمكننا أن نكتب (1)واستناداً إلى العلاقة 

0

[ , ], ( ) ( ) d
t

t
t a b Z t Z s sλ∀ ∈ ≤ ∫L L

  



ة تفاضليّة خطيّةالتابع المولّد لحلول معادل 247  

)ه على المتتالية الثابتة ق نتيجتبتطبي 2-1. فإذا استفدنا من التمهيد )n ng ∈ℕ  المعرّفة بالعلاقة
[ , ], ( ) ( )nt a b g t Z t∀ ∈ =  

L
  وجدنا 

0 0

( )
,

!

n nb a
n M M

n

λ −
∀ ∈ ≤ℕ  

0تسعى إلى اللااية، أنّ  nونستنتج، بجعل  0M معدوماً على كلZ  . إذن يكون التابع =
]مجال  , ]a b  محتوى فيJ  0وتنتمي إليهtفهو معدوم على ، Jأي ، X Y=.  
) لنثبت الآن جزء الوجود في المبرهنة. نعرّف بالتدريج متتالية التوابع � )n nZ ∈ℕ  منJ إلى 
( )EL  أتيكما ي:  

  
0

0

1

, ( ) 0,

, , ( ) ( ) ( )d
t

n E n
t

t J Z t

n t J Z t I A s Z s s∗
−

∀ ∈ =

∀ ∈ ∀ ∈ = + ∫ℕ �
  (2)  

]ليكن  , ]a b  ًمحتوى في  مامجالاJ  0وتنتمي إليهt ولنثبت التقارب المنتظم للمتتالية ،( )n nZ ∈ℕ 
]على اال  , ]a b.  متتالية التوابع نعرّف( )n ng ∈ℕ بوضع   

1: [ , ] , ( ) ( ) ( )n n n ng a b g t Z t Z t+ +→ = −ℝ
L

  
) ح لنا استمرار التابعينتيي )t A t֏

L
)و  )nt g t֏ العلى ا [ , ]a b :تعريف المقدارين  

[ , ]

sup ( )
t a b

A tλ
∈

=
L

و      
[ , ]

sup ( )n n
t a b

M g t
∈

=  

)ونستنتج مباشرة من العلاقة    أنّ  2(

0
11, [ , ], ( ) ( )d

t

n n
t

n t a b g t g s sλ −∀ ≥ ∀ ∈ ≤ ∫  

)تتالية بتطبيق نتيجته على الم 2-1.فإذا استفدنا من التمهيد  )n ng ∈ℕ السابقة وجدنا  

  ( )
,

!

n n

n

b a
n M

n

λ −
∀ ∈ ≤ℕ  (3)  

 ا كانت المتسلسلة ـّولم
0

( ) / !n n

n
b a nλ

∞

=
 لمتسلسلةبالنظيم  تقاربالاستنتجنا  ،متقاربة ∑−

10ع التواب
( )n nn
Z Z

∞
+=

]على اال  ∑− , ]a b  وهذا يقتضي تقارب المتتالية( )n nZ ∈ℕ 
]بانتظام على اال  , ]a b.  إذن لقد أثبتنا التقارب المنتظم للمتتالية( )n nZ ∈ℕ  على كلّ مجموعة

 ز. لنرمز بالرمJ ة مناصّ متر 
0t

X .اية هذه المتتالية إلى  
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)بناءً على التعريف، تكون جميع حدود المتتالية  )n nZ ∈ℕ توابع مستمرةّ على J إذن ينتج من ،
 التقارب المنتظم على كل مجموعة متراصّة لهذه المتتالية أنّ ايتها

0t
X  هي أيضاً تابع مستمر على

J ّلنثبت أن . 
0t

X  ق شروط المبرهنة. لهذا سنعرّف، أياً كانتيحُقt  منJ المقدار  

0 0
0

( ) ( ) ( ) ( )d
t

t E t
t

t X t I A s X s s∆ = − − ∫ �  

]ومن جديد نتأمّل مجالاً  , ]a b   كيفياً محتوى فيJ  0وتنتمي إليهtالعدد  ، ونعرّفλ  بالعلاقة

[ , ]

sup ( )
t a b

A tλ
∈

=
L

)أثبتنا أنّ المتتالية  لقد . )n nZ ∈ℕ  ق النتيجة  (2)المعرّفة فيالتي  (3)تحق

  : تُكتب بالشكل

1

( )
, [ , ], ( ) ( )

!

n n

n n

b a
n t a b Z t Z t

n

λ
+

−
∀ ∈ ∀ ∈ − ≤ℕ

L
  

فإذا استفدنا من المساواة 
0 1( )t n k kk n

X Z Z Z
∞

+=
− =   استنتجنا ∑−

0

( )
, [ , ], ( ) ( )

!

k k

t n
k n

b a
n t a b X t Z t

k

λ
∞

=

−
∀ ∈ ∀ ∈ − ≤ ∑ℕ

L
  

  أو

  
0

( )( )
, [ , ], ( ) ( )

!

n n
b a

t n

b a
n t a b X t Z t e

n

λλ −−
∀ ∈ ∀ ∈ − ≤ℕ

L
  (4)  

  فلدينا ℕ∗من  nو، Jمن  tولكن من الواضح أنهّ، أياً كانت 

0 0
0

1( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ))d
t

t n t n
t

t X t Z t A s X s Z s s−∆ = − − −∫ �  

  نجد (4)وبالاستفادة من 
( )( ) ( 1)

, [ , ], ( )
!

n n
b ab a n

n t a b t e
n

λλ −− +
∀ ∈ ∀ ∈ ∆ ≤ℕ

L
  

) تسعى إلى اللااية في العلاقة السابقة نستنتج أنّ  nوبجعل  ) 0t∆ من  tوذلك مهما تكن  =
]اال  , ]a b ّولأن .[ , ]a b  مجال كيفي محتوى فيJ  0وتنتمي إليهt ّ0، نتج أن∆   أو =

0 0
0

, ( ) ( ) ( )d
t

t E t
t

t J X t I A s X s s∀ ∈ = + ∫ �  

وتقتضي هذه المساواة وضوحاً أنّ 
0t

X  قابل للاشتقاق علىJ  ق الشرطينو �وأنهّ يحُق� 
  �  وهكذا يكتمل الإثبات.
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)فضاء شعاعياًّ منظمّاً منتهي البُعد، وليكن  E ليكن .تعريف3-2. )EL  فضاء التطبيقات الخطيّة
:. وأخيراً ليكن E على ( )A J E→ L تابعاً مستمراً على مجال غير تافه J  منℝ .

) التابع المولد لحلول المعادلة التفاضليّةنسمّي  )y A t y′   ، التابع الوحيد =
0 0: ( ), ( , ) ( , )J J E t t t t× → ֏R L R  

  ، يكن Jمن  0t: مهما تكن الآتيةالمعرّف استناداً إلى المبرهنة السابقة بالخاصّة 
�  0 0( , ) Et t I=R وEI  هو التطبيق المطابق علىE.  

�  0 0

d
, ( , ) ( ) ( , )

d
t J t t A t t t

t
∀ ∈ = �R R.  

أي (  
00( , ) ( )tt t X t=R باستخدام رموز المبرهنة السابقة(.  

  حيث1-2.المثال  مجدّداً لنتأمّل  .مثال 4-2.

2 2

11
: ( ),

11

t
A t

tt

 − →  +   
ℝ ℝ ֏M  

)نترك للقارئ أن يتيقن أنّ التابع المولد لحلول المعادلة التفاضليّة  )y A t y′  2ℝمعرّف على  =
  بالعلاقة

2 2

2 2
0 00
2 2

2 2
0 0

1 1

1 1arctan arctan
0

1 1

1 1

cos ln sin ln
( , )

sin ln cos ln

t t

t tt t

t t

t t

t t e

+ +
+ +−

+ +
+ +

 − 
 = ⋅  
 
 

R  

  2-3.ف في هذه المبرهنة نحتفظ برموز التعري .مبرهنة5-2.
0اً كانت أيّ    � 0( , )t y  منJ E×  ْمسألة كوشي قبَِلت  

0 0( , )
0 0

( ) ,
:

( ) .t y

y A t y

y t y

 ′ = =
P  

0بالعلاقة  Jحداً فقط، معرفّاً على ا و ، وحلاًّ حلاًّ  0( , )t t t y֏ R.  
)اً كانت أيّ  � , , )t u v  3منJ  كان   

( , ) ( , ) ( , )t u u v t v=�R R R  

)اً كانت أيّ    � , )t u  2منJ  كان ( , )t vR  َقت المساواةتطبيقاً خطيّاً قلوباً وتحق  
1( ( , )) ( , )t u u t− =R R  



 250 المعادلات التفاضليّة الخطيّة

إذا رمزنا بالرمز    �
H
S  إلى مجموعة حلول المعادلة التفاضليّة: ( )y A t y′ =H كانت ،

اموعة 
H
S  فضاءً شعاعياً منتهي البعد وكانdim dimE=

H
S ،ّوبتعبير أكثر دقة ،

0: التطبيق كان 0 0: , ( , )E y t y→ ⋅֏
H

T S R  تقابلاً خطيّاً بينE و
H
S.  

b:اً كان التابع المستمر أيّ    � J E→0، و 0( , )t y  منJ E×  ْمسألة كوشي قبَِلت  

0 0( , )
0 0

( ) ( ),
:

( ) .t y

y A t y b t

y t y

 ′ = + =
P  

  بالعلاقة Jحداً فقط، معرفّاً على او  ، وحلاًّ حلاًّ 

0
0 0( , ) ( , ) ( )d

t

t
t t t y t s b s s+ ∫֏ R R  

  الإثبات
 للبرهان على وحدانيّة حل مسألة كوشي �

0 0( , )t yP للمعادلة ( )y A t y′ نفترض جدلاً وجود  =
1عندئذ نضع  .2zو 1z ، ولْيكوناJ سألة معرفّين علىحلّين لهذه الم 2z z z= فيكون  −

0( ) 0z t )و = )z A t z′   . وهذا يقتضي=

  
0

, ( ) ( ) ( )d
t

t
t J z t A s z s s∀ ∈ = ∫  (1)  

]ليكن  , ]a b  مجالاً متراصّاً كيفياً محتوى فيJ  0وتنتمي إليهt ،بالاستفادة من استمرار . حينئذ
)التابعين  )t A t֏ 
L

)و  )t z t֏ ]على اال المتراص   , ]a b ،كننا تعريفيم  

[ , ]

sup ( )
t a b

A tλ
∈

=
L

0و      
[ , ]

sup ( )
t a b

M z t
∈

=  

  يمكننا أن نكتبَ  (1)واستناداً إلى العلاقة 

0

[ , ], ( ) ( ) d
t

t
t a b z t z t sλ∀ ∈ ≤ ∫  

) بتطبيق نتيجته على المتتالية الثابتة 2-1.فإذا استفدنا من التمهيد  )n ng ∈ℕ  المعرّفة بالعلاقة
[ , ], ( ) ( )nt a b g t z t∀ ∈ =    وجدنا 

0 0

( )
,

!

n nb a
n M M

n

λ −
∀ ∈ ≤ℕ  

0تسعى إلى اللااية، أنّ  nونستنتج، بجعل  0M معدوماً على كل مجال  zيكون التابع  . إذن=
[ , ]a b  محتوى فيJ  0وتنتمي إليهtفهو معدوم على ، J 1، أي 2z z=.  
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ن على وجود حل مسألة كوشي أمّا للبرها  
0 0( , )t yP  للمعادلة التفاضليّة( )y A t y′ = ،

0 فنضع بالتعريف 0: , ( ) ( , )J E t t t yϕ → ϕ = R ّونتوثقّ بسهولة أن ،ϕ .هو الحل المنشود  
)و، Eمن  0yليكن  � , )u v  2منJولنعرّف التابعين .  

0

0

: , ( ) ( , ) ( , )

: , ( ) ( , )

J E t t u u v y

J E t t v yψ ψ

ϕ → ϕ =
→ =

�R R

R
  

وشي ل لمسألة كحهو  ψو ϕمن الواضح أنّ كلاً من التابعين 
0( , ( , ) )u u v yR

P  للمعادلة التفاضليّة
( )y A t y′   . إذن�، فهما متساويان بمقُتضى وحدانيّة هذا الحل التي أثبتناها في =

0 0 0, , ( , ) ( , ) ( , )y E t J t u u v y t v y∀ ∈ ∀ ∈ =�R R R  
)في حالة ، وهذا يثُبتُ  , , )t u v  3منJ،  ّأن  

( , ) ( , ) ( , )t u u v t v=�R R R  
vذا وضعنا إ � t=  وجدنافي النتيجة السابقة  

2( , ) , ( , ) ( , ) ( , ) Et u J t u u t t t I∀ ∈ = =�R R R  

)وهذا يثُبتُ أنّ  , )t uR  ّقلَوبٌ وأن ( ) 1
( , ) ( , )t u u t

−
=R R.  

من الواضح أنّ  �
H
S فضاء شعاعي. وكذلك فإنّ كوْن التطبيق  

0 0 0: , ( , )E y t y→ ⋅֏
H

T S R  
هو تقابلٌ يعُطى  T تطبيقاً خطيّاً هو أمرٌ بسيط ونترك التحقق للقارئ. من ناحية أخرى، نرى أنّ 

−1 تقابله العكسي
T  بساطة غةيبالصبكل:  

1
0: , ( )E y y t− → ֏

H
T S  

تقابل خطّي نستنتج أنّ بعُد الفضاء الشعاعي  Tولأنّ 
H
S  يساوي بعُد الفضاءE.  

 إنّ وحدانية حل مسألة كوشي �
0 0( , )t yP المتعلّقة بالمعادلة التفاضليّة  

( ) ( )y A t y b t′ = +  
  . وحتىّ يكتمل الإثبات يكفي أن نثبت أنّ التابع�أمر واضح استناداً إلى 

0
0 0 0 0: , ( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( )d

t

t
J E t t t y t t t s b s sΦ → Φ = + ∫R R R  

 ق مباشر نترك تفاصيله للقارئ.  هو حلالمسألة المدروسة، وهذا تحق  �  
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  نرى بنتيجة المبرهنة السابقة أنّ مجموعة حلول المعادلة التفاضليّة الخطيّة: .ملاحظة6-2.
: ( ) ( )y A t y b t′ = +L  

التي نرمز إليها بالرمز 
L
S شكلهي من ال  

{ }:ψ ψ= + = + ϕ ϕ ∈
L H H
S S S  

، وLللمعادلة التفاضليّة  “خاصلّ ح”هو  ψو
H
S  هو الفضاء الشعاعي الذي بعده يساوي

dimn E= ّن من حلول المعادلة التفاضليّة الخطية بدون طرف ثان :، المكو  
: ( )y A t y′ =H  

1وعليه إذا كان لدينا أساس معلوم  2( , , , )nϕ ϕ ϕ… لفضاء حلول المعادلة بدون طرف ثان H ،
. Lول المعادلة ع حل، حتى نحصل على جميLللمعادلة التفاضليّة  “ψصّ خا حل ”يكفي إيجاد 

  .“طريقة جعل الثوابت متغيرة”وهنا يمكننا اتباع ما يسمّى عادة 

ة على البحث عن ���� الخاص المنشود  الحل تقوم طريقة جعل الثوابت متغيرψ بالصيغة  

1

, ( ) ( ) ( )
n

k k
k

t J t t tψ λ
=

∀ ∈ = ϕ∑  

)1حيث  , , )nλ λ…  توابع قابلة للاشتقاق على هيJ .يطُلب تعيينها  
  

  د لها نجحلاًّ  ψالتي يفُترض أن يكون  Lباشتقاق التابع السابق والتعويض في المعادلة في الحقيقة، 

  
1

, ( ) ( ) ( )
n

k
k

t J t t b tλ
=

′∀ ∈ ϕ =∑  ( )∗  

)أنّ الجملة  الآتيةولكن سنرى في الفقرة  )1 2( ), ( ) , ( )nt t tϕ ϕ ϕ… لفضاءهي أساس ل E  ّاً  أي
) لمعادلات الخطيّةجملة ا تفيد. وعليه Jمن  tكانت  بريةّ وليست معادلات ج جملة هذه(، ∗(
)1 التوابع حسابفي ، )ةتفاضليّ  , , )nλ λ′ )1ومن ثمَّ نحصل على ، …′ , , )nλ λ…  بحساب توابع
  أصليّة.
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  ين التفاضليتين:لنتأمّل جملة المعادلت .مثال 7-2.
3 2

2

2 4 3

2

d 1
(2 ) (1 )

d 1
d 1

(3 ) (2 )
d 1

x
t t x t y

t t
y

t t x t t y
t t

 = − + + + + + = − + + + + +

  

2هو  Eهنا الفضاء 
2 1( )× ≅ℝ ℝMوإذا عرفّنا ،  

2

2

3 2

2 2 4 3

11
: ,

11

2 1
: ( ),

3 2

b t
t

t t t
A t

t t t t

 
 →  +   

 − − + →  − − +  

ℝ ℝ ֏

ℝ ℝ ֏M

  

]بوضع نجد أنهّ  , ]tY x y=  ُكتب جملة المعادلات التفاضليّة المدروسة بالشكل البسيطت  
: ( ) ( )Y A t Y b t′ = +L  

  يوحي شكل المعادلة التفاضلية بدون طرف ثان :
: ( )Y A t Y′ =H  

  توابع كثيرات الحدود. وبالبحث نجد أنّ التابعين صيغةحلولاً ب Hبإمكان قبول المعادلة 
2

1 1 3

2 2 2

1
: , ( )

: , ( )
1

t
E t

t

t
E t

t

 − ϕ → ϕ =  −  
 
 ϕ → ϕ =  +  

ℝ

ℝ

  

أي  H. ولكنّ مجموعة حلول المعادلة Hللمعادلة  هما حلاّن مستقلاّن خطيّاً 
H
S  هي فضاء

1. إذن 2شعاعي بعده يساوي  2( , )ϕ ϕ لفضاء هو أساس ل
H
S خاص . و للبحث عن حل

ة، أي نبحث عن حل خاص Lللمعادلة  ق طريقة جعل الثوابت متغيرنطب ψ  للمعادلةL  تُكتب
1 : صيغته بالشكل 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t t tψ λ λ= ϕ + ϕ ، 1حيثλ 2وλ  تابعان هما

  نجد L. وبالتعويض في المعادلة ℝيقبلان الاشتقاق على 
2

1 2 2

3 2
1 2 2

1
(1 ) ( ) ( )

1
1

( ) (1 ) ( )
1

t t t t
t

t t t t
t

λ λ

λ λ

′ ′− + =
+

′ ′− + + =
+
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21 المقدارفإذا ضربنا المعادلة الأولى ب t+ المقداروالثانية ب t−  وجدناثمُّ جمعنا المعادلتين  

1 2
( ) 1

1

t
t

t
λ′ = −

+
  

1)2المقدارإلى الثانية بعد ضرا ب 3t المقدارثمُ إذا جمعنا المعادلة الأولى بعد ضرا ب )t− وجدنا  

( )
3 2

2 2 2

1 2
1

1 1

t t t
t t

t t
λ

− + −′ = = − +
+ +

  

  كننا أن نختارإذن يم
2

1

2 2
2

( ) ln 1

1
( ) 2arctan ln 1

2

t t t

t t t t t

λ

λ

= − +

= − + − +
  

1وهكذا نجد الحل الخاص  1 1 2ψ λ λ= ϕ + ϕ  للمعادلةL:  
3

2 2 2

2 4
3 2 2 3 2

2 arctan (1 )ln 1
2( )

2(1 )arctan (1 )ln 1
2 2

t
t t t t t t t

t
t t

t t t t t t t

ψ

 
 − − + − + − + =  
 
− + − − + + + + − + 
 

−
  

  وعليه يكون الحل العام للجملة المدروسة هو
3

2 2 2

4
2 3 2 2 3 2

( ) ( 1) (1 ) 2 arctan (1 )ln 1
2

1( ) ( ) (1 ) 2(1 )arctan (1 )ln 1
2 2

t
x t t t t t t t t

t
y t t t t t t t t

λ µ λ

µ µ λ

= + + − + − + − + − +

= + + − + − + + − + − +

  

 ثابتان اختياريان. µو λوحيث 

  لجملة من حلول معادلة تفاضليّة خطيّة ونسكيڤرتابع  3.
( فضاءً شعاعيّاً منظّماً منتهي البُعد على الحقل E ليكن .تعريف 1-3. =ℝ K أو(ℂ، 

)1و , , )ne e= …B لفضاءأساساً ل E وليكن .: ( )A J E→ L  تابعاً مستمراً على
)1 . ولتكنJ مجالٍ غير تافه , , )n= ϕ ϕ…F جملة من 

H
S  مجموعة حلول المعادلة

:ة الخطيّة بدون طرف ثان : التفاضليّ  ( )y A t y′ =H عندئذ نسمّي التابع .  
1 2: , det ( ( ), ( ), , ( ))nJ t t t t→ ϕ ϕ ϕ֏ …

F B
W K  

  .Fللجملة  Wronski ونسكيڤرتابع   
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لفقرة أنهّ بالإمكان حساب التابع سنبرهن في هذه ا
F
W  دون حلّ المعادلةH ًولكننا سنحتاج أوّلا .

  : من الجبر الخطّي الآتيإلى التمهيد 
)1، وK عد على حقلفضاءً شعاعياًّ منتهي البُ  E ليكن .تمهيد 2-3. , , )ne e= …B  ًأساسا

)من  u . عندئذ أياً كان التطبيق الخطّيE لفضاءل )EL  ّ1 اً كانوأي( , , )nx x…  من
nE فلدينا  

1 1 1 1
1

det ( , , , ( ), , , ) tr( )det ( , , )
n

k k k n n
k

x x u x x x u x x− +
=

=∑ … … …
B B

  

  الإثبات
:لنعرّف التابع  nf E → K بالعلاقة  

1 1 1 1
1

( , , ) det ( , , , ( ), , , )
n

n k k k n
k

f x x x x u x x x− +
=

= ∑… … …
B

  

ان بعُد فضاء الأشكال ا ك ـّ، ولمE على متناوبٌ  خطّيn− هو شكل  fيتيقن القارئ بسهولة أنّ 
det ، ويقبل1يساوي  E خطيّة المتناوبة على−nالـ

B
في  λ، استنتجنا وجود ثابت 1أساساً له 

K  يحُقّقdetf λ=
B

  . ولكن
1 1det ( , , ) ( , , ) tr( )n ne e f e e uλ λ= = =… …

B
  

)trإذن  )detf u=
B

  �  ، وهذه هي النتيجة المطلوبة.
 ،ℂ) أو K )ℝ البُعد على الحقلفضاءً شعاعياًّ منظّماً منتهي  E ليكن .مبرهنة 3-3.

)1و , , )ne e= …B لفضاءأساساً ل E وليكن .: ( )A J E→ L  تابعاً مستمراً على
)1 . ولتكنJ مجالٍ غير تافه , , )n= ϕ ϕ…F  جملة من

H
S  مجموعة حلول المعادلة

)ة الخطيّة بدون طرف ثان : التفاضليّ  ): y A t y′ =H 0. عندئذ أياً كانتt  منJ 
  فإنّ 

0
0, ( ) ( ) exp tr ( )d

t

t
t J t t A s s

 ∀ ∈ = ⋅   ∫H H
W W  

   و
0

2
0 0( , ) , det ( , ) exp tr ( )d

t

t
t t J t t A s s

 ∀ ∈ =   ∫R  

                               
  للمؤلّف. الجبر الجزء الثانيمن كتاب  بحث المحدّداتراجع  1
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  الإثبات
  في الحقيقة، لدينا

1 1 1
1

1 1 1
1

1

det ( , , , , , , )

det ( , , , , , , )

tr det ( , , ) tr

n

k k k n
k
n

k k k n
k

n

A

A A

− +
=

− +
=

′ ′= ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

= ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

= ⋅ ϕ ϕ = ⋅

∑

∑

… …

… …

…

F B

B

B H

W

W

  

  كان،  Jمن  0tوعليه، أياً كانت 

0
0, ( ) ( ) exp tr ( )d

t

t
t J t t A s s

 ∀ ∈ = ⋅   ∫F F
W W  

0detالمقدار ونحصل على الخاصّة المتعلّقة ب ( , )t tR ملة الجعلى  النتيجة السابقةتطبيق ب
1( , , )n= ϕ ϕ…F  0المعرفّة بالعلاقات{ , ,1}, ( , )k kk n t e∀ ∈ ϕ = ⋅… R.  �  

. وليكن ℂ) أو K )ℝفضاءً شعاعياًّ منظمّاً منتهي البُعد على الحقل  E ليكن .نتيجة 4-3.
: ( )A J E→ L تابعاً مستمراً على مجالٍ غير تافه J وأخيراً لتكن الجملة .

1( , , )n= ϕ ϕ…F لفضاءأساساً ل 
H
S  ّة بدون ة الخطيّمجموعة حلول المعادلة التفاضلي

:طرف ثان :  ( )y A t y′ =H 1. عندئذ تكون الجملة( ( ), , ( ))nt tϕ ϕ…  ًأساسا
  .Jمن  t اً كانأيّ  E لفضاءل

  n المعادلات التفاضليّة الخطيّة السلّميّة من المرتبة 4.

1 ، ولتكنℝمجالاً غير تافه من  Jليكن  .تعريف1-4. 0, ,na a−  توابع مستمرةّ على f و …
J وتأخذ قيمها في K ية سلّميّة من المرتبة . نسمّيمعادلة تفاضليّة خطn   معادلة كل

  تفاضليّة من الشكل
    ( ) ( 1)

1 1 0( ) ( ) ( ) ( )n n
ny a t y a t y a t y f t−
− ′+ + + + =⋯  ( )L  

 ونسمّي المعادلة التفاضليّة   

    ( ) ( 1)
1 1 0( ) ( ) ( ) 0n n

ny a t y a t y a t y−
− ′+ + + + =⋯  ( )H  

)الموافقة للمعادلة  “بدون طرف ثانٍ ”المعادلة التفاضليّة الخطية  )L.
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: اً تابع إنّ ونقول  Jϕ → K  للمعادلة التفاضليّة حل ( )L  ًإذا، وفقط إذا كان قابلا
  الشرط ،J على ، وحققJمرةّ على  nللاشتقاق 

( ) ( 1)
1 1 0

n n
na a a f−
− ′ϕ + ϕ + + ϕ + ϕ =⋯  

0 اً كانوأخيراً، أيّ    0 1( , , , )nt x x nJمن  …− ×K مسألة إيجاد حل نُسَم ،ϕ  للمعادلة
)التفاضليّة  )L : ق الشروطيحُق( )

0( )k
kt xϕ =،(0 )k n≤ ، أو مسألة كوشي، >

رمز إلى هذه المسألة بالرمز ، ونبدءمسألة شرط ال
0 0 1( , , , )nt x x −…P.  

)في الحقيقة، تؤول دراسة المعادلات التفاضليّة من الشكل   	 )L  إلى دراسة المعادلات
  التفاضليّة الخطيّة من المرتبة الأولى التي درسناها في بداية هذا الفصل.

لنرمز بالرمز
L
S  إلى مجموعة حلول المعادلة التفاضليّة( )L أي إلى مجموعة التوابع ،: Jϕ → K ،

  الشرط ،J على ، وتحُققJمرةّ على  nالتي تقبل الاشتقاق 
( ) ( 1)

1 1 0
n n

na a a f−
− ′ϕ + ϕ + + ϕ + ϕ =⋯  

  ثمُّ لنتأمّل المعادلة التفاضليّة
  ( ) ( )Y A t Y b t′ = +  ( )L

�
  

  عرفّنا وقد

  
ولنرمز بالرمز 

L
S )إلى مجموعة حلول المعادلة التفاضليّة  � )L

�
، أي إلى مجموعة التوابع 

1: ( )n n
nJ ×Φ → ≅M K K التي تقبل الاشتقاق على ،Jقوتحُق ،  

, ( ) ( ) ( ) ( )t J t A t t b t′∀ ∈ Φ = Φ +  

0 2 1

1

0 1 0 0

0: ( ), ( )
0 0 1
( ) ( ) ( )

0
: ( ), ( )

( )

n

n n

n

A J A t

a t a t a t

b J b t
f t

− −

×

 
 
 
 → =
 
 
− − −  

 
 → =  
 
 

⋮

M

M

K

K
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  عندئذ يكون التطبيق
( 1): , , , ,

t
nT ϕ ϕ ϕ − ′→ ϕ   L L

S S � ֏ …  
  تقابلاً، تقابله العكسي هو

1
1 2 1: , , , ,

t

nT ϕ ϕ ϕ−  → ϕ LL
S S� … ֏  

0fوفي الحالة التي يكون فيها  0b، أو بقول مُكافئ =   تقابلاً خطيّاً. T ون التطبيقك، ي=
) نستنتج إذن من دراستنا العامّة للمعادلات الخطيّة من النمط )L

�
حول المعادلات  ةالآتي، النتائج 

  .nالتفاضليّة الخطيّة السلّميّة من المرتبة 
  

1 ، ولتكنℝمجالاً غير تافه من  Jليكن  .مبرهنة2-4. 0, ,na a−  توابع مستمرةّ على f و …
J وتأخذ قيمها في K ية سلّميّة من المرتبةولنتأمّل معادلة تفاضليّة خط .n:  

    ( ) ( 1)
1 1 0( ) ( ) ( ) ( )n n

ny a t y a t y a t y f t−
− ′+ + + + =⋯  ( )L  

  الموافقة لها: “بدون طرف ثانٍ ”ة الخطية والمعادلة التفاضليّ 
    ( ) ( 1)

1 1 0( ) ( ) ( ) 0n n
ny a t y a t y a t y−
− ′+ + + + =⋯  ( )H  

)إنّ مجموعة حلول المعادلة التفاضليّة   � )H ولتكن ،
H
S هي فضاء شعاعي بعُده يساوي ،

n  علىK.  
)إنّ مجموعة حلول   � )L ولتكن ،

L
S هي من الشكل ،ψ= +

L H
S S .حيث ψ  هو

)ادلة حل خاص للمع )L العام للمعادلة  ، أي نحصل على الحل( )L  بأن نضيف إلى الحل 
)العامّ للمعادلة  )H  ًّخاصاً لها. حلا   

0اً كان أيّ   � 0 1( , , , )nt x x nJمن  …− ×Kتقبل المعادلة التفاضليّة ، ( )L  ًّوحلاًّ حلا  
واحداً فقط لمسألة كوشي 

0 0 1( , , , )nt x x −…P.  
)1إذا كان   � , , )nϕ ϕ…  أساساً للفضاء الشعاعي

H
Sى حلّ خاص لكننا الحصول ع، فيم

)للمعادلة التفاضليّة  )L  ة، أي نبحث عن حل خاص بتطبيق طريقة جعل الثوابت متغيرψ 

 صيغةمن ال
1

( ) ( )
n

k kk
t t tλ

=
ϕ∑֏  للمعادلة( )L ، 1التوابع و( , , )nλ λ…  توابع
  :الآتية ، ومشتقّاا معينّة بجملة المعادلات الخطيّة الجبريةJّ قابلة للاشتقاق على
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1 1 2 2

1 1 2 2

( ) ( ) ( )
1 1 2 2

( 1) ( 1) ( 1)
1 1 2 2

0

0

0

n n

n n

k k k
n n

n n n
n n f

λ λ λ

λ λ λ

λ λ λ

λ λ λ
− − −

′ ′ ′ϕ + ϕ + + ϕ =
′ ′ ′ ′ ′ ′ϕ + ϕ + + ϕ =

′ ′ ′ϕ + ϕ + + ϕ =

′ ′ ′ϕ + ϕ + + ϕ =

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯

  

)1إذا كانت   � , , )n= ϕ ϕ…F  جملة من الفضاء الشعاعي
H
S ف تابعفإننا نعُر ،

:ونسكي رڤ J →
F
W K لهذه الجملة كما يلي  :  

1 2

1 2

( 1) ( 1) ( 1)
1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) det

( ) ( ) ( )

n

n

n n n
n

t t t

t t t
t

t t t
− − −

 ϕ ϕ ϕ 
 ′ ′ ′ϕ ϕ ϕ =  
 
 
ϕ ϕ ϕ  

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮

⋯

F
W  

  وهو يحُقق

0

2
0 0 1( , ) , ( ) ( ) exp ( )d

t

n
t

t t J t t a s s−
 ∀ ∈ = ⋅ −   ∫F F

W W  

  :2من المرتبة لنتأمّل الحالة الخاصّة لمعادلة تفاضليّة خطيّة سلّميّة  .ملاحظة مهمّة 3-4.
    1 0( ) ( )y a t y a t y f′′ ′+ + =  2( )L  

 خاصّاً لنفترض أننا نعرف حلاًّ و . K وتأخذ قيمها في J توابع مستمرةّ على fو 1aو 0aث يح
: Jϕ → K  ية2 لمعادلةالموافقة ل “بدون طرف ثانٍ ”للمعادلة التفاضليّة الخط( )L :  

    1 0( ) ( ) 0y a t y a t y′′ ′+ + =  2( )H  
)2. عندئذ يمُكننا إيجاد الحل العام للمعادلة Jلا ينعدم على ϕ فإذا كان )L ه بأن نبحث عن
zψبالصيغة  = ⋅ ϕ وz  .هو تابع مجهول يجب تعيينه  

)2 للمعادلةحلاًّ  ψفي الحقيقة، يكون  )L  إذا وفقط إذا كانz  ًّالآتية للمعادلة التفاضليّة حلا :  

1

2 ( ) ( )
( )

( ) ( )

t f t
z a t z

t t

 ′ϕ ′′ ′+ + =  ϕ ϕ 
  

zتعيين  اليسيرومن  ′  ّبالنسبة إلى ا خطيّة من المرتبة الأولىمن هذه المعادلة، لأ z ري إيجاد ، ثمُ يج′
z .بحساب تابع أصلي  
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  لنتأمّل المعادلة التفاضليّة .مثال4-4.

  (1 ) 2 (1 ) xx y y x y x e−′′ ′+ − + − =  (1)  

1 لا بدُّ لنا أنّ نقسم طرفيها على تأخذ هذه المعادلة شكلها النظاميّ  كي x+ وعليه فإنّ مجال ،
1هو أحد االين  Jالدراسة  ] , 1[I = −∞ 2أو  − ] 1, [I = − +∞.  

xxنلاحظ بسهولة أنّ التابع  e֏  علىJ خاص للمعادلة بدون طرف ثان هو حل  
(1 ) 2 (1 ) 0x y y x y′′ ′+ − + − =  

  على هيئة تابع من الشكل  (1). إذن لنبحث عن الحلّ العام للمعادلة Jوهو لا ينعدم على 
( ) ( ) xx y x z x e=֏  

  نجد (1)بالتعويض في 
(1 )( 2 ) 2( ) (1 )x x x x x x xx z e z e ze z e ze x ze xe−′′ ′ ′+ + + − + + − =  

  وبالإصلاح نجد

  22

1 1
xx x

z z e
x x

−′′ ′+ =
+ +

  (2)  

مّا كان ـ، لالمألوفةتقنيّات الوهنا نستخدم 
2

2
ln
(1 )

xe
x

x+
للتابع  Jعلى  ياً أصل اً تابع ֏

2

1

x
x

x+
  أنّ  (2)، استنتجنا من ֏

2

2 3 2 3

d 1 1

d (1 ) (1 ) (1 ) (1 )

xe x
z

x x x x x

  ′ = = −   + + + + 
  

  يحُقّق λوعليه يوجد ثابت 
2

2 2

1 1

1(1 ) 2(1 )

xe
z

xx x
λ′ = − + +

++ +
  

  أو

( ) 2 2 21 ( 1)
2

x xz x e x eλ− −′ = − + + +  

  وبالمكاملة نجد أنّ 

( )2 2 21 2 6 5
2 4

x xxz e x x e
λ

ν− −+= − + + +  
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  ثابت اختياري، λلأنّ  أو،

( )2 2 21 2 6 5
2

x xxz e x x eµ ν− −+= + + + +  

  يعُطى بالعلاقة Jعلى  (1)نجد أنّ الحلّ العام للمعادلة  yوبالعودة إلى 

( )21, ( ) 2 6 5
2

x x xxx J y x e x x e eµ ν− −+∀ ∈ = + + + +  

  إذن التوابعلنعرّف 

( )
( )

2

1

2
1 2

2
1 1

2 2

2 1

1: , ,
2
1: ,

2
: , 2 6 5 ,

: , 2 6 5

: , ,

: ,

x

x

x

x

x

x

xI x e

xI x e

I x x x e

I x x x e

I x e

I x e

ψ

ψ

+ −

− −

+ −

− −

+

−

+→

+→

ϕ → + +

ϕ → + +

ϕ →

ϕ →

ℝ ֏

ℝ ֏

ℝ ֏

ℝ ֏

ℝ ֏

ℝ ֏

  

1على  (1)فتكون مجموعة حلول المعادلة  ] , 1[I = −∞   هي −

{ }21 1 2 : ( , )ψ α β α β− − −= + ϕ + ϕ ∈ ℝS  

2على  (1)ومجموعة حلول المعادلة  ] 1, [I = −   هي ∞+

{ }22 1 2 : ( , )ψ γ δ γ δ+ + += + ϕ + ϕ ∈ ℝS  
  وهذه النتيجة تتطابق مع دراستنا النظريةّ.

، في حال وجودها. لنفترض أنهّ يوجد حلℝ  المعرفّة على (1) لنبحث عن حلول المعادلة
:g →ℝ ℝ لهذه المعادلة التفاضليّة. عندئذ يكون

1 1Ig ∈ S و
2 2Ig ∈ S في ، وعليه توجد

ℝ  ثوابت( , , , )α β γ δ تحُقّق  

1 2

1 2

1 ( ) ( ) ( ) ( )

1 ( ) ( ) ( ) ( )

x g x x x x

x g x x x x

ψ α β

ψ γ δ

− − −

+ + +

< − ⇒ = + ϕ + ϕ

> − ⇒ = + ϕ + ϕ
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1x، وبوجه خاص عند النقطة ℝ الاشتقاق مرتّين على gولكن، يجب أن يقبل التابع  = − .
تُكافئ الشرط  −1عند  gقن بحساب بسيط أنّ قابليّة الاشتقاق مرتّين للتابع يلقارئ يتاونترك 

1 1e e e eα β γ δ− −+ =   بالعلاقة: η، فإذا عرفّنا الثابت +

2 2e eη α β γ δ= + = +  

   : يأتي، ما ℝمن  x في حالةأصبح لدينا، 

( )
( )

2 2

2 2

1 (2 6 5) : 1
2( )
1 (2 6 5) : 1

2

x x x x

x x x x

x e x x e e e x
g x

x e x x e e e x

α η

γ η

− − +

− − +

 + + + + − + ≤ −=  + + + + − + > −

  

  :  بالعلاقات ℝعلى  ψɶ ،1ϕɶ ،2ϕɶ،1ϕɶوعليه، إذا عرفّنا التوابع 

( )
( )

( )

2 2

1

2

3 2 2

( ) 1 /2

: 12 6 5
( )

: 10

( )

0 : 1
( )

: 12 6 5

x

x x

x

x x

x x e

xx x e e
x

x

x e

x
x

xx x e e

ψ −

− +

− +

= +

 ≤ −+ + −ϕ =  > −

ϕ =

 ≤ −ϕ =  > −+ + −

ɶ

ɶ

ɶ

ɶ

  

   استنتجنا أنّ 
1 2 3g ψ α η γ= + ϕ + ϕ + ϕɶ ɶ ɶ ɶ  

  .ℝمعرّفٌ على كامل  (1)و حل للمعادلة التفاضليّة ه كل تابع من هذا النمطوبالعكس،  

0ويجدر هنا أن نلاحظ ما يلي : لتكن  0 0( , , )x y v  3منℝ ز الحالتينالآتيتين، نمي:  

0إذا كانت  ♦ 1x ≠ لمسألة كوشي  ℝة على ففيوجد عدد لا ائي من الحلول المعرّ  −

0 0 0( , , )x y vP  وحيد لهذه المسألة معرّف على (1)المتعلّقة بالمعادلة التفاضليّة ويوجد حل .
  .b) الشكل انظر( 0xالذي تنتمي إليه النقطة  2Iأو  1Iاال 
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0أمّا إذا كانت  ♦ 1x =   ، فهنا أيضاً يمكننا أن نميز حالتين:−
0إمّا أن يكون  � 0 /2y v e= ل و ن الحلاك عدد لا ائي منوعندئذ يكون ه +

لمسألة كوشي ℝفة على المعرّ 
0 0 0( , , )x y vP  (1)المتعلّقة بالمعادلة التفاضليّة.  

0أو أن يكون  � 0 /2y v e≠ وحينئذ لا يكون هناك أيّ حل لمسألة كوشي  +

0 0 0( , , )x y vP الشكلانظر (. (1)عادلة التفاضليّة المتعلّقة بالم (a. 

 

O

y

1−

( )b

x

( )a

1−

O

y

x

  
  جمل المعادلات التفاضليّة الخطيّة بأمثال ثابتة 5.

)مصفوفة من  A، ولتكن ℕ∗من  n لتكن .تعريف 1-5. )nM Kو ،K و حقل الأعداد ه

:ن . ثمُّ ليكℂ ، أو حقل الأعداد  العقديةℝّ الحقيقيّة nb J → K  تابعاً مستمراًّ على
  . نسمّي كل معادلة تفاضليّة من النمطℝمن  Jمجال غير تافه 

( )y Ay b t′ = +  
  .جملة معادلات تفاضليّة خطيّة بأمثال ثابتة  
yر بأنّ التابع المولد لحلول المعادلة التفاضليّة لنذكّ    Ay′   ، هو التابع الوحيد =

2
0 0: ( ), ( , ) ( , )n t t t t→ℝ ֏R M RK  

  ، يكن ℝمن  0t: مهما تكن الآتيةالذي يحُقق الخاصّة 
�  0 0( , ) nt t I=R  حيثnI  هي المصفوفة الواحديةّ من المرتبةn.  

�  0 0

d
, ( , ) ( , )

d
t t t A t t

t
∀ ∈ =ℝ R R.  
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)وفي الحقيقة، تكفي معرفة  , 0)t t֏ R  ّلأن  

( ) 1

0 0( , ) ( ,0) ( , 0)t t t t
−

= �R R R.  

)وهنا نذكر أيضاً بأنّ التابع  , 0)t t֏ R  اية متتالية التوابع هو( )m mZ ∈ℕ  منℝ إلى 
( )nM K يأتي، المعرفّة كما:  

0

1

0

, ( ) 0,

, , ( ) ( )d

t

m E m

t Z t

m t Z t I AZ s s∗
−

∀ ∈ =

∀ ∈ ∀ ∈ = + ∫

ℝ

ℕ ℝ
  

  أنّ  mلنا أنّ نثبت بالتدريج على  تيحمصفوفة ثابتة، وهذا ي Aولكنّ المصفوفة 

1
0

, , ( )
!

m k
k

m
k

t
m t Z t A

k
+

=

∀ ∈ ∀ ∈ = ∑ℕ ℝ  

  وعليه يكون

0

, ( , 0)
!

k
k

k

t
t t A

k

∞

=

∀ ∈ = ∑ℝ R  

  :الآتيوهذا ما يبرر وضع التعريف 

  

)مصفوفة من  A، ولتكن ℕ∗من  nلتكن  .تعريف 2-5. )nM K ،وK  هو حقل الأعداد

)expأو Aeنعرف المصفوفة . ℂ، أو حقل الأعداد العقديةّ ℝ الحقيقيّة )A  من

( )nM K ا مجموع المتسلسلة المتقاربة بالنظيمّبأ 
0

1

!
k

k

A
k

∞

=
  . ونسمّي التابع الناتج ∑

0

1
exp : ( ) ( ),

!
A k

n n
k

A e A
k

∞

=

→ = ∑֏M MK K  

  .التابع الأسّي المصفوفي

  بعض أهمّ خواص التابع الأسّي المصفوفي. الآتيةالمبرهنة  تلُخص
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)على  exp: يحُقق التابع الأسّي المصفوفي  مبرهنة 3-5. )nM K : الخواصّ التالية  
)هي المصفوفة الصفريةّ في  0nإذا كانت  � )nM K  فإنexp(0 )n nI=.  

)من Bو A إذا كانت المصفوفتان � )nM K كان 2نتتبادلا ،B BA e e A⋅ = ⋅.  

)من A مهما تكن المصفوفة � )nM K  ،التابع كان: ( ), tA
n t eΦ →ℝ ֏M K 

 (0)الوحيد للمسألة التفاضليّة :  الحل ,nZ I Z AZ′= =.  
) من Bو A إذا كانت المصفوفتان � )nM K ،كان   تتبادلانA B A Be e e +⋅ =.  

) من A مهما تكن المصفوفة � )nM K تكن ،Ae 1 قلَوبةً، ويكن( )A Ae e− −=.  


) من A مهما تكن المصفوفة  )nM K ، يكنtrdet A Ae e=.  

  الإثبات

exp(0إنّ  � )n nI= .وضوحاً، وذلك انطلاقاً من التعريف  
ABا كان  ـّلم � BA=  ّاستنتجنا، بالتدريج أنk kAB B A=  ّاً كانت أيk وعليه .  

0 0

1 1
,

! !

m m
k k

k k

m A B B A
k k= =

       ∀ ∈ ⋅ = ⋅         
∑ ∑ℕ  

  تسعى إلى اللااية. mصل على المطلوب بجعل ونح
)، لأنّ 2-2.هذه خاصّة واضحة استناداً إلى المبرهنة  � ) ( , 0)t tΦ = R  ّاً كانت أيt  منℝ.  
, لنعرّف � ( ) tA tBt Z t e e∀ ∈ = ⋅ℝ . (0)فيكون لدينا من جهة أولى nZ I= ونجد ،

  أنّ  �و �من جهة ثانية، بالاستفادة من 
, ( )

( ) ( ) ( )

tA tB tA tB

tA tB

t Z t Ae e e Be

A B e e A B Z t

′∀ ∈ = +

= + ⋅ = + ⋅

ℝ  

  يثُبتُ أنّ وهذا 
( ), ( ) t A Bt Z t e +∀ ∈ =ℝ  

1tونحصل على المطلوب بأخذ  �استناداً إلى  =.  

                               
Aأي  2 B B A⋅ = ⋅  
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  ا أنّ تتبادلان استنتجن −Aو  Aمّا كانت المصفوفتان ـل �
0A A A A A A

ne e e e e e I− − −⋅ = ⋅ = = =  
  .−Aeالمصفوفة  وقلَوبة، ومقلوا ه Aeأي إنّ المصفوفة 


  نعلم أنّ  
( ), det ( ,0) exp trt t t A∀ ∈ =ℝ R  

1t بأخذ 3-3.وذلك بمقُتضى المبرهنة    نجد  �والاستفادة من  =
trdet A Ae e=  

  �  وهكذا يكتمل الإثبات.
  

)من Bو Aعن شرط كوْن المصفوفتين  لا يمُكن الاستغناء .ملاحظة مهمّة 4-5. )nM K 

Aتتبادلان حتى تتحقق المساواة  B A Be e e +⋅ = .  
  لنتأمّل على سبيل المثال المصفوفتين التاليتين :

0 1

0 0
A

 
 =    

0و       0

1 0
B

 
 =    

  

  مّا كانـل
2, 0k kk B A∀ ≥ = =  

  ا أنّ استنتجن
1 1

0 1
Ae

 
 =    

1و   0

1 1
Be

 
 =    

2و   1

1 1
A Be e

 
 ⋅ =    

  

  ومن جهة أخرى
2 2 1

20, ( ) , ( )k kk A B I A B A B+∀ ≥ + = + = +  
  وعليه

2

ch(1) sh(1)
ch(1) sh(1) ( )

sh(1) ch(1)
A Be I A B+

 
 = ⋅ + ⋅ + =    

  

Aوهكذا نرى أنّ  B A Be e e +⋅ ≠.  
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  : نستنتج من الدراسة العامّة المبرهنة التالية
)مصفوفة من  A، ولتكن ℕ∗من  n : لتكن مبرهنة 5-5. )nM K ،وK  هو حقل الأعداد

: . ثمُّ ليكنℂ، أو حقل الأعداد العقديةّ ℝ الحقيقيّة nb J → K  تابعاً مستمراًّ على
  . ℝمن  Jمجال غير تافه 

 إنّ بعُد الفضاء الشعاعي �
H
Sن من الحلول المعرفّة على، المكو ℝ  للمعادلة التفاضليّة الخطيّة

:بأمثال ثابتة وبدون طرف ثان :  y Ay′ =H يساوي ،n.  
0 أياً كانت � 0( , )t x  منnJ ×K وحي وحل د، معرّف علىفهناك حل J:لمسألة كوشي ،  

0 0( , )
0 0

( ),
:

( ) .t x

y Ay b t

y t x

 ′ = + =
P  

  ويعُطى هذا الحل بالصيغة :
0

0

( ) ( )
0, ( ) ( )d

t
t t A t s A

t
t J y t e x e b s s− −∀ ∈ = + ∫  

0Ωنفترض أنّ لو ، 3ℝشعاعين ثابتين من  Θو Ω : ليكنمثال  6-5. . دف إلى دراسة ≠
  المعادلة التفاضليّة :

    0

d
, (0)

d

V
V V V

t
= Ω ∧ +Θ =  (1)  

  إلى الجداء الشعاعي. ∧حيث يرمز 
V ية بأمثال ثابتة لأنّ التطبيقفي الحقيقة، إنّ هذه المعادلة معادلة خطّ  VΩ∧֏  تطبيق خطّي

)3من  ثابت )ℝL بتعريف. ويمُكننا إعطاء هذه المعادلة شكلها المصفوفي   
p

q

r

 
 
 Ω =  
 
  

و      
α

β

γ

 
 
 Θ =  
 
  

و       
x

V y

z

 
 
 =  
 
  

  

  بالشكل (1)مُعادلة ـئذ تُكتب العند

    
x ry qz

y rx pz

z qx py

α

β

γ

′ = − + +
′ = − +
′ = − + +

  (2)  
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    أو
0

d
0

d
0

A

x r q x

y r p y
t

z q p z

α

β

γ

       −       
       = − ⋅ +       
       −              �						
						�

  (3)  

tلحساب التابع الأسّي المصفوفي  A
t e֏  يأتينلاحظ ما:  

2

2 2 2
3

2

p qp rp

A I pq q rq

pr qr r

ω

 
 
 = − +  
 
  

  

2 حيث 2 2 2 2p q rω = + + = Ω 3 . وينتج من ذلك أنّ  2A Aω= ، إذننستنتج . −
  ، أنّ kبالتدريج على 

2 1 20, ( )k kk A Aω+∀ ≥ = −  
  وهذا يبرهن أيضاً أنّ 

2 2 2 20, ( )k kk A Aω+∀ ≥ = −  
  إذن

2 1 2 2
2 1 2 2

0 0 0
2 1 2 2

2

2
0 0

2

2

! (2 1)! (2 2)!

1 ( 1) ( ) 1 ( 1) ( )

(2 1)! (2 2)!

sin( ) 1 cos( )

n n n
tA n n n

n n n

n n n n

n n

t t t
e A I A A

n n n

t t
I A A

n n

t t
I A A

ω ω

ω ω

ω ω

ω ω

∞ ∞ ∞+ +
+ +

= = =
∞ ∞+ +

= =

= = + +
+ +

   − −    = + +    + +     
−

= + +

∑ ∑ ∑

∑ ∑  

  وهذا يُكتب بالشكل

2

sin( ) 1 cos( )
cos( ) ,tA t t

e X t X X X
ω ω

ω
ω ω

−
= + Ω∧ + Ω Ω〈 〉  

⋅,و، 3ℝمن  Xفي حالة  ⋅〈   هو الجداء السلّمي المألوف. 〈
  وعليه يعُطى الحل المطلوب بالعلاقة

( )

0 0

0 0

( ) d d

t t
t A t s A tA uA

V t e V e s e V e u
−= + Θ = + Θ∫ ∫  
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 ومنه، نجد الحل V  المعرّف علىℝ  :كما يلي  

0 0 02

2 3

sin( ) 1 cos( )
( ) cos( ) ,

sin( ) 1 cos( ) sin( )
,

t t
V t t V V V

t t t t

ω ω
ω

ω ω
ω ω ω ω

ω ω ω

−
= + Ω∧ + Ω Ω +

− −
Θ+ Ω ∧Θ + Ω Θ Ω

  

  أنّ  ℝمن  t، في حالة وهنا يلاحظ القارئ

3

2 2
( ) ,V t V t h

π π

ω ω

  + − = Ω Θ ⋅ Ω =  
  

)والمنحني  )t V t֏  يعيد رسم نفسه بعد انسحابٍ شعاعُهh 
,20ى اال ه أن يدُرس عل، ولذا يكفي لتعيينΩيوازي  π

ω
    .

  كما هو مبينّ في الرسم ااور.ولبي  ل شكلويكون للمنحني 
  

جداً  حساب التابع الأسّي المصفوفي أمرٌ مفيدٌ في  فيدطريقة بسيطة ت يظهر من المثال السابق أنّ وجود
  :المهمّة الآتيةالمبرهنة  تقدّمه لناعند حلّ جمل المعادلات التفاضليّة الخطيّة بأمثال ثابتة، وهذا ما 

  
عدداً عقدياً  p بأمثال عقديةّ. نفترض وجود nبة مصفوفة مربعّة من المرت Aلتكن  .مبرهنة 7-5.

,1مختلفاً  , pλ λ…و ،p  ً1عدداً طبيعيّاً موجباً تماما, , pm m… ،كثير الحدود   تجعل  

1

( ) ( ) j

p
m

j
j

Q X X λ
=

= −∏  

   الخاصّة ق يحُق( ) 0Q A ). عندئذ يكون = )
tA

te A= E و( )t XE دود ير الحهو كث
]الوحيد من  ]Xℂ:ق الشروطالذي يحُق ،  

  �  deg ( ) deg ( )t X Q X<E.  

�  ( ){1, , }, {0, , 1}, ( )k tk
tp k m t e λλ∀ ∈ ∀ ∈ − = ℓ

ℓ ℓℓ … … E.  

 

h

0V Θ

Ω

z

yx
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  الإثبات
  لنعرّف اموعة

{ }
{ } { }

2

1

( , ) : , 0

0, , 1

p i

p

i
i

i j i j m

i m
=

∆ = ∈ ∈ ≤ <

= × −

ℤ ℕ

…∪
  

  من الواضح أنّ 

1

Card( ) deg ( )
p

i
i

m Q X µ
=

∆ = = =∑  

، ∆  مجموعة أدلتّهاالمكون من جماعات الأعداد العقديةّ التي ℂ∆ثمُ لنعرّف الفضاءين الشعاعيين: 
]و ]Xµℂ  ا أصغر تماماً منن من كثيرات الحدود العقديةّ التي درجاالمكوµ وأخيراً لنتأمّل التطبيق .

  الخطّي 
( )( )

( , )
: [ ] , ( )k

k
X P Pµψ λ∆

∈∆
→ ℓ ℓ

ℂ ℂ ֏  

)إذا كان     ���� ) kerT X ψ∈ ّاستنتجنا أن ، λℓ  جذر مضاعف من المرتبةmℓ  ،على الأقل
) لكثير الحدود )T X وذلك أياً كانت ،ℓ  منpℕ ّأو أن ،( )mX λ− ℓ

ℓ  يقسم( )T X   ًأيا
,1 ولأنّ الأعداد .pℕمن  ℓكانت  , pλ λ… ة استنتجنا أنّ كثيرات الحدود مختلف

1(( ) )m
pX λ ≤ ≤− ℓ

ℓ ℓ ك أنّ كثير الحدود أوليّة فيما بينها مثنى مثنى، ونجم عن ذل( )Q X  يقسم
( )T Xمّا كان ـ. ولdeg ( ) deg ( )T X Q Xµ< )استنتجنا أنّ  = ) 0T X بذا و . =

kerنكون قد أثبتنا أنّ  {0}ψ  متباين. وهو من ثمَّ تقابلٌ لأنّ  ψفالتطبيق الخطّي  =
dim [ ] dimXµ µ ∆= =ℂ ℂ.  
] فقط، في حدٌ او  ، وعنصرٌ ينتج من هذه الدراسة أنهّ يوجد عنصرٌ  ]Xℂ  ُق يحو �لشروط اق� ،

)هو العنصر  )1
( , )( )tk

kt e λ−
∈∆Ψ ℓ

ℓ  الذي رمزنا إليه بالرمز( )t XE .في نص المبرهنة  
)ليكن   ���� , )( )i j i jP ]الأساس للفضاء  ∆∋ ]Xµℂ  الذي نحصل عليه بأخذ صورة الأساس القانوني

  . وعندئذ يكونΨ−1وفق التقابل الخطّي  ℂ∆للفضاء 

  
1

1 0

( ) ( )
mp

tk
t k

k

X t e P Xλ
−

= =

= ∑ ∑
ℓ

ℓ
ℓ

ℓ

E  (1)  

  تعريف
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) مّا كان باقي القسمة الإقليديةّـل )mR X لحدّ ل mXعلى ( )Q X  ينتمي إلى[ ]Xµℂ  أمكننا ،
) خطيّة بدلالة عناصر الأساس كتابته عبارةً  , )( )i j i jP   وعليه يكون ∆∋

1
[ ]

1 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
imp

mm
m m m ij ij

i j

X P X Q X R X P X Q X d P X

−

= =

= + = +∑∑  (2)  

)لكثير الحدود  mℓجذراً من المرتبة  λℓوبالاستفادة من كوْن  ) ( )mP X Q X نجد  
1

[ ] ( ) [ ]( )

1 0

{0, , }, ( ) ( ) ( )
imp

m k mm k
i j ij k

i j

k m X d P dλ λ

−

= =

∀ ∈ = =∑∑ℓ ℓ ℓ ℓ…  

  وهذا يبرهن على أنّ 
1

( )

1 0

( ) ( ) ( ) ( )
imp

m j
m i ij

i j

R X X P Xλ

−

= =

= ∑∑  

)مّا كان ـول   ) 0Q A )أنّ  (2)استنتجنا من  = )m
mA R A= أو  

1
( )

1 0

( ) ( ) ( )
imp

m m j
i ij

i j

A X P Aλ

−

= =

= ∑∑  

  وعلى هذا
1

( )

0 1 0 0

( ) ( ) ( )
! !

impm m
tA m m j

i ij
m i j m

t t
e A X P A

m m
λ

−∞ ∞

= = = =

  = =    
∑ ∑∑ ∑  

  ولكن

( )

0

( ) ( ) ( 1) ( 1)
! !

( )!

( )

( )!
i

m m
m j m j

i i
m m j

m
m j
i

m j

m j
tj ji

m j

t t
X m m m j

m m

t

m j

t
t t e

m j

λ

λ λ

λ

λ

∞ ∞
−

= =
∞

−

=
∞ −

=

= − − + ⋅

=
−

= ⋅ = ⋅
−

∑ ∑

∑

∑

⋯

  

   :(1) ونحصل على النتيجة المطلوبة بمقتضى

  
1

0 1 0

( ) ( )
!

i

i

mpm
ttA m j

ij t
m i j

t
e A t e P A A

m

λ
−∞

= = =

= = ⋅ =∑ ∑∑ E  �  
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)يحقّق كثير الحدود المميز  .ملاحظة 8-5. ) det( )A nX A XI= −X للمصفوفة Aالخاصّة ، 
( ) 0A A =X ،) مبرهنةCayley-H( amilton  ويعطي دوماً كثير حدود يؤدي دور كثير

  في المبرهنة السابقة. Q الحدود

ال عقديةّ. عندئذ يُكتب الحل العام بأمث nة مصفوفة مربعّة من المرتب Aلتكن  .نتيجة 9-5.
y للمعادلة التفاضليّة الخطيّة بدون طرف ثان Ay′   بالشكل: =
1

1 0

i

i

mp
tj

ij
i j

t t e Cλ
−

= =

⋅∑∑֏  

,1 حيث   , pλ λ…  لمصفوفة القيم الذاتيّة المختلفة لهيA1، و, , pm m…  هي مراتب
i مضاعفة كل منها على الترتيب. أمّا الأشعّة jC  فهي ليست جميعها اختياريةّ بل ترتبط

  فاضليّة.الحصول عليها بالتعويض في المعادلة التكن بعلاقات يم
  

)من  A حين تكون .ملاحظة مهمّة 10-5. )n ℂM  ،لنا مصفوفة ثابتة 5-7.المبرهنة تبين 
طرف ثان عمليّة لإيجاد أساس لفضاء حلول جملة المعادلات التفاضليّة الخطيّة بدون  طريقةً 

y Ay′ tAtوذلك بأخذ أعمدة المصفوفة  = e֏.  

 Aة. نفترض أنّ المصفوفة بأمثال عقديّ  nمصفوفة مربعّة من المرتبة  Aلتكن  .نتيجة 11-5.
  تُشابه مصفوفة قطريةّ، عندئذ يكون 

sp( )

( )tA t

A

e e P Aλ
λ

λ∈

= ∑  

)spرمزنا كالعادة  حيث )A المصفوفة  3فطي إلىA عرفّنا كثير الحدود ، و( )P Xλ 
  بالصيغة:

{ }sp( )\

( )
A

X
P Xλ

µ λ

µ

λ µ∈

−
=

−∏  

                               
  أي مجموعة قيمها الذاتيّة 3
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 Aبأمثال عقديةّ. نفترض أنّ المصفوفة  nمصفوفة مربعّة من المرتبة  Aلتكن  .نتيجة 12-5.
)1 تُشابه مصفوفة قطريةّ، وليكن , , )nv v= …V لفضاءأساساً ل nℂ  مكوّناً من أشعة

)1، أي بحيث توجد أعداد عقديةّ Aذاتيّة للمصفوفة  , , )nλ λ… قة الشرطمحق    
{1,2, , }, i i ii n Av vλ∀ ∈ =…  

)1عندئذ تكون الجملة  , , )nϕ ϕ…   يأتيكما المعرفّة :  
: , it

i it e vλϕ →ℝ ℂ ֏  
أساساً للفضاء 

H
S  فضاء حلول المعادلة التفاضليّة: y Ay′ =H.  

  أمثلة 13-5.
  لنتأمّل المصفوفة �

5 5 2
1

5 6 3
2

6 9 5

A

 − 
 = − 
 −  

  

tAولنحسب 
e .  

)يحُقق Qبالبحث عن كثير حدودنبدأ أوّلاً  ) 0Q A رشح الوحيد أمامنا هو .=
ُ
كثير الحدود   AX الم

  . ونجد بالحساب المباشر أنّ A المميز للمصفوفة

3 2
3

2

5 1
( ) det( ) 2

4 4

1
( 1)

2

A X A XI X X X

X X

= − = − + − +

 = − − ⋅ −   

X

  

  من الدرجة الثانية على الأكثر، الذي يحقق الشروط: tEحث عن كثير الحدود إذن نب

  (1) t
t e=E  و( ) /21

2

t
t e=E  و( ) /21

2

t
t te′ =E  ( )∗  

)ولكنّ الجملة  )21,2 1,(2 1)X X− اس لفضاء كثيرات الحدود من الدرجة الثانية على أس −
)الأكثر، إذن يمكننا إيجاد  , , )α β γ تحُقّق  
2( ) (2 1) (2 1)t X X Xα β γ= + − + −E  

)وتتعينّ الثوابت  , , )α β γ  بالاستفادة من الشروط( )∗.  
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  نجد
te α β γ= + 2t/و     +

e α=      2/و 2t
te β=  

  أو

  /2teα 2/و     =

2
tt eβ 2/و      = /2

2
t t tte e eγ = − −  

  ونستنتج من ذلك أنّ 

( )/2 /2 /2 /2 2( ) (2 1) (2 1)
2 2

t t t t t
t

t tX e e X e e e X= + − + − − −E  

  وعليه يكون

( )/2 /2 /2 /2 2
3 3(2 ) (2 )

2 2
tA t t t t tt te e e A I e e e A I= + ⋅ − + − − ⋅ −  

  بملاحظة أنّ و 

3

4 5 2

2 5 7 3

6 9 4

A I

 − 
 − = − 
 −  

)   و      )23

3 3 1

2 3 3 1

3 3 1

A I

 − 
 − = − 
 −  

  

  نستنتج

/2 /2

3 3 1 2 3 1 1 2 1

3 3 1 3 4 1 2 4 2
2

3 3 1 3 3 0 3 6 3

tA t tt t
e e e e

     − − −     
     = ⋅ − − ⋅ − + −     
     − − −          

  

  
  عن حلول جملة المعادلات التفاضليّة:5-9.لنبحث بالاستفادة من النتيجة  �

1
2

2

x x z

y x y

z x y z

′ = +
′ = −
′ = − +

  

  ذه الجملة هيفي الحقيقة، إنّ مصفوفة ه
1 0 1

2 1 0

1 1 1/2

A

 
 
 = − 
 −  
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  هو Aونجد بحساب بسيط أنّ كثير الحدود المميز للمصفوفة 
( )2 3

2
( ) det( ) ( 1)A nX A XI X X= − = − − +X  

  الآتيةالصيغة لحل المنشود لوعلى هذا فإنّ 
3 /2( ) t t tt Y t e U e V te W

−= + +֏  
  . وبالتعويض في المعادلة التفاضليّة نجد3ℂ هي أشعّة من Wو Vو Uوالأشعّة 

3 /2 3 /23
( )

2

t tt t t te U e V W te W e AU e AV te AW
− −− + + + = + +  

  بالعلاقات Wو Vو Uوعليه ترتبط الأشعّة 
3
2

AU U= AWو    − W=    وAV V W= +  

3موافق للقيمة الذاتيّة  A لمصفوفةهو شعاع ذاتي ل Uوهنا نلاحظ أنّ 
2

  وبحساب مباشر نجد −
2

8 ,

5

U α α

 − 
 = ∈ 
 
  

ℂ  

   ، ونجد بالحساب1موافق للقيمة الذاتيّة  A لمصفوفةهو شعاع ذاتي ل Wونلاحظ أيضاً أنّ 
1

1 ,

0

W γ γ

 
 
 = ∈ 
 
  

ℂ  

)فنحصل عليه بحل جملة المعادلات  Vأمّا الشعاع  )A I V W− لاحظ أنّ محدد الجملة ، =
  . الصفر يساوي

]هو  Vفإذا افترضنا أنّ الشعاع  , , ]tV a cβ=   كُتبت الجملة( )A I V W−   بالشكل =

2 2

0
2

c

a

ca

γ

β γ

β

=

− =

− − =

  

  وهذه الجملة تُكافئ

c γ=  و  
2

a
γ
β= +  
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  وعليه يكون

1 1
2

1 0
2

0 2

V

γ
β

γ
β β

γ

 
 +    
     
     = = +     
     
          

  

إلى  δفإذا رمزنا بالرمز 
2

γ  أصبح للحلY يغةصال  

3 /2

2 1 1 2

( ) 8 1 0 2

5 0 2 0

t t tY t e e teα β δ δ
−

         −                = + + +                                 

  

  أو
3 /2

3 /2

3 /2

( ) (2 ) 2

( ) (2 ) 8

( ) 2 5

t t

t t

t t

x t t e e

y t t e e

z t e e

δ β δ α

δ β α

β α

−

−

−

= + + −

= + +

= +

  

  :الآتيفي بعض الحالات يكون حساب التابع الأسّي المصفوفي يسيراً كما في المثال  ����

  المعرّفة كما يلي : Mلنتأمّل المصفوفة  �
1 3 0 3

2 6 0 13

0 3 1 3

1 4 0 8

M

 − 
 − − =  − 
 − −  

  

)4هو Mير الحدود المميز لـ نجد بحساب بسيط أنّ كث ) ( 1)M X X= −X وعليه يكون .  
4

4( ) 0M I− =  
  ويكون

4( )

4
0

2 3
2 3

4 4 4 4

( )
!

( ) ( ) ( )
2 6

n
t M I n

n

t
e M I

n

t t
I t M I M I M I

∞
−

=

= −

= + − + − + −

∑
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4 ولأنّ  4 4( ) ( )tM tI t M I t M Ite e e e e
− −= ⋅ =   ناستنتجا، ⋅

2 3
2 3

4 4 4 4( ) ( ) ( )
2 6

tM t t t
e e I t M I M I M I

  = ⋅ + − + − + −   
  

  وعليه يكون
2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 3 6 9 0 6 18

4 3 2 14 3 0 26 6

2 3 6 9 2 6 18

2 8 3 0 2 14 6

t
tM

t t t t t

t t t t t te
e

t t t t t

t t t t t t

 + − + − 
 − + − + − =  

− + − 
 
 − + − + + − 

  

  : لجملة المعادلات التفاضليّة الحقيقيّةنبحث في هذا المثال عن الحلول   �
x z

y x

z y

′ =
′ =
′ =

  

  في الحقيقة نبحث أوّلاً عن الحلول العقديةّ لهذه المسألة. إنّ مصفوفة هذه الجملة هي
0 0 1

1 0 0

0 1 0

A

 
 
 =  
 
  

  

  وكثير الحدود المميز لها هو 
( )( )( )3 2( ) 1 1 j jA X X X X X= − = − − −X  

,21 حيث j, j الجذور التكعيبيّة للواحد، أي ( )2j exp
3
π= ينتج من ذلك أنّ المصفوفة .A 

  تشابه مصفوفة قطريةّ، وتقبل الأشعّة الذاتيّة

1

1

1

1

v

 
 
 =  
 
  

2  و  
2

1

j

j

v

 
 
 =  
 
  

3و     2

2

1

j

j

v v

 
 
 = =  
 
  

  

1وتكون جملة التوابع  2 3( , , )ϕ ϕ ϕ : المعرّفة كما يلي   

1 1( ) tt e vϕ jو   =
2 2( ) tt e vϕ 2jو   =

3 3 2( ) ( )tt e v tϕ = = ϕ  
  للمعادلة المدروسة. 3ℂأساساً لفضاء الحلول التي تأخذ قيمها في 
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 1 ولكن يكون الحل 1 2 2 3 3Y c c c= ϕ + ϕ + ϕ  حقيقياً إذا وفقط إذا كانY Y= وهذا ،
1يكافئ، بعد أن نلاحظ أنّ  1ϕ = ϕ 3و 2ϕ = ϕ الشرط ،:  

1 1 2 2 3 3 1 1 2 3 3 2c c c c c cϕ + ϕ + ϕ = ϕ + ϕ + ϕ  
1أن يكون  أو 1c c= 3و 2c c= َّومن ثم ،  

( ) ( )1 1 2 2 2 2 2 3i iY a a b a b= ϕ + + ϕ + − ϕ  
1حيث 2 2( , , )a a b  أعداد حقيقيّة. هي  

  : المدروسة هي التفاضليّة ول الحقيقيّة للمعادلةوعليه تكون مجموعة الحل

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

/2 /23 3
2 2

/2 /23 2 3 2
2 3 2 3

/2 /23 2 3 2
2 3 2 3

( ) cos sin

( ) cos sin

( ) cos sin

t tt t t

t tt t t

t tt t t

x t e e e

y t e e e

z t e e e

π π

π π

α β γ

α β γ

α β γ

− −

− −

− −

= + +

= + − + −

= + + + +

  

)من  Aلتكن  .ملاحظة مفيدة 14-5. )n ℂMة بدون د حلول جملة المعادلات التفاضليّ ، لإيجا
Y طرف ثان AY′   :يأتي، وتقوم على ما عملياً هناك طريقة قد تكون مفيدة وسريعة  =

)1 نبدأ بإيجاد أساس � , , )nv v= …V  للفضاءnℂ  ن من أكبر عدد ممكن من الأشعّةمكو
  .A الذاتيّة للمصفوفة

 نبحث عن الحلول بالشكل �
1

n

k k
k

Y z v
=

= ,1حيث  ∑ ,
t

nZ z z =  …  هو تابع مجهول

 دةة جديهو حل لجملة معادلات تفاضليّ  Z في المعادلة نرى أنّ  جديد وبالتعويض
Z AZ′ = ɶ .تكون بوجه عام أبسط بكثير من الجملة الأولى  

أمّا إذا كانت الجملة المدروسة ذات طرف ثان، فيمكننا تحليل الطرف الثاني على الأساس الجديد  �
V جديدة خطيّة ، ثمُّ نتابع كما سبق فنحصل على جملة معادلات تفاضليّةZ AZ b′ = +ɶ ɶ 

  أبسط من الجملة الأولى.

  هذه الطريقة: الآتييوضح المثال 
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  لنتأمّل جملة المعادلات التفاضليّة  .مثال  15-5.
5 5 2

4 5 4 sin

12 14 9 cos

t

t

t

x x y z e

y x y z e t

z x y z e t

−′ = + + +

′ = + + +

′ = − − − +

  

  إنّ مصفوفة هذه الجملة هي
5 5 2

4 5 4

12 14 9

A

 
 
 =  
 − − −  

  

  هو Aوكثير الحدود المميز للمصفوفة 
2

3( ) det( ) (3 )( 1)A X A X I X X= − = − +X  
  وهي مضاعفة.  −1ووهي بسيطة  3قيمتين ذاتيتين هما  A لمصفوفةوعليه فإنّ ل

1 الشعاع ، ويقبل1 يساوي 3 الموافق للقيمة 3E إنّ بعُد الفضاء الذاتي 1,0, 1
t

v  = −  
 ، ويقبل أساساً الشعاع1يساوي  −1الموافق للقيمة  −1Eكذلك فإنّ بعُد الفضاء الذاتي   .وأساساً 

2 1, 2,2
t

v  = −  .) عليه فالمصفوفةو A ّم الجمل .)لا تشابه مصفوفة قطرية1 ةلنتم 2( , )v v  إلى

1أساس  2 3( , , )v v v=V  3للفضاءℂ  3بأن نختار 1,0, 0
t

v  =   مثلاً. فيكون لدينا  
1 13Av v=      2و 2Av v= 3و      − 1 2 38 2Av v v v= − −  

  الشكل أمّا الطرف الثاني فيكتب ب

( ) ( )

( )
( )1 2 3

1 2 3
3sin (cos sin ) sin (cos sin )

2 2
cos

t

t
t t t t

t
t t tb b b

e
e

e t e t t v t v e e t t v

e t

−

−

 
 
  = − + − + + + 
 
  

�						
						� �			
			� �											
											�
  

  

  مّا كان كل حل للمعادلة المدروسة يكُتب بالشكلـول

1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( )Y t z t v z t v z t v= + +  
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)استنتجنا بالتعويض في المعادلة  )Y AY b t′ =   أنّ  +

1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3

1 3 1 1 2 3 2 2 3 3 3(3 8 ) ( 2 ) ( )

z v z v z v z Av z Av z Av b v b v b v

z z b v z z b v z b v

′ ′ ′+ + = + + + + +

= + + + − − + + − +
  

1استنتجنا أنّ  3ℂضاء أساساً للف Vمّا كان ـول 2 3( , , )z z z هو حل جملة المعادلات التفاضليّة :  

1 1 3

2 2 3

3 3

3 8 (sin cos )

2 sin
2

3(cos sin )
2

t

t

t t

z z z e t t

e
z z z t

z z e e t t−

′ = + − +

′ = − − −

′ = − + + +

  

لتين من المعادلة الأخيرة ثمُّ نعوض في المعاد 3z وهذه الجملة أبسط من الجملة الأصليّة، إذ نبدأ بتعيين
  : فالمعادلة الأخيرة تُكافئ الأخريين لنحصل على معادلات من المرتبة الأولى يسهل حلها.

( )2 23 1 4
3 2 10 5

( ) 1 (cos sin ) ( cos sin )t t te z e t t t e t t
′

′ = + + = + +  
  ومنه

( )1 4
3 10 5

( ) cos sint tz t c e e t t−= + + +  
  وبالتعويض في المعادلتين الأخريين نجد

( )
( )

271
1 1 5 5

1 21
2 2 5 10

3 (8 8 ) cos sin

( 2 2 ) cos sin

t t

t t

z z t c e t t e

z z t c e t t e

−

−

′ − = + + − +

′ + = − − − +
  

  وبالحل نجد

( ) ( )
( ) ( )

311
1 5

2 17 22
2 50 25

12 2 cos sin
2
2 cos sin

t t t

t t

z t c e t t e ae

z t ct b e t t e

−

−

= − + + − + +

= − − + + −
  

1بالتعويض في و  1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( )Y t z t v z t v z t v= +   نجد الحلّ المطلوب: +

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

2 3571 14
2 25 25

2 17 44
25 25

2 31 42 11
2 25 25

( ) (2 1) cos sin

( ) 4 2 cos sin

( ) 2 2 (4 2) 2 cos sin

t t t

t t

t t t

x t t t c t b e t t e ae

y t t ct b e t t e

z t t t c t b e t t e ae

−

−

−

= − − − − + + − + +

= + − + −

= − + + − − + + + −
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  بأمثال ثابتة nالمعادلات التفاضليّة الخطيّة السلّميّة من المرتبة 6.

1لتكن  .تعريف 1-6. 0, ,na a− تابعاً f، وℝمجالاً غير تافه من  J، وليكن K أعداداً من …
 n معادلة تفاضليّة خطية سلّميّة من المرتبةنسمّي  .K ويأخذ قيمه في J مستمراًّ على
  ، كل معادلة تفاضليّة من الشكلبأمثال ثابتة

    ( ) ( 1)
1 1 0 ( )n n

ny a y a y a y f t−
− ′+ + + + =⋯  ( )L  

 وكما جرت العادة، نسمّي المعادلة التفاضليّة   

    ( ) ( 1)
1 1 0 0n n

ny a y a y a y−
− ′+ + + + =⋯  ( )H  

)الموافقة للمعادلة “بدون طرف ثانٍ ”المعادلة التفاضليّة الخطية  )L.  
)نعلم أنّ دراسة المعادلات التفاضليّة، من الشكل  )L تؤول إلى دراسة المعادلات التفاضليّة الخطيّة ،

  أمثال ثابتة.من المرتبة الأولى ب

لنرمز بالرمز
L
S  إلى مجموعة حلول المعادلة التفاضليّة( )Lع ة التواب، أي إلى مجموع: Jϕ → K ،

  قق، وتحُ Jمرةّ على  nالتي تقبل الاشتقاق 
( ) ( 1)

1 1 0, ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n
nt J t a t a t a t f t−
− ′∀ ∈ ϕ + ϕ + + ϕ + ϕ =⋯  

  ثمُّ لنتأمّل المعادلة التفاضليّة
    ( )Y AY b t′ = +  ( )

�
L  

  عرفّنا حيث

  

0 2 1

1

0 1 0 0

0

0 0 1

0

: ( ), ( )

( )

n n

n

A

a a a

b J b t

f t

− −

×

 
 
 
 
 =  
 
 
 − − −  

 
 
 → =  
 
  

⋮M K
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�ولنرمز بالرمز 
L
S ة ة التفاضليّ لإلى مجموعة حلول المعاد( )

�
L أي إلى مجموعة التوابع ،

1: ( )n n
nJ ×Φ → ≅M K K التي تقبل الاشتقاق على ،Jقوتحُق ،  

, ( ) ( ) ( )t J t A t b t′∀ ∈ Φ = Φ +  
  عندئذ يكون التطبيق

( 1): , [ , , , ]t nT ϕ ϕ ϕ −′→ ϕ�� ֏ …
L L
S S  

  تقابلاً، تقابله العكسي هو
1

1 2 1: , [ , , , ]t
nT ϕ ϕ− → ϕ ϕ�� … ֏

LL
S S  

0fوفي الحالة التي يكون فيها  0b، أو بقول مُكافئ =   تقابلاً خطيّاً. T، يكون التطبيق =
)نستنتج إذن من دراستنا العامّة لجمل المعادلات الخطيّة بأمثال ثابتة من النمط  )
�
L الآتية، النتائج 

   بأمثال ثابتة. nالمعادلات التفاضليّة الخطيّة السلّميّة من المرتبة بقة لمتعلّ ا
  بالعلاقة Aفي الحقيقة، يعُطى كثير الحدود المميز للمصفوفة 

( )
1

0

( ) det( ) ( 1)
n

n n k
A n k

k

X A XI X a X

−

=

= − = − +∑X  

  التحليل إلى عوامل غير خزولة من الدرجة الأولى فيكتب بالشكل ℂوهو يقُبل في 

1

( ) ( ) i

p
m

A i
i

X Xλ
=

= −∏X  

,1 حيث , pλ λ…  زةهي الجذور المختلفةللمعادلة الممي   
1

1 1 0 0n n
na a aλ λ λ−
−+ + + + =⋯  

)للمعادلة التفاضليّة  )L1، و, , pm m… .منها هي مراتبُ مضاعَفَةِ كل  
)يُكتب الحل العام للمعادلة التفاضلية بدون طرف ثان  5-9.وبالاستفادة من النتيجة  )L بالشكل  

1

1 0

i

i

mp
tj

i j
i j

t c t e λ
−

= =
∑∑֏  

)وعليه فإنّ جملة التوابع  , )( )itj
i jt t e λ   حيث ֏∆∋

2{( , ) : , 0 }p ii j i j m∆ = ∈ ∈ ≤ <ℕ ℕ  
 تولد

H
S  َحلول المعادلة التفاضلية بدون طرف ثان فضاء ( )H اويالذي بعُده يسnا كان  ـّ. ولم

Card( ) n∆ ) توابعاستنتجنا أنّ جملة ال = , )( )itj
i jt t e λ  هي أساس للفضاء ֏∆∋

H
S.  
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)لحل المعادلة    )L  ا في نن يمكن. ولكمتغيرّة الثوابتجعل يمكننا بوجه عام استخدام طريقة
) ةف فيها شكل الحل الخاص للمعادلبعض الحالات التي نعر  )L ير المعينّة. اتبّاع طريقة الثوابت غ

  :الآتيةوذلك ما توضحه المبرهنة 

1 لتكن .مبرهنة 2-6. 0, ,na a− )، وليكن كثير الحدود K أعداداً من … )R X  من[ ]Xℂ 
  . عندئذ تقبل المعادلة التفاضليّةℂمن  λو
    ( ) ( 1)

1 1 0 ( )n n t
ny a y a y a y R t eλ−
− ′+ + + + =⋯    

) خاصّاً من الشكل حلاًّ    ) r tt Q t t eλ֏ ،وQ من  رٌ عنص[ ]Xℂ رجة له د( )R X 
  : للمعادلة المميزةجذراً  λإذا لم تكن  0فيساوي  r نفسها، أمّا

1
1 1 0 0n n

na a aλ λ λ−
−+ + + + =⋯  

جذراً للمعادلة  λ ذر إذا كانتللمعادلة التفاضليّة السابقة، ويساوي رتبة مضاعفة هذا الج  
  المميزة.

  الإثبات
  لنعرّف كثير الحدود 

1
1 1 0( ) n n

nX X a X a X a−
−= + + + +⋯X  

  ولنتأمّل التطبيق الخطّي

: [ ] [ ], ( ) ( ) ( )u X X P X P X P Xλ ′→ +ℂ ℂ ֏  

  بملاحظة أنّ 

( )d
[ ], , ( )( ) ( )

d

t t
P X t u P t e e P t

t

λ λ−∀ ∈ ∀ ∈ =ℂ ℝ  

  نستنتج بسهولة أنّ 

  ( )d
, [ ], , ( )( ) ( )

d

k
k t t

k
k P X t u P t e e P t

t

λ λ−∀ ∈ ∀ ∈ ∀ ∈ =ℕ ℂ ℝ  ( )∗  

  في مشتق جداء تابعين نجد Leibnizوبالاستفادة من علاقة 

( ) ( )

0 0

d 1[ ], ( ) ( )
!d

k
k k k

kP X u P C P Pλ λ
λ

−

= ≥

∀ ∈ = = ⋅∑ ∑ℓ ℓ ℓ ℓ

ℓ
ℓ ℓ

ℂ
ℓ
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]من  Pه في حالة كثير حدود ومنه نستنتج أنّ  ]Xℂ لدينا  
( ) ( )

( )

0 0

d( )( ) ( ( )) ( )
! !d

P Pu P λ λ
λ≥ ≥

= ⋅ = ⋅∑ ∑
ℓ ℓ

ℓ

ℓ
ℓ ℓℓ ℓ

X X X  

)نجد أنّ  rوأخيراً إذا استفدنا من تعريف العدد  )( ) 0r λ ≠X  ّوأن  
( )

( )[ ], ( )( ) ( )
!r

PP X u P λ
≥

∀ ∈ = ⋅∑
ℓ

ℓ

ℓ

ℂ
ℓ

X X  

  وبوجه خاص يكون لدينا 
( )[ ], deg ( )( ) degrP X u X P P∀ ∈ ⋅ =ℂ X  

  التطبيق الخطّي كان،  ℕمن  dاً كانت نستنتج من هذه الخاصّة أنهّ، أيّ 

: [ ] [ ], ( )( )r
d d dX X P u X PΦ → ⋅ℂ ℂ ֏ X  

، وعليه إذا كان تقابلاً  dالمعرّف على فضاء كثيرات الحدود العقديةّ التي درجاا أصغر أو تساوي 
( )R X  عنصراً من[ ]Xℂ فيوجد كثير حدود وحيد ،( )Q X  درجتهd  تساويdeg ( )R X 
) ويحُقق )d Q RΦ ) . وبناءً على=   ، هذا يُكافئ∗(

( ) ( )
1

0

d d, ( ) ( ) ( )
d d

n
n kt t r t r

kn k
k

t e e t Q t a e t Q t R t
t t

λ λ λ
−

−

=

  ∀ ∈ + =   
∑ℝ  

  �  طلوبة.وهي النتيجة الم

   أمثلة 3-6.
  لنتأمّل المعادلة التفاضليّة �

  2 chy y y t′′ ′− + = (1)  
  الموافقةوالمعادلة بدون طرف ثان 

  2 0y y y′′ ′− + = (1 )
H

  
1)فاضليّة لمعادلة التل المميزةإنّ المعادلة  )

H
  هي 

2 2 1 0X X− + =  
1) العام للمعادلة التفاضليّة جذراً مضاعفاً. إذن الحل  1وهي تقبل العدد  )

H
 يُكتب بالشكل 

( ) tt t eα β+֏.  
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  سابقة تقبل المعادلة التفاضليّةاستناداً إلى المبرهنة ال

  12
2

ty y y e′′ ′− + =   

2من الشكل  0ψ خاصّاً حلاًّ  tt a t e֏  ّزة.  1لأنجذر مضاعف من المرتبة الثانية للمعادلة الممي

1 دوبالتعويض في المعادلة التفاضليّة نج
4

a = .  

  وكذلك تقبل المعادلة التفاضليّة

  12
2

ty y y e−′′ ′− + =   

ttمن الشكل  1ψ خاصّاً حلاًّ  be−֏  ّزة. وبالتعويض في  −1لأنليس جذراً للمعادلة الممي

1 التفاضليّة نجدالمعادلة 
8

b =.  

chمّا كان ـول
2

t te et
0 استنتجنا أنّ  =+− 1ψ ψ+ خاص للمعادلة التفاضليّة (1) هو حل .

  هو (1) وعليه يكون الحلُ العام للمعادلة التفاضليّة
2 1
4 8

t ttt t e eα β −  + + +  
֏  

  لنتأمّل المعادلة التفاضليّة� 

  2 2cosy y t t′′ + = (2)  
  والمعادلة بدون طرف ثانٍ الموافِقة

  0y y′′ + = (2 )
H

  
2)لمعادلة التفاضليّة إنّ المعادلة المميزة ل )

H
  هي 

2 1 0X + =  
2) العام للمعادلة التفاضليّة . إذن يكُتب الحلi− و iوهي تقبل جذرين بسيطين  )

H
  بالشكل  
i i

1 1 1 1 1 1( )cos i( )sin cos sint tt e e t t t tα β α β α β α β−+ = + + − = +֏  

  ثوابت اختياريةّ. ) 1βو 1αأو (  βو α حيث
  وهنا نلاحظ أنّ 

2 2 2 2 2 2 2 i 2 2 i1 1 1 1 1cos cos2
2 2 2 4 4

t tt t t t t t t e t e−= + = + +  
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  ولكنّ المعادلة التفاضليّة

  21
2

y y t′′ + =   

2tمن الشكل  0ψ تقبل حلاً خاصّاً  at bt c+ ليس جذراً للمعادلة المميزة.  0لأنّ  ֏+
1 وبالتعويض في المعادلة التفاضليّة نجد

2
, 0, 1a b c= = =   . أي −

2
0

1( ) 1
2

t tψ = −  

  وكذلك تقبل المعادلة التفاضليّة

  2 2 i1
4

ty y t e′′ + =   

2 من الشكل 1ψ خاصّاً حلاًّ  2 i
1 1 1( ) tt a t b t c e+ 2 لأنّ  ֏+ i  .زةليس جذراً للمعادلة الممي

1 وبالتعويض في المعادلة التفاضليّة نجد 2 i 13
12 9 54
, ,a b c= − = −   . أي =

( )2 2 i
1

1 2 i 13( )
12 9 54

tt t t eψ = − − +  

  هو حل خاص للمعادلة التفاضليّة 1ψونلاحظ هنا دون أي حساب إضافي أنّ 

  2 2 i1
4

ty y t e−′′ + =   

0وعليه يكون  1 1ψ ψ ψ+ وهكذا نرى أنّ الحل العام للمعادلة  (2)حلاً خاصّاً للمعادلة  +
  هو (2)ةالتفاضليّ 

2 2 4 13cos sin 1 cos2 sin2 cos2
2 6 9 27
t t tt t t t t tα β+ + − − + +֏  

  لنتأمّل المعادلة التفاضليّة� 

  4 tan , ] , [
2 2

y y t t π π′′ + = ∈ − (3)  

  والمعادلة بدون طرف ثانٍ الموافِقة
  4 0y y′′ + = (3 )

H
  

 3)لمعادلة التفاضليّة زة لإنّ المعادلة الممي )
H

  هي 
2 4 0X + =  
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2 وهي تقبل جذرين بسيطين i 2و i− 3) العام للمعادلة التفاضليّة . إذن يُكتب الحل )
H

بالشكل  
cos2 sin2t t tα β+֏ ،حيث α وβ .ّثوابت اختيارية  

ة، لأنهّ لا يمكن إرجاع الطرف  (3) لإيجاد حل خاص للمعادلة نتبع هنا طريقة جعل الثوابت متغير
  لنبحث إذن عن هذا الحل بالشكل 6-2.الثاني إلى الشكل الوارد في المبرهنة 

( ) ( )cos2 ( )sin2t y t t t t tα β= +֏  

βو ′αيتعينّ المشتقّان  إذ   بالمعادلتين ′

( )cos2 ( )sin2 0

( )( 2 sin2 ) ( )(2 cos2 ) tan

t t t t

t t t t t

α β

α β

′ ′+ =
′ ′− + =

  

  وبالحلّ نجد

2

2

1 1
( ) sin2 tan sin (1 cos2 )

2 2
1 1 1 1

( ) cos2 tan (2 cos 1) tan sin2 tan
2 2 2 2

t t t t t

t t t t t t t

α

β

′ = − ⋅ = − = − −

′ = ⋅ = − ⋅ = −
  

  وعليه

1
( ) sin2

2 4
1 1

( ) cos2 ln(cos )
4 2

t
t t

t t t

α

β

= − +

= − +
  

  الآتيالخاص  ونجد من ثمَّ الحلّ 
1 1 1

( ) sin2 cos2 cos2 ln(cos ) sin2
2 4 4 2

1
cos2 sin2 ln(cos )

2 2

t
t t t t t t t

t
t t t

ψ
     = − + + − +        

= − ⋅ + ⋅

֏
  

  : بالصيغةالحل العام لها  عطىي، و (3)للمعادلة التفاضليّة 
1

cos2 sin2 cos2 sin2 ln(cos )
2 2

t
t t t t t tα β+ − ⋅ + ⋅֏  

  ثابتان اختيارياّن. βو αحيث



 288 المعادلات التفاضليّة الخطيّة

1لتكن  .تعريف4-6. 0, ,na a− تابعاً  f، وℝ∗مجالاً غير تافه من  J، وليكن Kأعداداً من  …
، كل معادلة n من المرتبة Euler معادلة أولر. نسمّي K ويأخذ قيمه في Jمستمراًّ على

  تفاضليّة من الشكل
    ( ) 1 ( 1)

1 1 0 ( )n n n n
nt y a t y a t y a y f t− −
− ′+ + + + =⋯  ( )L  

 دلة التفاضليّة وكما جرت العادة، نسمّي المعا  

    ( ) 1 ( 1)
1 1 0 0n n n n

nt y a t y a t y a y− −
− ′+ + + + =⋯  ( )H  

) الموافقة للمعادلة “بدون طرف ثانٍ ”المعادلة التفاضليّة  )L.  
)في الحقيقة، تجري دراسة المعادلة  )L  الينعلى أحد اI + ∗

+= ℝأو ،I− ∗
−= ℝ  وهي تؤول

xt إلى معادلة تفاضليّة خطيّة بأمثال ثابتة عند إجراء تغيير المتحوّل e= ىعل I xtأو  + e= − 
) العامّة لحل المعادلةق ائ. ونتبع بعد ذلك الطر −I على )L.  

  
  لنتأمّل المعادلة التفاضليّة .مثال 5-6.

  2 23 3 2 tt y t y y t e′′ ′− + = (1)  
  والمعادلة بدون طرف ثانٍ  الموافِقة

  2 3 3 0t y t y y′′ ′− + = (1 )
H

  
I سندرس هذه المعادلة على أحد االين xt . لذلك نغير المتحوّلI وليكن −Iأو + eε=  مع

1ε Iفي حالة اال  = 1εو + =   .−I في حالة اال −
  وهنا نلاحظ أنّ 

2

2 2

2

2 2 2

1d d dd
d d d d

1 1 1d d d dd d
d d d d dd

1 1d d

dd

y y yx

t x t x t
y y y y

t x t t x t xt t

y y

xx t t

= ⋅ = ⋅

     = ⋅ = ⋅ − ⋅      

= ⋅ − ⋅
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  إذن

2
2

2

d

d
d d

dd

y
t y

x
y y

t y
xx

′ =

′′ = −
  

1) وبالتعويض في المعادلة )
H

  يصبح لدينا 
2

2

d d
4 3 0
dd

y y
y

xx
− + =  

  ة بأمثال ثابتة يعُطى حلها العام بالعلاقةوهذه معادلة خطيّ
3x xx e eα β+ ɶɶ֏  

1)نجد أنّ الحل العام للمعادلة  tوبالعودة إلى المتحول  )
H

  يُكتب بالشكل Iعلى اال  
3t t tα β+֏  

ة دون أن ننسى عند التطبيق أن  (1)ولإيجاد حل خاص للمعادلة  نتبع طريقة جعل الثوابت متغير
  نجعل هذه المعادلة محلولة بالنسبة إلى المشتق الثاني، فنبحث عن الحل الخاصّ بالشكل 

3( ) ( ) ( )t y t t t t tα β= +֏  

βو ′αيتعينّ المشتقّان  إذ   بالمعادلتين ′
3

2 2

( ) ( ) 0

( ) 3 ) 2

3

( t

t t t t

t t t t e

α β

α β

′ ′+ =

′ ′+ =
  

  وبالحلّ نجد
  2( ) tt t eα′ = )و    − ) tt eβ ′ =  

  تارنخوعليه يمكننا أن 
2( ) ( 2 2) tt t t eα = − + )و    − ) tt eβ =  

  من الشكل Iعلى اال  (1)العام للمعادلة ندئذ يكون الحل ع
3 2(1) 2( ) tt t t t t eα βϕ = + + −֏  
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  لنعرّف التوابع الحقيقيّة

0 0

3

1 1

2 2 3

2

: , ( )

: 0
: , ( )

0 : 0

0 : 0
: , ( )

: 0

: , ( ) 2( ) t

t t

t t
t

t

t
t

t t

t t t eψ ψ

ϕ → ϕ =
 ≥ϕ → ϕ =  <
 >ϕ → ϕ =  ≤

→ = −

ℝ ℝ

ℝ ℝ

ℝ ℝ

ℝ ℝ

  

  معطى بالعلاقة ℝعلى  (1)عندئذ نترك للقارئ أنّ يتحقق بسهولة أنّ الحل العام للمعادلة 

0 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t t t tα β γ ψϕ = ϕ + ϕ + ϕ +֏  

,و ,α β γ كامل  ثوابت كيفيّة. وجميع الحلول المعرّفة على ℝ  0)لهذه المعادلة تمر بالنقطة, ، وقد (0
  : يأتيا فيما رسمنا بعضاً منه

 

  

g  
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  تمرينات
  

J احسب  1.التمرينexp( )tA  حين تكونA إحدى المصفوفات التالية  

5 1 3 0 1 1 2 3 1

1 1 1 , 1 0 2 , 1 2 1

1 0 0 1 2 0 2 6 3

     − − − − −     
     − − − −     
     
     − −          

  

2 1 0 0 0
1 1 2 2

1 0 0 0 0
0 0 1 1

1 2 3 1 0,
1 1 1 0

1 2 1 2 1
1 1 1 0

1 2 1 0 1

 
 − −     −  −      −     − − −    −    
  

  

  لـالح

 في حالة tAeحساب  �
5 1 3

1 1 1

1 0 0

A

 − − 
 = − 
 
  

.  

  هو  Aنجد بحساب مباشر أنّ كثير الحدود المميز للمصفوفة 
2( ) ( 1) ( 4)A X X X= − − −X  

)2لنبحث إذن عن كثير الحدود من الدرجة الثانية  ) ( 1) ( 1)t X X Xα β γ= + − + −E 
  الذي يحقّق الشروط :

(1) t
t e=E   (1)و t

t te′ =E   (4)4و t
t e=E  

   أنّ ونجد بالتعويض 
teα tteβو  =   و  =

4 3

9

t t te e te
γ

− −
=  

  وهذا يقتضي
4

23
( ) ( )

9

t t t
tA t t e e te
e e I te A I A I

 − −  = + − + −   
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  ومنه نجد
4 4 4

4 4 4

4 4 4

3 12 (4 3 ) 4 (8 3 ) 8
1

3 3 (10 3 ) (2 3 ) 2
9

3 3 (1 3 ) (11 3 ) 2

t t t t t t

tA t t t t t t

t t t t t t

e e t e e t e e

e e e t e e t e e

e e t e e t e e

 − + + − − − 
 = − + + − − − 
 
− + + − − −  

  

 في حالة tAeحساب  �
0 1 1

1 0 2

1 2 0

A

 − 
 = − 
 −  

.  

  نجد بحساب مباشر أنّ:

2

2 2 2

2 5 1

2 1 5

A

 − 
 = − 
 −  

3و       

0 6 6

6 0 12 6

6 12 0

A A

 − 
 = − = − 
 −  

  

,21ونستنتج من ذلك أنّ  6n nn A A+∀ ≥ =   ة بالتدريج نبرهن مباشر  ومن ثمَّ  −

2 10, ( 6)n nn A A+∀ ≥ = −  

  أنّ أيضاً نجد  Aوبضرب طرفي العلاقة السابقة بالمصفوفة 
2 2 20, ( 6)n nn A A+∀ ≥ = −  

  ومنه نجد

( ) ( )
2 1 2 2

2 1 2 2

0 0 0

2 1 2 2
2

0 0

2 1 2

0

! 2 1 ! 2 2 !

( 6) ( 6)

(2 1)! (2 2)!

1 ( 1) ( 6 ) 1 ( 1) ( 6 )

(2 1)! 6 (26

n n n
tA n n n

n n n

n n n n

n n

n n n n

n

t t t
e A I A A

n n n

t t
I A A

n n

t t
I A

n n

∞ ∞ ∞+ +
+ +

= = =
∞ ∞+ +

= =
∞ +

=

= = + +
+ +

   − −    = + +    + +     
 − − = + −  +  

∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑ 2

1

2

)!

sin 6 1 cos 6

66

n

A

t t
I A A

∞

=

      
−

= + +

∑
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  ومنه
4 2 2 0 1 1 2 2 2

1 sin 6 cos 6
2 1 1 1 0 2 2 5 1

6 66
2 1 1 1 2 0 2 1 5

tA t t
e

     − −     
     = + − − −     
     − −          

  

 في حالة tAeحساب  �
2 3 1

1 2 1

2 6 3

A

 − − 
 = − − 
 −  

.  

  نجد بحساب مباشر أنّ 

2

1 3 1 1 3 1

( ) 1 3 1 1 3 1 0

2 6 2 2 6 2

A I

   − − − −   
   − = − − ⋅ − − =   
   − −      

  

  وعليه
( ) ( )

( ( )) ( )

tA tI t A I t t A I

t t t

e e e e

e I t A I e I te A I

+ − −= = ⋅

= + − = + −
  

  أو
(1 ) 3

(1 3 )

2 6 (1 2 )

t t t

tA t t t

t t t

t e te te

e te t e te

te te t e

 + − − 
 = − − 
 
− +  

  

 في حالة tAeحساب  �

1 1 2 2

0 0 1 1

1 1 1 0

1 1 1 0

A

 − − 
 − =  − 
 −  

.  

2هو  Aنجد بحساب مباشر أنّ كثير الحدود المميز للمصفوفة  2( ) ( 1)A X X X= −X .
2لنبحث إذن عن كثير الحدود من الدرجة الثالثة  3( )t X X X Xα β γ δ= + + +E  الذي

  يحقّق الشروط :
(0) 1t =E   (0)وt t′ =E   (1)و t

t e=E   (1)و t
t te′ =E     



 296 المعادلات التفاضليّة الخطيّة

  ونجد بالتعويض:
1α tβو = 1teو = tγ δ+ = − 2و − 3 tte tγ δ+ = −  
  وهذا يقتضي

1α tβو  = 3)و   = ) 3 2tt e tγ = − − )و  − 2) 2tt e tδ = − + +  
  ومنه نجد

2 3(3 3 2 ) ( 2 2 )tA t t t te I tA e te t A te e t A= + + − − − + − + +  
  أو

1 1 1

0 1

1 1

t t t t

tA
t t t t t

t t t t t

e e t e t e

t t
e

te te te e te

te te te e te

 − − + + − − 
 − =  − + − + − 
 
 − − 

  

 في حالة tAeحساب  �

2 1 0 0 0

1 0 0 0 0

1 2 3 1 0

1 2 1 2 1

1 2 1 0 1

A

 
 
 − 
 =  
 − − − 
 
  

.  

  هو Aد بحساب مباشر أنّ كثير الحدود المميز للمصفوفة نج
2 3( ) ( 1) ( 2)A X X X= − − −X  

  لنبحث إذن عن كثير الحدود من الدرجة الرابعة
2 3 3( ) ( 2) ( 2) ( 2) ( 1)( 2)t X X X X X Xα β γ δ ε= + − + − + − + − −E  

  الذي يحقّق الشروط :
(1) t
t e=E  (1)و t

t te′ =E  (2)2و t
t e=E  (2)2و t

t te′ =E  2و 2(2) t
t t e′′ =E  

  ونجد بالتعويض :
2teα 2tteβو  = و  =

2
2

2
tt

eγ و  =
2

2 2 2

2
t t t tt
e e te eδ = − + − +  

و 
2

2 2 23 3 2
2

t t t t tt
e te e te eε = − − + − +  
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  نستنتج أنّ منه و 

2 2

2 2

2 2

2 22
2 2

2 2

2 2
2 2

2 2

1 0 0 0

1 0 0 0

2 3 0 0 0

4 5 0 0 0

8 7 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

2 2 2 3 2 1

4 6 2 5 4 1

8 6 2 7 4 1

tA t

t tt

t t

t t

t t

t t

t te e

t t

t t

t t t t t te

t t t t t t

t t t t t t

 + 
 − − 
 − + − +=  
 − − 
 − − − −  
 
 
 
 
 − + − + + ++  
 
 − + − − + − − − −

− −

− −


 − + − + − +  

  

  ú  المطلوب.إثبات ويتمّ 

J لتكن  2. التمرينA  مصفوفة من( )nM ℂ  ق الشرط3:تحق 3 2 nA A I=  . احسب−
exp( )tA.  

  لالحـ

3 نلاحظ أنّ كثير الحدود 2( ) 3 2 ( 1) ( 2)P X X X X X= − + = − يحُقّق  +
( ) 0P A =.  

)2لنبحث إذن عن كثير الحدود الوحيد  ) ( 1) ( 1)t X a b X c X= + − + −E  الذي يحُقّق
  الشروط 

(1) t
t e=E   (1)و t

t te′ =E   2و( 2) t
t e−− =E  

  ونجد بالتعويض :
ta e=  وtb te=  21و

9
( 3 )t t tc e e te−= − +    

  إذن
2

2

2
2

3
( ) ( )

9

(2 )(4 ) (2 )( ) ( )
9 3 9

t t t
tA t t

t t t

e e te
e e I te A I A I

e te e
I A I A I A A I A I

−

−

− +
= + − + −

= + − + + − + −
  

  ú  المطلوب.هو و 
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J احسب  3. التمرينexp( )mtA  حين تكونmA معطاة بالعلاقة التالية  
1 2 1 2 2

1 1 1

1 2 1 2

m

m m m

A m

m m

 − − − − 
 = + 
 
 + −  

  

  الحـل

)نجد بحساب مباشر أنّ كثير الحدود المميز  )
mA
XX  للمصفوفةmA يعطى بالعلاقة  

( ) ( )( 1)( 1)
mA
X X m X m X m= − − − − + −X  

}لا تنتمي إلى اموعة  mلنفترض إذن أنّ  }1
2

ثلاث قيم ذاتية  mA، عندئذ يكون للمصفوفة ,0
  الآتي:الأساس  سنختار لفضاء كثيرات الحدود من الدرجة الثانيةمختلفة، 

( )1
2

1,( )( 1),( 1)( )X m X X m X− − − − −  

  يةلنبحث إذن عن كثير الحدود الوحيد من الدرجة الثان
1
2

( ) ( )( 1) ( 1)( )t X a b X m X c X m X= + − − + − − −E  
  الذي يحُقق الشروط

( ) mt
t m e=E   و( 1)( 1) m t

t m e ++ =E   1)و )(1 ) m t
t m e −− =E  

) عبارة فيبالتعويض  )t XE نجد  

( )1
2

( 1)

(1 )

2

1

( ) (2 ) 11

2

mt

m t

m t

me a c m

e a bm

e a b c m m

m+

−

= − −

= + −×

= + + −

×

×

  

1وطرفي المعادلة الثانية بالمقدار  2mنضرب طرفي المعادلة الأولى بالمقدار  2m−  ثمُّ نجمع
  المعادلات الثلاث فنجد

( 1) (1 )2 (2 1) 2mt m t m tme m e e a+ −− − + =  
  وعليه

( ) ( 1) (1 )1 1
2 2

mt m t m ta me m e e+ −= − − +  
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  ومن ثمَّ 
( 1) (1 )

( 1)

1(1 )
/2( 1) 2

1
2

sh
( 1)

2
sh( )

(1 )
2 1

m t m t
mt m t mt t t

m t mt
tmt m t mt t

e e mt
b e e e e e

m m
m te e

c e e e e e
m m

+ −
+

−
+

−
= − + + = − +

−−
= − + = − −

− −

  

  وعليه يمكننا أن نكتب 
1

/2 2

1
2

sh( )sh
( )mtA t t

m m m

m tmt
e E t e F e G

m m

−
= + −

−
  

  حيث

( )

( )

2 2

2 2

21
2

1 1 1
2 2 2

2 21 1 1
2 2 2

( 1) (1 )1 1
2 2

1 1 2 1 2

( )( )

1 1 2 1 2

2 2 1 2

( ( 1) )( ) 0

2 2

( ) ( ) ( 1)( )

m

m

mt m t m t mt t
m m m

m m m m

F A mI A I m m m

m m m m

m m m m

G A m I A I m m

m m m

E t me m e e I e e F G+ −

 − − − − + − − 
 = − − =  
 
+ + − +  

 − − + − + 
 = − + − = − + − + 
 

+ − +  
= − − + + − −

  

  وهنا نلاحظ أنّ 

( )1
2

1 1 1 1 1 2 2

0 0 0 1 1 1

1 1 1 1 1 2 2

1 0 1 2 1 2 2 2

0 0 0 1 0 1

1 0 1 1 1 2 1 2

1 1 2 2 2
1

1 2 1
2

1 1 2 1

m

m

m m

m m

F m

m m

m m

G m

m m

m m m

F G m

m

   − − − − − + −   
   = +   
   −      

   − − − + − −   
   = + −   
   − − +      

 − + − − − + 
 − =  
 +  
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  نستنتج، mtAeوبالتعويض في عبارة 

1
/2 2

1
2

1 1 1 1 0 1
sh( )sh

( ) 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 0 1

mtA t t
m

m tmt
e H t e e

m m

   − − − − −   −   = + −   −   
      

  

  و

( )( )

( )

( )

( )

( 1) (1 )1 1
2 2

( 1)

( 1) (1 )

(1 )

( )

1 1 2 2 2
1

1 2 1
2

1 1 2 1

1 1 2 2
1

1 1 1
2

1 1 2 2

2 1 2 2 2
1

1 0 1
2

1 1 2 1 2

mt m t m t
m

m t mt

m t m t

mt m t

H t me m e e I

m m m

e e m

m

m m

e e

m m

m m

e e

m m

+ −

+

+ −

−

= − − +
 − + − − − + 
 + −  
 +  
 − −

−

−

−

+ − 
 + −  
 −  

 − + − − 
 − −  
 − − + 

−

−

−

− 

  

  والتحلّي بالصبر، نجد حساب أخير، بعد و 

1
/2 2

1
2

(1 2 ) (1 2 )

(1 2 ) (1 2 )

1 0 1 1 1 1
sh( ) sh

0 0 0 0 0 0

1 0 1 1 1 1

2 2

1 1

1 1

mtA t t

t t m t t m t

mt t t t

t t m t t m t

m t mt
e e e

mm

e e e e e

e e e e

e e e e e

− −

− −

   
   −    = −   −    − − − − −      

 − − + − − 
 + − + − + 
 
− + − − + +  

  

mmولكنّ التابع  A֏  على تابعٌ مستمرℝ إذن أياًّ كانت قيمة ،t  منℝ  فالتابع

mtAm e֏  على  تابعٌ مستمرℝ وعليه، لحساب ،mtAe  0في حالةm 1أو  =

2
m = 

  لنجد، طتينالنق اتينيكفي أن نأخذ النهاية عند ه
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0

1 1

1 1

t t t t

tA t t t

t t t t

te te e te

e e e e

te te e te

 − − − − 
 = − + − + 
 

+  

  

  وكذلك

  1/2 /2

3 2 2 2 2 2

1 1

2 2 2 2 1 2

t t t

tA t t t t

t t t

t e e t e

e e e e e

t e e t e

 + − − + + − 
 = − + − + 
 
− − + − + − − +  

  

  ú  المطلوب. هوو 

J احسب  4. التمرينexp( )A  حين تكونA معطاة بالعلاقة التالية  
a b b

A b a b

b b a

 
 
 =
 
  

  

  الحـل

  تُكتب بالشكل Aالمصفوفة نلاحظ أنّ 
1 0 0 1 1 1

( ) 0 1 0 1 1 1 ( )

0 0 1 1 1 1

a b b

A b a b a b b a b I bJ

b b a

     
     
     = = − + = − +     
     
          

  

2تحُقّق  Jولكنّ المصفوفة  3J J=  َّ11و من ثم, 3n nn J J−∀ ≥   ومن ثمَّ  =

  

( )

( )
0 1

3 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

1 (3 )

! 3 !

1 1
( 1)

3 3

2

2
3

2

n n
a b IA bJ a b n a b

n n

a b b a b a b a b

b b b b b b

a
b b b b b b

b b b b b b

b b
e e e e J e I J

n n

e I e J e I e e J

e e e e e e
e

e e e e e e

e e e e e e

∞ ∞
− − −

= =

− − + −

− − −

− − −

− − −

        = ⋅ = ⋅ = ⋅ +            
 = ⋅ + − = + −  

 + − −

= − + −

− − +

∑ ∑


 
 
 
 
  

  

  ú  المطلوب. هوو 
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J تبعاً لقيم الوسيط، أوجد 5. التمرينm، عادلات الخطيّةالحلّ العام لجملة الم  

2

1

( 2) (1 2 ) 1

x y

y z

z m x m m y m z

 ′ = − + ′ = − ′ = − + + − + +

  

  الحـل

mXتُكافئ هذه الجملةُ المعادلةَ  A X B′ =    حيث +

2

0 1 0 1

0 0 1 , 0

1( 2) 1 2

mA B

m m m m

   −      = − =      − + − −     

  

  بحساب مباشر : mAونجد كثير الحدود المميز للمصفوفة 
2( ) ( 1)( )

mA
X X X m= − + +X  

m{1,0}حالة  لندرس أوّلاً  �  لنبحث عن كثير الحدود من الدرجة الثانيةو ، ∌

2( ) ( ) ( )t X a b X m c X m= + + + +E  
  الذي يحُقّق الشروط

( 1) t
t e−− =E   و( ) mt

t m e−− =E  و( ) mt
t m te−′ − =E  

  ونجد بحساب بسيط أنّ 
mta e−=   وmtb te−= و

( 1)

2

1 ( 1)

( 1)

m t
mte t m

c e
m

−
−− − −

=
−

  

  ومن ثمَّ 
( 1)

2

2

1 ( 1)
( ) ( )

( 1)
m

m t
tA mt e m t
e e I t A mI A mI

m

−
−
 − − −  = + + + +   − 

  

)قلَوبة في هذه الحالة  mAولأنّ المصفوفة  .بقي أن نجدَ حلاً خاصّاً للجملة )0m نرى أنّ  ≠
  الشعاع الثابت 

( )21

1

1

1

0

m

mZ A B−

 + 
 

= − =  
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 0خاص للجملة، فالحلّ العام المنشود هو  حل( ) mtAX t e X Z=   ، ومن ثمَّ +

( )

2( 1)
2

2

( 1)
2

2

( 1)
2

1 ( 1) 1
( ) ( ) ( 2 ) 1

( 1)

1 ( 1)
( ) ( ) ( 2 ) 1

( 1)

1 ( 1)
( ) ( 2) ( 1)

( 1

m t
mt

m t
mt

m t
mt

e m t
x t e t m m m

mm

e m t
y t e t m m m

m

e m t
z t e t m m m m

m

α α β α β γ

β β γ α β γ

γ α β γ

−
−

−
−

−
−

   − − −  = + − + − + + +       − 
 − − −  = + − + − + +  − 

− − −
= − − + + + +

−
2

2
( 2 )

)
m mα β γ

   − +   

  

0mلنأتِ إلى حالة  �  الآتية، في هذه الحالة تُكتب الجملة بالصيغة البسيطة =

1x y′ = − + ،y z′ = − ، 1z z′ = − +  
)من المعادلة الأخيرة نستنتج أنّ  ) 1 t tz t e eγ− −= − ، نعوض في الثانية ثمُ في الأولى لنجد +

  أنّ 
2

( )
2

( )

( ) 1

t

t

t

t
x t t e t

y t e t

z t e

α β γ

β γ

γ

−

−

−

= − + + +

= + −

= +

  

1mأمّا حالة  � تسعى إلى  mالحلّ العامّ بجعل  ويمكن أن نستنتجها من، فهي أيضاً بسيطة، =
 فنجد 1

  

2

2

2

( ) 4 ( ) ( 2 )
2

( ) 1 ( ) ( 2 )
2

( ) ( 3 2 ) ( 2 )
2

t

t

t

t
x t e t

t
y t e t

t
z t e t

α α β α β γ

β β γ α β γ

γ α β γ α β γ

−

−

−

  = + + − + − +   
  = + + − + − +   

  = + − + − + − +   

    

  ú  المطلوب. هوو 

Jأوجد الحلّ العام على  6. التمرين∗
+ℝ  الآتيةلجملة المعادلات الخطيّة :  

16 5 3

8 7 4

22

x x y z
t

y x y z

z x y z
t

 ′ = − + + + ′ = − + + ′ = − + + +
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  الحـل

Xتُكافئ الجملة المدروسة المعادلة  AX B′ =   مع +
6 5 3

8 7 4

2 1 1

A

 − 
 = − 
 −  

)    و     )
1

1
0

2

B t
t

 
 
 =  
 
  

  

)2هو  Aونجد بحساب مباشر أنّ كثير الحدود المميز للمصفوفة  ) ( 1)A X X X= − −X ونجد .
1أيضاً بحساب بسيط أساساً  2 3( , , )v v v  3للفضاءℝ  قيحُق  

1 0Av 2و = 2Av v= 3و 3 2Av v v= +  

  مثلاً 

1

1

0

2

v

 
 
 =  
 
  

2و    

1

2

1

v

 
 
 =  
 −  

3و    

0

1

2

v

 
 
 = − 
 
  

  

  فيُكتب الحل المنشود على هذا الأساس بالصيغة

1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( )X t x t v x t v x t v= + + 

1فإذا لاحظنا أنّ 

1
( )B t v

t
Xآلت المعادلة  = AX B′ =   إلى الشكل +

1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3 1

2 2 3 2 3 1

1
( )

1
( )

x v x v x v A x v x v x v v
t

x v x v v v
t

′ ′ ′+ + = + + +

= + + +
  

  ومن ثمَّ 

1

2 2 3

3 3

1/x t

x x x

x x

 ′ = ′ = + ′ =

  

  إنّ حل هذه الجملة سهلٌ جدّاً، ونجد

1( ) lnx t tα= )2و    + ) ( ) tx t t eβ γ= )3و    + ) tx t eγ=  
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)وبالعودة إلى  )X t نجد  

  

( ) ( ) ln

( ) (2 2 )

( ) 2 (2 ) 2 ln

t

t

t

x t t e t

y t t e

z t t e t

α β γ

β γ γ

α γ β γ

= + + +

= − +

= + − − +

  

  ú  المطلوب.هو و 

Jأوجد الحلّ العام على  7. التمرينℝ :لجملة المعادلات الخطيّة التالية  
2

2 3

3

2 2

10 5 7 2 5

4 2 2 2

t

t

t

x x y z t t e

y x y z t t t e

z x y z t t e

−

−

−

 ′ = − + + − ′ = − + + − − ′ = − + + −

  

  الحـل

Xتُكافئ الجملة المدروسة المعادلة  AX B′ =   حيث +
2 1 2

10 5 7

4 2 2

A

 − 
 = − 
 −  

و        
2

2 3

3

( ) 2 5

2

t

t

t

t te

B t t t te

t te

−

−

−

 − 
 = − − 
 

−  

  

)2هو  Aونجد بحساب مباشر أنّ كثير الحدود المميز للمصفوفة  ) ( 1)A X X X= − +X ونجد .
1أيضاً بحساب بسيط أساساً  2 3( , , )v v v  3للفضاءℝ  قيحُق  

1 1Av v= 2و   − 0Av 3و   = 2Av v=  
  مثلاً 

1

1

1

2

v

 − 
 =  
 
  

2و    

1

2

0

v

 
 
 =  
 
  

3و    

0

1

1

v

 
 
 =  
 
  

  

)علينا إذن تحليل الطرف الثاني  )B t 1على الأساس 2 3( , , )v v v،  1أي إيجاد( )b t 2و( )b t 
)3و )b t  1ليتحقّق 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( )B t b t v b t v b t v= +   . وهذا يُكافئ الجملة+

2
1 2

2 3
1 2 3

3
1 3

2 2 5

2 2

t

t

t

b b t te

b b b t t te

b b t te

−

−

−

− + = −

+ + = − −

+ = −
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ن  ذ 2إ
2 1

tb b t te−= + 3و −
3 12 2 tb b t te−= − + دلة الثا − لمعا في ا لثة وبالتعويض 

3 نجد
1 2 tb t te−= − 3ومن ثمَّ  ، − 2

2 2 2 tb t t te−= − + 3و  −
3 5b t=إذن .  

3 3 2 3
1 2 3( ) ( 2 ) ( 2 2 ) 5t tB t t te v t t te v t v− −= − − + − + − +  

Xوعليه تؤول المعادلة  AX B′ =   إلى الشكل +
1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3

1 1 3 2 1 1 2 2 3 3

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

x v x v x v A x v x v x v b t v b t v b t v

x v x v b t v b t v b t v

′ ′ ′+ + = + + + + +

= − + + + +
  

  ومن ثمَّ 
3

1 1 2 tx x t te−′ = − − 3و   −
3 5x t′ }و  = 3 2

2 3 2 2 tx x t t te−′ = − + −  
3المعادلة 

1 1 2 tx x t te−′ = − − 3تُكافئ  −
1( ) 2t tx e t e t′ = −   ومن ثمَّ  −

2
2 3

1 (12 12 6 2 )
2

t t t
x e t t t eα= + − + − −  

  أو
2 3 2

1

1
( ) 12 12 6 2

2
t tx t e t t t t eα − −= + − + − −  

3المعادلة 
3 5x t′   تُكافئ =

4
3

5
( )

4
x t t γ= +  

3والمعادلة  2
2 3 2 2 tx x t t te−′ = − +   تُكافئ −

5 3
4

2

1
( ) (2 2 )

4 2 3
tt t

x t t t e tγ β−= − + + + + +  

)وبالعودة إلى  )X t نجد  
( )

( )

( )

4 5 2
2 3

3 4 5 2
2

2 3 4 2

7
12 12 6 2 2

3 2 4 2

4
12 12 6 4 4 2 2

3 4 2 2

5
24 24 12 4 2

4

t t

t t

t t

t t t
x t t t t t e e t

t t t t
y t t t t e e t

z t t t t t t e e

− −

− −

− −

 = − + − + − + + + + − α + γ + β  

 = − + − + + + + − + α + γ + β + γ  

= − + − + − + α + γ

  

  ú  المطلوب. هوو 
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Jاليةأوجد حلّ جملة المعادلات الخطيّة الت 8. التمرين  
2 24 3

2

2

tx x y z t e

y x y z

z x y z

− ′ = − + + + ′ = − − ′ = − + −

  

(0)دء بشرط الالذي يحُقق    0, (0) 3, (0) 0z y x= = =.  

  الحـل

Xتُكافئ الجملة المدروسة المعادلة  AX B′ =   مع +
4 1 1

1 1 2

2 1 1

A

 − 
 = − − 
 − −  

)و         )
2 23

0

0

tt e

B t

− 
 
 =  
 
  

  

(0)وشرط البدء  [0, 3,0]tX =.  
)3هو  Aونجد بحساب مباشر أنّ كثير الحدود المميز للمصفوفة  ) ( 2)A X X= − +X . إنّ بعُد

1، و يقبل الشعاع 1هو  −2الموافق للقيمة الذاتيّة  Aالفضاء الذاتي للمصفوفة  [1,1,1]tv = 
2أساساً له. لنتمّم هذا الشعاع إلى أساس للفضاء بأن نختار  [1,0,0]tv 3و  = [0,1,0]tv = 

1 فيكون 2 3( , , )v v v  ً3للفضاء أساساℝ  قيحُق  
1 12Av v= 2و   − 1 2 32 2 3Av v v v= − − 3و   + 3 12Av v v= − +  

1يُكتب الحل المنشود على الأساس  2 3( , , )v v v بالصيغة  

1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( )X t x t v x t v x t v= + +  
2فإذا لاحظنا أنّ  2

2( ) 3 tB t t e v−=  آلت المعادلةX AX B′ =   إلى الشكل +
2 2

1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3 2

2 2
1 1 2 1 2 3 3 3 1 2

( ) 3

2 ( 2 2 3 ) ( 2 ) 3

t

t

x v x v x v A x v x v x v t e v

x v x v v v x v v t e v

−

−

′ ′ ′+ + = + + +

= − + − − + + − + +
  

  ومن ثمَّ 
1 1 2 3

2 2
2 2

3 3 2

2 2

2 3

2 3

t

x x x x

x x t e

x x x

−

 ′ = − − + ′ = − + ′ = − +

مع شرط البدء :   
1

2

3

(0) 0

(0) 0

(0) 3

x

x

x

=

=

=
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  المعادلة
2 2

2 22 3 tx x t e−′ = − +  
2تُكافئ  2

2( ) 3te x t′ (0)2 ا كان ـّولم  .= 0x 3 استنتجنا أنّ  = 2
2( ) tx t t e−=.  

  أمّا المعادلة

3 3 22 3x x x′ = − +  
3فتصبح   2

3 32 3 tx x t e−′ = − 2 وهي تُكافئ + 3
3( ) 3te x t′ (0)3ا كان  ـّولم .= 3x = 

) استنتجنا أنّ  )4 23
3 4
( ) 3 tx t t e−= +.  

1 أمّا المعادلة  1 2 32 2x x x x′ = − −  فتصبح  +

( )3 4 23
1 1 4

2 3 2 tx x t t e−′ = − + − +  

2وهي تُكافئ  3 43
1 4

( ) 3 2te x t t′ = − (0)1ا كان  ـّولم .+ 0x   استنتجنا أنّ  =
( )4 5 21 3

1 2 20
( ) 3 tx t t t t e−= − +  

)وبالعودة إلى  )X t نجد  

  

3 4 5 2

4 5 2

4 5 2

1 3
( ) 3

2 20
1 3

( ) 3 3
4 20

1 3
( ) 3

2 20

t

t

t

x t t t t t e

y t t t t e

z t t t t e

−

−

−

 = + − +   
 = + + +   
 = − +   

  

  ú  المطلوب. هوو 

Jلنعرّف المصفوفة  9. التمرينA  3من( )M ℝ ، 3والتابع 1: ( )b ×→ Mℝ ℝ بالعلاقات  
1 1 2

2 1 3

1 1 2

A

 − 
 = − − 
 − −  

و    
8 2

( ) 12 2

8 6

t

b t t

t

 + 
 = − − 
 − −  

  

)دلات التفاضليّة الخطيّةأوجد حل جملة المعا 1. )X A X b t′ = ⋅ +.  

  أثبت أنّ حلول جملة المعادلات التفاضليّة السابقة مستوية.2.

]شرط الأوجد حل جملة المعادلات التفاضليّة السابقة الذي يحُقق 3. ](0) 1,0,1tX = ،
  الذي يتحوّل فيه هذا الحل. 3ℝ معادلة المستوي فيوعينّ 
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  الحـل

)3هو  Aنجد بحساب مباشر أنّ كثير الحدود المميز للمصفوفة  1. )A X X= −X إنّ بعُد .
1، و يقبل الشعاع 1هو  0الموافق للقيمة الذاتيّة  Aالفضاء الذاتي للمصفوفة  [ 1,1,1]tv = − 

2أساساً له. لنتمّم هذا الشعاع إلى أساس للفضاء بأن نختار  [1,0,0]tv 3و  = [0,1,0]tv = 
1فيكون  2 3( , , )v v v  3أساساً للفضاءℝ  قيحُق  

1 0Av 2و   = 1 3Av v v= − 3و   − 1Av v=  
1يُكتب الحل المنشود على الأساس  2 3( , , )v v v  بالصيغة 

1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( )X t x t v x t v x t v= + +  
  فإذا لاحظنا أنّ 

1 2 3( ) ( 8 6) 4 ( 4 4)B t t v v t v= − − − + − +  
Xآلت المعادلة  AX B′ =   إلى الشكل +

1 1 2 2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 3( ) (8 6) 4 (4 4 )x v x v x v x v v x v t v v t v′ ′ ′+ + = − + + − + − + −  
  ومن ثمَّ 

1 2 3

2

3 2

8 6

4

4 4

x x x t

x

x x t

 ′ = − + − − ′ = − ′ = − + −

  

2المعادلة  4x ′ = )2تقتضي  − ) 4x t t β= − 3افئ المعادلة وتُك .+ 2 4 4x x t′ = − + − 
3 المعادلة 4x β′ = )3 ، ومنه نستنتج أنّ − ) (4 )x t tβ γ= − ، وتصبح المعادلة الأولى +

1 6x tγ β β′ = − − 2، إذن −
1( ) ( 6)

2
x t t t

β
α γ β= + − − −.  

)وبالعودة إلى  )X t نجد  
2

2

2

( ) ( 2)
2

: ( ) ( 2 2)
2

( ) ( 6)
2

x t t t

y t t t

z t t t

β
β α γ β

β
α γ γ β

β
α γ β

 = − − − − + = + + − − − = + − − −

S  
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)حتى يكون المقدار  Cو Bو Aلنبحث عن قيم  2. ) ( ) ( ) ( )f t Ax t By t Cz t= + + 
  ثابتاً. في الحقيقة لدينا

( )

( ) 2

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( 2) (2 2) ( 6) ( )

2

f t Ax t By t Cz t

A B B C A

A B C B C A t

A B C t

β γ α

β β β γ

β

= + +

= + + + −
+ + − + − + + + −

+ − −

  

Aإذا اخترنا  2tأمثال تنعدم  B C=   ، وفي هذه الحالة يكون لدينا+
( ) (4 )f t A B C B tβ γ β= + − +  

4Bإذن ختر لن Cو = β= 4Aو − β=   ، عندئذ يكون لدينا−
, (4 ) ( ) 4 ( ) ( ) (4 ) 4t x t y t z tβ β β β γ∀ ∈ − + − = − +ℝ   

)فإذا عرفّنا , )β γP  4)المستوي الذي معادلته ) 4 (4 ) 4x y zβ β β β γ− + − = − + 
) ملة المعادلات التفاضليّة  يقع في المستويلج Sل الحاستنتجنا أنّ  , )β γP أي  

( ) ( , ), ( ), ( ), ( )t x t y t z t β γ∀ ∈ ∈ Pℝ  
(0)إنّ الشرط  3. [1,0,1]tX   يُكافئ =

{1 , 0 , 1β α α γ α= − = + =  
1αوعليه  2βو = 1γو = =   . فالحل المطلوب هو−

2

2

2

( ) 1 5

( ) 7

( ) 1 9

x t t t

y t t t

z t t t

 = + + = − − = − −

  

,2)ستوي وهو يتحوّل في الم 1)−P  2الذي معادلته 0x y z+ −   ú  المطلوب. هوو  .=

Jالعقدي تبعاً لقيم الوسيط ،ادرس 10. التمرين ρجملة المعادلات التفاضليّة الخطيّة التالية ، :  
22 (1 )x x y z

y x z

z x y

ρ ′ = + + + ′ = − + ′ = +
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  الحـل

Xتُكافئ الجملة المدروسة المعادلة  A Xρ′   مع =
21 2 1

1 0 1

1 1 0

Aρ

ρ + 
 = − 
 
  

  

  هو  Aρونجد بحساب مباشر أنّ كثير الحدود المميز للمصفوفة 
( ) ( 1)( )( )A X X X X
ρ

ρ ρ= − − − +X  
,0}ولنفترض أنّ  1,1}ρ ∉ هذه الحالة تكون جميع القيم الذاتيّة مختلفة، ولعلّ أسرع طريقة . في −

)expلإيجاد الحلّ هي في حساب  )tAρ لنبحث إذن عن كثير حدود من الدرجة الثانية على .
  الأكثر 

2 2( ) ( )t X a bX c X ρ= + + −E  
  يحُقّق 

(1) t
t e=E   و( ) t

t eρρ =E   و( ) t
t e ρρ −− =E  

  فنجد أنّ 
2(1 ) t

t

t

a b c e

a b e

a b e

ρ

ρ

ρ

ρ

ρ −

+ + − =

+ =

− =

  

  وعليه نجد

cha tρ=    وsh t
b

ρ

ρ
و     =

2

1 sh
ch

1

tt
c t e

ρ
ρ

ρρ

 = + −   −
  

  إذن
2 2

2

sh 1 sh
ch ch ( )

1

tA tt t
e tI A t e A Iρ

ρ ρ

ρ ρ
ρ ρ ρ

ρ ρρ

 = + + + − −  −
  

  ومنه
2 22

2 2

0 3 31 2 1
sh

ch 1 0 1 ( ) 0 1 1

1 1 0 0 2 2

tA t
e tI fρ

ρ ρρ
ρ

ρ ρ ρ ρ
ρ

   + ++      = + − + − − − −           
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عرفّنا وقد 
2

1 sh
( ) ch

1

tt
f t e

ρ
ρ ρ

ρρ

 = + −   −
.  

0الحل العامّ في هذه الحالة هو  ،وعليه
tA

t e Xρ֏ ّ0، فإذا افترضنا أن 0 0 0[ , , ]tX x y z=   كان
  لدينا

2 2
0 0 0 0 0 0

2
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

sh
( ) ch ( 2 (1 ) ) (3 )( )( )

sh
( ) ch ( ) (1 ) ( )( )

sh
( ) ch ( ) 2 ( )( )

t
x t x t x y z y z

t
y t y t x z f y z

t
z t z t x y f y z

ρ
ρ ρ ρ ρ

ρ

ρ
ρ ρ ρ

ρ

ρ
ρ ρ

ρ

= + + + + + + +

= − − − + +

= + + + +

  

Aρρمّا كان التابع ـولكن ل يكن التابع  ℝمن  tاستنتجنا أنهّ مهما تكن  ℂمستمراًّ في  ֏
tA
e ρρ ,0}من  ρ، وعليه نستنتج الحلول في حالة ℂمستمراً في  ֏ بأخذ النهاية  −{1,1

  :يأتيما  إلى إحدى هذه القيم. فنجد ρعندما تسعى 
0ρفي حالة  �   الحلّ العام هو =

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

( ) 3 3 ( 2 ) 3( )

( ) 2 ( 2 ) ( )

( ) 2 ( 2 ) 2( )

t

t

t

x t x y z t x y z y z e

y t y z x y z t y z e

z t y z x y z t y z e

= − − + − − + +

= + + − + + − +

= − − + − − + +

  

2وفي حالة  � 1ρ =  العام هو الحل  

  
0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

( ) 2( )

( ) ( 2 )sh ( )

( ) ( 2 )sh ( )

t t

t t

t t

x t x e y z te

y t y e x z t y z te

z t z e x z t y z te

= + +

= − − − +

= + − + +

  

  ú  طلوب.الم هوو 

Jحلّ المعادلات التفاضليّة التالية : 11. التمرين  
3 3 2

2 3

2
2 2 2

6 10 3 2 cos 2 3

3 5 sin 2

2 5 (cos tan ) 0

33 5 3 2
1

t t t

t
t

t

y y y te e t y y y t e

ey y y y e t t y y y
t

y y y e t t t y t y y

tt y t y y t t y y
t

−

−

′′ ′ ′′ ′+ + = − + − =

′′′ ′′ ′ ′′ ′− − + = + − + =

′′ ′ ′′′ ′+ + = + + − =

′′ ′ ′′− + = − = +

� �

	 


� �

 �
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  الحـل

22المعادلة  � 3 ty y y t e′′ ′+ − نّ المعادلة المميزة  .=  للمعادلة التفاضليّة بدون طرف ثانٍ إ
2هي  2 3 0X X+ − . إذن الحلّ العام للمعادلة بدون طرف ثانٍ 1و −3وتقبل الجذرين  =

3tالموافقة هو  tt e eλ µ جذرٌ للمعادلة  1، ولأنّ .  ونظراً إلى الشكل المميّز للطرف الثاني֏+−
نّ للمعادلة  ميزة،الم )2حلاً خاصّاً من الشكل  �نعلم أ ) tt t at bt c e+ وبالتعويض  .֏+

  في المعادلة التفاضليّة نجد
2 212 (8 6 ) 4 2at b a t c b t+ + + + =  

1ومن ثمَّ 
12

a 1و =
16

b = 1و −
32

c   هو �. إذن الحلّ العام للمعادلة التفاضليّة =
3 2

3

12 16 32
t t tt t t

t e e eλ µ −
  + + − +   

֏  

3المعادلة  � 36 10 3 2 cost ty y y t e e t−′′ ′+ + = . إنّ المعادلة المميزة للمعادلة دون −
  طرف ثانٍ هي 

2 6 10 0X X+ + =  
3ذرين وتقبل الج i− 3و − i−   . إذن الحلّ العام للمعادلة بدون طرف ثانٍ الموافقة هو +

3( cos sin ) tt t t eλ µ −+֏  
  نبحث أوّلاً عن حل خاصّ للمعادلة ونظراً إلى الشكل المميّز للطرف الثاني، 

36 10 3 ty y y te−′′ ′+ + =  
)3من الصيغة  ) tt at b e−+֏ 33، ونجد بالتعويض أنّ هذا الحل الخاص هو tt te−֏.  ُّثم

  نبحث عن حل خاصّ للمعادلة 
36 10 2 costy y y e t′′ ′+ + = −  

)3من الصيغة  cos sin ) tt a t b t e+֏ ونجد بالتعويض ،  
12((3 )cos (3 )sin ) 2 cosa b t b a t t+ + − = −  

1ومن ثمَّ 
20

a = 1و  −
60

b = 31. فنجد الحل الخاص −
60

(3 cos sin ) tt t t e− +֏ .  
  هو �وعليه يكون الحلّ العام للمعادلة 

3 3 31
( cos sin ) 3 (3 cos sin )

60
t t tt t t e te t t eλ µ − −+ + − +֏  
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2المعادلة  
tey y y
t

′′ ′− + ∗هو  Iالدراسة . مجال =
+ℝ أو∗

+ℝ بدلاً من اتبّاع .

 : نلاحظ أوّلاً أنّ  الآتيةالأسلوب التقليدي يمكننا أن نتبع الطريقة 

( ) ( 2 )t tye y y y e− −′′ ′′ ′= − +  
  وعليه تُكافئ المعادلةُ المدروسة المعادلةَ :

1
( )tye

t

− ′′ =  

  ومن ثمَّ 
, ( ) ln| |tt I y t e t t t tβ γ−∀ ∈ = − + +  

,  أو ( ) ln| | ( )t t tt I y t te t te t eβ γ∀ ∈ = − + +  
3المعادلة  	 5 sinty y y y e t t′′′ ′′ ′− − + = . إنّ المعادلة المميزة للمعادلة بدون +

  طرف ثانٍ هي 
3 2 1 0X X X− − + =  

)2وهي تُكافئ  1)( 1) 0X X+ − جذرٌ بسيط  −1جذرٌ مُضاعف، والعدد  1. فالعدد =
  لهذه المعادلة.إذن الحلّ العام للمعادلة بدون طرف ثانٍ الموافقة هو 

( ) t tt t e eλ µ ν −+ +֏.  
  لاً عن حل خاصّ للمعادلة ونظراً إلى الشكل المميّز للطرف الثاني، نبحث أوّ 

3 ty y y y e′′′ ′′ ′− − + =  
2من الصيغة  tt at e֏،  جذرٌ مُضاعف من المرتبة الثانية. فنجد بالتعويض والمطابقة 1لأنّ العدد 

3
4

a 23، ومنه الحلّ الخاص =
4

tt t e֏.  
  ثمُّ نبحث عن حل خاصّ للمعادلة 

5 siny y y y t t′′′ ′′ ′− − + =  
)من الصيغة  )cos ( )sint a bt t c dt t+ +    والمطابقة أنّ التابع نجد بالتعويضف، ֏+

5
(( 1 )sin (2 )cos )

4
t t t t t− + + +֏  

  هو 	. وعليه يكون الحلّ العام للمعادلة للمعادلة خاصحل 
23 5

( ) (( 1 )sin (2 )cos )
4 4

t t tt t e e t e t t t tλ µ ν −+ + + + − + + +֏  
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3المعادلة  � 0t y t y y′′′ ′+ − ∗الذي يمثّل  I. سندرس هذه المعادلة على اال =
+ℝ  أو

∗
−ℝ ولذلك تجُري تغيير المتحوّل .xt eε=  1معε Iفي حالة  = ∗

+= ℝ 1وε = في  −
Iحالة  ∗

−= ℝ.  
  وهنا نلاحظ ما يلي :

2 2

2 2 2 2

3 2 2 2

3 2 2 2 2 2

d d d d 1

d d d d
d d d 1 d d 1 d 1 d d 1

d d d d d dd d

d d d d 1 d d d 1 d d

d d d d dd d d d

y y x y

t x t x t
y y y y y y

t x t t x t x xt t x t

y y y y y y y

t x t xt x t x t x

= ⋅ = ⋅

        = ⋅ = ⋅ − ⋅ = − ⋅              
         = − ⋅ = − ⋅ − −            3

3 2

3 2 3

2

d d d 2
3 2

dd d

x t

y y y

xx x t

   ⋅   
  = − + ⋅   

  

  إذن
d

d

y
ty

x
′ و     =

2
2

2

d d

dd

y y
t y

xx
′′ = و     −

3 2
3

3 2

d d d
3 2

dd d

y y y
t y

xx x
′′′ = − +  

  نجد �وبالعودة إلى المعادلة 
3 2

3 2

d d d
3 3 0

dd d

y y y
y

xx x
− + − =  

)وهي تُكافئ  )
3

3

d
( ) 0

d

xy x e
x

− )2، ومن ثمَّ = ) ( ) xy x ax bx c e= + . فالحل العام +

  هو Iعلى 
2, ( ) ( ln | | ln| | )t I t a t b t c tϕ∀ ∈ = + +  

22المعادلة  � 5 (cos tan )ty y y e t t−′′ ′+ + = . سندرس هذه المعادلة على اال +
I  الاتالذي يمثّل واحداً من ا

2 2
,k kπ ππ π − + +   حيث k ∈ ℤ.  زة إنّ المعادلة الممي

  للمعادلة بدون طرف ثانٍ هي 
2 2 5 0X X+ + =  

1جذاران بسيطان هما  ولها 2 i− 1و − 2 i− . إذن الحلّ العام للمعادلة بدون طرف ثانٍ +
)الموافقة هو  cos2 sin2 )tt e t tλ µ− +֏.  
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 خاص للمعادلة مع طرف ثانٍ، إذن لنبحث عن هذا لنتبع طريقة جعل الثوابت متغير ة  لإيجاد حل
)الحل بصيغة  )( )cos2 ( )sin2tt e t t t tλ µ− ). يتعينّ التابعان ֏+ )t tλ֏ 

)و )t tµ֏ بالشرطين  

2

( )cos2 ( )sin2 0

( )( cos2 2 sin2 ) ( )( sin2 2cos2 ) cos tan

t t t t

t t t t t t t t

λ µ

λ µ

′ ′+ =

′ ′− − + − + = +
  

  أو

2

( )cos2 ( )sin2 0

1 1
( )sin2 ( )cos2 cos tan

2 2

t t t t

t t t t t t

λ µ

λ µ

′ ′+ =

′ ′− + = +
  

  ثمُّ الجمع نجد −sin2tوثانيهما بالمقدار  cos2tلمعادلتين بالمقدار ومنه بضرب أولى ا
3 2 3 1 cos2

( ) sin cos sin sin cos
2 2

t
t t t t t tλ′ = − + = − + −  

  يمكننا إذن أن نختار
41 sin2

( ) cos
4 2 4

t t
t tλ = − + −  

  وكذلك نجد أنّ 
21 1

( ) cos cos2 tan cos2
2 2
1 cos2 cos 4 sin2 1

tan
8 4 8 2 2

t t t t t

t t t
t

µ′ = + ⋅

= + + + −
  

  إذن
sin2 sin 4 cos2 1

( ) ln cos
8 8 32 4 2

t t t t
t tµ = + + − +  

  هو �وعليه يكون الحلّ العام للمعادلة 
( )

( )( )

cos2 sin2

1
(16 3)cos2 4 cos 4 cos 6 16 ln cos sin2 8 sin 4

32

tt e t t

t t t t t t t t

λ µ− +

+ − − − + + −

֏
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2المعادلة  �
2 32

1
tt y y
t

′′ − =
+

∗الذي يمثّل  I. سندرس هذه المعادلة على اال 
+ℝ 

[أو 1, [أو  −]0 , 1[−∞ xtري تغيير المتحوّل ، ولذلك نجُ − eε= 1 حيثε في حالة  =
I ∗

+= ℝ 1وε =   :. وهنا نلاحظ ما يلي ينْ في الحالتين الأخري ـَ −
d

d

y
ty

x
′ و   =

2
2

2

d d

dd

y y
t y

xx
′′ = −  

  وعليه يكون لدينا
2 2

2

d d 32
dd 1

x

x

y y ey
xx eε

− − =
+

  

2المعادلة المميزة لهذه المعادلة التفاضليّة بدون طرف ثانٍ هي  2 0X X− − وهي تقبل  =
2xهو  العام هاحلّ . إذن 2و −1الجذرين  xx e eλ µ −+֏ .  

ة لإيجاد حل خاص للمعادلة مع طرف ثانٍ، إذن لنبحث عن هذا  لنتبع طريقة جعل الثوابت متغير
)2الحل بصيغة  ) ( )x xx x e x eλ µ ). يتعينّ ֏+− )x xλ֏  و( )x xµ֏ بالشرطين  

2

2
2

( ) ( ) 0

3
2 ( ) ( )

1

x x

x
x x

x

x e x e

e
x e x e

e

λ µ

λ µ
ε

−

−

′ ′+ =

′ ′− =
+

  

  إذن

3

1
( )

1
1

( ) 1
1 1

x

x x

x
x x

x x

e
x

e e

e
x e e

e e

λ
ε ε

µ ε
ε ε

−

−
′ = =

+ +
 − ′ = = − + −   + +

  

  وعليه

( ) ln|1 |xx eλ ε −= − )2و    + ) ln|1 |
2

x x xx e e e
ε

µ ε ε= − + + −  

  فالحلّ الخاص هو
2

2
ln|1 | ln|1 | 1x x x x xx e e e e eεε ε ε− −− + − + + −֏  

  فيُعطى بالعلاقة  Iأمّا الحلّ العامّ على 
2 2 1 1

ln|1 | ln|1 | 1
2

t
t t t t t

t t

µ
λ −+ − + − + + −֏  
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2المعادلة   23 5 3t y t y y t′′ ′− + الذي يمثّل  I.  سندرس هذه المعادلة على اال =
∗
+ℝ  أو∗

−ℝ ولذلك تجُري تغيير المتحوّل ،xt eε= 1 حيثε Iفي حالة  = ∗
+= ℝ 

1εو = 23tفي الحالة الأخرى. وهنا نلاحظ أنّ التابع  − t֏  خاص على هو حلI  لهذه
  بدون طرف ثانٍ. ولكن نعلم أنّ  المعادلة، لذلك سندرس المعادلة

d

d

y
ty

x
′ و   =

2
2

2

d d

dd

y y
t y

xx
′′ = −  

  يأتيوعليه تصبح المعادلة بدون طرف ثانٍ كما 
2

2

d d
4 5 0
dd

y y
y

xx
− + =  

2المعادلة المميزة لهذه المعادلة التفاضليّة هي  4 5 0X X− + 2وهي تقبل الجذرين  = i+ 
2و i− ّ2العامّ هو  ها. إذن حل ( cos sin )xx e x xλ µ+֏ الحلّ العام  يعطى.  وعليه

2بالصيغة  Iعلى  للمعادلة  2( cos ln| | sin ln| |) 3t t t t tλ µ+ +֏.  ú  

J 0 حقيقيّة أوجد أعداداً  12. التمرين 1 2 3( , , , )a a a a حتىّ تقبل المعادلة التفاضليّة  
(4)

3 2 1 0 0y a y a y a y a y′′′ ′′ ′+ + + + =  
sinttالتابع  t e t֏  ًّلها.حلا   

  الحـل

4لنعرّف كثير الحدود المميز  3 2
3 2 1 0( )P X X a X a X a X a= + + + Xمن  +  ℝ .

sinttيكون التابع  te t֏  ًّ(4) للمعادلة حلا
3 2 1 0 0y a y a y a y a y′′′ ′′ ′+ + + + = 

1إذا وفقط إذا كان العدد  i+  جذراً مُضاعفاً لكثير الحدود( )P X ولكنّ كثير الحدود .( )P X 
1كان   حقيقي، فإذا i+  1جذراً مضاعفاً له، كان المرافق i− جذراً مضاعفاً له أيضاً. وعليه يقبل 

( )P X القسمة على كثير الحدود  
2 2 4 3 2( 1 i) ( 1 i) 4 8 8 4X X X X X X− − − + = − + − +  

)ولأنّ  )P X واحد ة الرابعة استنتجنا أنّ ومن الدرج ي  
4 3 2( ) 4 8 8 4P X X X X X= − + − +  

0وعليه يكون  4a 1و = 8a = 2و − 8a 3و = 4a =   ú  المطلوب. هوو  .−
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J 2يّةأوجد حلّ المعادلة التفاضل 13. التمرين | |y y y x′′ ′+ +    :شرط ال، الذي يحُقق =

(0) (0) 0y y ′= =  
  الحـل

  لنلاحظ أنّ 
( ( ) ) ( ( ) 2 ( ) ( ))x xy x e y x y x y x e′′ ′′ ′= + +  

)، إذا وضعنا وعليه ) ( ) xz x y x e= الآتيةارت المسألة المطروحة مُكافئة للمسألة ص   
( ) | |xz x e x′′ (0) حيث = (0) 0z z ′= =  

0
0 0

0 0

( ) ( )d ( ) ( ) ( ) ( )d

( ) ( )d ( )| | d

x x
t x

t

x x

t

z x z t t t x z t t x z t t

x t z t t x t t e t

=

=

 ′ ′ ′′= = − − −  

′′= − = −

∫ ∫

∫ ∫
  

0في حالة  x≤ نجد  

0 00

00

( ) ( ) d ( ) ( 2 ) d

(2 ) 2 d 2 ( 2)

t xx x
t t t

t
t x x

t t x

t

z x x t te t x t te x t e t

t x e e t x x e

=

=
=

=

 = − = − − −  
 = − − = + + −  

∫ ∫

∫
  

0وفي حالة  x≥ نجد  
0

0
0 0

0 0

( ) ( ) d ( ) d

( ) ( 2 ) d

(2 ) 2 d 2 (2 )

x
t t

x
t

t t

xt x
t

t t x

xt x

z x x t te t x t te t

x t te x t e t

t x te e t x x e

=

=
=

=

= − − = −

 = − − −  
 = − − = − − + −  

∫ ∫

∫

∫

  

   أو

( ) sgn( )( 2 ( 2) ) | |(1 ) 2| 1|x x xz x x x x e x e e= + + − = + − −  
  نجد yوبالعودة إلى 

, ( ) | |(1 ) 2| 1|x xx y x x e e− −∀ ∈ = + − −ℝ.  

  ú  وهو المطلوب.
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Jأوجد حلول المعادلة التفاضليّة 14. التمرين  
    2( 1) 0x y x y y′′ ′− + − =    
  .)تابع كثير الحدودصيغة يمكن البحث عن حل خاصٍ لها ب(  

  الحـل

[ت أحد االا I ليكن , 1[−∞ [أو  − ,1[أو  −]1,1 )1. من الواضح أنّ ∞+] )y x x= 
). لنبحث إذن عن حل آخر من الشكل Iهو حل خاص للمعادلة على  )x x xψ֏ فإذا .

  ضنا في المعادلة التفاضليّة وجدناعوّ 
( ) ( )2( 1) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) 0x x x x x x x x x xψ ψ ψ ψ ψ′′ ′ ′− + + + − =  

  وهذا يُكافئ
2

2

3 2
, ( ) ( ) 0

( 1)

x
x I x x

x x
ψ ψ

−′′ ′∀ ∈ + =
−

  

  فإذا لاحظنا أنّ 

( )( )
2

2 2

2 2

3 2 2
ln | 1|

( 1) 1

x x
x x

xx x x

′−
= + = −

− −
  

  أن يكون واستنتجنا أنّ أحد الحلول الممكنة ه

2 2

1
\{0}, ( )

| 1|
x I x

x x
ψ′∀ ∈ =

−
  

  : يأتيلحالات نستنتج ما ثمُّ بإجراء تكامل ثانٍ مع مناقشة جميع ا
)إنّ  � )2, 1x x x x −֏ ,1[هو أساس لفضاء الحلول على اال  ֏ [+∞. 

)إنّ  � )2, 1x x x x−֏ [هو أساس لفضاء الحلول على اال  ֏ 1,1[−. 

)إنّ  � )2, 1x x x x −֏ [الحلول على اال هو أساس لفضاء  ֏ , 1[−∞ −. 

  ú  المطلوب. وهو

  

Jفي حالة  ،أوجد 15. التمرينω  من∗
+ℝ ،حلول المعادلة التفاضليّة  

    22 0x y y x y′′ ′+ + ω =  
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  الحـل

∗أحد االين  Iليكن 
+ℝ  أو∗

−ℝ السندرس المعادلة على ا .I . ًفي الحقيقة، لنعرّف تابعاً مجهولا
)جديداً  ) ( )z x xz xy=֏   

( ) ( )z x xz xy=֏  
  عندئذ يكون لدينا

2 ,z y xy z y xy′′ ′ ′′ ′ ′= + = +  
  ومن ثمَّ تُكتب المعادلة المعطاة بالشكل

2 0z zω′′ + =  
  تقبل الحلّ العام  وهي

: cos sinz x a x b xω ω+֏  
  بالصيغة Iالحلّ العام للمعادلة المعطاة على يعُطى ومن ثمَّ 

( )1
: cos siny x a x b x

x
ω ω+֏  

  فهو الفضاء المولّد بالتابع ℝعلى أمّا فضاء الحلول المعرفّة 
sin x

x
x

ω
֏  

  ú  المطلوب.هو و 

Jلنتأمّل المعادلة التفاضليّة 16. التمرين  

    ( 1) 3 6 0t t y y y′′ ′− + − =  ( )E  
 Iإلى فضاء الحلول المعرفّة على  IS، رمزنا بالرمز ℝمجالاً غير تافه من  Iإذا كان   

) للمعادلة التفاضليّة )E.  

)ابحث عن حلول المعادلة  1. )E تُكتبالتي   مجالات بشكل مجموع متسلسلة صحيحة وعين 
  تقارا.

1هو أحد االات  I حين يكون IS عين الفضاءات2. ]0,1[I 2أو = ] , 0[I = −∞ 
3 أو ]1, [I =   .. واحسب بعُدَ كل منها∞+

4أحد االات  I حين يكون اال IS احسب بعُد الفضاءات3. ] ,1[I = أو  ∞−
5 ]0, [I = 6I أو ∞+ = ℝ.  
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  الحـل

nلنفترض أنّ  1.
na t∑  ا غير معدوم، ومجموعها حلمتسلسلة صحيحة نصف قطر تقار

  . عندئذ يكون لدينا على مجال التقاربEللمعادلة 

1 1
0 0 0 0

( 1) ( 1) 3 ( 1) 6 0n n n n
n n n n

n n n n

n n a t n na t n a t a t

∞ ∞ ∞ ∞

+ +
= = = =

− − + + + − =∑ ∑ ∑ ∑  

  وهذا يُكافئ

1
0

( 3)(( 2) ( 1) ) 0n
n n

n

n n a n a t

∞

+
=

− + − + =∑  

   إذن
1\{3},

1 2
nn
aa

n
n n

+∀ ∈ =
+ +

ℕ  

  وهذا يثبتُ أنّ 
0

4

( 1) : 3

( 1) : 4
5

n

n a n

a a
n n

 + ≤=  + ≥

  

3تقبل الحلّين  Eنستنتج أنّ المعادلة 

0
: ( 1) k

k
t k tϕ

=
وهو كثير حدود من الدرجة  ֏∑+

2الثالثة، والثاني 

0

: ( 1) (1 )k

k

t k t tψ

∞
−

=

+ =  اال على تتقارب المتسلسلة حيث،֏∑−

]   لنعرّف إذن التابعين .−]1,1
32

2

: , ( ) 1 2 3 4

1
: \{1} , ( )

(1 )

tt t t

t
t

ϕ ϕ

ψ ψ

→ = + +

=
−

+

→

ℝ ℝ

ℝ ℝ
  

1 االات على كل واحد من 2. ]0,1[I 2 أو = ] , 0[I = 3 أو ∞− ]1, [I = +∞ ،
   كافئ ـُبالشكل الم Eتُكتب المعادلة 

3 6
0

( 1) ( 1)
y y y

t t t t
′′ ′+ − =

− −
  

تفيدنا النظرياّت العامّة أنّ بعُدَ كل واحدٍ من الفضاءات 
1I
S و

2I
S و

3I
S  وأنّ  .2يساوي  

( )| |vect , , 1,2,3
k k kI I I kϕ ψ= =S  
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4حالة  � 3. 2 1] ,1[ {0}I I I= −∞ = ∪  . هنا نعرّف التوابع∪
41 |Iϕ ϕ= 

و
42 |Iϕ ψ= 3عرّف وأخيراً نϕ  بالصيغة  

3 4 3

]0,1[

( ) (

0 :
: )

)
, (

: 0t

t
I t

t t
ϕ

ψ ϕ
ϕ

∈
− ≤

→ = 
ℝ  

1ونتيقّن بسهولة أنّ  2 3( , , )ϕ ϕ ϕ  4 في الفضاءمن الحلول المستقلّة خطيّاً هي جملةI
S .  

وبالعكس، إذا كان 
4I

y ∈ S   كان
2 2|I Iy ∈ S  وكان

1 1|I Iy ∈ S إذن توجد أعداد .α وβ 
  تحُقّق δو γو

1
4

2

( ) ( ) :
\{0}, ( )

( ) ( ) ( ) ( ) :

t t t I
t I y t

t t t I

αϕ βψ

α δ ϕ β γ ψ

 + ∈∀ ∈ =  + + + ∈
  

0γ، وهذا يُكافئ الشرط  4Iعلى اال  2Cإلى الصف  yولكن يجب أنّ ينتمي  δ+ = .
1إذن هذا يقتضي أن يكون  2 3y αϕ βϕ γϕ= + 1الجملة و . + 2 3( , , )ϕ ϕ ϕ  هي أساس

 للفضاء
4I
S  ويكون

4
dim 3I =S.  

5حالة  � 1 3]0, [ {0}I I I= +∞ = ∪ . هنا نتوثق مباشرة أنّ ∪
54 |Iϕ ϕ= من ه و حل

5I
S،إذا كان. وبالعكس

5I
y ∈ S   كان

1 1|I Iy ∈ S  وكان
3 3|I Iy ∈ S.  إذن توجد أعدادα 

  تحُقّق δو γو βو
1

5
3

( ) ( ) :
\{1}, ( )

( ) ( ) :

t t t I
t I y t

t t t I

αϕ βψ

δϕ γψ

 + ∈∀ ∈ =  + ∈
  

0γ، وهذا يُكافئ الشرط 5Iعلى اال  2Cإلى الصف  yولكن يجب أنّ ينتمي  β= = ،
αو δ= 4. إذن هذا يقتضي أن يكونy αϕ= 4. إذن الجملة( )ϕ هي أساس للفضاء

5I
S 

ويكون 
5

dim 1I =S.  
6حالة  � 2 5{0}I I I= = ∪ ∪ℝ . الآتيهنا نعرّف التابع:  

5 5

0

( )

0 :

) :
(

0
: , )

(

t

t t
t

t
ϕ

ψ
ϕ

ϕ

→ =
>

−
 ≤

ℝ ℝ  

)5ونتيقّن بسهولة أنّ  , )ϕ ϕ هي جملة من الحلول المستقلّة خطيّاً في الفضاء S
ℝ

.   
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yوبالعكس، إذا كان ∈ S
ℝ

كان   
2 2|I Iy ∈ S  وكان

5 5|I Iy ∈ S إذن توجد أعداد .α وβ 
  تحُقّق γو

2

5

( ) ( ) ( ) :
, ( )

( ) :

t t t I
t y t

t t I

α β ϕ γψ

αϕ
∗

 − + ∈∀ ∈ =  ∈
ℝ  

γ، وهذا يُكافئ الشرط ℝعلى اال  2Cإلى الصف  yولكن يجب أنّ ينتمي  β= إذن هذا ،
5yيقتضي أن يكون  αϕ βϕ= )5الجملة ف. + , )ϕ ϕ هي أساس للفضاء S

ℝ
ويكون  

dim 2=S
ℝ

.  ú  

J ؟ حلولاً بشكل متسلسلة صحيحةالتالية يّة هل تقبل المعادلة التفاضل 17. التمرين  
    2 2( 4) 1x y x y x y′′ ′+ + − =  

  الحـل

2لنفترض أنّ المعادلة  2( 4) 1x y x y x y′′ ′+ + −  على هيئة متسلسلة صحيحة تقبل حلاًّ  =

وليكن نصف قطر تقارا موجب تماماً 
0

( ) n
nn

S x a x
∞

=
  التعويض في المعادلة نجدب .∑=

2

0 0 0 0

( 1) 4 1n n n n
n n n n

n n n n

n n a x na x a x a x

∞ ∞ ∞ ∞
+

= = = =

− + − + =∑ ∑ ∑ ∑  

  أو

  2
2

0 2

( 4) 1n n
n n

n n

n a x a x

∞ ∞

−
= =

− + =∑ ∑  

  وعليه

04 1a− 13و  = 0a− 2و =
22, ( 4) 0n nn n a a −∀ ≥ − + =  

04وبوجه خاصّ  1a = 0و − 0a 2nبوضع  = ض يثبت عدم وجود حل . وهذا التناق=
  ú  على شكل متسلسلة صحيحة لهذه المعادلة.

Jليكن  18. التمرينJ مجالاً غير تافه من ℝ وليكن .:a J → ℝ  1تابعاً من الصفC ،

b:و J → ℝ  1 تابعاً مستمراًّ. نفترض أنهّ يوجد حل : J ∗
+ϕ → ℝ  للمعادلة

0yالتفاضليّة  a y b y′′ ′+ + 2 يجعل = 1: , ( )J t t tϕ → ϕℝ  أيضاً حلاًّ  ֏
  للمعادلة التفاضليّة نفسها.
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  .bو aأوجد علاقة تربط  1.

) حلّ هذه المعادلة حين يكون 2. ) 2a t t=.  

,، على اال أوجد 3.
2 2
π π −  ، الحل العام للمعادلة التفاضليّة :  

3/221tan (2 3 tan ) cos
4

y t y t y t′′ ′+ ⋅ + + ⋅ =  
  ـلالح

0yإلى المعادلة التفاضليّة  Eلنرمز بالرمز a y b y′′ ′+ + =.  
  ، إذا وفقط إذا تحقق ما يلي :E للمعادلة حلاًّ  2ϕيكون التابع  1.

1 1 1 1 1( ( ) 2 ( )) ( )( ( ) ( )) ( ) ( ) 0t t t a t t t t t b t t tϕ ϕ ϕ ϕ ϕ′′ ′ ′+ + + + =  
  أو

1 1 1 1 1( ( ) ( ) ( ) ( ) ( )) 2 ( ) ( ) ( ) 0t t a t t b t t t a t tϕ ϕ ϕ ϕ ϕ′′ ′ ′+ + + + =  
  وهذا يُكافئ

1 12 0aϕ ϕ′ + =  
1ولكنّ المساواة   .Eهو حل للمعادلة  1ϕلأنّ  12 0aϕ ϕ′ +   تقتضي أن يكون =

1 12

a
ϕ ϕ′ = و      −

2

1 1 1 12 2 4 2

a a a a
ϕ ϕ ϕ ϕ

 ′ ′ ′′ ′ = − − = −   
  

  استنتجنا أنّ  Eحل للمعادلة  1ϕنّ ولأ
2 2

1 1 1 0
4 2 2

a a a
bϕ ϕ ϕ

 ′  − − + =   
  

  لا ينعدم استنتجنا أنّ  1ϕولأنّ 
  24 2b a a ′= +  ( )∗  

) وبالعكس، لنفترض الشرط محقّقاً.ولنعرّف التابع الأصلي  ∗(
0

( ) ( )d
t

t
A t a s s=  0t حيث ∫

  بالعلاقتين  2ϕو 1ϕثمُّ لنعرّف التابعين  .Jمن 

1

1
( ) exp ( )

2
t A tϕ

 = −   
2   و    1( ) ( )t t tϕ ϕ=  

  .Eللمعادلة  ن خطيّاً مستقلاّ  نحلاّ  2ϕو 1ϕأنّ التابعين ، ونترك ذلك للقارئ، بيسر عندئذ نتوثق
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)في حالة  2. ) 2a t t= 2، يكون( ) 1b t t= )2. وعندئذ يمكننا أن نأخذ + )A t t= ،
  ومن ثمَّ تقبل المعادلة

22 ( 1) 0y t y t y′′ ′+ + + =  
   الحلين المستقلين خطيّاً 

2/2
1( ) t
t eϕ

2/2و      =−
2( ) t
t teϕ

−=  
  اللّذين يشكّلان أساساً لفضاء الحلول.

3/221في حالة المعادلة التفاضليّة  3.
4

tan (2 3 tan ) cosy t y t y t′′ ′+ ⋅ + + ⋅ = 
على اال 

2 2
,J π π = −   لدينا ( ) tana t t= ،21و 3

2 4
( ) tanb t t= )والشرط . + )∗ 

  إذن يكون التابعان .وضوحاً  محققٌ 

1( ) cost t tϕ )2و  ֏= ) cost t t tϕ =֏  
  أساساً لفضاء حلول المعادلة التفاضليّة بدون طرف ثانٍ 

21
tan (2 3 tan ) 0

4
y t y t y′′ ′+ ⋅ + + ⋅ =  

ة، فنبحث عن الحل الخا خاص للمعادلة، نتبع طريقة جعل الثوابت متغير ص بالشكللإيجاد حل  

1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t c t t d t tϕ ϕ ϕ= +֏  
  فنجد 

2

( ) ( ) 0

( )sin ( )(2 cos sin ) 2 cos

c t td t

c t t d t t t t t

′ ′+ =

′ ′− + − =
  

  إذن
( ) cosd t t′ )و = ) cosc t t t′ = −  

  ومن ثمَّ 
( ) sind t t=  و  ( ) sin cosc t t t t= − −  

)إذن  ) cos cost t tϕ = −   المدروسة هو والحل العام للمعادلة ⋅

  ( cos ) cost at b t t+ −֏  ú  
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Jيكن ل 19. التمرينJ مجالاً غير تافه منℝ وليكن .:b J → ℝ  1تابعاً من الصفC، 
a:و J → ℝ : ٌتابعاً مستمراًّ. نفترض أنهّ يوجد تابع: Jθ → ℝ  بحيث يكون

sin ( )t tθ֏ وcos ( )t tθ֏ حلّين للمعادلة التفاضليّة  :  
0y a y b y′′ ′+ + =  

  .bو aأوجد علاقة تربط  1.

  أوجد الحل العام لكل من المعادلتين التفاضليّتين: 2.
3cos sin cos 0t y t y t y′′ ′+ +  على    =

2 2
,π π −  .  

2
3 3 sin

2
tt y y t y t′′ ′− + ∗ على      =

+ℝ.  
  الحـل

0yإلى المعادلة التفاضليّة  E لنرمز بالرمز a y b y′′ ′+ + =.  
)استناداً إلى الفرْض يكون التابع  1. ) exp(i ( ))t t tψ θ=֏  ًّللمعادلة التفاضليّة حلا E. 
  إذن

2

( ) i ( )exp(i ( ))

( ) (i ( ) ( ))exp(i ( ))

t t t

t t t t

ψ θ θ

ψ θ θ θ

′ ′=

′′ ′′ ′= −
  

  نستنتج أنّ  Eوبالعودة إلى المعادلة 
2( ( ) ( )) i( ( ) ( )) 0b t t t a tθ θ θ′ ′′ ′− + + =  

  إذن
2( ) ( )b t tθ′=  و( ) ( ) 0t a tθ θ′′ ′+ =  

  فإذا اشتققنا المعادلة الأولى واستفدنا من الثانية استنتجنا أنّ 
  2 0b ab′ + 0bو    = ≥  ( )∗  

) وبالعكس، لنفترض الشرط ولنعرّف التابع الأصلي  محقّقاً. ∗(
0

( ) ( ) d
t

t
t b s sθ =  0t حيث ∫

  بالعلاقتين : 2ϕو 1ϕ. ثمُّ لنعرّف التابعين Jمن 
1( ) cos ( )t tϕ θ=  2  و( ) sin ( )t tϕ θ=  

ن خطيّاً للمعادلة ن مستقلاّ حلاّ  2ϕو 1ϕعندئذ نتوثق بسهولة، ونترك ذلك للقارئ، أنّ التابعين 
E.  
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3cosفي حالة المعادلة  ���� 2. sin cos 0t y t y t y′′ ′+ + على  =
2 2
,J π π = −   لدينا  

( ) tana t t=   2   و( ) cosb t t=   
)والشرط    محقق وضوحاً. إذن يكون التابعان  ∗(

1( ) cos(sin )t t tϕ )2  و    ֏= ) sin(sin )t t tϕ =֏  
  .المعادلة التفاضليّةهذه أساساً لفضاء حلول 

2في حالة المعادلة التفاضليّة  ����
3 3 sin

2
tt y y t y t′′ ′− + J,0على اال  =  = +∞  

  لدينا
( ) 1/a t t=    2  و( )b t t=  

)شرط وال   محقق وضوحاً. إذن يكون التابعان  ∗(
2

1( ) cos( /2)t t tϕ 2  و    ֏=
2( ) sin( /2)t t tϕ =֏  

3أساساً لفضاء حلول المعادلة التفاضليّة بدون طرف ثانٍ  0t y y t y′′ ′− + = لإيجاد حل .
ة، فنبحث عن الحل الخاص بالشكلخاص للمعادلة، نتبع طريقة جعل الثو  ابت متغير  

1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t c t t d t tϕ ϕ ϕ= +֏  
  فنجد 

2 2

2 2 2
2 2

2 2 2

( )cos ( )sin 0

( )sin ( )cos sin

t t

t t t

c t d t

c t d t t

′ ′+ =

′ ′− + =
  

  إذن
21

( ) sin
2

d t t t′ 21  و  =
( ) ( cos )

2
c t t t t′ = −  

  ومن ثمَّ 
21

( ) (1 cos )
2

d t t= 2  و  − 21
( ) (2 sin )

4
c t t t= −  

221إذن 
4 2

( ) cos tt tϕ = والحل العام للمعادلة لمعادلة مع طرف ثان، لهو حل خاص  −
  المدروسة هو

2 2 2sin( /2) ( /4)cos( /2)t t t tα β+ −֏  
  ú    وهي النتيجة المرجوّة.
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Jلتكن المعادلة التفاضليّة 20. التمرين E  التالية( ) ( ) 0y a t y b t y′′ ′+ + . نجُري تغييراً في =
) وّلالمتح )x g t=.  
  ؟ ما هو الشرط الواجب تحققه حتىّ نحصل على معادلة تفاضليّة خطيّة بأمثال ثابتة 1.

2في حالة  bعين التابع  2.
( )a t

t
  لشرط السابق محقّقاً.حتىّ يكون ا =

  :الآتيةحلّ المعادلة التفاضليّة  3.
2 2(1 ) 0t y t y k y′′ ′+ + + =  

  الحـل

)هنا نفترض أنّ التابعين  )t a t֏ و( )t b t֏  مستمراّن على مجالI.  
)كي نتمكّن من إجراء تغيير المتحوّل في الحقيقة،   1. )x g t=  ّنفترض أنg  ًيعرّف تقابلا

:g I J→  ّ2من الصفC  علىI الصورته ا ،Jال، وإذا ، فهو مطرّدٌ تماماً على هذا ا
g، افترضنا أنّ ردنا أن يكون تابعه العكسي أملسأ ينعدم، وهو من ثمَّ يحُافظ على إشارة ثابتة  لا ′

  لنجد : xبالنسبة إلى المتحوّل الجديد  y. وهكذا يمكننا أنّ نحسب مشتقّات التابع Iعلى اال 

( )
2 2

2

2 2

d d
( )

d d
d d d

( ) ( )
dd d

y y
g t

t x
y y y

g t g t
xt x

′= ⋅

′ ′′= ⋅ + ⋅
  

  وبالتعويض في المعادلة التفاضليّة نجد

( ) ( )
2

2

2

d d
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0

dd

y y
g t g t a t g t b t y

xx
′ ′′ ′⋅ + ⋅ + + =  

  بحيث يكون Bو Aالمعادلة معادلة بأمثال ثابتة إذا وفقط إذا وُجِد عددان  هذه حوعليه تصب

  
2

2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

g t a t g t Ag t

b t Bg t

′′ ′ ′+ =

′=
  ( )∗  

)الشرط  لنفترض أنّ  0b، يمكننا أن نفترضَ أنّ محقق ∗( 0Bوإلاّ وجب أن يكون ، ≠ ، أي =
0b )مُكافئة تماماً لحلّ المعادلة  gوصارت مسألة تعيين  ≡ ) 0y a t y′′ + . إذن =

( )t b t֏  اليحُافظ على إشارة ثابتة على اI لتكن ،{ 1,1}ε ∈ )ي إشارة ه − )t b t֏ 
  أي Iعلى 

, ( ) ( )t I b t b tε∀ ∈ =  
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|تغييرَ المتحوّل  gفإذا استبدلنا بتغيير المتحوّل  |B g  ّأمكننا أن نفترض أنB ε= أي  
2, ( ) ( )t I g t b t′∀ ∈ =  

  أو
, ( ) ( )t I g t b tε′∀ ∈ = ɶ  

وعندئذ تُكتب المعادلة الأولى :
2

( ) 1
( )

( )( )

g t
a t A

g tg t

′′
+ =

′′
  بالشكل 

1 1
( )

| ( )| | ( )|
a t A

b t b t
ε

′  − =   
ɶ  

  وهكذا نصل إلى النتيجة التالية :
)كي نتمكّن من إيجاد تغيير للمتحوّل  )x g t= ل المعادلة التفاضليّة يحوE  إلى معادلة

)ذات أمثال ثابتة، يجب أن يكون التابع  )t b t֏  1من الصفC  علىI وألاّ ينعدم ،
  ، وأن يكون التابع Iعلى 

1 1
( )

| ( )| | ( )|
t a t

b t b t

′  −    
֏  

  .Iثابتاً على 

وبالعكس، إذا كانت الفرضيّات السابقة محقّقة، عرّفنا 
0

( ) | ( )| d
t

t
g t b s s=  حيث ∫

0t I∈ لوعندئذ نتيقّن بسهولة أنّ تغيير المتحو ،( )x g t= ل المعادلةالتفاضليّة  يحوE 
  إلى معادلة ذات أمثال ثابتة.

2نفترض أنّ 2.
( )a t

t
∗االين  محتوى في أحد Iاال  ، وأنّ =

+ℝ  أو∗
−ℝ . لنعُد إلى الشرط

(   يحُقق في هذه الحالة الشرط gفنجد أنّ  ∗(

2

( ) 2 1
, ,

( )( )

g t
A t I A

t g tg t

′′
∃ ∈ ∀ ∈ + ⋅ =

′′
ℝ  

  أو

2 3 2

1 1 2 1
, ,

( ) ( )

A
A t I

g t g tt t t

′        ∃ ∈ ∀ ∈ − + =          ′ ′    
ℝ  
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  ومنه

2

1
, ,

( )

A
A t I

tt g t

′ ′    ∃ ∈ ∀ ∈ − = −      ′ 
ℝ  

  ومن ثمَّ 

( ) ( )
2 1

, , , ( )AC t I g t
t A Ct

′∃ ∈ ∀ ∈ =
+

ℝ  

) ةيقيقح وعليه، توجد ثوابت , , )A B C 0 حيثB   تحُقّق : ≠

2 2
, ( )

( )

B
t I b t

t A Ct
∀ ∈ =

+
  

0Cيجب أن يكون  Iمعرفّاً على  bوحتىّ يكون  Aأو  =
I

C
− ∉.  

إلى معادلة  E، أمكننا إرجاع المعادلة Iالصيغة السابقة على مجال  bوبالعكس، إذا كان للتابع 

lnبأمثال ثابتة بإجراء تغيير المتحوّل 
t

x
A Ct

=
+

.  

2المطلوب هو حلّ المعادلة 3. 2(1 ) 0t y t y k y′′ ′+ + + 0 حيث = k< وهي تُكافئ ،  
2

2 2
0

1 1

t k
y y y

t t
′′ ′+ + =

+ +
  

  هنا لدينا

2
( )

1

t
a t

t
=

+
   و   

2

2
( )

1

k
b t

t
=

+
  

  يكن  ℝمن  tه، مهما تكن ونتيقّن بسهولة أنّ 

2 2

2

2 2

( ) 1 1 1

1| ( )| | ( )|

0
1 1

a t t t t

k ktb t b t

t t

k t k t

′′    + +   − = ⋅ −     +   

= − =
+ +

  

 يرُجِع تغيير المتحول:  1.إذن استناداً إلى ما أثبتناه في 

2

0 2
d ln( 1 )

1

t k
x s k t t

s
= = + +

+
∫  
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  المعطاة إلى الشكل المعادلةَ 
2 2

2 2 2

2 2

d d d
(1 ) 0

dd d

y y y
t t k y k y

tt x

  + + + = + =   
  

) دلة هوفالحل العامّ لهذه المعا ) cos sinx y x x xα β=   أو ֏+
  ( ) ( )2 2cos ln( 1 ) sin ln( 1 )t k t t k t tα β+ + + + +֏  ú  

  
J جملة المعادلات التفاضليّة التالية: 21. التمرين أوجد حل  

2 3 2 0

3 4 2 0

x y x y x y

x y x y x y

′′ ′′ ′ ′ + + + + + = ′′ ′′ ′ ′+ + + − − =

  

  الحـل

xلنبدأ بحل جملة المعادلتين بالنسبة إلى  yو ′′   فنجد ′′
2 2 2

2

x x y x y

y x y x y

 ′′ ′ ′= + − − ′′ ′ ′ = − − + +
  

uوهنا نلاحظ أنّ التركيبين  x y= 2vو + x y= يؤديان دورين مهمّين في صيغة الجملة  +
xالسابقة، وبملاحظة أنّ  v u= 2y، و− u v=   استنتجنا أنّ الجملة السابقة تُكافئ −

2

2

v u v u

u v v u

 ′′ ′′ ′− = − ′′ ′′ ′ − = − +
  

  أو
0u u′′ + 3vو     = v u′′ ′− = −  

  نستنتج إذن أنّ 
, ( ) cos sint u t A t B t∀ ∈ = +ℝ  

  ومن ثمَّ 
, ( ) ( ) 3 sin 3 cost v t v t A t B t C′∀ ∈ − = − + +ℝ  

)ولأنّ  ( ) ) ( ( ) ( ))t tv t e v t v t e− −′ ′=   نّ استنتجنا أ −

, ( ( ) ) ( 3 sin 3 cos )t tt v t e A t B t C e− −′∀ ∈ = − + +ℝ  
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  ومنه
3 3

, ( ) ( )sin ( )cos
2 2

tt v t De C A B t A B t∀ ∈ = − + + + −ℝ  

  نستنتج أنّ  yو xوبالرجوع إلى 

  

1 1
( ) (3 )sin ( 3 )cos

2 2
1 1

( ) ( 3 )sin ( 3 )cos
2 2

t

t

x t De C A B t A B t

y t De C B A t A B t

= − + + + −

= − + + +

−

− +
  

  ú  وهي النتيجة المرجوّة.
J فاضليّةلنتأمّل المعادلة الت 22. التمرين  

    cosy y y y t′′′ ′′ ′+ + + =  ( )E  
)الحلّ العام للمعادلة التفاضليّة  دْ جِ  )E ، ًأ علما ّ ًّن الشكلم ا تقبل حلا   

cos sint At t B t t+֏.  
  الحـل

)2بدون طرف ثان هي  Eإنّ المعادلة المميزة للمعادلة  1)( 1) 0X X+ + إذن الحل للعام  .=
  للمعادلة بدون طرف ثانٍ هو

cos sin tt a t b t ce−+ +֏  
cosمن الشكل  Eلنبحث عن حل خاص للمعادلة  sint At t Bt t+֏بالتعويض نجد .  

2( )cos 2( )sin cosB A t A B t t− − + =  
0Aيجب أن يكون  إذن B+ 1و =

2
B A− 1، أو =

4
B 1و =

4
A = − فالحل .

  هو من هذا الشكل Eالوحيد للمعادلة 
1

(sin cos )
4

t t t t− −֏.  

  هو Eعادلة وعليه يكون الحل العام للم

cos sin
4 4

tt t
t a t b t ce−

     + + − +        
֏  

  ú  وهي النتيجة المرجوّة.
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J لنتأمّل المعادلة التفاضليّة 23. التمرين  

    2 2( 1) 0x y x y x x y′′ ′+ − + + =  ( )E  

)نفترض أنّ  1. )E بل حلاً تق ϕ بشكل متسلسلة صحيحة 
0

( ) n
nn

x a x
∞

=
ϕ =∑ ،

(0) ويحُقق الشرط 1′ϕ   . أثبت أنّ هذا الحل وحيدٌ. وأثبت أنّ =
1,

( 1)!nn a
n

∗∀ ∈ ≤
−

ℕ  

)استنتج أنّ المعادلة  2. )E  ًّوحيداً، ، وحلاًّ تقبل حلا ϕ ق لة صحيحبشكل متسلسة، ويحُق
(0) الشرط 1′ϕ =.  

)لّ المعادلة التفاضليّة ح 3. )E ول هبإجراء تغيير في التابع ا( )
( )

x

z x
y x

xe
، وتَـعَرف =

 الحل ϕ.  
  الحـل

  نجد أنّ  Eبالتعويض في المعادلة  1.

1 2
0 0 0 1 2

( 1) 0n n n n n
n n n n n

n n n n n

n n a x na x a x a x a x

∞ ∞ ∞ ∞ ∞

− −
= = = = =

− + − − − =∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

  ومن ثمَّ 

( )2
0 0 1 2

2

( 1) 0n
n n n

n

a a x n a a a x

∞

− −
=

− − + − − − =∑  

(0)وبالاستفادة من الشرط  1ϕ′   استنتجنا أنّ  =

  1 2
0 1 2

0, 1, 2,
1

n n
n

a a
a a n a

n

− −+
= = ∀ ≥ =

−
  (†)  

)مّا كانت المتتالية ـول )n na ∈ℕ  ّبأسلوب وحيد بالعلاقات السابقة استنتجنا أنّ الحل تتعينϕ  وحيد
  في حال وجوده.

1مّا كان ـل 1a 2و =

1

3
a )/1استنتجنا صحّة المتراجحة  = 1)!na n≤ في حالة  −

1n 2nو = 3n. لتكن إذن = )/1، ولنفترض صحّة المتراجحات ≤ 1)!ka k≤ − 
1في حالة  k n≤ < .  
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  عندئذ

( )1 22

2

1

1
1 1 1

( 2)! ( 3)!1
1 1 1

( 1)! 1 ( 1)!

n n na a a
n

n nn
n

n n n

− −≤ +
−
 ≤ +   − − −
 − ≤ ≤ − + − 

  

  المطلوبة. صحّة المتراجحة nوهذا يثبت بالتدريج على 
)بالعكس، لتكن المتتالية و  2. )n na ∈ℕ عندئذ نستنتج من (†) المعرفّة تدريجيّاً بالعلاقات .

المتراجحة السابقة أنّ نصف قطر تقارب المتسلسلة الصحيحة 
0

n
nn
a x

∞

وهذا  ∞+يساوي  ∑=

التابع  ℝما يسمح لنا أن نعرّف على 
0

( ) n
nn

x a xϕ
∞

=
هو حلϕ  ونتيقّن بسهولة أنّ . ∑=

  وذلك استناداً إلى طريقة إنشائه. Eللمعادلة 

1لنغيرّ التابع اهول فنضع  3.
( ) ( )

x
y x z x

xe
  . عندئذينتمي إليه الصفرعلى أي مجال لا  =

2

2

3 2

1
( ) ( )

1 1
( ) ( ) ( )

2 2 1 1
( ) ( ) 2 ( ) ( )

x

x x

x x x

y x z x
xe
x

y x z x z x
x e xe

x x x
y x z x z x z x

x e x e xe

=

+′ ′= − +

+ + +′′ ′ ′′= − +

  

  الصيغة التالية : Eوعليه تأخذ المعادلة 
(2 1) ( ) ( )x z x xz x′ ′′+ =  

  أولى أنّ  ونجد بمكُاملةٍ 
2( ) 4 xz x Axe′ =  

  ومن ثمَّ 
2( ) (2 1) xz x A x e B= − +.  

Iعلى اال  E وعليه يعُطى الحل العام للمعادلة ∗
+= ℝ  أوI ∗

−= ℝ بالعلاقة  
ch sh

( ) 2 ( ) ( )x x x
x y x Ae B A B A

x x
= + − − +֏  
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, أعداد حقيقية نستنتج إذن وجود , ,A B C D ق الشرطتحُق  
ch sh

2 ( ) ( ) : 0
0, ( )

ch sh
2 ( ) ( ) : 0

x

x

x x
Ae B A B A x

x xx x
x x

Ce D C D C x
x x

ϕ

 + − − + >∀ ≠ =  + − − + <

  

Bأن يكون  0عند  ϕالتابع  يقتضي استمرارُ  A= وD C= أمّا قابليّة اشتقاق التابع .ϕ 
Aفتقتضي أنّ يكون  0عند  C= (0). وخيراً، نظراً إلى كون 1ϕ′ استنتجنا أنّ  =

2 1A   الآتية:الصيغة  ϕ. وعليه، يأخذ التابع =
sh

: 0
, ( )

0 : 0

x x
e x

x x x
x

ϕ

 − ≠∀ ∈ =  =

ℝ  

  ونستنتج بوجه خاص أنّ 
( mod2)

,
( 1)!n

n n
n a

n

+
∀ ∈ =

+
ℕ  

mod2حيث  (1 ( 1) )/2nn = − −.  ú  

Jليكن التابع 24. التمرين 
2

2

0

: , ( ) d
1

xte
f f x t

t

∞ −

+ → =
+∫ℝ ℝ.  

lim ، وأنّ ℝ+معرّف ومستمرّ على  fأثبت أنّ  1. ( ) 0
x

f x
→∞

=.  
∗قابل للاشتقاق على  fأثبت أنّ  2.

+ℝ ق المعادلة التفاضليّةويحق  

( ) ( ) 0f x f x
x

Λ′ − + 2 حيث  =

0

due u

∞
−Λ = ∫  

  .Λحلّ هذه المعادلة واستنتج قيمة الثابت 3.
  الحـل

 من كون التابع ℝ+على  fينتج استمرار التابع  1.
2

2
: ( , )

1

xte
F t x

t

−

+
مستمراًّ على  ֏

2( )+ℝ : ومن المتراجحة
2

2 2

1

1 1

xte

t t

−
≤

+ +
، التي تتيح لنا تطبيق مبرهنة استمرار التكاملات 

   التابعة لوسيط.
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  ونلاحظ أنّ 

2 2

0 0

1
0, 0 ( ) d dxt ux f x e t e u

x

∞ ∞
− −∀ > ≤ ≤ =∫ ∫  

limإذن  ( ) 0
x

f x
→∞

=.  

0ليكن 2. a<.  التابع
2

2
( , )

1

xte
x F t x

t

−
=

+
]لى قابلٌ للاشتقاق ع ֏ , [a يعطى ، و ∞+

 بالعلاقة  مشتقّه
22

2
( , )

1

xtF t e
x t

x t

−∂
= −

∂ +
). وهنا نلاحظ أنّ  , )

F
t x t

x

∂
∂

مستمر على  ֏

+ℝ ّوأن ،  
2

2
2

2
( , ) [ , [ ,

1

xt
att e

x t a e
t

−
−

+∀ ∈ +∞ × − ≤
+

ℝ  

2ولأنّ التكامل 

0
date t

∞ تجنا، بتطبيق مبرهنة اشتقاق التكاملات التابعة متقاربٌ، استن ∫−
]قابلٌ للاشتقاق على  fلوسيط، أنّ التابع  , [a   وأنّ  ∞+

2
2

2
0

( ) d
1

xtt
f x e t

t

∞
−′ = −

+∫  

∗قابلٌ للاشتقاق على  fعددٌ موجب تماماً كيفي، إذن  aلكنّ العدد  
+ℝ  مشتقه معطى بالعلاقة و

  وهنا نلاحظ أنّ  السابقة.

2

0

0, ( ) ( ) dxtx f x f x e t
x

∞
− Λ′∀ > − = − = −∫  

)ينتج من المعادلة التفاضليّة أنّ  3. ( ) )x xf x e e
x

− −Λ′ = 0xفي حالة  −   وعليه يكون ،<

1
0 ( ) ( ) d

x

x tx f x e f e e t
t

ε

ε

ε ε− − −> > ⇒ − = −Λ∫  

  أو

2

0 ( ) ( ) 2 d

x

x ux f e f x e e uε

ε

ε ε − − −> > ⇒ − = Λ∫  
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  استنتجنا أنّ  0عند  fواستفدنا من استمرار التابع  0تسعى إلى  εفإذا جعلنا 

2

0

0, ( ) 2 d
2

x

x ux f x e e u
π − −∀ ≥ − = Λ∫  

limولكن  ( ) 0
x

f x
→∞

22استنتجنا أنّ  ∞+تسعى إلى  x، فإذا جعلنا =
2

π
= Λ  إذن

/2πΛ   . و=

  2

0

0, ( ) d
2

x

x x ux f x e e u
π

π −∀ ≥ = − ∫  ú  

J25. التمرين   

.I  ليكنV  فضاء شعاعياًّ، وليكن التطبيق الخطّيu من ( )VL ّنفترض أن .  
, , ( ) 0xn

xx V n u x∀ ∈ ∃ ∈ =ℕ  

n و

n

u u u u= � �⋯�	





�





VI . أثبت أنّ V طابق على ـُالتطبيق الم VI . وليكن� u− 

 يعُطى تقابله العكسي بالعلاقة ،تقابلٌ 
0

( ) ( )
xn

k

k

v x u x
=

= ∑.  

.II في بقيّة التمرين V ء كثيرات الحدود الحقيقيّةهو فضا [ ]Xℝ أمّا .u  فهو التطبيق
)الخطّي )u P P ′′= −.  

) ليكن كثير الحدود المعطى 1. )f X  منV ّالمعادلة التفاضليّة. أثبت أن  
( ) y y f′′∗ + =  

) . عبر عنg  وحيداً بشكل تابع كثير الحدود وحلاًّ تقبل حلاًّ  )g X  بدلالة( )f X 
  ومشتقّاته.

  أعداد صحيحة. أثبت أنّ  fكثير الحدود نفترض الآن أنّ ثوابت   2.
.a  ثوابتg  ،هي أيضاً أعداد صحيحة  
.b  وإذا كانnX  يقسمf  كان !n  (0)قاسماً للعددg.  

.3  حل أثبت أنّ كلϕ  للمعادلة التفاضليّة(   يحُقق ∗(

0
( ) (0) ( )sin df t t t

π

πϕ + ϕ = ∫  

  مرّة
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)الآن أنّ كثير الحدود نفترض  4. )f X ق العلاقةيحُق( ) ( )f X f Xπ= − .  
.a  ّأثبت أن( )g X ق أيضاً العلاقةيحُق( ) ( )g X g Xπ= −.  
.b  ّ(0)أثبت أنg M≤ حيث { }sup ( ) : 0 /2M f t t= ≤ ≤ π.  

)نضع  5. ) ( )n n
nf X X X= ⋅ π )، وليكن− )ng X   كثير الحدود الموافق بناء على

ليس عدداً عادياً. لذلك  πنريد أن نثبت بطريقة نقض الفرْض أنّ العدد  1.السؤال 
p/نفترض جدلاً أنّ  qπ =.  

.a  (0)أنّ العدد  2.أثبت استناداً إلى

!

n
nq g

n
  تماماً. موجبٌ  طبيعي  عددٌ  

.b  لتصل إلى تناقض، ماذا تستنتج؟ 4.استفد من  
  الحـل

.I  لنتوثّق أوّلاً أنّ التطبيقv  المعرّف في نص التمرين خطّي. في الحقيقة، إذا كانx وy  شعاعين
)max، عرفّنا Kعدداً من  λ، وكان Vمن  , , )x y x yn n n n λ+= عندئذ يكون  

( )

0 0

0 0

0 0

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

x y

x

y

n n
k k

k k
n n

k k

k k
n n

k k

k k

v x y u x y u x y

v x u x u x

v y u y u y

λ

λ λ λ
+

= =

= =

= =

+ = + = +

= =

= =

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

  

)، استنتجنا أنّ kخطّي، أياً كانت قيمة  kuولأنّ  ) ( ) ( )v x y v x v yλ λ+ = . ثمُّ نلاحظ +
  أنّ 

1

0
1

1

, ( ) ( ) ( )

( ) ( )

x

x

n
k

k
n

k

k

x V u v x v u x u x

x u x x v x

+

=
+

=

∀ ∈ = =

= + = +

∑

∑

� �

  

) وهذا يُكافئ ) ( )V V Vv I u I u v I− = − =� VIإذن  � u−  تقابلٌ خطّي تقابله
  .vالعكسي هو 
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.1.II  ُالمعادلة البحث عن حلول كافئ ي( ]في الفضاء  ∗( ]V X= ℝ إيجاد كثير حدود ،( )g X 
) يحُقق )( ( )) ( )VI u g X f X−   هذا يُكافئ  I.واستناداً إلى  =

1 (2 )

0

( ) ( ) ( ( )) ( ( )) ( 1) ( )k k
V

k

g X I u f X v f X f X

∞
−

=

= − = = −∑  

. .2.IIa  إذا كانت أمثال( )f X  أعداداً صحيحة، أي( ) [ ]f X X∈ ℤ كانت أمثال جميع ،
)مشتقّاته كذلك، أي  ), ( ) [ ]kk f X X∀ ∈ ∈ℕ ℤ وعليه يكون ،( ) [ ]g X X∈ ℤ  ًاستنادا

  II.1.إلى 
. .2.IIb  إذا كانnX  يقسم( )f X  ّاستنتجنا استناداً إلى منشور تايلور أن   

( )(0)
( )

!

k
k

k n

f
f X X

k

∞

=

= ∑  

 ائيّاً لأنّ مشتقات كثير الحدود تنعدم بدءاً من حدموع ليس لامعينّ. ولأنّ  لاحظ أنّ هذا ا
( )f X  ينتمي إلى[ ]Xℤ  ّاستنتجنا أن  

( 1)(0) (0) (0) 0nf f f −′= = = و   ⋯=
( )(0)

,
!

kf
k n

k
∀ ≥ ∈ ℤ   

)وعليه نستنتج من عبارة  )g X  ّأن  
(2 )

(2 )

0 2

(0) 1 (2 )! (0)
( 1) (0) ( 1)

! ! ! (2 )!

k
k k k

k k n

g k f
f

n n n k

∞ ∞

= ≥

= − = − ⋅ ∈∑ ∑ ℤ  

  .g(0)يقسم  n!أي إنّ 
.3.II  ليكنϕ  2تابعاً من الصفC  0]على, ]πعندئذ .  

0 0
( )sin d ( )sint t t t t

ππ

ϕ ϕ
 ′′ ′=   ∫ 0

00

0

( )cos d

( )cos ( )sin d

( ) (0) ( )sin d

t t t

t t t t t

t t t

π

π π

π

ϕ

ϕ ϕ

ϕ π ϕ ϕ

′−

 = − −  

= + −

∫

∫

∫

  

  إذن

  
0

( ( ) ( ))sin d ( ) (0)t t t t
π

ϕ ϕ ϕ π ϕ′′ + = +∫  
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)حلاً للمعادلة التفاضليّة  ϕذا كان فإ )كان   ∗( ) ( ) ( )t t f tϕ ϕ′′ +   ومن ثمَّ  =

0
( )sin d ( ) (0)f t t t

π

ϕ π ϕ= +∫  
. .4.IIa إذا كان( ) ( )f X f Xπ=   لدينا كان   −

(2 ) (2 ), ( ) ( )k kk f X f Xπ∀ ∈ = −ℕ  
) إذن ) ( )g X g Xπ= −.  

. .4.IIb  3.بالاستفادة من.II الذي معادلته والتناظر بالنسبة إلى المستقيم 
2

x
π

  نستنتج أنّ  =
/2

0

( ) (0)
(0) ( )sin d

2

g g
g f t t t

ππ +
= = ∫  

  وعليه

2 2

/2 /2

0 00, 0,

(0) ( ) sin d sup sin d supg f t t t f t t f
π π

π π

   
      

≤ ≤ ⋅ =∫ ∫  

. .5.IIa  نضع( ) ( )n n
nf X X Xπ= p/، ونفترض أنّ − qπ ، عندئذ ينتمي كثير =

)الحدود  )n
nq f X  إلى[ ]Xℤ  ويقبل القسمة علىnX 2.، إذن استناداً إلى نتيجة السؤال.II 

(0)يكون المقدار 

!

n
nq g

n
 nfوعلى تناظر منحنيي التابعين  II.3.ولكن، بناءً على  عدداً صحيحاً. 

بالنسبة إلى المستقيم  ngو
2

x
π

2/نستنتج أنّ  =

0
(0) ( )sin d 0n ng f t t t

π

= . إذن ∫<

*(0)

!

n
nq g

n
∈ ℕ.  

. .5.IIb نستنتج مما سبق، ومن نتيجة. .4.IIb ّأن ،  

2

2 2 2

0,

(0)
1 sup

! ! ! 2 ! 4 4

n nnn n n n
n

n

q g q q n q q e
f

n n n n n nπ

π π π

 
  

         ≤ ≤ ⋅ ≤ = <              
  

2qصارخ، إذ يكفي اختيار  وهذا تناقض e nπ πالتناقض يبرهن أنّ . هذا ≥ ∉ ℚ.  ú  
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Jليكن 26. التمرين E  ُف فضاءً شعاعيّاً منظّماً منتهي البفي حالة عد، نعرA وB  من( )EL ،
ر ] المقدا , ]A B B A A B= −� )من  Bو A . ولتكن� )EL ن نثبت ، نريد أ
]: إذا كان التطبيق الخطيّ الآتيةالخاصّة  , ]A B من يتبادل مع كل A وB  أي 

[ ,[ , ]] [ ,[ , ]] 0A A B B A B= =  
  كان  

1 1
2 2[ , ] [ , ]A B B AA B A B B Ae e e e e e e+ = =� � � �  

  ، ولنعرّف التوابعEمن  0xليكن  1.
( )

( ) ( )

( ) ( )

1 0

2 1

3 2

exp( )

exp( )

exp( ( ))

x t tA x

x t tB x t

x t t A B x t

= ⋅

= ⋅

= − + ⋅

  

  أثبت أنّ   
( ) ( )3 ( )

0
d

d
t A B tB tAx

t e t e e x
t

− += ϕ ⋅� � �  
  وضعنا حيث  

( ) tB tBt A e A e−ϕ = − + � �  
) احسب 2. )t′ϕ ّواستنتج أن ، ( )2

3 02( ) exp [ , ]tx t A B x=   لمطلوب.أثبت او . ⋅
  الحـل

  في الحقيقة لدينا 1.

( )( )
( )( )

( ) ( )3 2
2

( ) 1
2 1

( )
2 1 0

( )
0 0 0

( )

d d
( ) ( ) ( ) ( )

d d
d

( ) ( ) ( ) ( )
d

( ) ( ) ( )

( )

( )

t A B t A B

t A B tB

t A B tB tA

t A B tB tA tB tA tA

t A B

x x
t e A B x t e t

t t
x

e A B x t e Bx t t
t

e A B x t e Bx t Ae x

e A B e e x e Be x Ae x

e A B

− + − +

− +

− +

− +

− +

= + +

    = − + + +       
= − + + +

= − + + +

= − + +( ) 0( )tB tB tB tAe B A e e e x−+

  

  لكنو 
( ) ( ) ( )tB tB tB tB tB tB

tB tB

A B e B A e A B e Be e Ae

A e Ae

− − −

−

− + + + = − + + +

= − +
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  إذن

( )( )3
0

( )

d
( )

d
t A B tB tB tB tA

t

x
t e A e Ae e e x

t
ϕ

− + −= − +
	






�






�

  

  نلاحظ أنّ  2.
( ) [ , ]tB tB tB tB tB tBt e BAe e ABe e A B eϕ − − −′ = − =  

]ولأنّ  , ] [ , ]B A B A B B=  ّاستنتجنا أن  
( ) [ , ]t A Bϕ′ =  

(0)ولكن  0ϕ )إذن  = ) [ , ]t t A Bϕ   . ومن ثمَّ =
( )3

0

d
( ) [ , ]

d
t A B tB tAx

t te A B e e x
t

− +=  

نّ  لأ  ، جديد ]ومن  , ] [ , ]B A B A B B= و[ , ] [ , ]AA B A B A=  ّن أ ] استنتجنا  , ]A B 
Aو B+ يتبادلان، وعليه يمكننا أن نكتب  

( ) ( )3
0 3

d
( ) [ , ] [ , ]

d

t A B tB tAx
t t A B e e e x t A B x t

t

− += =  

)و 3xالتابعان  يه يكونوعل )2

02
exp [ , ]tt A B x֏ ين للمعادلة التفاضليّةحل  

( ) [ , ]Y t t A BY′ =  
Y(0)0يحققان شرط البدء نفسه :  x= .مسألة كوشي فهما إذن متساويان بسبب وحدانيّة حل .

)إذن لقد برهنّا أنّ  )2

3 02
, ( ) exp [ , ]tt x t A B x∀ ∈ =ℝأو .  

( ) ( )2

0 02
, exp [ , ]

t A B tB tAtt A B x e e e x
− +∀ ∈ =ℝ  

  كيفي استنتجنا أنّ   0xولأنّ 

( ) ( )2

2
, exp [ , ]

t A B tB tAtt A B e e e
− +∀ ∈ =ℝ  

  أو

( )2( )

2
, exp [ , ]t A B tB tA tt e e e A B+∀ ∈ =ℝ  

1tوبوضع    اظرين نستنتجوالاستفادة من كون التطبيقين الخطيين يؤدّيان دورين متن =

  
1 1
2 2
[ , ] [ , ]AB B AA B B A A Be e e e e e e+ = =  ú  
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Jليكن  27. التمرينE  فضاءً شعاعيّاً منظّماً منتهي البعد، وليكنI  مجالاً غير تافه منℝ ،
:و ( )A I E→ L 0 كنيتابعاً مستمراً. وأخيراً لt  منIفنعر .  

0

, ( ) ( )d
t

t
t I t A s s∀ ∈ = ∫A  

  ونفترض أنّ   
  , ( ) ( ) ( ) ( )t I t A t A t t∀ ∈ =A A� �  (†)  

  أثبت أنّ  1.
( ) ( )d

, ( )
d

t tt I e A t e
t

∀ ∈ =A A�  

) ، أثبت أنّ Eمن  0x لتكن2. )
0

tt e xA֏ هو الحل الوحيد لمسألة كوشي 
0 0( , )t xP 

) المتعلقة بالمعادلة التفاضليّة )X A t X′ =.  
:أثبت أنهّ إذا كان التابع المستمر  3. ( )A I E→ L ق الشرطيحق  

 
2( , ) , ( ) ( ) ( ) ( )t u I A t A u A u A t∀ ∈ =� �  

  محقّقاً. (†)فعندئذ يكون الشرط 
)حلّ المعادلة التفاضليّة  4. )X A t X′   :الآتيتينفي الحالتين  =

( ) ( )
( )

( ) ( )

a t b t
A t

b t a t

 − 
 =  
  

و      

2

2

2

1 0 cos

( ) 0 1 cos

0 0 sin

t

A t t

t

 
 
 
 =
 
 
  

  

)نتأمّل المعادلة التفاضليّة  5. )X A t X′    مع =
1/

( )
0 1

t t
A t

 
 =  
  

  

2 من 0X ولتكن
2 1( )×M ℝأوجد الحل الوحيد لمسألة كوشي . ( )0 0,t XP  ذه قةالمتعل

  .2المعادلة التفاضليّة، وبين أنهّ ليس من الشكل المعطى في 
  الحـل

)لنلاحظ أنّ  1. ) ( )t A t′ =A  أنّ و  

( )2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( )t A t t t A t A t t
′ = + =A A A A� � �  
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)لنفترض أنّ  ) 1( ) ( ) ( )n nt nA t t−′ =A A�  2في حالة n≤ عندئذ  

( ) ( )1

1

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( 1) ( ) ( )

n n n

n n

n n

n

t A t t t t

A t t n t A t

A t t nA t t t

n A t t

+

−

−

′ ′= +

= +

= +

= +

A A A A

A A A

A A A

A

� �

� � �

� � �

�

1111  

)فالتابع  ℕمن  nإذن أياًّ كانت  )nt tA֏  1ينتمي إلى الصفC  علىI  ومشتقّه هو
)1التابع  ) ( )nt nA t t−

A֏ �.  
]ليكن  , ]a b  0مجالاً متراصّاً ما تنتمي إليهt ولنضع ،

[ , ]

sup ( )
t a b

A tλ
∈

عندئذ يكون لدينا  =

أيضاً 
[ , ]

sup ( ) ( )
t a b

t b aλ
∈

≤ −A َّومن ثم .  

1
1

,

1 ( )
1, sup ( ) ( )

! ( 1)!

n n
n

t a b

b a
n nA t t

n n

λ −
−

 ∈ 

−
∀ ≥ ≤

−
A  

1إذن تتقارب متسلسلة التوابع 
( )
!

n

n
′∑ A  البالنظيم على ا[ , ]a b. مّا كانت المتسلسلة ـول

1

!
n

n
∑ A  متقاربة ومجموعهاeA  ّاستنتجنا أن  

0

1

1

1

1

0

d 1
exp( ( )) ( )

d !

( ) ( )
!

1
( ) ( )

( 1)!

1
( ) ( ) ( ) exp( ( ))

!

n

n

n

n

n

n

n

n

t t
t n

n
A t t

n

A t t
n

A t t A t t
n

∞

=
∞

−

=
∞

−

=
∞

=

′  =    

=

=
−

= =

∑

∑

∑

∑

A A

A

A

A A

�

�

� �

  

  .Iلأّا محقّقة على كلّ مجال متراص في  Iوهذه النتيجة محقّقة على 
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نتيقّن بالتعويض المباشر والاستفادة من نتيجة السؤال السابق أنّ  ، Eعنصراً من  0x لتكن 2.
( )

0
tt e xA֏ هو الحل الوحيد لمسألة كوشي 

0 0( , )t xP قة بالمعادلة التفاضليّةالمتعل 
( )X A t X′ =.  

:لتابع المستمر ا نفترض أنّ  3. ( )A I E→ L ق الشرطيحق  
 

2( , ) , ( ) ( ) ( ) ( )t u I A t A u A u A t∀ ∈ =� �  
t,0على اال  uعندئذ بمكُاملة طرفي المساواة السابقة بالنسبة إلى  t    ّنجد أن  

, ( ) ( ) ( ) ( )t I t A t A t t∀ ∈ =A A� �  

)لّ المعادلة التفاضليّة لح ���� 4. )X A t X′ )في حالة  = ) ( )
( )

( ) ( )

a t b t
A t

b t a t

 − =    
  ، نلاحظ أنّ 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

a t b t a u b u
A t A u

b t a t b u a u

a t a u b t b u a t b u b t a u

b t a u a t b u a t a u b t b u

A u A t

   − −   =          
 − − − =  + −  

=

  

)وذلك أياًّ كان  , )t u  2منI. ويمكننا اتبّاع الطريقة المبيّنة في التمرين لإيجاد محقّق (†) إذن الشرط ،

لنعرّف  الحلّ.
0

( ) ( )d
t

t
t A s sα = و  ∫

0

( ) ( )d
t

t
t B s sβ =   عندئذ يكون ∫

( )
( ) ( )

( ) ( )

t t
t

t t

α β

β α

 − =    
A  

)، ونلاحظ أنّ لكثير الحدود المميز للمصفوفة Iفي  tنثبت العدد  eAلحساب  )tA  الجذرين
( ) i ( )t tα β+  و( ) i ( )t tα β− . يكُتب وعليهeA  2بالشكلIλ µ+A يتعينّ  حيثλ 

  بالعلاقتين µو
( ) i

2i I eα βλ α β µ ++ + )و    = ) i
2i I eα βλ α β µ −− + =  

  إذن 
sin

eα
β

λ
β

sinو     =
cose eα α β

µ β α
β

= −  

  وعلى هذا نستنتج أنّ 
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1 0sin sin
cos

0 1

cos sin

sin cos

e e e e

e

α α α

α

α ββ β
β α

β αβ β

β β

β β

   −     = + −            
 − =  
  

A

  

  إذن يُكتب الحل العام للجملة 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

x t A t x t B t y t

y t B t x t A t y t

′ = −
′ = +

  

  بالشكل
( )
( )

( )
0 0

( )
0 0

( ) cos ( ) sin ( )

( ) sin ( ) cos ( )

t

t

x t e x t y t

y t e x t y t

α

α

β β

β β

= −

= +
  

  حيث 

0

( ) ( )d
t

t
t A s sα =   و    ∫

0

( ) ( )d
t

t
t B s sβ = ∫  

)لّ المعادلة التفاضليّة لح ���� )X A t X′   في حالة =
2

2

2

1 0 cos

( ) 0 1 cos

0 0 sin

t

A t t

t

 
 
 =  
 
  

  

  نلاحظ أنّ 
2 2

2 2

2 2

1 0 1 sin sin

( ) ( ) 0 1 1 sin sin ( ) ( )

0 0 sin sin

t u

A t A u t u A u A t

t u

 − 
 = − = 
 
  

  

)ذلك أياًّ كانت و  , )t u  2منIمحقّق، ويمكننا اتّباع الطريقة المبيّنة في التمرين  (†). إذن الشرط
  لإيجاد الحلّ. لدينا

( )
2 0 sin cos

1
0 2 sin cos

2
0 0 sin cos

t t t t

t t t t t

t t t

 + 
 = + 
 −  

A  



 348 المعادلات التفاضليّة الخطيّة

)، ونلاحظ أنّ لكثير الحدود المميز للمصفوفة Iفي  t نثبت العدد eAلحساب  )tA الجذور 
1مضاعف، و  جذرٌ وهو  t: الآتية

2
(1 sin cos )t t− . ّم فهي الأشعّة الذاتيّة الموافقة لهذه القي اأم

  على التوالي :

1

1

0

0

ε

 
 
 =  
 
  

2و      

0

1

0

ε

 
 
 =  
 
  

1و      2 3

1

1

1

v ε ε ε

 
 
 = = + − 
 −  

  

  إذن
( )

1 1
t te eε ε= ⋅A    و( )

2 2
t te eε ε= ⋅A    و( )( ) sin cos

2
expt t t te v v−= ⋅A  

  ومن ثمَّ 
( )
( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( ) ( )
3 1 2

sin cos
1 2 1 2 32

sin cos sin cos
1 2 32 2

exp

exp exp

t t

t t t t

t t t t t t t

e e v

e

e

ε ε ε

ε ε ε ε ε

ε ε ε

−

− −

= + −

= ⋅ + − ⋅ + −

= − ⋅ + + ⋅

A A

  

  إذن
( )
( )

( )

sin cos
2

( ) sin cos
2

sin cos
2

0 exp

0 exp

0 0 exp

t t t t t

t t t t t t

t t t

e e

e e e

−

−

−

 − 
 = − 
 
  

A  

  إذن يُكتب الحل العام للجملة 
2

2

2

cos

cos

sin

x x t z

y y t z

z t z

′ = +

′ = +

′ =

  

  بالشكل
( )
( )

( )

sin cos
0 0 0 2

sin cos
0 0 0 2

sin cos
0 2

( ) ( ) exp

( ) ( ) exp

( ) exp

t t t t

t t t t

t t t

x t x z e z

y t y z e z

z t z

−

−

−

= + −

= + −

=
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)نتأمّل المعادلة التفاضليّة  5. )X A t X′ /1 حيث =
( )

0 1

t t
A t

 
 =    

.  

  الصيغةتُكتب الجملة المدروسة ب
1

( ) ( ) ( )

( ) ( )

x t x t ty t
t

y t y t

′ = +

′ =
  

0إذن 
0( ) t ty t e y−=: ومن ثمَّ تُكتب المعادلة الأولى بالشكل ،  

0
02

( ) ( ) t ttx t x t
e y

t

−′ −
=  

  وعليه

00
0

0

( ) ( 1)t tx
x t t t e y

t

−= + −  

الحل الوحيد لمسألة كوشي و 
0 0( , )t XP هو  

0

0

0
0

0

0

( ) ( 1)

( )

t t

t t

x
x t t t e y

t

y t e y

−

−

= + −

=

  

   كونوي
2 2

0

0

0

ln
( ) 2

0

t tt

t t

t t

 − 
 =  
 −  

A   

  و
0

0

2 2
0 0

( ) 0 0 0 0

( )( )

2 ( ln( / ))

0

t t

t

t t

t t t t et

t t t t t t
e

e

−

−

 − − 
 − − =  
 
 
  

A  

  
  ú  وهي صيغة مختلفة تماماً عن الحلّ الفعلي للمعادلة التفاضليّة.
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Jأوجد حلّ جمل المعادلات التفاضليّة التالية : 28. التمرين  

  
2

2

d
2

d 1

d
2

d 1

x y
t x

t t

y x
t y

t t

 = − + = − + +

  

  
3

3

d
cos sin

d
d

sin cos
d

x
t x y t t t t

t
y

x t y t t t t
t

 = − + − = + + +

  

  الحـل

  : تينالتفاضليّ  تينلمعادلجملة احلّ  �

2

2

( )
( ) 2 ( )

1
( )

( ) 2 ( )
1

y t
x t t x t

t
x t

y t t y t
t

 ′ = − + ′ = − + +

  

Uلنضع  x y= Vو + x y=   ، ولنلاحظ أنّ −

2

1
( ) 2 ( )

1
U t t U t

t

 ′ = −   +
  و    

2

1
( ) 2 ( )

1
V t t V t

t

 ′ = +   +
  

  وعليه يكون
2

2

( ) 2 exp( arctan )

( ) 2 exp( arctan )

U t A t t

V t B t t

= −

= +
   

  إذن

  ( )
( )

2

2

arctan arctan

arctan arctan

( )

( )

t t t

t t t

x t e Ae Be

y t e Ae Be

−

−

= +

= −
  

  : تينالتفاضليّ  تينلمعادلجملة احلّ  �
3

3

d cos sin
d
d

sin cos
d

x tx y t t t t
t
y

x ty t t t t
t

 = − + − = + + +

  

)هنا نعرّف  ) ( ) i ( )z t x t y t=   فنجد +
3 i( ) ( i) ( ) ( i ) tz t t z t t t e′ = + + +  
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  ومن ثمَّ 

( ) ( )2 2 2i /2 3 /2 2 /2( ) ( i ) (1 i(2 ))t t t tz t e t t e t e− − − −′ ′
= + = − + +  

  وعليه
2

2 2

2 i i /2

/2 /2 2 i

( ) (1 i(2 )) ( i )

( 1 i( 2 ))

t t t

t t t

z t t e e

e e t e

α β

α β

+= − + + + +

= − + + +
  

  ومنه

  
2

2

2 /2

2 /2

( ) cos (2 )sin ( cos sin )

( ) sin (2 )cos ( sin cos )

t

t

x t t t t e t t

y t t t t e t t

α β

α β

= − − + + −

= − + + + +
  

  ú  المطلوب.هو و 
Jعلى الآتيةوجد حلّ جملة المعادلات التفاضليّة أ 29. التمرين ∗

+ℝ ّن أنالتابع ، بعد أن تتيق 
1

t t
 
 
  

  هو حل للجملة بدون طرف ثانٍ : ֏

2 2 2

2 2

2 2

d 1 1 1

d (1 ) (1 )

d 2 1
1

d 1 (1 )

x
x y

t tt t t t

y t t
x y

t t t t

 = − + + + + + = − + + + +

  

  الحـل

)لنفترض أنّ  )

( )

x t
t

y t

 
 
   

هو حل آخر للجملة بدون طرفٍ ثانٍ عندئذ، بالاستفادة من تابع  ֏

  فرونسكي يكون لدينا

2 2 2

22

2 2
0

2

0

1 1

(1 ) (1 )

2 1

1 (1 )

22

1

1 ( )
det exp tr d

( )

exp d (1 )

t

s s s s

ss
t s s s

t

s

s
t

x t
k s

t y t

k s k t

+ +
+

+ +

+

   −       =       −        
   = = +    

∫

∫ ɶ

  

1kويمكننا باختيارٍ مُناسب لشروط البدء أن نفترض  =ɶعندئذ يكون لدينا ،  
2( ) ( ) 1y t tx t t− = +  
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  وبالتعويض في المعادلة الأولى، بدون طرف ثانٍ، نجد
2

2 2 2 2

1 1 1
( ) ( ) ( ( ) 1 )

(1 ) (1 )
x t x t tx t t

t t t t t
′ = − + + + =

+ +
  

1إذن يمكننا أن نختار 
( )x t

t
= )2و − )y t t=اً . إذن وجدنا أساس ( ),ϕ ψ  لفضاء حلول

1كما يلي :   معطىالمعادلة بدون طرف ثان 
( )t

t
ϕ

 
 =    

و     
2

1/
( )

t
t

t
ψ

 − =  
  

.  

ة لنجد حلاً خاصّاً للمعادلة مع طرف ثان، أي لنبحث عن هذا  لنتبع إذن طريقة جعل الثوابت متغير
)الحل الخاص بالصيغة  ) ( ) ( ) ( ) ( )t a t t b t tϕ ψΦ =   بالمعادلة bو a، إذ يتعينّ التابعان +

1/ 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

t
a t t b t t t

t
ϕ ψ ϕ

 
 ′ ′+ = =   

  

)ومنه يمكننا أن نختار  ) lna t t= و( ) 0b t lnفنجد الحلّ الخاص  =
( )

ln

t
t t

t t

 
 Φ =    

֏ 

  للمعادلة. فالحلّ العام للمعادلة المدروسة هو

  
2

( ) / ln

( ) ln

x t a b t t

y t at bt t t

= − +

= + +
  

  ú    وهو الحل المطلوب.

Jنتأمّل جملة المعادلات التفاضليّة التالية:  30. التمرين  
2 2 2

2

d
(1 ) (1 )

d
d

(1 )
d

x
t x t y t

t
y

x t y t t
t

 = + − + − = − + +

  

ر أو يرات حدود درجاا أصغكثبصيغة  ابحث عن حلول خاصّة للجملة بدون طرف ثانٍ،   
  وجد الحل العام لهذه الجملة.. ثمُّ أ2 تساوي

  الحـل

  لنبحث مباشرة عن حلول هذه المعادلة، إن وُجدت، التي تأخذ الشكل
2

2

( )

( )

x t at bt c

y t dt et f

= + +

= + +
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  بالتعويض في المعادلة التفاضليّة نجد
2 2 2 2 2

2 2 2

2 ( ) (1 )( ) (1 )

2 ( ) (1 )

at b t at bt c t dt et f t

dt e at bt c t dt et f t t

+ = + + + − + + + −

+ = + + − + + + +
  

  وهذا يُكافئ
4 3 2

3 2

(1 ) ( ) ( 2) ( 2 ) 1 0

(1 ) ( ) ( 2 1) 0

d t a e t b d f t c e a t f b

d t a e t b f d t c e

− + − + + − − + + − + − + =

− + − + − − + + − =
  

  إذن
1, , 1d a c e b f= = = = +  

  ومن ثمَّ 
2( ) (1 )x t a t bt= + )2و      + ) 1y t at b t= + + −  

  يُكتب بالشكل وهو

�

2

2

( )( ) ( )

0( ) 1

( ) 1 1

tt t

x t tt
t a b

y t t t

ψϕ Φ

      +      = + +       −            
֏

	

�

� 	

�

�

  

)إذن  , )ϕ ψ هي أساس لفضاء حلول المعادلة بدون طرف ثان، وΦ  .للمعادلة خاص ما و هو حل
  ú  ه هو الحلّ العام للمعادلة المطروحة.وجدنا

Jليكن  31. التمرينJ مجالاً غير تافه من ℝ وليكن .p وq  1تابعين من الصفC على J .
  ولنتأمّل المعادلة التفاضليّة

    ( ) ( )y p t y q t y′′ ′= +  ( )H  
)حلاً للمعادلة التفاضليّة  ϕأثبت أنهّ إذا كان   1. )H  ّ2 فإنϕ  لمعادلة تفاضليّة من هو حل

  الشكل
    ( ) ( ) ( )y P t y Q t y R t y′′′ ′′ ′= + +  ( )K  

  .qو pيُطلب تعيينها بدلالة 
)حلّين للمعادلة  2ϕو 1ϕأثبت أنهّ إذا كان  2. )H ّ1 ، فإن 2ϕ ϕ  للمعادلة هو حل( )K ،

1 ثمُّ أثبت أنهّ إذا كانت 2( , )= ϕ ϕHF  جملة من حلول المعادلة( )H وعرفّنا الجملة ،
2 2
1 1 2 2( , , )= ϕ ϕ ϕ ϕKF من حلول المعادلة ( )K فإنّ تابعي فرونسكي لهاتين الجملتين ،
=32 يرتبطان بالعلاقة

K HF FW W.  



 354 المعادلات التفاضليّة الخطيّة

  الحـل

2fلنعرّف  1. ϕ= فيكون لدينا  

( )

( ) ( ) ( )
( )

2 2

2

2

2

2 2 2 2

2 2

4 2 4 2

4 2 2

f

f p q

pf qf

f pf qf p q pf qf

p qf pf qf

ϕϕ

ϕ ϕϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ

′ ′=

′′ ′ ′′ ′ ′= + = + +

′ ′= + +

′ ′′′′ ′ ′′ ′ ′ ′ ′= + + = + + +

′′ ′ ′= + + +

  

  وعليه

( ) ( )2 2 2 2 2f pf qf pf qf p pf qf′′′′ ′′ ′ ′ ′− = + + − +  
( ) ( )23 4 2 2 4f pf q p p f q pq f′′′ ′′ ′ ′ ′= + + − + −  

  
  وهذا يُكافئ

� ( ) ( )23 4 2 2

P RQ

f p f q p p f q pq f′′′ ′′ ′ ′ ′= + + − + −
	



�



�	





�





�

  

)هو حل للمعادلة  2ϕإذن  )K حيث  
( ) 3 ( )P t p t= 2و( ) 4 ( ) ( ) ( )Q t q t p t p t′= + )و − ) 2 ( ) 4 ( ) ( )R t q t p t q t′= −  

1 من التابعين إنّ كلاًّ  2. 2

2

ϕ ϕ+ 1و 2

2

ϕ ϕ− للمعادلة حل ( )F،  إذن مربعّه حلٌ للمعادلة

( )K،  ّهذه المعادلة خطيّة استنتجنا أنّ ولأن  
2 2

1 2 1 2
1 2 2 2

ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ

   + −   = −        
  

)هو أيضاً حل للمعادلة  )K. أمّا 
KF

W  فيساوي، استناداً إلى التعريف ومن كون

1 2( , )= ϕ ϕHF  جملة من حلول المعادلة( )H، :ما يأتي  

( )

2 2
1 1 2 2

1 1 1 2 2 1 2 2

2 2 2 2
1 1 1 1 1 2 1 2 2 1 2 2 2 1 2

det 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2p q p q p q

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

 
 
 ′ ′ ′ ′+ 
 
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ + + + + + + + 
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ر  لأوّل بالمقدا منه جداء ضرب السطر ا  2qوإذا استبدلنا بالسطر الأخير السطرَ نفسه مطروحاً 
  وجدنا pوجداء ضرب السطر الثاني بالمقدار 

2 2
1 1 2 2

1 1 1 2 2 1 2 2

2 2
1 1 2 2

2det 2 2

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

 
 
 ′ ′ ′ ′= + 
 ′ ′ ′ ′  

KF
W  

  لكنو 
1 2 2 1 2 2 1 2 2 1 2 2

22
1 21 2 2

1 2 2 2
2

1 2

2 2
det det

det

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ

ϕ ϕϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ

ϕ ϕ

   ′ ′ ′ ′ ′ ′+ +   ′=   ′ ′′ ′ ′      
 ′ ′
 ′=  ′ ′  

  

  إذن
1 2 2 1 2 2 1 2 2

22
1 21 2 2

2
det det
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ
ϕ ϕϕ ϕ ϕ

   ′ ′ ′+    ′= = ⋅   ′ ′′ ′ ′      
HF

W  

  وكذلك
1 1 2 2 1 2

1 2 1 22 2
1 21 2

2 2 2 2
det det 2

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕϕ ϕ

   ′ ′
   ′ ′ ′ ′= = ⋅   ′ ′′ ′      

HF
W  

  وأخيراً 
1 1 1 2 2 1 2

12
1 1 2

2
det

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ

ϕ ϕ ϕ

 ′ ′ ′+  ′= ⋅ ′ ′ ′  
HF

W  

 في صيغةفإذا نشرنا المحدد 
KF

W وفق سطره الأوّل وجدنا  

( )

2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

2

1 2 1 2

2ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

′ ′ ′ ′= ⋅ − ⋅ + ⋅

′ ′= − ⋅ =
K H H H

H H

F F F F

3
F F

W W W W

W W
  

=2إذن 
K H

3
F F
W W.  

  ú    وهي النتيجة المرجوّة.

  

  



 356 المعادلات التفاضليّة الخطيّة

  

  

  

  

  
  

UIO  
JkL  
M<>  
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  المبرهنات الأساسيّة المتعلّقة بالمعادلات التفاضليّة العاديةّ

  عموميـّات 1.

، ويمكن ℂ) أو K )ℝهو فضاء شعاعي منظّم منتهي البعد على الحقل  Eفي هذا الفصل 
)كأنهّ الفضاء الشعاعي المنظّم   Eللقارئ أن ينظر إلى  , )n

∞⋅K 1 حيث n≤.����  
مجموعة مفتوحة وغير خالية  U، ولتكن ℝ مجالاً مفتوحاً وغير تافه من Iليكن  .تعريف 1-1.

f: المستمر. وأخيراً ليكن التابع Eمن  I E× →U معادلة تفاضليّة . نسمّي
  كلّ معادلة من الشكل  عاديةّ

    d
( , )

d
y

f t y
t

=  ( )E  
) للمعادلة التفاضليّة ونسمّي حلاًّ    )E تابع كل ،: J Eϕ   :الآتيةيحقق الشروط  →
  .Iجزئي من  مفتوحهي مجال  Jاموعة  ����
)، أي Uقيمه في  ϕيأخذ التابع  ���� )Jϕ ⊂ U.  
,و  Jالاشتقاق على  ϕيقبل التابع  ���� ( ) ( , ( ))t J t f t t′∀ ∈ ϕ = ϕ.  

)فإننا نكتب  ϕوتأكيداً لأهميّة الدور الذي يؤدّيه مجال تعريف الحل  , )J ϕ  للدلالة على
 حلϕ  معرّف علىJ  للمعادلة التفاضليّة( )E.  

 مسألة كوشيوأخيراً نسمّي 
0 0( , )t yP 0 حيث 0( , )t y  منI × U مسألة البحث عن

)الحلول  , )J ϕ  للمعادلة التفاضليّة( )E ق0:، التي تحقt J∈ 0و 0( )t yϕ =.  

)إلى مجموعة الحلول  ESلنرمز بالرمز  , )J ϕ  للمعادلة التفاضليّة( )E لقد وجدنا عند دراسة .
بنية جبريةّ بسيطة، وأنّ جميع الحلول تكون  ES أنّ موعة الحلول ����المعادلات التفاضليّة الخطيّة

بنية جبريةّ  ES يكون للمجموعة ولكن يمكن في الحالة العامّة ألاّ . Iكامل اال معرفّة على  
  .Iتحوي حلولاً معرّفة على كامل اال  بسيطة، وألاّ 

                              
1 نذكّر هنا أنّ  ���� 1( , , ) maxn k n kx x x≤ ≤∞ =….  

) أي حين يكون ���� , ) ( ) ( )f t y A t y b t= +.  

 الفصل السادس عشر
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ير خالية مجموعة مفتوحة، وغ U، ولتكن ℝ مجالاً مفتوحاً وغير تافه من I ليكن .تعريف 2-1.
f: . وأخيراً ليكن التابع المستمرEمن  I E× →Uولنتأمّل . ES  مجموعة الحلول

( , )J ϕ  للمعادلة التفاضليّة( )E:  

    d
( , )

d
y

f t y
t

=  ( )E  
  :يأتيكما   ≻علاقة ترتيب جزئي  ES نعرّف على اموعة

1

1 2

1 1 2 2
2 1 1 1 2

( , ) ( , )
, ( ) ( )J

J J
J J

t J t t

⊂ϕ ϕ ⇔  ϕ = ϕ ⇔ ∀ ∈ ϕ = ϕ

•

•
≺  

1وهكذا فإنّ العلاقة    1 2 2( , ) ( , )J Jϕ ϕ≺  ّ2تعني أنϕ  1هو تمديد للحلϕ .  
) ل الح إنّ ونقول    , )ΦJ  منES أعظمي عنصراً أعظميّاً في  ، إذا كان هذهحل الحل

)اموعة المرتبّة  , )ES ، أي إذا لم يكن بالإمكان تمديده إلى حل معرّف على مجال جزئي ≻
  .Jيحوي تماماً  Iمن 

)( , )ΦJ أعظمي ل فاضليّة لمعادلة التحل(E  

( )( , ) , ( , ) ( , ) ( )∀ ψ ∈ Φ ψ ⇒ = Φ = ψ
E

K S J K J K 

⇕

≺  و
  

)حل  كل نسمّي  و    , )I Ψ  منES الأي معرّف على كامل ا ،I ، ًّشاملاً  حلا.  
  

)نلاحظ أنّ كل حل شامل للمعادلة التفاضليّة  )E  بوجه عام. خطأيكون أعظمياً، ولكن العكس 
  ولكننا أثبتنا عند دراسة المعادلات التفاضليّة الخطيّة أنّ جميع حلولها الأعظميّة تكون شاملة.

 أعظميّاً، ولكن غير حلاًّ  ϕل التابع  شاملاً، في حين يمث يمثل حلاًّ  لآتيافي الشكل  ψ فمثلاً، التابع
  شاملٍ.

 

ψ

ϕU

I

y

t
[]
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مجموعة مفتوحة، وغير خالية  U، ولتكن ℝ مجالاً مفتوحاً وغير تافه من I ليكن .مبرهنة 3-1.
f: . وأخيراً ليكن التابع المستمرEمن  I E× →Uولنتأمّل . ES  مجموعة الحلول

( , )J ϕ  للمعادلة التفاضليّة( )E:  

    d
( , )

d
y

f t y
t

=  ( )E   
)عندئذ أياً كان  , )J ϕ  منES  أعظمي يوجد هناك حل( , )ΦJ  فيES قيحُق 

( , ) ( , )J ϕ ΦJ≺ للمعادلة  إنهّ بالإمكان تمديد كلّ . وهذا يُكافئ قولنا حل( )E  إلى
) لمعادلة التفاضليّةحل أعظمي، أو إنّ كل حل ل )E .أعظمي هو مقصور حل  

  الإثبات
)إذا كان  , )Jψ ψ  عنصراً ما منES نضع بالتعريف فإننا  

inf { }a Jψ ψ= ∈ ∪ −∞ℝ    وsup { }b Jψ ψ= ∈ ∪ +∞ℝ  
)ليكن  , )J ϕ  عنصراً منES ولننشئ متتالية ،( )( , )n n nJ ∈ϕ ℕ  من عناصرES   يأتيكما:  
0نبدأ بوضع  � 0( , ) ( , )J Jϕ = ϕ.  
)لنفترض أننا قد عرفّنا الحل  � , )n nJ ϕوليكن ،  

{ }

{ }
1

1

sup : ( , ) ( , ) { }

inf : ( , ) ( , ) { }

n n n

n n n

b b J J

a a J J

+ ψ ψ

+ ψ ψ

= ψ ϕ ∈ ∪ +∞

= ψ ϕ ∈ ∪ −∞

ɶ ≻ ℝ

ɶ ≻ ℝ
  

1naثمُّ لنتأمّل عددين  1nbو +   يحُققان  +
1 1

1 1

1min( , )

1max( , )

n n

n n

b b nn

a a nn

+ +

+ +

> −

< + −

ɶ

ɶ
  

)الأعلى والأدنى، عنصرين عندئذ نجد، بمقتضى تعريف الحّدين  , )R RJ ψ و( , )L LJ ψ  منES 
  بحيث يكون لدينا :

♣ ( , ) ( , )R R
n nJ Jψ ϕ≻     1وR nb b +ψ ≥.  

♣ ( , ) ( , )L L
n nJ Jψ ϕ≻      1وL na a +ψ ≤. 

1خيراً نعرّف وأ ,L RnJ a b+ ψ ψ
 =    1والتابع 1:n nJ+ +ϕ → U بالعلاقة  

( )
( )

( )
1

: ,

: ,

R
n

L
n

R

n
L

t t a b
t

t t a b

ϕ ψ
+

ϕψ

  ψ ∈  ϕ =   ψ ∈  
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) من كوْن الحلينّ  جيدٌ بسبب هذا تعريفو  , )R RJ ψ و( , )L LJ ψ دان الحليمد ( , )n nJ ϕ. 
1نكون قد أنشأنا الحل وهكذا  1( , )n nJ + +ϕ د الحلالذي يمُد ( , )n nJ ϕق الشرطويحُق ،  

] [1 1 1 1 10, , ,n n n n nn a b J a b+ + + + + ∀ ≥ ⊂ ⊂  
ɶɶ  

)مّا كان كل حل ـل , )Jψ ψ  د1يمُد 1( , )n nJ + +ϕ  منESيمحأيضاً  ، هو دلد ( , )n nJ ϕ ،
)استنتجنا أنّ المتتالية  )n na ∈ℕɶ  متزايدة وأنّ المتتالية( )n nb ∈ℕ

ɶ  ايتي هاتين متناقصة. لنرمز إلى
  ، كما يلي :ℝالمتتاليتين في 

lim n
n

a
→∞

α = ɶ    وlim n
n

b
→∞

β = ɶ  
)ونستنتج من تعريف  )n na ∈ℕ و( )n nb ∈ℕ  ّأنlim n

n
a

→∞
α limو = n

n
b

→∞
β أيضاً.  =

[ ه يكونوعلي [
0

, n
n

J
∞

=
= α β =J Φ:ثمُ لنعرّف التابع ، ∪ →J U بالشرط  

,
nJ nn∀ ∈ Φ = ϕℕ  

)فيكون  , )ΦJ  ًّمن حلا ES د الحليمُد ،( , )J ϕ  .أعظمي وهو حل  

)في الحقيقة، ليكن  , )ΨK  ًّمن حلا ES،  قيحُق( , ) ( , )Φ ΨJ K≺ ًولنفترض جدلا .
bأنّ  bΦ Ψβ = ,0 يحُقّق 0nعندئذ يكون هناك  > nn n b bΨ∀ ≥ <ɶ،  وهذا يتناقض مع

nb تعريف
ɶ إذن ،b bΦ Ψ=ت بأسلوب مماثل أنّ . ونثبb bΦ Ψ= ّوهذا يقتضي أن ،=U K 

Φو = Ψ.وهكذا يكتمل الإثبات .  �  

مجموعة مفتوحة، وغير خالية  U ، ولتكنℝ مجالاً مفتوحاً وغير تافه من Iليكن  .تعريف 4-1.
f: . وأخيراً ليكن التابع المستمرEمن  I E× →Uولنتأمّل . ES  مجموعة الحلول

( , )J ϕ ليّة للمعادلة التفاض( )E:  

    d
( , )

d
y

f t y
t

=  ( )E   
0نقطة ال إنّ نقول  0( , )t y  منI × U  لمعادلة التفاضليّةل نقطة وجودهي ( )E  إذا وفقط
)نت مجموعة الحلول الأعظميّة إذا كا , )ΦJ  منES  قة للشرطينالمحق  

0t ∈ J     0و 0( )t yΦ =  
  تحوي عنصراً واحداً على الأقل.  
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0نقطة ال إنّ نقول و  0( , )t y  منI × U  لمعادلة التفاضليّةلنقطة وحدانيّة هي ( )E  إذا
) الأعظميّةوفقط إذا كانت مجموعة الحلول  , )ΦJ  منES  قة للشرطينالمحق  

0t ∈ J    0  و 0( )t yΦ =  
  تحوي عنصراً واحداً على الأكثر.  

0 نقطةال إنّ ونقول  0( , )t y  منI × U لمعادلة التفاضليّة ل نقطة وحدانيّة محلّية( )E  إذا
0yتحُقق  Uمحتواة في  Vوفقط إذا كانت هناك مجموعة مفتوحة  ∈ V وتكون النقطة ،

0 0( , )t y  منI ×V  نقطة وحدانيّة بالنسبة إلى المعادلة التفاضليّة( )VE  

    d
( , )

d I
y

f t y
t ×= V  ( )VE  

0 وعليه إذا كانت 0( , )t y  منI × U لمعادلة التفاضليّة ل، نقطة وحدانيّة محليّة( )E وإذا كان ،
( , )J ϕ  و( , )K ψ  حلّين للمعادلة التفاضليّة( )E قان الشرطينيحُق  

0t J K∈ 0و    ∩ 0 0( ) ( )t t yϕ = ψ =  
Jنستنتج وجود مجال مفتوح  K L∩ Lويحُقق  0tتنتمي إليه النقطة  ⊂ Lϕ = ψ.  

  .المفاهيم والتعاريف السابقة الآتيةتوضح الأمثلة 

   أمثلة 5-1.

Iلنضع  ���� = ℝ و=U ℝ ولنتأمّل المعادلة التفاضليّة  

    23d
3

d
y

y
t

=  ( )E   
0y إنّ الحلّ الصفري ) ، أي≡ , ( ) 0)t y t∀ ∈ =ℝ شامل للمعادلة التفاضليّة هو حل ،

E.  
)ليكن  , )J ϕ  ًّللمعادلة حلا E  اللا ينعدم على اJ عندئذ  

( ) ( )

( )
( )

23 3

3

3

, ( ) 3 ( ) , ( ) 1

, , ( )

, , ( ) ( )

t J t t t J t

c t J t t c

c t J t t c

′ ′ ∀ ∈ ϕ = ϕ ⇔ ∀ ∈ ϕ =   

⇔ ∃ ∈ ∀ ∈ ϕ = −

⇔ ∃ ∈ ∀ ∈ ϕ = −

ℝ

ℝ
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} لتكن }2( , ) :λ µ λ µ∆ = ∈ ≤ℝ ولنعرّف حين تكون ( , )λ µ  التابع ∆من ,λ µϕ  
  : كما يلي

3

, ,

3

( ) : [ , [

: , ( ) 0 : ] , [

( ) : ] , ]

t t

t t

t t

λ µ λ µ

µ µ

λ µ

λ λ

 − ∈ +∞ϕ → ϕ = ∈ − ∈ − ∞

ℝ ℝ  

} تبين الدراسة السابقة أنّ  },( , ) : ( , )λ µ λ µϕ ∈ ∆ℝ ة للمعادلة ول الأعظميّ هي مجموعة الحل
  .ℝ، وهي جميعاً حلول شاملة لأا معرفّة على Eالتفاضليّة 

0لتكن  0( , )t y  من×ℝ ℝ  ّةولنبحث عن الحلول الأعظمي ( , )J ϕ ق الشرطالتي تحُق  
0t J∈    0و 0( )t yϕ =  

0في حالة  � 0y   تمر جميع الحلول =
{ }, 0( , ) : ( , ) , tλ µ λ µ λ µϕ ∈ ∆ ≤ ≤ℝ 

0بالنقطة  0( , )t yست نقطة وحدانيّة محليّة.، وهذه النقطة هي نقطة وجود ولي  
0في حالة  � 0y 3، نعرّف <

0 0 0t yµ =   ، وعندئذ تمر جميع الحلول −
{ }

0, 0( , ) :λ µ λ µϕ ≤ℝ  
0بالنقطة  0( , )t yة، دون أن تكون نقطة طة هي نقطة وجود ووحدانيّة محليّ، وهذه النق
  .وحدانيّة

0في حالة  � 0y 3، نعرّف >
0 0 0t yλ =   ، وعندئذ تمر جميع الحلول −

{ }
0, 0( , ) :λ µ µ λϕ ≥ℝ  

0بالنقطة  0( , )t yة، دون أن تكون نقطة طة هي نقطة وجود ووحدانيّة محلّي، وهذه النق
  وحدانيّة.

   .الحالات السابقة الآتيونبين في الشكل 

 

0µ

0y

0t 0t

0t 0λ

0y  
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Iنضع ل ���� = ℝ و=U ℝ ولنتأمّل المعادلة التفاضليّة  

    2d
d

y
y

t
= −  ( )E   

0ψإنّ  ) ، أي≡ )( , 0)t t∀ ∈ ψ =ℝشامل للمعادلة التفاضليّة هو حل ، E.  
)ليكن  , )J ϕ  ًّللمعادلة حلا E  اللا ينعدم على اJ عندئذ  

( ) ( )( )
( )

( )

( )( )

2 1
, , 1

1
, ,

1
, ,

t J t t t J
t

c t J t c
t

c t J t
t c

′     ′∀ ∈ ϕ = − ϕ ⇔ ∀ ∈ =     ϕ  

 ⇔ ∃ ∈ ∀ ∈ = −   ϕ

⇔ ∃ ∈ ∀ ∈ ϕ =
−

ℝ

ℝ

  

[، ولنعرّف إذن ℝمن  cلتكن  [,cI c+ = [و ∞+ [,cI c− =   والتابعين  ،∞−
1

: ,c cI t
t c

+ +ϕ →
−

ℝ 1و    ֏
: ,c cI t

t c
− −ϕ →

−
ℝ ֏  

  هي Eعندئذ نرى أنّ مجموعة الحلول الأعظميّة للمعادلة التفاضليّة 
{ } { } { }( , ) : ( , ) :c c c cI c I c+ + − −ϕ ∈ ∪ ϕ ∈ ∪ ψℝ ℝ  

  .Eفهو الحل الشامل الوحيد للمعادلة  ψأمّا الحل الصفري 
0ونتيقن بسهولة أنهّ أياً كانت  0( , )t y  من×ℝ ℝ أعظمي وحيدف يمر بالنقطة  يوجدْ حل

0 0( , )t y،  نقطة 0وهذا يعني أنّ كل 0( , )t y  من×ℝ ℝ  .هي نقطة وجود ووحدانيّة  

غير خالية من  مجموعة مفتوحة U ، ولتكنℝ مجالاً مفتوحاً وغير تافه من Iليكن  .مبرهنة6-1.
Eوأخيراً ليكن التابع المستمر . :f I E× →U ولنتأمّل المعادلة التفاضليّة .  

    d
( , )

d
y

f t y
t

=  ( )E   
0 ا كانت كل نقطةإذ 0( , )t y  من× Uℝ  نقطة نقطةَ وحدانيّة محليّة، كانت كل

0 0( , )t y  من× Uℝ .نقطة وحدانيّة  
  الإثبات
0لتكن  0( , )t y  من× Uℝ وليكن ،( , )J ϕ و( , )K ψ  ين للمعادلةحلّين أعظمي E قانيحق ،

0tالشرطين  K J∈ 0و ∩ 0 0( ) ( )t t yϕ = ψ = .  
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  ولنعرّف اموعة الجزئية :
{ }: ( ) ( )t K J t t= ∈ ∩ ϕ = ψA  

≠ إنّ  ∅A  ّ0لأنt ∈ A 0. لتكنs  منA ، 0ولنضع 0 0( ) ( )s s zϕ = ψ ا كانت  ـّ. لم=
0النقطة  0( , )s z 0 اً هي نقطة وحدانيّة محلّية، استنتجنا أنّ هناك عدد < ε يحُقّق   

] [ ( ) ( )0 0, ,t s s t t∀ ∈ − ε + ε ϕ = ψ  
K ولأنّ اال المفتوح J∩ 0 لنقطةجوار لs موعةصارت ا ،A  ً0 لنقطةلجواراs إذن .

Kهي مجموعة جزئيّة من اال المفتوح  Aاموعة  J∩.مفتوحة وغير خالية ،  
Kمن  tɶلتكن  J∩ ∩ A  1عندئذ توجد متتالية( )n nt K نم ≤ J∩ لىعى إتس tɶ  قوتحق
  الشرط

1, ( ) ( )n nn t t∀ ≥ ϕ = ψ  

K مستمراّن على ψو ϕولكنّ التابعين  J∩ إذن بجعل ،n اية نجدتسعى إلى اللا  
( ) ( )t tϕ = ψɶ ɶ  

tأي  ∈ Aɶ ّبذا نكون قد أثبتنا أن .K J∩ ∩ =A A.  

)لتكن  )\K J= ∩B A0نتأمّل ، ولu  منB  عندئذ يكون لدينا، بناءً على ما سبق

0u ∉ Aفيوجد جوار ، V 0 لنقطةلu قيحق V ∩ = ∅A وعليه يوجد جوار �V ) يساوي
(V K J∩ V� يحقّق 0u لنقطةل ∩ ∩ = ∅A ، ّوهذا يُكافئ قولنا إن �

0u V∈ ⊂ B .
Kا كانت اموعة  ـّمجموعة مفتوحة أيضاً. ولم Bنستنتج إذن أنّ اموعة  J∩  مجموعة مترابطة

Kخالية، وهذا يقتضي أنّ يكون  Bلأا مجال وجب أن تكون  J= ∩A أو  
( ) ( ),t K J t t∀ ∈ ∩ ϕ = ψ  

Lلنضع إذن  J K= ) ولنعرّف الحلّ  ∪ , )L Φ بالعلاقة  

( )
( )

( )

:
,

:

t t J
t L t

t t K

ϕ ∈∀ ∈ Φ =  ψ ∈
  

)عندئذ يكون  , ) ( , )J Lϕ Φ≺ و( , ) ( , )K Lψ Φ≺ ّين ، ولكنّ الحل( , )J ϕ و( , )K ψ 
  ان إذن لا بدُّ أن يكونأعظميّ 

( , ) ( , )J Lϕ = Φ  و( , ) ( , )K Lψ = Φ  
)وهذا يثُبت أنّ  , ) ( , )J Kϕ = ψات.، وبذا يكتمل الإثب  �  
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مجموعة مفتوحة، وغير خالية  U ، ولتكنℝ مجالاً مفتوحاً وغير تافه من I ليكن .مبرهنة 7-1.
f: . وأخيراً ليكن التابع المستمرEمن  I E× →U ولنتأمّل المعادلة التفاضليّة .  

    d
( , )

d
y

f t y
t

=  ( )E   
)ليكن  , )J ϕ  ًّللمعادلة حلا E  قيحُقsupb J= <  ϕ. ولنفترض أنّ للتابع ∞+
)، وأنّ النقطة bعند  βاية  , )b β تنتمي إلى I × U  ّلمعادلة لا نقطة وجود وأ

) لحل. عندئذ لا يكون اEالتفاضليّة  , )J ϕ  ًّأعظمياًّ.حلا   

  الإثبات

 في الحقيقة، استناداً إلى الفرْض، هناك حل ( , )K ψ للمعادلة التفاضليّةE ق الشرطينيحُق  
b K∈  و( )bψ = β  

Lإذن لنعرّف  J K=   بالعلاقة: Lعلى  Φوالتابع  ∪

( )
( )

( )

:
: ,

:

t t b
L E t

t t b

ϕ <Φ → Φ =  ψ ≥
  

  لأنّ  Lتابعاً مستمراً على  Φعندئذ يكون 
lim ( ) lim ( ) ( )

lim ( ) lim ( ) ( )
t b t b

t bt b

t t b

t t b

−

+

→ →

→→

Φ = ϕ = β = Φ

Φ = ψ = Φ
  

}أيضاً قابلاً للاشتقاق  Φويكون  }\L b قويحُق  
{ } ( ) ( )\ , ( , )t L b t f t t′∀ ∈ Φ = Φ  

)مستمر عند  fولكن التابع  , )b β  ّإذن نستنتج من ذلك أن  

( )lim ( , )
t b

t b

t f b
→
≠

′Φ = β  

) ويحُقق bقابل للاشتقاق عند  Φالتابع  وأنّ  ) ( ) ( ), ( , )b f b f b b′Φ = β = Φ.  نستنتج
)الحلّ من ذلك أنّ  , )L Φ  ّللمعادلة التفاضلي ةهو حل E  ق يحُق( , ) ( , )J Lϕ Φ≺ 

)و , ) ( , )J Lϕ ≠ Φ  ّوهذا يثُبتُ أن( , )J ϕ  ًّأعظمياًّ.ليس حلا   �  
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)ان نبرهن بأسلوب مماثل أنهّ إذا ك .ملاحظة8-1. , )J ϕ التفاضليّة  للمعادلة لاًّ حE ُيح ، ق ق
infa J= > ) النقطة كانت، و a عند  αاية ϕ، وكان للتابع ∞− , )a α  تنتمي إلى

I × U  التفاضليّة لمعادلة لوهي نقطة وجودEعندئذ لا يكون الحل ، ( , )J ϕ  ًّأعظميّاً.حلا   

f: ، وليكنℝ مجالاً مفتوحاً غير تافه من Iليكن .نتيجة 9-1. I E E× تابعاً مستمراً.  →
  ثمُّ لنتأمّل المعادلة التفاضليّة 

    d
( , )

d
y

f t y
t

=  ( )E   
  نفترض أنّ 

Iكل نقطة من   ���� E× .هي نقطة وجود  
]أياً كان اال المغلق والمحدود   ���� , ]m M K= المحتوى فيI  فهناك عددان موجبان

KA  وKB قانيحُق  
, , ( , ) K Kt K y E f t y A y B∀ ∈ ∀ ∈ ≤ ⋅ +� � � �  

  .I شاملاً، أي معرفّاً على كامل حلاًّ  Eلمعادلة عندئذ يكون كل حل أعظمي ل
  الإثبات

) ليكن , )J ϕ  ًّأعظمياًّ. ولنفترض أنحلا J I≠الأعلى ل لمجال، عندئذ إمّا أن يكون الحد J 
ك ، والإثبات هو نفسه في الحالتين لذلJ لمجالأو يكون كذلك الحد الأدنى ل Iعنصراً من 

supbسنفترض مثلاً أنّ  J I= ∈.  
0، ولنضع Jمن  0tلتكن  0( )t yϕ ]0 . بتطبيق الفرْض على اال= , ]t b K=  عددين نجد

A  وB يحُقّقان  

0[ , ], , ( , )t t b y f t y A y B∀ ∈ ∀ ∈ ≤ ⋅ +U � � � �  
  وعليه يكون

  0[ , [, ( ) ( )t t b t A t B′∀ ∈ ϕ ≤ ⋅ ϕ +� � � �  ( )1   

ا كان  ـّولم
0

0( ) ( )d
t

t
t y s s′ϕ = + ϕ∫  ّاستنتجنا أن  

0
0 0 0[ , [, ( ) ( ) d ( )

t

t
t t b t y A s s B t t∀ ∈ ϕ ≤ + ⋅ ϕ + −∫� � � � � �  

  بالعلاقة Fرفّنا التابع المساعد فإذا ع
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0
0[ , [, ( ) ( ( ) )d

t
At

t
t t b F t e A s B s−∀ ∈ = ⋅ ϕ +∫ � �  

  استنتجنا من المتراجحة السابقة أنّ 

0 0[ , [, ( ) ( ) Att t b F t A y B e−′∀ ∈ ≤ +� �  
  كاملة نجد ـُوبالم

( )0
0 0[ , [, ( ) At AtB

t t b F t y e e
A

− − ∀ ∈ ≤ + −  
� �  

]0من  tونستنتج من ذلك في حالة  , [t b  ما يأتي  

( )0

0

( )
0( ( ) )d 1

t
A t t

t

B
A s B s y e

A

− ϕ + ≤ + −  ∫ � � � �  

   (1)وبالاستفادة من 

( )
0 0

0

0

( )
0

( ) ( ) ( )d ( ) d

1

t t

t t

A t t

t t s s s s

B
y e

A

−

′ ′ϕ − ϕ = ϕ ≤ ϕ

 ≤ + −  

∫ ∫� � � �

� �
  

  ومنه

( )0( )
0 0( ) 1A t tB

t y e y
A

− ϕ ≤ + − +  
� � � � � �  

  أو
0( )

0 0( ) ( )( 1)A t tA t B A y B e A y B−ϕ + ≤ + − + +� � � � � �  
) وبالعودة إلى العلاقة   نجدمجدّداً  1(

( ) 0( )
0 0[ , [, ( ) A t tt t b t A y B e −′∀ ∈ ϕ ≤ +� � � �  

)0فإذا عرفّنا الثابت  )
0( ) A b tA y B e D−+   وجدنا =

0[ , [, ( )t t b t D′∀ ∈ ϕ ≤� �  

  ونستنتج من ذلك، بالاستفادة من متراجحة تايلور لاغرانج أنّ 
2

1 2 0 1 2 1 2( , ) [ , [ , ( ) ( )t t t b t t D t t∀ ∈ ϕ − ϕ ≤ −� �  
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. والنقطة Eمن  β نـَقُلْ ، ولb عند ϕ للتابع وهذا يثُبت، استناداً إلى معيار كوشي، وجود اية
( , )b β  لمعادلة التفاضليّة لهي نقطة وجودE ،كوْن الحل ناقض  هذا ي. وبمقتضى المبرهنة السابقة
( , )J ϕ  ًّأعظمياًّ.حلا   �  
ينتج من المبرهنة السابقة أنّ جميع الحلول الأعظميّة لمعادلة تفاضليّة خطيّة تكون  .ملاحظة 10-1.

  شاملة، وهذا يتّفق مع ما رأيناه في الفصل السابق.

  ليبشتز –مبرهنة الوجود والوحدانيّة لكوشي  2.

 وحيداً.  وحلاًّ تُعطي هذه المبرهنة شروطاً كافية حتىّ تقبل مسألة كوشي المتعلّقة بمعادلة تفاضليّة حلاًّ 
  مّا كان البرهان طويلاً فقد جزأّناه إلى مراحل عرضناها في مبرهنات منفصلة.ـول

مجموعة مفتوحة غير  U، وأنّ ℝهو مجال مفتوح غير تافه من Iسنفترض، في هذه الفقرة، أنّ 
f:مستمراً . وسنتأمّل تابعاً Eخالية من  I E× →U والمعادلة التفاضليّة ،  

    d
( , )

d
y

f t y
t

=  ( )E   
0لتكن  .مبرهنة1-2. 0( , )t y  منI × U ٌيكون تابع .: J Eϕ ، معرّفٌ على مجال →

ة كوشي  لمسأل، حلاًّ 0tمفتوح تنتمي إليه 
0 0( , )t yP  قة بالمعادلة التفاضليّةالمتعل( )E  إذا

  وفقط إذا كان محققاً للشروط الآتية:
  .Jمستمر على  ϕالتابع   �
) أي Uقيمه في  ϕيأخذ التابع   � )Jϕ ⊂ U أو ،( ),t J t∀ ∈ ϕ ∈ U.  
  المعادلة التكامليّة : ϕيحُقق التابع   �

 
0

0, ( ) ( , ( ))d
t

t
t J t y f s s s∀ ∈ ϕ = + ϕ∫  �( )E  

  الإثبات
  ويحُقق Jقابلاً للاشتقاق على  ϕمن الواضح أنّ شروط المبرهنة تقتضي كوْن التابع 

0 0( )t yϕ ,و          = ( ) ( , ( ))t J t f t t′∀ ∈ ϕ = ϕ  
)س، إذا كان وبالعك , )J ϕ  ًّلمسألة كوشيحلا  

0 0( , )t yP  ّقة بالمعادلة التفاضليةالمتعلE  نتجت
) بمكُاملة المساواة ����الخاصّة  ) ( , ( ))s f s s′ϕ = ϕ  0بينt وt  منJ.  �  
)المعادلة التفاضليّة  بدلاً من حل وهكذا  )E  نبحث عن حلول المعادلة التكامليّة�( )E.!  
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0 لتكن .تعريف 2-2. 0( , )t y  منI × U موعة إنّ . نقولا  
] [0 0 0, ( , )t t B y r= − + ×C ℓ ℓ  

)0 إذ , )B y r 0 هي الكرة المفتوحة التي مركزهاy  ونصف قطرهاr. أسطوانة أمان هي 
0مركزها  0( , )t yووسطاؤها ، ( , , )r Mℓ قت الشروطإذا وفقط إذا تحق :  

⊂C U    و
( , )
sup ( , )
t y

M f t y
∈

=
C

Mو    r<ℓ  

0لتكن  .مبرهنة 3-2. 0( , )t y  منI × U توجد هناك أسطوانة أمان . عندئذC  مركزها النقطة
0 0( , )t y.  

  الإثبات
 λمجموعة مفتوحة، وجدنا عددين حقيقيين موجبين تماماً  U ا كانت ـّمجالاً مفتوحاً، ولم Iمّا كان ـل
  ، بحيث يكونrو

0 0 0[ , ] ( , )t t B y rλ λ= − + × ⊂K U  
)0و , )B y r 0 هي الكرة المغلقة التي مركزهاy  ونصف قطرهاr. 

  ذا بتعريف العددفهو محدود عليها، يسمح لنا ه Kعلى اموعة المتراصّة  مر مست fولكن التابع 

( , )
sup ( , )

t y

M f t y
∈

=K
K

  

1 نضع بالتعريفثمُّ 
2
min( / , )r M λ=

K
ℓالمقدار ، أو أي عدد موجب أصغر تماماً من 

min( / , )r M λ
K

[ وعة. عندئذ تكون ام [0 0 0, ( , )t t B y r= − + ×C ℓ ℓ  أسطوانة
0أمان مركزها  0( , )t yووسطاؤها ، ( , , )r Mℓ حيث 

( , )
sup ( , )
t y

M f t y
∈

=
C

.  

C⊃في الحقيقة، من الواضح أنّ  K ، إذنC  مجموعة جزئيّة منUوالتابع . f  محدود علىC 
Mومن ثمَّ  Kلأنهّ محدود على  M≤ K وأخيراً نرى بسهولة انطلاقاً من تعريف .ℓ رط أنّ الش

M r<ℓ .ٌقمحق  �  

 

0t

E

K

r

0y

t

2λ
2ℓ

C
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0 لتكن .مبرهنة 4-2. 0( , )t y  منI × Uولتكن ،  
] [

0 0

0 0 0, ( , )
I B

t t B y r= − + ×C ℓ ℓ��������������� �������  

0 أسطوانة أمان مركزها النقطة 0( , )t y ووسطاؤها ،( , , )r Mℓ ولتكن .CF  مجموعة التوابع
h:0 المستمرّة I E→  ق0التي تحُق 0( )h t y= 0و 0( )h I B⊂  ًف، أيالنعر ُثم .

)0، التابع CFمن  hكان العنصر  ) :h I E→T :بالعلاقة  

0

0 0, ( )( ) ( , ( ))d

t

t

t I h t y f s h s s∀ ∈ = + ∫T  

  عندئذ يكون لدينا
, ( )h h∀ ∈ ∈C CF T F  

  الإثبات

I مستمراً على f مّا كان التابعـ. لCFعنصراً من  hليكن  × ⊃U Cمّا كان التابع ـ، ول
( , ( ))s s h s֏  0مستمراً علىI ويأخذ قيمه في C استنتجنا أنّ التابع ،( , ( ))s f s h s֏ 

 0على  مستمرI  وهذا يقتضي قابليّة اشتقاق، ومن ثمَّ استمرار، التابع( )hT  0علىI.  

0من الواضح أنّ  0( )( )h t y=Tومن جهة أخرى .  

( )
0

0

0 0

0

, ( ) ( , ( ))d

( , ( )) d

t

t

t

t

t I h t y f s h s s

f s h s s t t M

M r

∀ ∈ − =

≤ ≤ −

< <

∫

∫

T

ℓ

  

0ومنه نستنتج أنّ  0( )( )h I B⊂T إذن ،( )h ∈ CT F.  �  
مجموعة مفتوحة، وغير خالية  U ، ولتكنℝ مجالاً مفتوحاً غير خال من Iليكن  .مبرهنة 5-2.

f: . وأخيراً ليكنE من I E× →U  لتكن ُ0تابعاً مستمراً. ثم 0( , )t y  من
I × U ولنتأمّل أسطوانة أمان ،  

] [

0 0

0 0 0, ( , )
I B

t t B y r= − + ×C ℓ ℓ��������������� �������  

0 مركزها 0( , )t y  ووسطاؤها( , , )r Mℓ.   
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0إذا وجِدَ عددٌ  k<  ُقّق الشرط:يح  

  0 1 2 0 1 2 1 2, ( , ) , ( , ) ( , )t I y y B f t y t y k y y∀ ∈ ∀ ∈ − ≤ −  ( )L  

0 عندئذ تكون النقطة 0( , )t y  لمعادلة التفاضليّة:لنقطة وجود ووحدانيّة محليّة  

  d
( , )

d
y

f t y
t

=  ( )E  
 وكل حل أعظمي لمسألة كوشي

0 0( , )t yP  قة بالمعادلة التفاضليّةالمتعل( )E   يكون معرفّاً على
  . 0Iكامل 

  الإثبات
h:0ة مجموعة التوابع المستمرّ  CF لتكن I E→ قالتي تحُق  

0 0( )h t y=    0و 0( )h I B⊂  
)0، التابع CFمن  hوأياً كان العنصر  2-4.ثمُ لنعرف،كما في المبرهنة  ) :h I E→T 

  بالعلاقة:

0

0 0, ( )( ) ( , ( ))d

t

t

t I h t y f s h s s∀ ∈ = + ∫T  

  أنّ  2-4.لقد أثبتنا في المبرهنة 
, ( )h h∀ ∈ ∈C CF T F  

)ولتكن متتالية التوابع  )n n∈ϕ ℕ  من عناصرCF  يأتيالمعرفّة تدريجياً كما:  
 0 0yϕ ,1و      ≡ ( )n nn +∀ ∈ ϕ = ϕTℕ  ( )1  

  أنّ  nولنثبت بالتدريج على 

 
1

0 1 0, , ( ) ( )
( 1)!

n
n

n n

k
n t I t t M t t

n
+

+∀ ∈ ∀ ∈ ϕ − ϕ ≤ −
+

ℕ  ( )2  

0nفي الحقيقة، في حالة    يكون =

0

0

0

0 1 0 1 0 0

max( , )

0 0

min( , )

, ( ) ( ) ( ) ( , )d

( , ) d

t

t

t t

t t

t I t t t y f s y s

f s y s M t t

∀ ∈ ϕ − ϕ = ϕ − =

≤ ≤ −

∫

∫
  

  وهي المتراجحة المطلوبة. 
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)لنفترض إذن أنّ المتراجحة    لدينا 0Iمن  t، في حالة ، عندئذnما  صحيحة عند قيمةٍ  2(

0

0

0

0

0

0

0

2 1 1

max( , )

1

min( , )

max( , )

1

min( , )

max( , ) 1
1

0

min( , )

1
2

0

( ) ( ) ( , ( )) ( , ( ))d

( , ( )) ( , ( )) d

( ) ( ) d

d
( 1)!

( 2)!

t

n n n n
t

t t

n n

t t

t t

n n

t t

t t
n

n

t t

n
n

t t f s s f s s s

f s s f s s s

k s s s

k
M s t s

n

k
M t t

n

+ + +

+

+

+ +

+ +

ϕ − ϕ = ϕ − ϕ

≤ ϕ − ϕ

≤ ϕ − ϕ

≤ −
+

= −
+

∫

∫

∫

∫

  

)وتكون المتراجحة 1nصحيحة عند  2(   .nصحيحة أياً كانت  ،من ثمَّ  ،، وهي+
)نستنتج من المتراجحة    ما يأتي: 2(

 

0

1

1

( )
, sup ( ) ( )

( 1)!

n

n n
t I

M k
n t t

k n

+

+
∈

∀ ∈ ϕ − ϕ ≤ ⋅
+
ℓ

ℕ  ( )3  

 مّا كانت المتسلسلةـول
0

( )

!

n

n

k

n

∞

=
∑ ℓمتقاربة ومجموعها يساوي ke ℓ ّه في حالة ، استنتجنا أن

m n> لدينا  

 
0

1 1 1

1

( ) ( )
sup ( ) ( )

( 1)! ( 1)!

( )

( 1)!

m p p

m n
t I p n p n

n k

M k M k
t t

k p k p

k Me

n k

− ∞+ +

∈ = =

+

ϕ − ϕ ≤ ⋅ ≤ ⋅
+ +

≤ ⋅
+

∑ ∑
ℓ

ℓ ℓ

ℓ
  

  ومنه

 

0

1( )
, , sup ( ) ( )

( 1)!

n k

m n
t I

k Me
n m n t t

n k

+

∈
∀ ∈ ∀ > ϕ − ϕ < ⋅

+

ℓℓ
ℕ  ( )4  

)0بت أنّ متتالية التوابع وهذا يثُ )n n≥ϕ  ق شرط كوشي بانتظام، فهي متقاربة بانتظام من تابعتحُق
0: I Eϕ )0، ولأنّ جميع التوابع → )n n≥ϕ  مستمرّة استنتجنا، من التقارب المنتظم، أنّ التابع
0: I Eϕ    .0Iمستمر على  →
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  ونلاحظ أنهّ

0

0

0

0 1 0

max( , )

min( , )

0

, , ( ) ( , ( ))d

( , ( )) d

t

n n
t

t t

n

t t

n t I t y f s s s

f s s s

M t t M

+∀ ∈ ∀ ∈ ϕ − = ϕ

≤ ϕ

≤ − ≤

∫

∫

ℕ

ℓ

  

  تسعى إلى اللااية نجد  nوبجعل 
0 0, ( )t I t y M r∀ ∈ ϕ − ≤ <ℓ  

0وعليه نرى أنّ  0 0( ) ( , )I B y r Bϕ ⊂ 0 ، لدينا، ومن ناحية أخرى= 0( )t yϕ ، لأنّ =
0 0( )n t yϕ ϕ. نستنتج إذن أنّ ℕمن  nأياً كانت  = ∈ CF.  
)0لنثبت أنّ  , )I ϕ  لمسألة كوشي هو حل

0 0( , )t yP قة بالمعادلة التفاضليّة المتعل( )E.  
)تسعى إلى اللااية في  mبجعل    نجد 4(

 

0

1( )
, sup ( ) ( )

( 1)!

kn

n
t I

k Me
n t t

n k

+

∈
∀ ∈ ϕ − ϕ < ⋅

+

ℓ
ℓ

ℕ  ( )5  

  لنعرّف

0
0 0 ( ,, ( ) ( ) ( ))d

t

t
t t yt I s s sf∆ = ϕ − − ϕ∀ ∈ ∫  

  بملاحظة أنّ 

0
0 0 1 (, ( ) ( ))d,n n

t

t
y tt I f s s s+= ϕ − ϕ∀ ∈ ∫   

  نستنتج

( )
0

0 1 ( ,, ( ) ( ) ( ) ( )) ( )) d( ,n
t

n

t

t I t t sf s st f ss+∆ = ϕ∀ − +∈ ϕ ϕ − ϕ∫  

)وبالاستفادة من العلاقات  )L و(   نجد 5(
2 2

0

1

( ) ( )
, ( )

( 2)! ( 1)!

( )
2

( 1)!

k kn n

n
k

k kMe Me
t I t

n k n k

k
M e

n

+ +

+

∀ ∈ ∆ ≤ +
+ +

< ⋅
+

ℓ ℓ

ℓ

ℓ ℓ

ℓ
ℓ
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)النتيجةتسعى إلى اللااية نصل إلى  n وإذا جعلنا )0, 0t I t∀ ∈ ∆   ، أو=
( )0, 0t I t∀ ∈ ∆ =  

  وهذا يعني أنّ 

0
0 0, ( ) ( , ( ))d

t

t
t I t y f s s s∀ ∈ ϕ = + ϕ∫  

)0أي إنّ  , )I ϕ  لمسألة كوشي هو حل
0 0( , )t yP  قة بالمعادلة التفاضليّةالمتعل( )E وذلك بمقتضى ،

  ونكون قد أثبتنا الجزء المتعلق بالوجود من المبرهنة. 2-1.المبرهنة 
)0لقد وجدنا حلاً أعظمياً  لنثبت الجزء المتعلق بالوحدانيّة المحليّة. , )I ϕ  لمسألة كوشي

0 0( , )t yP 
  المتعلّقة بالمعادلة التفاضليّة:

( , )y g t y′   حيث   =
0 0I Bg f ×=  

)1لنفترض وجود حلّ أعظمي آخر  , )I ψ  قلهذه المعادلة التفاضليّة يحُق  
0 1 0t I I∈ 0  و   ⊃ 0( )t yψ =  

  عندئذ يكون لدينا
( )

0
1 0, ( ) ( , )d

t

t
t I t y f s s s∀ ∈ ψ = + ψ∫  

  جحةوبالاستفادة من المترا
0

0

0

0

max( , )

1 1

min( , )

max( , )

min( , )

, ( ) ( ) ( , ( )) ( , ( )) d

( ) ( ) d

t t

n n

t t

t t

n

t t

t I t t f s s f s s s

k s s s

+∀ ∈ ϕ − ψ ≤ ϕ − ψ

≤ ⋅ ϕ − ψ

∫

∫
  

  ، أنّ nنستنتج بالتدريج على 
1

1 0, , ( ) ( )
( 1)!

n
n

n

k
n t I t t M t t

n
+∀ ∈ ∀ ∈ ϕ − ψ ≤ ⋅ −

+
ℕ  

  تسعى إلى اللااية وجدنا nفإذا جعلنا 

( ) ( )1, 0t I t t∀ ∈ ϕ − ψ =  
0وهذا يثُبت أنّ  1( , ) ( , )I Iϕ = ψ 0بذلك إثبات وحدانيّة الحل . وينتهي( , )I ϕ .ًمحليّا  �  



ليبشتز-مبرهنة الوجود والوحدانيّة لكوشي 375  

)تسمّى طريقة إيجاد حل المعادلة التفاضليّة  .ملاحظة 6-2. )E  اية للمتتالية التدريجيّة بصفته
0( )n n≥ϕ أو طريقة طريقة التقريبات المتتالية ،Picard ّمن ا تتقارب. ومن المفيد أن نشير إلى أ 

)للمعادلة التفاضليّة  0Iحل معرّف على  )E  0وذلك أياً كان التابعϕ  منCF  ه.بالذي نبدأ  

f:التابع  إنّ  نقول .تعريف7-2. I E× →U  لق شرط ليِبشتز محلياً بالنسبة إلى المتحويحُق
0 الثاني، إذا وفقط إذا تحقق الشرط الآتي: أياً كانت 0( , )t y  منI × U فهناك مجال ،

، وتنتمي Uمحتواة في  V ، وهناك مجموعة مفتوحة0t وتنتمي إليه I محتوى في J مفتوح
0، وهناك عدد حقيقي 0y إليها k< ،:بحيث تتحقّق المتراجحة   

1 2 1 2 1 2, ( , ) , ( , ) ( , )t J y y f t y f t y k y y∀ ∈ ∀ ∈ × − ≤ −V V  

غير خالية  مجموعة مفتوحة U ، ولتكنℝ مجالاً مفتوحاً غير خال من Iليكن  .ملاحظة 8-2.
  . وأخيراً ليكن التابعnℝمن

1 1: , ( , , , ) ( , , , )n
n nf I t x x f t x x× →U ℝ … ֏ …  

,1 الرموزولنرمز ب ,nf f…  بات التابعإلى مركf ق التابععندئذ حتىّ يحُق .f  ّياً شرط ليِبشتز محل

لثاني، يكفي أنّ تكون المشتقّات الجزئيّةبالنسبة إلى المتحول ا
2( , ) n

i

j i j

f

x
∈

 ∂    ∂  ℕ

موجودة ومستمرةّ  

   . هذه نتيجة مباشرة من متراجحة التزايدات المحدودة.Uعلى 

 U ، ولتكنℝ  مفتوحاً غير خال منمجالاً  Iليكن  .Lipschitz-Cauchy- مبرهنة 9-2.
f: . وأخيراً ليكنE مجموعة مفتوحة وغير خالية من I E× →U  ًتابعاً مستمرا

0 عندئذ تكون كل نقطةويحُقق شرط ليِبشتز محلياً بالنسبة إلى المتحول الثاني.  0( , )t y 
Iمن × U  لمعادلة التفاضليّة:لنقطة وجود ووحدانيّة محليّة  

  d
( , )

d
y

f t y
t

=  ( )E  

  الإثبات
0لتكن  0( , )t y نقطة من I × Uمجال مفتوح ، يوجد 2-7. ، عندئذ، بناءً على التعريفJ 

عدد حقيقي ، و 0y ، وتنتمي إليهاU محتواة في V مجموعة مفتوحة، و 0t وتنتمي إليه Iمحتوى في 
0 k< ،بحيث   

1 2 1 2 1 2, ( , ) , ( , ) ( , )t J y y f t y f t y k y y∀ ∈ ∀ ∈ × − ≤ −V V  
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Jfى لمطبّقة ع 2-3. وبمقُتضى المبرهنة ×V أي مقصور f  علىJ ×V نجد أسطوانة أمان ،
Jمحتواة في  ×V :  

] [

0 0

0 0 0, ( , )
I B

t t B y r= − + ×C ℓ ℓ��������������� �������  

0مركزها النقطة 0( , )t yووسطاؤها ،( , , )r Mℓ قة  2-5.. وهكذا صارت شروط تطبيق المبرهنةمحق
Jfبالنسبة إلى التابع  ×V0 ، فالنقطة 0( , )t y  لمعادلة التفاضليّة لهي نقطة وجود ووحدانيّة محليّة

( )E.  �  

مجموعة مفتوحة، وغير خالية  U ، ولتكنℝ مجالاً مفتوحاً غير خال من Iليكن  .نتيجة10-2.
f:. وأخيراً ليكن E من I E× →Uق شرط ليِبشتز محليتابعاً مساً بالنسبة تمراً ويحُق

0 ثاني. عندئذ تكون كل نقطةإلى المتحول ال 0( , )t yمن I × U  نقطة وجود ووحدانيّة
)لتفاضليّة : ل , )y f t y′ =.  
  الإثبات

  �    1-6.هذه نتيجة بسيطة ومباشرة من المبرهنة السابقة والمبرهنة 

f: ، وليكنℝ مجالاً مفتوحاً غير خال من I ليكن .نتيجة 11-2. I E E× تابعاً  →
 مستمراً. نفترض أنهّ يوجد تابع مستمر : I +→K ℝ :ق الشرطيحُق  

( )2
1 2 1 2 1 2, ( , ) , ( , ) ( , )t I y y E f t y f t y t y y∀ ∈ ∀ ∈ − ≤ −K  

  عندئذ تكون جميع الحلول الأعظميّة للمعادلة التفاضليّة 

  d
( , )

d
y

f t y
t

=  ( )E  
  .Iشاملة، أي معرفّة على اال كامل   
  الإثبات
يحُقق  fابع ، وهذا يثُبت أنّ التI كل مجال متراص محتوى في  محدود على K التابع المستمر ♦

I شرط ليبشتز محلياًّ بالنسبة إلى المتحول الثاني. فكل نقطة من E×  هي نقطة وجود
)ووحدانيّة للمعادلة التفاضليّة  )E.  

  من جهة أخرى لدينا ♦
, , ( , ) ( , 0) ( )t I y E f t y f t t y∀ ∈ ∀ ∈ − ≤ ⋅K  
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:وعليه، إذا عرفّنا التابع المستمر  , ( , 0)I t f t→J ℝ ֏ �   كان لدينا  �
, , ( , ) ( ) ( )t I y E f t y t y t∀ ∈ ∀ ∈ ≤ ⋅ +K J� � � �  

)معادلة التفاضليّة محقّقة، وكل الحلول الأعظميّة لل 1-9.نستنتج من ذلك أنّ شروط النتيجة )E  هي
  �  حلولٌ شاملة. 

غير خالية  مجموعة مفتوحة U ، ولتكنℝمجالاً مفتوحاً غير خال من  Iليكن .ملاحظة12-2.
nEمن  E E E= × × × =E f: ، وأخيراً ليكن التابع المستمر⋯ I E× →U ُثم ،

  :nلنتأمّل المعادلة التفاضليّة من المرتبة 

  
1

1

d d d
, , , ,

dd d

n n

n n

y y y
f t y

tt t

−

−
 =   

…  ( )E  

:يكون التابع  J Eϕ ) لمعادلة التفاضليّة لحلاًّ  → )E إذا كان ،J  ٍمجالاً مفتوحاً غير خال
  ويحقق الشرطين: Jمرةّ على nقابلاً للاشتقاق  ϕ، وكان Iومحتوى في 
� ( ) ( ) ( )( 1), ( , , , )nt J t t t−′∀ ∈ ϕ ϕ ϕ ∈ U…  
� ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( 1), ( , , , , )n nt J t f t t t t−′∀ ∈ ϕ = ϕ ϕ ϕ…  

  ، لنعرّف التابعتكراراً  رأيناهاالتي  الآتيةونأتي الآن إلى الملاحظة المهمّة 
( )1 2 3 12: , ( , , , , ) , , , , ( , , , )n n ng I g t y y y y y y f t y y× → =U E … … …  

1إلى الشعاع  Y ثمُّ لنرمز بالرمز 2( , , , )ny y y…  منE ف التطبيق. عندئذ يعر  
( 1)( , ) ( , ( , , , ))nJ J −′ϕ ϕ ϕ ϕ֏ …  

) تقابلاً بين مجموعة حلول المعادلة التفاضليّة )E ومجموعة حلول المعادلة التفاضليّة من المرتبة الأولى  

  d ( , )
d
Y g t Y
t

=  ( )E
��

  
)نستنتج من ذلك أنّ مسألة الوجود والوحدانية، المتعلّقة بحلول المعادلة التفاضليّة  )E تنتج مباشرة ،

لقارئ يصوغ المبرهنات السابقة، في إطار المعادلة امن دراستنا السابقة. وبناءً على هذه الملاحظة، نترك 
)التفاضليّة  )E.  

به إثبات المبرهنة شات الأولى يب مهمّتين دون إثباما، لأنّ إثنختم هذه الفقرة بذكر مبرهنتين  
  .دراستناولأنّ إثبات الثانية يتطلّب تقنيات تخرج عن إطار  5-2.
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 غير خالية من مجموعة مفتوحة U، ولتكن ℝ مجالاً مفتوحاً غير خال من Iليكن  .مبرهنة13-2.
Eولتكن ، Λ مجموعة جزئيّة غير خالية من mℝع المستمر، وأخيراً ليكن التاب  

: , ( , , ) ( , , )f I E t y f t yλ λ× × Λ →U ֏  

0 لتكن 0( , )t y  منI × U ًولنفترض أنّ هناك ثوابت موجبة تماما ،, , ,r M kℓ بحيث ،
[تحقق اموعة  [

0 0

0 0 0, ( , )
I B

t t B y r= − + ×C ℓ ℓ���������������   :الآتيةالشروط  �������

)أياًّ كانت  ���� , , )t y λ  من× ΛC   كان( , , )f t y Mλ ≤.  

)، و أياً كان Iمن  0tأياً كان  ���� )1 2,y y  0منB وأياً كان ،λ  منΛ كان ، 

1 2 1 2( , , ) ( , , )f t y t y k y yλ λ− ≤ −  

���� M r<ℓ.  
  ، التابعΛمن  λولنتأمّل، أياً كانت 

0 0: , ( , ) ( , , )f I B E t y f t yλ λ× → ֏  

0مركزها  fλ لتابعل ة أمانهي أسطوان Cفنرى أنّ  0( , )t y ق التابعويحُق ،fλ  شرط ليبشتز
)0ليبشتز حل وحيد - عليها.وعليه يوجد بمقتضى مبرهنة كوشي , )I λϕ  لمسألة كوشي

0 0( , )t yP  قة بالمعادلة التفاضليّةالمتعل( )λE  :( , )y f t yλ
′   . وعندئذ يكون التابع=
0: , ( , ) ( )I E t tλλΦ × Λ → ϕ֏  

  مستمراً. 

مجموعة مفتوحة  U، ولتكن ℝمجالاً مفتوحاً غير خال من  Iليكن  .Péano- مبرهنة14-2.
f:. وأخيراً ليكن E غير خالية من I E× →U  تابعاً مستمراً. عندئذ تكون كل

0 نقطة 0( , )t y من I × U لتفاضليّةلمعادلة الوجود  نقطة :  
d

( , )
d

y
f t y

t
=  
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  المتراجحات التفاضليّة3.

السلوك المحلّي أو الشامل لحل ب تعلقتفي بعض الأحيان يكون بالإمكان استنباط معلومات   
دوراً  الآتيةوفي هذا السياق تؤدّي المبرهنة  معادلة تفاضليّة بمقارنة هذا الحلّ بحل معادلة تفاضليّة أخرى،

  مهمّاً ومفيداً. 
غير خالية من  مجموعة مفتوحة U، ولتكن ℝمجالاً مفتوحاً غير خال من  Iليكن  .مبرهنة 1-3.

ℝولنتأمّل المعادلة التفاضليّة .  

    d
( , )

d
y

f t y
t

=  ( )E  
f: حيث   I × →U ℝ 0 مستمر. لتكن عٌ تاب 0( , )t y  منI × U  ّولنفترض أن

مسألة كوشي 
0 0( , )t yP  ًّأعظميّاً وحيداً نرمز إليه بالرمز تقبل حلا ( , )J ϕ.  

0من ناحية أخرى، ليكن    1: [ , ]t tψ → ℝ  1تابعاً من الصفC  ال0على ا 1[ , ]t t ،
  :الآتيةيحُقق الشروط  ψولنفترض أنّ ، Jالمحتوى في 

� ( )0 1[ , ]t tψ ⊂ U.  
� 0 0( )t yψ ≤.  
� ( ) ( )0 1[ , ], ( , )t t t t f t t′∀ ∈ ψ ≤ ψ.  

  عندئذ يكون لدينا  
( ) ( )0 1[ , ],t t t t t∀ ∈ ψ ≤ ϕ  

  الإثبات
  سنعرض الإثبات في الحالة الخاصّة التي يكون فيها

  ( ) ( )0 1[ , ], ( , )t t t t f t t′∀ ∈ ψ < ψ  H   
  ولكننا لن نعرض إثبات ذلك. ،وهذه الحالة الخاصّة تقتضي الحالة العامّة

  لنفترض جدلاً أنّ النتيجة غير صحيحة. عندئذ تكون اموعة
{ }0 1[ , ] : ( ) ( )t t t t tψ= ∈ > ϕA  

infαراً قاصراً عنها. إذن نعرّفُ عنص 0t غير خاليّة، والعنصرُ  = A ّوبناءً على تعريف الحد .
)الأدنى، توجد متتالية  )n nτ ∈ℕ من عناصر A قتحُق lim n

n
τ α

→∞
 ψو ϕ. ولأنّ التابعين =

)، نستنتج أنّ αمستمران عند  ) ( )ψ α α≥ ϕ.  
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)إذا كان  ) ( )ψ α α> ϕ  0وجب أن تكونt α< ّ0، لأن 0 0( ) ( )t y tψ ≤ = ϕ.  وعليه
)يكون  ) ( )t tψ > ϕ ر النقطة في جواt α=  بسبب استمرار التابعψ − ϕ  عندα إذن .

]0في  uنجد  , [t α  يحُقّق( ) ( )u uψ > ϕ  ناقض تعريف يوهذاα.  
)إذن لا بدُّ أن يكون  ) ( )ψ α α= ϕ ّينتج من هذا أن .α ∉ A َّومن ثم ،nτ α≠   ًأيا

  . وعليهℕمن  nكانت 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) lim lim

( ) ( , ( )) ( , ( ))

n n

n n
n n

f f

ψ τ ψ α τ α
ψ α

τ α τ α

α α α α ψ α

→∞ →∞

− ϕ − ϕ
′ = ≥

− −
′= ϕ = ϕ =

  

  �  . وبذا يكتمل إثبات الحالة الخاصّة.Hمع  وهذا يتناقض

  على عدد من الحالات المختلفة. 3-1. النتيجة التالية تعُمم المبرهنة

مجموعة مفتوحة غير خالية من  U ، ولتكنℝمجالاً مفتوحاً غير خال من  Iليكن  .مبرهنة2-3.
ℝو ،:f I × →U ℝ  ٌتابع  ولنتأمّل المعادلة التفاضليّة .مستمر  

    d
( , )

d
y

f t y
t

=  ( )E  
0 لتكن   0( , )t y  منI × U ، ولنفترض أنّ مسألة كوشي

0 0( , )t yP  ًّتقبل حلاً أعظميا
)وحيداً نرمز إليه بالرمز  , )J ϕ.  

0ليكن   � 1: [ , ]t tψ → ℝ 1 تابعاً من الصفC  ال0على ا 1[ , ]t tالمحتوى في ، J ،
  يحُقق الشروط التالية: ψونفترض أنّ 

( )0 1[ , ]t tψ ⊂ U  0و 0( )t yψ )و   ≥ ) ( )0 1[ , ], ( , )t t t t f t t′∀ ∈ ψ ≤ ψ  

)عندئذ يكون لدينا  ) ( )0 1[ , ],t t t t t∀ ∈ ψ ≤ ϕ.  

0 ليكن  � 1: [ , ]t tψ → ℝ 1 تابعاً من الصفC  ال0على ا 1[ , ]t tالمحتوى في ، J ،
  يحُقق الشروط التالية: ψولنفترض أنّ 

( )0 1[ , ]t tψ ⊂ U  0و 0( )t yψ )و   ≤ ) ( )0 1[ , ], ( , )t t t t f t t′∀ ∈ ψ ≥ ψ  

)عندئذ يكون لدينا  ) ( )0 1[ , ],t t t t t∀ ∈ ψ ≥ ϕ.  
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2 ليكن  � 0: [ , ]t tψ → ℝ 1 تابعاً من الصفC  ال2على ا 0[ , ]t tالمحتوى في ، J ،
  يحُقق الشروط التالية: ψولنفترض أنّ 

( )2 0[ , ]t tψ ⊂ U 0و 0( )t yψ ) و  ≤ ) ( )2 0[ , ], ( , )t t t t f t t′∀ ∈ ψ ≤ ψ  
)عندئذ يكون لدينا  ) ( )2 0[ , ],t t t t t∀ ∈ ψ ≥ ϕ.  

2 ليكن  	 0: [ , ]t tψ → ℝ 1 تابعاً من الصفC  ال2على ا 0[ , ]t tالمحتوى في ، J ،
  يحُقق الشروط التالية: ψولنفترض أنّ 

( )2 0[ , ]t tψ ⊂ U 0و 0( )t yψ ) و  ≥ ) ( )2 0[ , ], ( , )t t t t f t t′∀ ∈ ψ ≤ ψ  
)عندئذ يكون لدينا  ) ( )2 0[ , ],t t t t t∀ ∈ ψ ≤ ϕ.  

  الإثبات
  3-1.هي نفسها المبرهنة  لنقطةاإنّ هذه  �
2لنعرّف  � = −U U2 ، والتابع الجديد 2 2: , ( , ) ( , )f I f t y f t y× → = − −U ℝ . ُثم

)2لنعرّف الحل الأعظمي الوحيد  , )J ϕ  لمسألة كوشي
0 0( , )t y−P  المتعلّقة بالمعادلة التفاضليّة

2( , )y f t y′ )، بالعلاقة = ) ( )2 t tϕ = −ϕ :ًولنضع بالتعريف أيضا  
( ) ( )2 0 1 2: [ , ] ,t t t tψ → ψ = −ψℝ  

)2و 2fو 2Uعلى  �عندئذ يمكننا تطبيق النقطة  , )J ϕ 2وψ ّونستنتج من ذلك أن .  
( ) ( )0 1 2 2[ , ],t t t t t∀ ∈ ψ ≤ ϕ  

)أو  ) ( )0 1[ , ],t t t t t∀ ∈ ψ ≥ ϕ.  
3Iلنعرّف  � I= 3 ، والتابع الجديد− 3 3: , ( , ) ( , )f I f t y f t y× → = − −U ℝ . ُثم

)3لنعرّف الحل الأعظمي الوحيد  , )J− ϕ لمسألة كوشي 
0 0( , )t y−P  المتعلّقة بالمعادلة التفاضليّة

3( , )y f t y′ )، بالعلاقة = ) ( )3 t tϕ = ϕ   ولنضع بالتعريف أيضاً: −
( ) ( )3 0 2 3: [ , ] ,t t t tψ − − → ψ = ψ −ℝ  

)3و 3fو 3Iعلى  �عندئذ يمكننا تطبيق النقطة  , )J− ϕ 3وψ ّونستنتج من ذلك أن .  
( ) ( )0 2 3 3[ , ],t t t t t∀ ∈ − − ψ ≥ ϕ  

)  أو ) ( )2 0[ , ],t t t t t∀ ∈ ψ ≥ ϕ  
  �   هذه النقطة بأسلوب مماثل لما سبق. نترك للقارئ مهمة إثبات 	
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  الحالات المختلفة الواردة في المبرهنة السابقة:  الآتييلُخص الشكل 
 

( ),f′ψ ≥ ⋅ ψ

( ),f′ψ ≤ ⋅ ψ

0y

1t0t2t

( ),f′ψ ≤ ⋅ ψ

( ),f′ψ ≥ ⋅ ψ

ϕ

  
0fلتي توافق ونشير إلى أنّ الحالة الخاصّة ا 0yϕو  ≡ وضاع تذكّر الأفي لقارئ ا فيدت ≡

  المختلفة السابقة.

)، وليكن 0tمجالاً مفتوحاً تنتمي إليه النقطة  Iليكن  .مثال3-3. , )k ε 2منℝ ّولنفترض أن .
: Iϕ → ℝ 1 هو تابع من الصفC  علىI ق الشرطيحُق  

( ) ( ),t I t k t′∀ ∈ ψ ≤ ψ + ε  

  ، يكن لديناIمن  tعندئذ، مهما تكن   

( ) ( ) ( )
0 0

0 0
0 0

1 1k t t k t t
k t t k t te e

t e t t e
k k

− − −
− − −− −

ψ + ε ≤ ψ ≤ ψ + ε  

  الإثبات
  لنتأمّل التابعين

1

2

: , ( , )

: , ( , )

f I t y ky

f I t y ky

× → + ε

× → − − ε

ℝ ℝ ֏

ℝ ℝ ֏
  

إنّ حل مسألة كوشي 
0 0( , ( ))t tψP  1المتعلّقة بالمعادلة التفاضليّة الخطيّة( , )y f t y′ معرّف على  =

Iويعُطى بالعلاقة ، :  

( ) ( )
0

0

( )
( )

1 0
1

,
k t t

k t t e
t I t t e

k

−
− −

∀ ∈ ϕ = ψ ⋅ + ε  
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)ونجد باستبدال  , )k− −ε المقدارب ( , )k ε  مسألة كوشي أنّ حل
0 0( , ( ))t tψP ةالمتعلّقة بالمعادل 

)2التفاضليّة الخطيّة  , )y f t y′   ، ويعُطى بالعلاقة:Iمعرّف على  =

( ) ( )
0

0

( )
( )

2 0
1

,
k t t

k t t e
t I t t e

k

− −
− − −

∀ ∈ ϕ = ψ ⋅ + ε  

  استناداً إلى الفرْض لدينا ولكن
( ) ( ) ( )2 1, ( , ) ( , )t I f t t t f t t′∀ ∈ ψ ≤ ψ ≤ ψ  

  يكن Iمن  t، مهما تكن إذن بمقُتضى المبرهنة السابقة

0 2 1

0 1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

t t t t t

t t t t t

≥ ⇒ ϕ ≤ ψ ≤ ϕ

≤ ⇒ ϕ ≤ ψ ≤ ϕ
  

 

I

ψ

0( )tψ

2ϕ

1ϕ

0t
] [  

  وهذه هي المتراجحة المطلوبة.

  
   3-1.نتيجة أخرى من نتائج المبرهنة ونجد فيما يلي

مجموعة مفتوحة غير خالية  U . ولتكن0tمجالاً مفتوحاً تنتمي إليه النقطة  I: ليكن  نتيجة 4-3.
I من 2fو 1f . ثمُّ لنتأمّل تابعين مستمريّنℝمن  × U  إلىℝ قان المتراجحةيحُق  

2 1( , ) , ( , ) ( , )t y I f t y f t y∀ ∈ × ≤U  
2عددين يحُققان  U من 2yو 1yوأخيراً ليكن  1y y≤ 1يكن ل، وt  منI  ًعدداً حقيقيا

0يحُقق  1t t<.  
 نفترض أنّ مسألة كوشي

0 1( , )t yP 1 المتعلّقة بالمعادلة التفاضليّة( , )y f t y′  ، تقبل حلاًّ =
0معرفّاً على مجال مفتوح يحوي  1ϕ أعظمياً وحيداً  1[ , ]t t وكذلك نفترض أنّ مسألة كوشي .

0 2( , )t yP 2 ة التفاضليّةالمعادلالمتعلّقة ب( , )y f t y′ معرّفاً  2ϕتقبل حلاً أعظمياً وحيداً  =
0على مجال مفتوح يحوي  1[ , ]t t:قةعندئذ تكون المتراجحة التالية محق .  

( ) ( )0 1 2 1[ , ],t t t t t∀ ∈ ϕ ≤ ϕ  
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  الإثبات
  في الحقيقة، لدينا

2 0 1( )t yϕ )و      ≥ ) ( )0 1 2 1 1[ , ], ( , )t t t t f t t′∀ ∈ ϕ ≤ ϕ  

  أنّ  3-1.وعليه نستنتج بمقُتضى المبرهنة 
( ) ( )0 1 2 1[ , ],t t t t t∀ ∈ ϕ ≤ ϕ  

  �  .الإثباتبذا يتم 

)ليكن  .مثال 5-3. ): ,a t a t+→ℝ ℝ ثمُّ لنتأمّل المعادلة  تابعاً مستمراً ومحدوداً. ֏
  التفاضليّة:
    ( ) 21y a t y′ = + −  ( )E  

0 سنُثبتُ أنهّ مهما تكن 0( , )t y  من] [1, 1× − +ℝ أعظمي وحيد لمسألة كوشي فهناك حل 
0 0( , )t yP  التفاضليّةالمتعلّقة بالمعادلة ( )E شاملٌ. هنا التابع وأنّ هذا الحل هو حل ،f هو  

( ) 2: , ( , ) 1f f t y a t y× → = + −ℝ ℝ ℝ  
 1 ومن الصف وهو مستمرC  ق شرط ليبشتز محليّاً بالنسبةل الثاني، فهو يحُقإلى بالنسبة إلى المتحو

0المتحول الثاني. إذن، مهما تكن  0( , )t y  2منℝيوجد استناداً إلى مبرهنة كوشي ،- ليبشتز، حل
) أعظمي وحيد , )J ϕ  للمعادلة التفاضليّة( )E ق الشرط0 يحُق 0( )t yϕ . بقي أنّ نثبتَ أنهّ في =

0حالة  1y Jيكون  > = ℝبحلول معادلات  لّ ، ولتحقيق ذلك سنحاول مقارنة هذا الح
  تفاضليّة أخرى.

1لنعرّف  sup ( )
t

a t
∈

α = +
ℝ

وجب ومحدود، عندئذ يكون تابع م a، وهو عدد حقيقي لأنّ 

  : لدينا
2

1 2( , ) , ( , ) ( , ) ( , )t y f t y f t y f t y∀ ∈ ≤ ≤ℝ  
  عرفّناإذ 

2
1 1

2 2
2 2

: , ( , ) 1

: , ( , )

f f t y y

f f t y y

× → = −

× → = α −

ℝ ℝ ℝ

ℝ ℝ ℝ
  

)1لندرس إذن المعادلتين التفاضليتين  , )y f t y′ )2و = , )y f t y′ =.  
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,1} لتكن ���� }β ∈ α ، 0ولتكن 0( , )t y  2منℝ ًّمبرهنة الوجود والوحدانيّة أنّ هناك حلا تبُين . 
)أعظمياً وحيداً  , )Iβ βψ لمسألة كوشي 

0 0( , )t yP ،:قة بالمعادلة التفاضليّةالمتعل  
  2 2y y′ = β −  ( )′E  

} الةح � }0 ,y ∈ −β β0 ، نتحقّق بسهولة أنّ الحلّ الثابتyβψ المعرّف على اال  ≡
Iβ = ℝ .هو الحلّ المنشود  

[حالة  � [0 ,y ∈ −β +βن ألة كوشي لا يمكن أنّ يتقاطع حلاّ . بسبب وحدانيّة حلّ مس
) لمعادلةل )′E إذن لا يتقاطع الحل ،βψ مع الحلّين الثابتين y ≡ β وy ≡ −β، ولأن 

0 0( )y tβ= ψ  ينتمي إلى] [,−β +β إذن ،  
] [, ( ) ,t I tβ β∀ ∈ ψ ∈ −β +β  

)ومن ثمَّ تُكافئ المعادلة التفاضليّة )′E الشرط  

( )d
, argth( ( )/ )
d

t I t
t

β β∀ ∈ ψ β = β  

  وعليه يكون

0
0

( )
, argth argth ( )

t y
t I t t

β
β

ψ
∀ ∈ − = β −

β β
  

  ومن ثمَّ 
0

0
0

1, ( ) th ( ) ln
2

y
t I t t t

y
β β

 β +  ∀ ∈ ψ = β β − +   β − 
  

Iβونرى أنهّ في هذه الحالة يكون  = ℝ.  
0ن لنعد إلى مسألتنا، وليك ���� 0( , )t y  2منℝ وليكن ،( , )J ϕ  المعادلة حل( )E  قالذي يحُق

0الشرط  0( )t yϕ 01نفترض أنّ  حيث، = y>ولنعرّف .  
0

1 1 0
0

0
2 2 0

0

11: , ( ) th ln
2 1

1: , ( ) th ( ) ln
2

y
t t t

y

y
t t t

y

 +  ϕ → ϕ = − +   − 
 α +  ϕ → ϕ = α α − +   α − 

ℝ ℝ

ℝ ℝ

  

)1هو حل المعادلة التفاضليّة  1ϕفيكون , )y f t y′ 1الذي يحُقق  = 0 0( )t yϕ  2ϕ، ويكون =
)2 هو حل المعادلة التفاضليّة , )y f t y′ 1 الذي يحُقق = 0 0( )t yϕ ، وذلك نظراً إلى تحقق =

0المتراجحة  1y < ≤ α.  
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  ا كان لدينا ـّولم
2

1 2( , ) , ( , ) ( , ) ( , )t y f t y f t y f t y∀ ∈ ≤ ≤ℝ  

  أنّ  3-4.و 3-2.استنتجنا بمقُتضى المبرهنتين 
0 1 2

0 2 1

, ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

t J t t t t t

t t t t t

∀ ∈ ≥ ⇒ ϕ ≤ ϕ ≤ ϕ

≤ ⇒ ϕ ≤ ϕ ≤ ϕ
  

,لة أنّ وينجم عن هذا بسهو  ( )t J t∀ ∈ ϕ ≤ αوبالعودة إلى المعادلة التفاضليّة ، ( )E نجد  
2, ( ) 2t J t′∀ ∈ ϕ ≤ α  

  وبالاستفادة من مبرهنة التزايدات المحدودة يكون لدينا
  2 2( , ) , ( ) ( ) 2t s J t s t s∀ ∈ ϕ − ϕ ≤ α −  ( )∗  

supلنعرّف  { }J M= ∈ ∪ +∞ℝ  وinf { }J m= ∈ ∪ −∞ℝ .  
Mفي حالة  < ) ، ينتج من العلاقة∞+ limأنّ النهاية  ∗( ( )

t M
t S

→
ϕ موجودة وهذا يناقض  =

Mإذن  1-7. أعظمياً عملاً بالمبرهنة ϕكوْن الحلّ  = +∞.  
mوكذلك في حالة  > ) ، ينتج من العلاقة∞− lim ةأنّ النهاي ∗( ( )

t m
t S

→
ϕ  ،موجودة =

mإذن  أعظمياً. ϕوهذا يناقض من جديد كوْن الحلّ  = −∞ .  

  بذا نكون قد أثبتنا أنّ الحلϕ  معرّف على كاملℝ.شامل أي إنهّ حل ،  
)نترك للقارئ أن يثبتَ أنّ كل حل للمعادلة  ���� )E ة على مجال تعريفه.ينعدم على الأكثر مرةّ واحد  
01 وكذلك نترك له أن يثُبتَ أنهّ في حالة ���� y< مسألة كوشي يكون حل 

0 0( , )t yP  المتعلّقة
) بالمعادلة التفاضليّة )E  معرفّاً على مجال يحوي[ [0,t 01 ، وفي حالة∞+ y− يكون هذا  <

[0الحل معرفّاً على مجال يحوي  , ]t− ∞.  
)اخترنا إذ لتالي مثالاً على الوضع المدروس،يبين الشكل ا )a t 2 صيغةمن الsin ( )tλ µ + ν :  

 

2ϕ

t0t

1

α−

1−

α

ϕ

1ϕ

ϕ

1ϕ

2ϕ

0y
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  : دراسة المعادلة التفاضليّة للنواس البسيط تطبيق 4.

  
معلّقة شاقولياً إلى  mكتلتها Mلنفترض أنهّ لدينا نقطة ماديةّ

،  ويتحرّك بحريةّ ℓ حامل بواسطة قضيب، مهمل الكتلة، طوله
 M ون احتكاك عند نقطة التعليق. ولنفترض أننا أزحنا النقطةود

,0[من  0θبزاوية قدرها  [π  ا الشاقولي، ثمُّ تركناهاعن وضع تواز
  .بدءدون سرعة 

  .Mوالمطلوب هو دراسة حركة النقطة  �

mيسمح لنا المبدأ الأساسي في التحريك  F⋅ Γ =
، بكتابة المعادلة التفاضليّة التي تصف حركة ����

  ، إذ نجد بإسقاط هذه العلاقة على محور مماس للحركة:M النقطة

( ) sin ( )m x t mg x t′′ = −ℓ  

gإلى الثابت  2ω هو تسارع الجاذبيّة، لنرمز بالرمز gو
ℓ

. عندئذ تؤول مسألتنا إلى دراسة المعادلة 
  التفاضليّة:

   
2

2
2

d
sin

d

x
x

t
= − ω  ( )E  

تمّ حصراً بحلول مسألة كوشي 
0(0, ,0)θP  أي الحلول( , )J θ قال(0)0 تي تحُقθ = θ 

(0)و 0′θ =.  

)ة حتى نتمكّن من تطبيق دراستنا العامّة لا بدُّ من وضع المعادلة التفاضليّ  )E بالشكل المألوف. 
  نعرّف إذن ل

� �
2 2 2: , ( , , ) ( , sin )

I

g g t x y y x× → = − ω
U

ℝ ℝ ℝ  

)عندئذ يكون التطبيق  , ) ( , ( , ))J J ′θ θ θ֏ تقابلاً بين مجموعة حلول المعادلة التفاضليّة ( )E 
  ومجموعة حلول المعادلة التفاضليّة

   d ( , )
d
Z g t Z
t

=  ( )E
��

  
) حيث , )Z x y=.  

 

ℓ

mg
�

M

x
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1 ، وأياً كانℝمن  tولكن أياً كان  1 1( , )Z x y= 2و 2 2( , )Z x y= 2 منℝ فلدينا  

( )

( )

2
1 2 1 2 1 2

2
1 2 1 2

2
1 2

( , ) ( , ) max , sin sin

max(1, ) max ,

max(1, )

g t Z g t Z y y x x

y y x x

Z Z

∞

∞

− ≤ − ω −

≤ ω ⋅ − −

≤ ω ⋅ −

  

لنستنتج وجود حل أعظمي، وحل أعظمي وحيد  2-11.و 2-10.إذن يمُكننا تطبيق النتيجتين 
)فقط، لمسألة كوشي المتعلّقة بالمعادلة التفاضليّة  )E

��
، وهذا الحل هو حل شاملٌ أي معرّف على كامل 

ℝ.  

[من  0θأياً كانت ،وعليه [0,π وحيد ، فهناك حل :θ →ℝ ℝ  للمعادلة
2التفاضليّة  sinx x′′ = −ω ق يح(0)0 لشرطيناقθ = θ (0)و 0′θ =.  

θ: ندرس فيما يلي خواص الحل →ℝ ℝ.فنثبت على سبيل المثال أنهّ دوري ونحسب دوره ،  

)لنعرّف التابع  � ) ( ) 2: , ( )u u t t′→ = θℝ ℝأياً كان . عندئذ نلاحظ ،t  منℝ،  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 22 2 sin 2 (cos )u t t t t t t′ ′ ′′ ′ ′= θ θ = − ω θ θ = ω θ  
  كاملة نجد ـُلمبا

( ) ( )2
0, (0) 2 (cos cos )t u t u t∀ ∈ − = ω θ − θℝ  

  أو
  ( )( ) ( )

2 2
0, 2 (cos cos )t t t′∀ ∈ θ = ω θ − θℝ  ( )1  

,0وعليه يكون  cos ( ) cost t∀ ∈ θ ≥ θℝأو ،  
[ ]0 0( ) 2 , 2

k
k k

∈
θ ⊂ −θ + π θ + π

ℤ
ℝ ∪  

نّ  θولكن استمرار التابع  ) يثبت أ )θ ℝ ل تنتمي إليه النقطة ن يكون 0θ هو مجا ، إذن لا بُد أ
[ ]0 0( ) ,θ ⊂ −θ θℝومنه .  

θ:يأخذ التابع  →ℝ ℝ  القيمه في ا[ ]0 0,−θ θ.  
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فهو يبقى موجباً تماماً في جوار  ،د الصفرعن 0θويأخذ قيمة موجبة تماماً  مستمرθ  التابع  �
0الصفر، أي نجد  < α قتحُق ] [ ] ]00, , ( ) 0,t t∀ ∈ α θ ∈ θوعليه يكون ،  

] [ 20, , ( ) sin ( ) 0t t t′′∀ ∈ α θ = −ω θ <  

]متناقص تماماً على اال  θ′والتابع  ]0,α (0). ولكن 0′θ   إذن  =

0يوجد    < α قتحُق ] ]0, , ( ) 0t t′∀ ∈ α θ <  ( )2  

  ومن ناحية أخرى، لنلاحظ أولاً أنّ التابع

0 0
0

1 1
] , [ ,

2 cos cos
v

v
∗
+− θ θ → ⋅

ω − θ
ℝ ֏  

زوجي ويُكافئ :  تابعٌ 
0 0

1 1

2 sin
v

v
⋅

ω θ θ −
0 في جوار ֏

−θ وهذا يقتضي تقارب ،

  التكامل
0

0
0

1 d

2 cos cos

v

v

θ

−θ

τ = ⋅
ω − θ∫  

τلتكن  < β  ّولنفترض جدلاً أن ( ) 0t′θ [من اال  tأياًّ كانت  > [0,β  عندئذ ينتج من
) المساواة   أنّ  1(

] [ 00, , ( ) 2 cos ( ) cost t t′∀ ∈ β θ = −ω ⋅ θ − θ  
[ومن ثمَّ يكون لدينا على اال  [0, β:  

0

0 0( )

( )d 1 d 1
1

d 2 2cos cos cos ( ) cos
t

tv

t v t

θ

θ

  ′ θ  = − =  ω ω− θ  θ − θ 
∫  

  وبالمكاملة نجد

] [
0

0( )

1 d
0, ,

2 cos cos
t

v
t t

v

θ

θ

∀ ∈ β =
ω − θ∫  

)ولأنّ  )tθ  ال0ينتمي إلى ا 0[ , ]−θ θ  ّنستنتج مما سبق أن  

] [
0

0
0

1 d
0, ,

2 cos cos

v
t t

v

θ

−θ

∀ ∈ β ≤ = τ
ω − θ∫  
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βأي  ≤ τ  وهذا يتناقض مع اختيارنا للعددβ:وعليه .  
[في  γيوجد عدد    [0,β قيحُق ( ) 0′θ γ ≥  ( )3  

)نستنتج من  )و 2(   أنّ اموعة 3(
[ [{ }, : ( ) 0t t′∈ α +∞ θ =  

  كننا إذن أن نعرّف عنصراً قاصراً عنها. يم αتنتمي إليها، وتقبل  γغير خالية، لأنّ 
[ [{ }

0

1
2 inf , : ( ) 0T t tθ ′= ∈ α +∞ θ =  

   :أتييما نستنتج بسهولة  مستمرθ  ′ولأنّ التابع 

 عدد حقيقي يوجد
0

Tθ  من∗
+ℝ : ق الشرطينيحق  

( )
0

1
2 0Tθ′θ [  و  = [

0

1
20, , ( ) 0t T tθ ′∀ ∈ θ <  

)ينتج من العلاقة  � )أنّ  1( )
0

1
02cos ( ) cosTθθ = θ ولأنّ التابع ،θ  اليأخذ قيمه في ا

0 0[ , ]−θ θ ّاستنتجنا أن ،
0

1
2( )Tθθ موعةينتمي إلى ا{ }0 0,−θ θ ولكنّ التابع .θ  متناقص

]تماماً على اال  ]
0

1
20, Tθ  0وذلك بمقُتضى النقطة السابقة، وهو يساويθ  عند الصفر إذن يجب

أن يكون 
0

1
02( )Tθθ = − θوعليه .  

 ف مقصور التابعيعُر θ العلى ا [ ]
0

1
20, Tθ  تقابلاً مستمراً ومتناقصاً تماماً بين

[ ]
0

1
20, Tθ  0و 0[ , ]− θ θ.  

لنعرّف التابع الجديد  �
0

1
2: , ( ) ( )t t Tθϕ → ϕ = −θ +ℝ ℝ عندئذ يكون .ϕ  من

  ، وهو يحُققℝعلى  2Cالصف 

0

0

2

1
02

1
2

sin ,

(0) ( ) ,

(0) ( ) 0.

T

T

θ

θ

′′ϕ = −ω ϕ

ϕ = −θ = θ

′ ′ϕ = −θ =

  

هو التابع الوحيد الذي يحُقق الشروط السابقة، استناداً إلى أوّل نقطة أثبتناهـا. إذن لا  θولكنّ التابع 
ϕبدُّ أن يكون  = θأو ،  

0

1
2, ( ) ( )t t t Tθ∀ ∈ θ = − θ +ℝ  
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  ،ℝمن  t، مهما كانت نستنتج من ذلك أنّ 
( )

0 0 0 0

1 1 1
2 2 2( ) ( ) ( ) ( )t t T t T T t Tθ θ θ θθ = − θ + = − − θ + + = θ +  

تابع دوري ويقبل العدد  θوهذا يثُبتُ أنّ التابع 
0

Tθ  .دوراً له  
)وبأسلوب مماثل لما سبق نرى أنّ التابع  )t tθ ، التي البدءيحُقق المعادلة التفاضليّة، وشروط  ֏−

  بسب الوحدانيّة، أي θنفسها، فهو يساوي  θيحُققها التابع 
( ) ( ),t t t∀ ∈ θ = θ −ℝ  

  نستنتج إذن أنّ 

هو تابع زوجي ودوري، وهو يقبل العدد θ التابع
0

Tθ  قدوراً أصغرياً، ويحُق
العلاقة: 

0

1
2, ( ) ( )t t t Tθ∀ ∈ θ = −θ +ℝ.  

[ال سالباً تماماً على ا θ′ا كان التابع  ـّلم  � [
0

1
20, Tθ  ّاستنتجنا أن  

] [
0

1
020, , ( ) 2 cos ( ) cost T t tθ ′∀ ∈ θ = −ω ⋅ θ − θ  

[ومن ثمَّ يكون لدينا على اال  [
0

1
20, Tθ:  

( )

( )

0

0 0( )

d 1 d 1
1

d 2 2cos cos cos cos
t

v t

t v t

θ

θ

  ′ θ  = − =  ω ω− θ θ − θ 
∫  

و 0وبالمكاملة نجد، مستفيدين من تقارب التكامل عند 
0

1
2Tθ ّأن ،  
0

0

0

1
2

0

1 d

2 cos cos

v
T

v

θ

θ
−θ

=
ω − θ∫  

           أو
0

0
00

2 2 d

cos cos

v
T

v

θ

θ=
ω − θ∫  

0ولإصلاح هذا التكامل نغُير فيه المتحول 
22 arcsin(sin sin )v u

θ=   ، فنجد⋅

0
0

/2

2 20
2

4 d

1 sin ( ) sin

u
T

u

π
θθ

=
ω − ⋅

∫  

  ومنه
 بالعلاقة :  θيعُطى دور التابع 

0
0

/2

2 20
2

4 d

1 sin ( ) sin

u
T

u

π
θ θ

=
ω − ⋅

∫  
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في الحقيقة يمكننا كتابة الدور  �
0

Tθ  .بشكل مجموع متسلسلة  

[من  zاً كانت لدينا، أيّ  تا كان ـّلم [1, 1−   ، المساواة+

  2
22

0

1 1

41

n n
nn

n

C z
z

∞

=
=

−
∑    

  استنتجنا أنّ 
0

0

2 2
22 22 2

02

1 1
[0, ], sin ( ) sin

41 sin ( ) sin

n n n
nn

n

u C u
u

∞
θπ

θ
=

∀ ∈ = ⋅
− ⋅

∑  

  ، وبناءً على ذلك :uيكون تقارب هذه المتسلسلة منتظماً بالنسبة إلى المتحول  إذ

0

0

/2 /2

2 2
2 22 2

00 02

4 d 4 1
sin ( ) sin d

41 sin ( ) sin

n n n
nn

n

u
C u u

u

π π∞
θ

θ
=

= ⋅
ω ω− ⋅

∑∫ ∫  

ثمُ نحسب التكامل 
/2

2

0
sin dn u u

π

إمّا بإيجاد علاقة تدريجيّة، أو بأية طريقة يراها القارئ  ∫

2/ جدمناسبة، فن
2

2
0

1
sin d

2 4
n n

nnu u C
π π

  ومنه .∫=

0

0

2
2 2

22
0

( )2
sin ( )

4

n
n n
n

n

C
T

∞
θ

θ
=

π
=

ω ∑  

صـغيرة  0θونستنتج من هذا النشر القيمة التقليديةّ المألوفـة لـدور النـواس البسـيط عنـدما تكـون السـعة 
  وهي

0

2 4
60 0
0

11
2 1 ( )

16 3072
T O

g
θ π

 θ θ  = ⋅ ⋅ + + + θ   

ℓ  

 ويبين الشكل التالي منحني التابع
00 Tθθ ֏ .  
 

2π
ω

0
Tθ

−π 0 π
0θ

  
UO  
M> 



 تمرينـات 393

 

  تمرينات

J 3لنتأمّل المعادلة التفاضليّة :  1. التمرين( ) : y y y′ = − −E  
0 اً كانتأثبت أنهّ أيّ  0( , )t y  من×ℝ ℝ أعظمي وحيد لمسألة كوشي يوجد حل 

0 0( , )t yP  قةبالمعادلة التفاضليّةالمتعل ( )E .هذا الحل ثمُّ عين  

  الحـل

:3التابع  , ( , )f t y y y× → − −ℝ ℝ ℝ  yتابعٌ مستمر وقابلٌ للاشتقاق بالنسبة إلى  ֏
0لبِشتز، نستنتج أنهّ مهما تكن -ومشتقّه مستمر. إذن، استناداً إلى مبرهنة كوشي 0( , )t y  من

×ℝ ℝ  أعظمي وحيد لمسألة كوشي يوجد حل
0 0( , )t yP.  

0في حالة  � 0y الحل الأعظمي المطلوب للمسألة  =
0 0( , )t yP  0هوy ≡. 

0في حالة  � 0y الحل الأعظمي المطلوب للمسألة  ≠
0 0( , )t yP  لا يتقاطع مع الحلّ السابق، فهو

0إذن موجبٌ تماماً في حالة  0y 0وسالبٌ تماماً في حالة  < 0y )وعليه تُكتب المعادلة  .> )E 
 بالشكل :

( )2 2

2 2

1
1 ln(1 ) ln

2(1 ) 1

y yy y
y y

yy y y

′ ′ ′ ′= − = − = + −
+ +

  

  وعليه

0 2 2
0

1 1
2( ) ln 1 ln 1t t

y y

     − = + − +       
  

  أو

02( )

2 2
0

1 1
1 1t te
y y

−
   + − =  

  

  فالحلّ الأعظمي المنشود هو

  
0

2 01
0 02 2( )2 2

0 0

: ln(1 ), , ( )
(1 ) t t

y
t y t

y e y
ϕ ϕ−

−
 − + +∞ → =   + −

ℝ  ú  



لمعادلات التفاضليّة العاديّةالمبرهنات الأساسيّة المتعلّقة با  394 

 

J تأمّل المعادلة التفاضليّة : 2. التمرين  
2 2 2( ) : 2t y t y′ = +E  

) ادرس مسألة الوجود والوحدانيّة، المتعلّقة بالمعادلة التفاضليّة )E ُلّها.، ثمُّ ح  
  

  الحـل

∗أحد االين  Iليكن 
+ℝ  أو∗

−ℝ التابع، ولنتأمّل  
2

2

1
: , ( , ) 1

2

y
f I t y

t

  × → +   
ℝ ℝ ֏.  

. إذن، استناداً إلى أيضاً  ومشتقّه مستمر yتابعٌ مستمر وقابلٌ للاشتقاق بالنسبة إلى  fإنّ التابع 
0لبِشتز، نستنتج أنهّ مهما تكن -مبرهنة كوشي 0( , )t y  منI ×ℝ  أعظمي وحيد يوجد حل
لمسألة كوشي 

0 0( , )t yP.  

y، تابعاً مجهولاً جديداً Iلنعرّف، على 
z

t
y، فيكون ليدينا = tz z′ ′= ، وتُكتب المعادلة +

( )E صيغةبال :  
22 (1 )tz z′ = −  

)إذن  )t y t t=֏  للمعادلة هو حل( )E ،( )1z 1z، أمّا في حالة ≡   فنجد ≠

2

1

2(1 )

z

tz

′
=

−
  

1يحُقق  κفيوجد ثابتٌ  1
ln

1 2

t

z κ
=

−
  ومن ثمَّ  

( )
2

( )
ln /

t
y t t

t κ
= −  

0لتكن  0( , )t y  من×ℝ ℝ الآتية. ولنناقش الحالات:  
0حالة  � 0t >. 

0إذا كان  � 0y t<   كان الحل الأعظمي للمسألة
0 0( , )t yP هو 

( )0

0 0

2 0 0 0 0
0

0 0 0 0

2 ( )ln( / )
: exp , , ( )

2 ( )ln( / )

t

t y

y t y t t
y t y t t

t t y t t

−

−

+ − +∞ → =   + −
ℝ  
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0إذا كان  � 0y t=   كان الحل الأعظمي للمسألة
0 0( , )t yP هو 

: , ( )y t y t t→ =ℝ ℝ ֏  
0إذا كان  � 0y t>  للمسألة  ةالأعظمي ولالحل تكان

0 0( , )t yP يه 

( )
0 0 0 0

0 0 0 0

0

0 0

2 ( )ln( / )

2 ( )ln( / )
2

0

2
ln( / )

: 0

: , exp , ( ) 0 : 0

: 0

y t y t t

t t y t t
t

t y
t

t

t t

y t y t t

t t
κ

κ

+ −

+ −
−
−

−

 >  − → = =     − <

ℝ  

0κ حيث >.  
0حالة  � 0t <. 

0إذا كان  � 0y t<   كان الحل الأعظمي للمسألة
0 0( , )t yP هو 

( )0

0 0

2 0 0 0 0
0

0 0 0 0

2 ( )ln( / )
: , exp , ( )

2 ( )ln( / )

t

t y

y t y t t
y t t y t t

t t y t t

−

−

+ − −∞ → =   + −
ℝ ֏  

0إذا كان  � 0y t=   كان الحل الأعظمي للمسألة
0 0( , )t yP هو 

: , ( )y t y t t→ =ℝ ℝ ֏  
0إذا كان  � 0y t>  الحلول الأعظمية للمسألة  تكان

0 0( , )t yP هي 

( )
0 0 0 0

0 0 0 0

0

0 0

2 ( )ln( / )

2 ( )ln( / )
2

0

2
ln( / )

: 0

: exp , , ( ) 0 : 0

: 0

y t y t t

t t y t t
t

t y
t

t

t t

y t y t t

t t
κ

κ

+ −

+ −
−
−

 <  → = =     − >

ℝ  

0κ حيث >.  
0 حالة � 0t =.  

0إذا كان  � 0y t≠ .للمسألة لا يوجد حل
0 0( , )t yP .  

0إذا كان  � 0y t=   كانت الحلول الأعظمية للمسألة
0 0( , )t yP هي 

2
ln( / )

2
ln( / )

: 0

: ] , [ , ( ) 0 : 0

: 0

t

t

t

t

t t

y y t t

t t

λ

µ

λ µ

−
 − <− → = = − >

ℝ  



لمعادلات التفاضليّة العاديّةالمبرهنات الأساسيّة المتعلّقة با  396 

 

0 حيث λ< ≤ 0و  ∞+ µ< ≤ +∞.  ú  

J 3 لتكن 3. التمرين( , , )( )
nijk i j kc ∈ ℕ ق الشرطجماعة من الأعداد الحقيقيّة، تحُق  

3( , , ) ,n ijk kjii j k c c∀ ∈ = −ℕ  
  ولنتأمّل جملة المعادلات التفاضليّة  

2( , )

( ) : , 1,2, ,
n

i ijk j k

j k

x c x x i n
∈

′ = =∑E

ℕ

…  

)1 ليكن  1. ( ), , ( ))nt x t x t֏ )  أعظمياًّ للمعادلة التفاضليّةحلاًّ  … )E  معرفّاً على
  . أثبت أنّ التابع Jمجال 

2 2
1( ) ( ) ( )nt y t x t x t= + +֏ ⋯  

  .J على ثابتٌ تابعٌ 
) أثبت أنّ الحلول الأعظميّة للمعادلة التفاضليّة  2. )E .هي حلول شاملة  

  الحـل
  . ونجدJقابل للاشتقاق على  yالتابع  1.

2 3

3 3

1 1 ( , ) ( , , )

( , , ) ( , , )

2 2 2

2 2

n n

n n

n n

i i ijk i j k ijk i j k
i i j k i j k

kji k j i ijk i j k

i j k i j k

y x x c x x x c x x x

c x x x c x x x y

= = ∈ ∈

∈ ∈

′ ′= = =

′= = − = −

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑

ℕ ℕ

ℕ ℕ

  

,وعليه  ( ) 0t J y t′∀ ∈   .Jثابت على  yإذن  =
0Mليكن  2. ,2 الثابت الذي يحُقق ≤ ( )t J y t M∀ ∈   فلدينا  i. عندئذ، أياًّ كانت =

2 2

2

( , ) ( , )

, ( ) ( ) ( )

n n

i ijk j k ijk

j k j k

t J x t c x t x t M c

∈ ∈

′∀ ∈ ≤ ≤∑ ∑
ℕ ℕ

  

فإذا عرفّنا 
2

2

( , ) n

ijk

j k

M c

∈

= Λ∑
ℕ

  ، استنتجنا

, , ( )n it J i x t′∀ ∈ ∀ ∈ ≤ Λℕ  
  :يأتي. نستنتج من المتراجحة السابقة ما nℕ من iلتكن 

    2( , ) , | ( ) ( )| | |i it s J x t x s t s∀ ∈ − ≤ Λ −  ( )∗  
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supbفإذا افترضنا جدلاً أنّ  J= < )، عندئذ نستنتج من ∞+ ومن شرط كوشي لوجود  ∗(
limلنضع إذن  −bيقبل اية منتهية عند  ixالنهاية، أنّ التابع  ( )i i

t b
x t a

−→
إذا عرفّنا ف. =

1[ , , ]t
nA a a= limاستنتجنا أنّ  … ( )

t b
X t A

−→
)ا كانت النقطة  ـّ، ولم= , )b A  نقطة وجود

)ووحدانيّة للمعادلة التفاضليّة  )E  ًاستنتجنا أنّ الحلّ وضوحا ،X  ًّاً، وهذا يتناقض  أعظميّ ليس حلا
bض. إذن مع الفرْ  = inf، وبأسلوب مماثل نبرهن أنّ ∞+ J = . وهذا يبرهن أنّ كلّ ∞−

)حل أعظمي للمعادلة  )E  شاملٌ.حل    ú  

J أعظميّ للمعادلة التفاضليّة  4. التمرين حل أثبت أنّ كل( , )y f t y′   حيث  =
2 2: , ( , )f f t y t t y× → = +ℝ ℝ ℝ  

  يكون حلاً شاملاً.  
  الحـل
0 نقطة ، فكل تابعٌ مستمرf  التابع  0( , )t y  من×ℝ ℝ  هي نقطة وجود. وكذلك نلاحظ ما
  يلي:

( )

2 2 2

2 2

( , ) , ( , ) | |

| | 2| | | | | | | | | |

t y f t y t t y

t t t y y t t y

∀ ∈ = +

≤ + + = +

ℝ  

]يكن اال المتراص إذن مهما  , ]A A= −K  يكن  
2( , ) , ( , ) | |t y f t y A y A∀ ∈ × ≤ +K ℝ  

)وهذا يبرهن أنّ كلّ حل أعظمي للمعادلة  , )y f t y′ =  شاملٌ.حل  ú  

J حلّ المعادلة التفاضليّة  5. التمرين( )y f y′    في حالة =
0 : 0

: , ( )
ln : 0

y
f f y

y y y

≤→ =  >
ℝ ℝ  

  الحـل
0 ، فكل نقطةتابعٌ مستمرf  التابع  0( , )t y  من×ℝ ℝ نلاحظ أنهّ  هي نقطة وجود. وكذلك

−{1}من  λمهما تكن  ∪ℝ  ُيكن التابع الثابتy λ≡  ًّللمعادلة حلا ( )y f y′ =.  
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,1[أو في  ]0,1[قيمه عليه في  yعلى أي مجال يأخذ التابع    يمكننا أن نكتب ∞+]

1
ln

y

y y

′
=  

lnومن ثمَّ  ln ( )y t t κ= + .  
0لتكن  0( , )t y  من×ℝ ℝ الآتية. ولنناقش الحالات :  

0حالة  � 0y كون لمسألة كوشي عندئذ ي .≥
0 0( , )t yP 0 الحلّ الوحيدy y≡. 

0حالة  � 0y . عندئذ يكون لمسألة كوشي <
0 0( , )t yP الحلّ الوحيد 

( )0
0: , ( ) exp lnt ty t y t e y−→ =ℝ ℝ ֏  

 

  
 ú  .الحلوبذا يكتمل 

J أوجد الحل الأعظمي 6. التمرين ϕ  للمعادلة التفاضليّةy y t′ = الذي يحقق شرط  +
(0) البدء 1ϕ   مرتين. ϕ. ثمُّ ادرس قابليّة اشتقاق التابع =

  ـلالح
:التابع  , ( , ) | | | |f t y y t× → +ℝ ℝ ℝ   تابعٌ مستمر ويحُقق  ֏

3
1 2 1 2 1 2 1 2( , , ) , ( , ) ( , ) | | | |t y y f t y f t y y y y y∀ ∈ − = − ≤ −ℝ  

0لبِشتز، نستنتج أنهّ مهما تكن -إذن، استناداً إلى مبرهنة كوشي 0( , )t y  من×ℝ ℝ  فيوجد حل
أعظمي وحيد لمسألة كوشي 

0 0( , )t yP.شاملاً بسبب المتراجحة السابقة ويكون هذا الحل ،  
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ϕ:ليكن  →ℝ ℝ  (0,1)الحل الوحيد لمسألة كوشيP(0) ا كان ـّ، لم 1ϕ  ′ϕاستنتجنا أنّ  =
). وبوجه خاص ℝمتزايدٌ تماماً على  ϕ، فالتابع ℝموجبٌ تماماً على  ) 1tϕ في حالة  ≤

0t   إذن، .≤
0, ( ) ( )t t t tϕ ϕ′∀ ≥ = +  

  وعليه، يكون
0, ( ( ) ) ((1 ) )t t tt t e te t eϕ − − −′ ′∀ ≥ = = − +  

  إذن
0, ( ) (0) 1 (1 )t tt t e t eϕ ϕ− −∀ ≥ − = − +  

  وأخيراً 
0, ( ) 2 (1 )tt t e tϕ∀ ≥ = − +  

)1، عرّفنا اال ℝتماماً على  متزايداً مستمراًّ و  ϕمّا كان التابع ـل )J ϕ− += ℝ  ،وهو يحوي
inf. ليكن ℝ+استناداً إلى ما رأيناه،  Jα ∞−0αفيكون  = ≤   . عندئذ>

] , 0], ( ) ( )t t t tα ϕ ϕ′∀ ∈ = −  
  وعليه، يكون

] , 0], ( ( ) ) ((1 ) )t t tt t e te t eα ϕ − − −′ ′∀ ∈ = − = +  
  إذن

] , 0], ( ) (0) (1 ) 1t tt t e t eα ϕ ϕ− −∀ ∈ − = + −  
  وأخيراً 

] , 0], ( ) 1t t tα ϕ∀ ∈ = +  
1α، أنّ αوهكذا نرى، بناءً على تعريف  = ). ولأنّ − ) 0ϕ α متزايدٌ تماماً  ϕ، والتابع =

  نستنتج أنّ ، ℝعلى 
] , 1], ( ) 0t tϕ∀ ∈ −∞ − ≤  

  إذن،
] , 1], ( ) ( )t t t tϕ ϕ′∀ ∈ −∞ − = − −  

  ، يكونوعليه
] , 1], ( ( ) ) ((1 ) )t t tt t e te t eϕ ′ ′∀ ∈ −∞ − = − = −  
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  إذن
1] , 1], ( ) ( 1) (1 ) 2t tt t e t e eϕ ϕ −∀ ∈ −∞ − − − = − −  

  وأخيراً 
1] , 1], ( ) 1 2 tt t t eϕ − −∀ ∈ −∞ − = − −  
  يعُطى بالصيغة ϕوأخيراً نستنتج أنّ التابع 

1

2 1 : 0

( ) 1 : 1 0

1 2 : 1

t

t

e t t

t t t

t e t

ϕ

− −

 − − ≤= + − < < − − ≤ −

  

}ه في حالة ونلاحظ أنّ  1,0}t ∉   لدينا −

1

2 : 0

( ) 0 : 1 0

2 : 1

t

t

e t

t t

e t

ϕ

− −

 <′′ = − < <− < −

  

  .ℝبل الاشتقاق مرتّين على قلا ي ϕوالتابع 
 

ϕ ϕ′ ϕ′′

xxx

y y y

0 0 0

11

1−
1−

1−

2

2−

  
)متناظر بالنسبة إلى النقطة  ϕونلاحظ أنّ الخط البياني للحل  )1 1

2 2
,−.  ú  

J ليكن  7. التمرينI  مجالاً مفتوحاً غير خال، وليكن:q I → ℝ  تابعاً مستمراًّ، ثمُّ لنتأمّل
  المعادلة التفاضليّة 

( ) : ( ) 0y q t y′′ + =E  

.I  0ان أثبت أنهّ أياً ك 0 0( , , )t y y 2Iمن  ′ ×ℝ أعظمي وحيد لمسألة كوشي يوجدْ حل ،

0 0 0( , , )t y y′P  المتعلّقة بالمعادلة التفاضليّة( )E وأنّ هذا الحل معرّف على .I.  
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.II 0 لتكنt  منIوليكن. ϕ  ًّللمعادلة التفاضليّة حلا ( )E ق0 يحُق( ) 0tϕ = 
)0و ) 0tϕ′ 0ϕ. أثبت أنّ = =.  

.III  ليكن[ , ]a b مجالاً مغلقاً غير تافه محتوى في ℝ.  وليكنϕ  ًّللمعادلة التفاضليّةحلا   
( )E ال  معرفّاً علىا[ , ]a b ،موعةومختلفاً عن الصفرأثبت أنّ ا .  

{ }[ , ] : ( ) 0t a b t∈ ϕ = 

  خالية أو منتهية.

.IV  ليكنϕ وψ  حلّين للمعادلة التفاضليّة( )E ال نفسهمعرفّين على ا J.  ولنفترض
0 تحُقق Jفي  0tأنهّ توجد  0( ) ( ) 0t tϕ ψ=  ψو ϕ. أثبت أنّ الحلّين =

  مرتبطان خطيّاً.

.V ليكن ϕ وψ  ـينْ حلّين أعظميين غيرللمعادلة التفاضليّة  صفري( )E ّأثبت أن .
ϕ ψ ϕ ψ′ ′⋅ −  ϕ للتابع ينْ جذرين متتالي ـَ bو a تابعٌ ثابتٌ. استنتج أنهّ إذا كان ⋅

a يحُققان b<  عندئذ يوجدc  في[ , [a b  قيحُق( ) 0cψ =.  

.VI  1ليكنq 2وq  تابعين مستمريّن منI  إلىℝ ّ2. ولنفترض أن 1( ) ( )q t q t≤  ّاً  أي
)1للمعادلة التفاضليّة ψ عظمياً . نتأمّل حلاً أIمن tكان  ) 0y q t y′′ + = 

)2ة للمعادلة التفاضليّ  صفريغير  ϕ أعظمياً وكذلك حلاًّ  ) 0y q t y′′ + = .  
جذر في  ψ، أثبت أنّ للتابع ϕهما جذران متتاليان للحل  bو  aلنفترض أنّ   �

[ اال ],a b.  

∗من  Λ نفترض وجود عددٍ   �
+ℝ  2يحقّق, ( )t I q t∀ ∈ ≤ Λوليكن . ϕ 

) اً للمعادلة التفاضليّة أعظميّ حلاًّ  )E أثبت أنهّ إذا كان .α وβ  جذرين متتاليين
α/ كان،  ϕع للتاب β π− ≥ Λ.  

∗ λترض وجود عددٍ نف  �
+ℝ 2 يحقّق, ( )t I q tλ∀ ∈  حلاًّ  ϕ . وليكن≥
)أعظمياً للمعادلة التفاضليّة  )E أثبت أنّ التابع .ϕ  ينعدم على كلّ مجال، محتوى

] ، من الشكلIفي  , / ]π λ+ℓ ℓ.  
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.VII نفترض في هذا السؤال أنّ التابع q 0 هو تابع دوري، ويقبل العدد < ϖ  ًدورا.  
  تكون دوماً محقّقة: الآتيتينأثبت أنّ إحدى الخاصتين   �

: A أعظمي حل لكل ϕ  للمعادلة التفاضليّة صفريغير ( )E  جذر حقيقي
  واحد على الأكثر.

: B أعظمي حل لكل ϕ غير معدوم للمعادلة التفاضليّة ( )E  ائي من عدد لا
  الجذور الحقيقيّة.

0أثبت أنهّ في حالة   � q≥  تكون الخاصّةA .قةمحق  
0أثبت أنهّ في حالة   � q≤ 0و q≡/  تكون الخاصّةB .قةمحق  

  الحـل
.I  هذه الخاصّة هي من خواص المعادلات التفاضليّة الخطيّة، التي تكون جميع حلولها الأعظميّة

0اً كانت شاملة، وأيّ  0 0( , , )t y y Iمن  ′ × ×ℝ ℝ  تقبل مسألة كوشي
0 0 0( , , )t y y ′P  ًّأعظميّاً حلا 

  وحيداً.

.II  لنتأمّل التابع الثابت: , 0I tψ → ℝ حلين لمسألة   ϕو ψ. عندئذ يكون التابعان ֏
كوشي 

0( ,0,0)tP ّوبسبب وحدانيّة الحلّ نستنتج أن .ϕ ψ= لمطلوبة.وهي النتيجة ا  

.III  موعةلنفترض جدلاً أنّ ا{ }[ , ] : ( ) 0t a b tϕ= ∈ =Z عندئذ يوجد  .غير منتهية
  تابع متباين 

: , nnλ λ→ Zℕ ֏  
1nλعندئذ نعرّف  nλو... و1λو 0λا ، وإذا افترضنا أننا عرّفنZعنصراً ما من  0λنختار  � + 

0بأنهّ عنصر ما من  1\{ , , , }nλ λ λZ ….�  

]مّا كانت اموعة ـل , ]a b  0مجموعة متراصّة، والمتتالية( )n nλ ]متتالية من اال  ≤ , ]a b  استنتجنا
θ:وجود تابع متزايد تماماً  →ℕ ℕ  يجعل المتتالية الجزئيّة( ) 0( )n nθλ متقاربة  Zمن عناصر  ≤

]ينتمي إلى اال المغلق  0tمن عنصر  , ]a b لنعرّف .( ), n nn θµ λ∀ ∈ =ℕ.  
  أنّ  ϕنستنتج من استمرار الحل 

0( ) lim ( ) 0n
n

tϕ ϕ µ
→∞

= =  
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)1، لدينا ℕمن  nومن جهة أخرى، مهما تكن  ) ( ) 0n nϕ µ ϕ µ += إذن استناداً إلى  =
1nµو nµيقع بين  nνيوجد عددٌ  Rolleمبرهنة  )يحُقق  + ) 0nϕ ν′ ا كان  ـّ، لم. ولكن=

0lim n
n

tµ
→∞

1nµو nµيقع بين  nνمن كون  ناستنتجا، = 0limأنّ  + n
n

tν
→∞

= .

,ومن كون  ′ϕمن استمرار التابع  ناستنتجاو  ( ) 0nn ϕ ν′∀ ∈ =ℕ  ّأن  
0( ) lim ( ) 0n

n
tϕ ϕ ν

→∞
′ ′= =  

ل  ذا استفدنا من نتيجة السؤا 0استنتجنا من كون  II.فإ 0( ) ( ) 0t tϕ ϕ′= نّ  = 0ϕأ ≡ 
  خالية أو منتهية. Zوهذا يناقض الفرْض. إذن اموعة 

.IV  0لنعرّف التابع 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t t t zψ ϕ ϕ ψ′ ′Φ = −֏ للمعادلة  . نلاحظ أنهّ حل
( )E  ًق وضوحا0وهو يحُق 0( ) ( ) 0t t′Φ = Φ 0Φ، أي صفري فهو إذن  = . وهذا يعبر عن ≡

) الارتباط الخطي لجملة الحلين ),ϕ ψ.  

.V  لنعرّف التابع( ) ( ) ( ) ( ) ( )t W t t t t tϕ ψ ϕ ψ′ ′= . نجد Wronskiوهو تابع  ֏−
  بالاشتقاق 

( )
, ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0

t I W t t t t t

q t t t t t

ϕ ψ ϕ ψ

ϕ ψ ϕ ψ

′ ′′ ′′∀ ∈ = −
= − − =

  

,قيمته :  ω ، ولتكنIثابتٌ على  Wفالتابع  ( )t I W t ω∀ ∈ =.   
]لا ينعدم على اال  ψلنفترض على سبيل الجدل أنّ  , [a b.  ًعندئذ يكون أيضا( ) 0bψ ≠ ،

)وإلاّ كان  ) ( ) 0b bϕ ψ= أنهّ يوجد ثابتٌ  السابق،تج من ذلك، بناءً على نتيجة السؤال ون =
α  قيحُقψ αϕ=،  وهذا يقتضي أن يكون( ) 0aψ ناقض الفرْض. نستنتج ي من ثمَّ فهوو ، =

)من كون  ) 0tψ ]من  tمهما كانت  ≠ , ]a b  الآتيينالأمرين:  
):  أولاً  � ) ( ) ( ) 0W a a aω ϕ ψ′= = ≠. 

]من  t: مهما تكن  ثانياً  � , ]a b  فلدينا
2 2

( )
( )

( ) ( )

W t
t

t t

ϕ ω

ψ ψ ψ

′  = =  
. 

)إذن التابع  )

( )

t
t

t

ϕ

ψ
]تابعٌ مطرّدٌ تماماً على  ֏ , ]a b من وينعدم عند كل ،a وb خُلفٌ ، وهذا

]ينتمي إلى اال  c. إذن يوجد عدد واضح , [a b  قويحُق( ) 0cψ =.  
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.VI�  ّيمكننا أن نفترض أن  
] , [, ( ) 0t a b tϕ∀ ∈ >  

  إذا دعت الحاجة. وعندئذ يكون لدينا ϕبالتابع  −ϕوذلك على أن نستبدل التابع 
( ) ( )

( ) lim
t a

t a
a

ϕ ϕ
ϕ

+→

−
′ = 0

t a
≥

−
)و     ) ( )

( ) lim
t b

t b
b

ϕ ϕ
ϕ

−→

−
′ = 0

t b
≤

−
  

)ولكن أن يكون  ) 0aϕ′ )أو = ) 0bϕ′ وهذا  ،مُطابقاً للصفر ϕ كان أمران مستثنيان، وإلاّ  =
)مخُالف للفرْض. إذن  ) 0aϕ′ )و < ) 0bϕ′ <.  

[لا ينعدم على اال  ψلنفترض جدلاً أنّ  , ]a b. على أن نستبدل التابع يمكننا أن نفترض عندئذ ،
ψ−  بالتابعψ  ّإذا دعت الحاجة، أن  

    ] , ], ( ) 0t a b tψ∀ ∈ >  ( )H  
)لنعرّف إذن التابع  ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t t t tϕ ψ ϕ ψ′ ′∆ =   فيكون ֏−

( )
2 1

1 2

, ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) 0

t I t t t t t

q t t t q t t t

q t q t t t

ϕ ψ ϕ ψ

ϕ ψ ϕ ψ

ϕ ψ

′ ′′ ′′∀ ∈ ∆ = −

= − +
= − ≥

  

)وعليه يكون  ) ( )b a∆ ≥   ، إذن∆
( ) ( ) ( ) ( )b b a aϕ ψ ϕ ψ′ ′≥  

  أو
( ) ( )

0
( ) ( )

b a

a b

ϕ ψ

ϕ ψ

′
> ≥

′
  

)أو  ) ( ) 0a bψ ψ ]على اال  ψاقض استمرار ن، وهذا ي> , ]a b  والافتراض( )H إذن .
)الافتراض  )H  افتراضٌ خاطئ. ولا بدُّ أن ينعدم التابعψ  العلى ا] , ]a b.  

.VI�  ّيمكننا أن نفترض أنβ α>ع . لنعرّف التاب( )( ) sin ( )t t tψ α= Λ . إنّ ֏−
ψ  للمعادلة التفاضليّة 2حل 0y y′′ + Λ ,2. ولأنّ = ( )t I q t∀ ∈ ≤ Λ  ّاستنتجنا أنψ 

[ينعدم في اال  , ]α βتابع . ولكن مجموعة جذور الψ  هي{ }/ :k kα π+ Λ ∈ ℤ  إذن
β/يجب أن يكون  α π− ≥ Λ.وهي النتيجة المطلوبة .  
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.VI�  لنعرّف التابع( )( ) sin ( )t t tϕ λ α= −ɶ֏ ّإن .ϕɶ  ّللمعادلة التفاضلي ة الخطيّة حل
2 0y yλ′′ + ,2. ولأنّ = ( )t I q tλ∀ ∈ π/و ℓينعدم عند  ϕɶ، والحلّ ≥ λ+ℓ ،

,ينعدم في اال  ϕاستنتجنا أنّ  /π λ + ℓ ℓ.  

  Besselجذور تابع  .تطبيق

)المقدار  ℝمن  xنعرّف في حالة  )J x  بالعلاقة  

( ) ( )
0 0

1 1
( ) exp i cos d cos cos dJ x x t t x t t

π π

π π
= =∫ ∫  

)إنّ التابع  )x J x֏  هو بالتعريف تابعBessel  0. نلاحظ أنهّ، في حالة 0من المرتبةx > 
  لدينا

i cos

0

2 i cos

0

2 i cos

0

i
( ) cos d

1
( ) cos d

1
( ) sin d

x t

x t

x t

J x t e t

J x t e t

J x t e t

π

π

π

π

π

π

′ = ⋅

′′ = − ⋅

= − + ⋅

∫

∫

∫

  

  ومن ثمَّ 

2 i cos

0

i cos
i cos

0 0

1
( ) ( ) sin d

i
sin cos d

i

1
( )

x t

t
x t

x t

t

J x J x t e t

e
t t e t

x x

J x
x

π

π π

π

π π

=

=

′′ + = ⋅

 
 = − ⋅ − ⋅ 
 

′= −

∫

∫  

  هو حل للمعادلة التفاضليّة Jإذن 
( ) ( ) ( ) 0xJ x J x xJ x′′ ′+ + =  
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∗لنعرّف على 

+ℝ  التابع المساعد( ) ( )x h x xJ x=֏. عندئذ يكون لدينا  

( )

2

1 1
( ) ( ) ( ) ( )

4
1 1

( ) ( ) 1 ( )
44

h x J x J x xJ x
x x x

J x xJ x h x
xx x

′′ ′ ′′= − + +

 = − − = − +   

  

  أو
, ( ) ( ) ( ) 0x h x q x h x∗

+ ′′∀ ∈ + =ℝ  

 حيث 
2

1
, ( ) 1

4
x q x

x

∗
+∀ ∈ = +ℝ .  

,ا كان  ـّلم � ( ) 1x q x∗
+∀ ∈ ≥ℝ تجنا أنّ كلّ مجال من النمط استن, π + ℓ ℓ  محتوى

∗في 
+ℝ  يحتوي على جذرٍ للتابعhومن ثمَّ على جذرٍ للتابع ، J. 

ومن جهة أخرى،  �
2

1
, ( ) 1

4
x a q x

a
∀ ≥ ≤ جذرين متتاليين  βو α، فإذا كان +

a,في اال  Jللتابع  +∞    كان
21 1/(4 )a

π
β α− ≥

+
. 

)لتكن إذن  � )n nx ∈ℕ  متتالية الجذور الموجبة تماماً للتابعJ ا كان  ـّمرتبّة ترتيباً متزايداً تماماً. لم
 0]مجال من النمط  كل, ]M  يحوي عدداً منتهياً من حدود المتتالية( )n nx ∈ℕ  بناء على نتيجة

limاستنتجنا أنّ  III.السؤال  n
n

x
→∞

=  . ونستنتج من النقطتين السابقتين:∞+

( ) 2
1

2
, ,

1 1/(4 )
n n

m

n m n m x x
x

π
π+∀ ∈ > ⇒ ≤ − ≤

+
ℕ  

  كان  m، أياً كان العدد الطبيعي ومن ثمَ 

( ) ( )1 1
2

lim lim
1 1/(4 )

n n n n
nn

m

x x x x
x

π
π+ +→∞→∞

≤ − ≤ − ≤
+

  

  استنتجنا أنّ  ∞+تسعى إلى  mفإذا جعلنا 
1lim ( )n n

n
x x π+→∞

− =  

limنستنتج أنّ  Cesàroوبالاستفادة من توطئة  n

n

x

n
π

→∞
nxأو ، = nπ

+∞
∼.  
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.VII�  ّنفترض أنϕ  أعظمي غير مُطابق للصفر للمعادلة حل( )E ولنفترض أنهّ يقبل جذرين ،
) ينن متتالييجذر  bو aليكن مختلفين. إذن  )a b<  للتابعϕ ولنبرهن أنّ للتابع ،ϕ .ًجذراً ثالثا  

b، تحُقق ℕ∗من  nتكن ل an
ϖ

)، ولنعرّف <− ) ( )t t nψ ϕ ϖ= أعظمي  حلψ  . إنّ +
)للمعادلة  )E ًإلى نتيجة الطلب  ، واستناداV  ٌيوجد جذرα  للتابعψ  الفي ا[ , [a b أي ،

cعند  ϕينعدم  nα ϖ=   حيث، +
c n a n a b a bα ϖ ϖ= + ≥ + > + − =  

غير منتهية. وهي من ثمَّ ليست محدودة من  ϕمجموعة جذور الحلّ  ونستنتج من هذه النتيجة أنّ 
  الأعلى.

)آخر للمعادلة  غير معدوم  أعظمياً حلاًّ  Θوإذا كان  )E  جذرين متتاليين للحل لوجدنا بين كلϕ 
ائيّاً من الجذور. وبذا نكون قد أثبتنا عدداً لا Θ، وينتج من ذلك أنّ للحلΘ جذراً للتابع 

  .صحةالخاصة المطلوبة

.VII�  ّ0لنفترض أن q≥ لنفترض جدلاً أنّ . وϕ  أعظمي غير مُطابق للصفر للمعادلة حل
( )Eولنفترض أنّ له جذرين متتاليين ، a وb  مع( )a b< ّعندئذ يمكننا أن نفترض أن .ϕ 

[موجب تماماً على اال  , [a b على أن نستبدل ،ϕ−  بالتابعϕ .إذا دعت الحاجة  
  عندئذ يكون لدينا

( ) ( )
( ) lim

t a

t a
a

ϕ ϕ
ϕ

+→

−
′ = 0

t a
≥

−
  

)تنتجنا أنّ لا يطُابق الصفر اس ϕا كان  ـّولم ) 0aϕ′ )إذن  ≠ ) 0aϕ′ >.  
  لدينا من جهة ثانية  ويكون

( ) ( ) (, )] [, 0t t ta b q tϕ ϕ′′∀ = −∈ ≥  

[متزايدٌ على اال  ′ϕفالتابع  , [a b  َّومن ثم( ) 0bϕ′   . ولكن<
( ) ( )

( ) lim
t b

t b
b

ϕ ϕ
ϕ

−→

−
′ = 0

t b
≤

−
  

)أن يقبل جذرين مختلفين، ونحن في الحالة  ϕوهذا التناقض يبرهن أنهّ لا يمكن للتابع  )A.  
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.VII�  ّ0لنفترض أن q≤  ّ0وأنq )يحُقق  Iفي  a، إذن يوجد ≠ ) 0q a  ϕ . ليكن<
 الأعظمي للمعادلة  الحل( )E الذي يحُقّق  

( ) 1aϕ )و     = ) 0aϕ′ =  
)عندئذ يكون  ) ( ) 0a q aϕ′′ = − ومن ثمَّ نجد قيمتين  aمتناقص تماماً في جوار  ′ϕ، فالتابع >

1a 2وa  قانتحُق  
1 2a a a< 1  و    > 2( ) 0 ( )a aϕ ϕ′ ′> >   

]لا ينعدم على اال  ϕإذا افترضنا أنّ  , [a ، وجب أن يكون موجباً تماماً على هذا اال، ∞+
0qϕومن ثمَّ يكون  ϕ′′ = − ]على  ≥ , [a متناقصٌ على  ′ϕونتج من ذلك أنّ  ∞+

[ , [a 2xفي حالة  . ولكن∞+ a≥ لدينا  

2

2

2 2 2

0 ( ) ( ) ( )d

( ) ( )( )

x

a

x a t t

a a x a

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

′< = +

′≤ + −

∫  

في نقطة من اال  ϕينعدم  . إذن لا بدُّ أن∞+تسعى إلى  xإلى تناقض إذا جعلنا  هذا يقودناو 
] , [a +∞.  

[لا ينعدم على اال  ϕأنّ وبأسلوب مماثل، إذا افترضنا  , ]a−∞ ًوجب أن يكون موجباً تماما ،
0qϕعلى هذا اال، ومن ثمَّ يكون  ϕ′′ = − [على  ≥ , ]a−∞،  ّوينتج من ذلك أنϕ′ 

[متناقصٌ على  , ]a−∞. 1في حالة  ولكنx a≤ لدينا  

1

1

1 1 1

0 ( ) ( ) ( )d

( ) ( )( )

x

a

x a t t

a a x a

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

′< = +

′≤ + −

∫  

في اال في نقطة  ϕ. إذن لا بدُّ أن ينعدم ∞−تسعى إلى  xتناقض إذا جعلنا إلى  هذا يقودناو 
[من اال  , ]a−∞ إذن للتابع .ϕ  جذران مختلفان، ونحن إذن في الحالة( )B.  ú  
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J ليكن  8. التمرينI  مجالاً مفتوحاً غير خال، وليكن: m mf I × →ℝ ℝ  ،ًّتابعاً مستمرا
  :الآتينفترض أنهّ يحُقق الشرط 

 Ka ان موجبانفهناك عددان حقيقيّ  I وى فيالمحت K اً كان اال المغلق والمحدودأيّ 
  :بحيث تتحقّق المتراجحة Kbو

2
2( , ) , ( , ),m

K Kt y K f t y y a y b∀ ∈ × ≤ +ℝ  
⋅,حيث  ||2و  ⋅   .mℝظيم الإقليديين المألوفين على هما الجداء السلمّي والن ⋅||

)نريد أن نبرهن أنهّ إذا كان  , )J ϕ  ًّأعظمياً للمعادلة التفاضليّة حلا   
( ) : ( , )y f t y′ =E  

supفإنّ  supJ I=1تعريفاً  . لهذا سنتبع طريقة نقض الفرْض. لنضع supt J= 
1 ولنفترض جدلاً أنّ  supt I< 1إذنt  ينتمي إلىI 0. ولتكنt  منJ  لنعرّف ُثم

0 0( )y tϕ=.  

2التابع  يكنل  1.

0 1 2
: [ , [ , ( ) ( )R t t R t tϕ+→ =ℝأثبت وجود عددين ، 

( , )α β  2من∗
+ℝ ،قان0:  يحُق 1[ , [, ( ) ( )t t t R t R tα β′∀ ∈ ≤ +.  

0على  محدود R استنتج أنّ التابع  2. 1[ , [t t ّثمُّ أثبت أنّ الحل ، ( , )J ϕ  ًّليس حلا 
  أعظمياً.

  الحـل
0ليكن  1. 1[ , ]K t t= 2، ولنعرّف Kaα 2و = Kbβ   Kمن  tاً كانت . عندئذ، أيّ =

  كان

( )
2

2

( ) 2 ( ), ( ) 2 , ( ) , ( )

( ) ( )

R t t t f t t t

t R t

ϕ ϕ ϕ ϕ

α ϕ β α β

′ ′= =

≤ + = +
  

)أنّ  Kمن  tاً كانت نستنتج، أيّ  2. ( ) )t tR t e eα αβ− −′ 0من  tأياً كان  ومن ثمَّ  ≥ 1[ , [t t  

0 0

0

2

0 2
( ) d ( )

t

t tt s t

t

R t e y e e s e eα αα α αβ
β

α

− −− − −− ≤ = −∫  
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  أو

0 0
2 ( ) ( )

0 2
( ) ( 1)t t t tR t y e eα αβ

α

− −≤ + −  

2يكون  وعليه
0 1[ , [, ( )t t t R t∀ ∈ ≤ Λ ،حيث عرفّنا  

1 0 1 0
2 ( ) ( )2

0 2
( 1)t t t ty e eα αβ

α

− −Λ = + −  

0لنتأمّل اموعة المتراصّة  1[ , ] (0, )t t B= × ΛK إنّ التابع .f  موعة المتراصّة  مستمرعلى ا
K  فهو محدود عليها، لنعرّف إذنsupM f=

K

  فيكون لدينا 

0 1 2 2
[ , [, ( ) ( , ( ))t t t t f t t Mϕ ϕ′∀ ∈ = ≤  

  ومن ثمَّ 
2

0 1 2
( , ) [ , [ , ( ) ( ) | |t s t t t s M t sϕ ϕ∀ ∈ − ≤ −  

وهذا، يثُبت وجود النهاية 
1

lim ( )
t t

t Aϕ
→

)، ومن ثمَّ لا يكون الحل = , )J ϕ  أعظمياً. يثبت هذا

supالتناقض أنّ  supJ I=.هي النتيجة المرجوّة ،   ú  

J ليكن  9. التمرينλ ضليّةعدداً حقيقياً، ولنتأمّل المعادلة التفا  
2

2

d
( ) :

d 1

y y

t t
λ= +

+
E  

.I   ادرس مسألة وجود ووحدانيّة حلول المعادلة التفاضليّة( )E.  
.IIليكن ( , )J λϕ الحل الأعظمي للمعادلة( )Eق الشرط، الذ(0) ي يحُق 0λϕ = ،

supJولنضع  dλ=.  
dλنفترض أنّ  � < lim، أثبت أنّ ∞+ ( )

t d
t

λ

λϕ→
= كن الاستفادة من تم .∞+

) التابع ) ( )g t t tλϕ λ= −.  
,0]أثبت صحة المتراجحة :  � [, ( )t d t tλ λϕ λ∀ ∈ ≥.  

.III  ليكن: [ , [h a b → ℝ تابعاً مستمراًّ. أثبت أنّ التابع  
: [ , [ , ( ) max ( )

a s t
h a b h t h s∗ ∗

≤ ≤
→ =ℝ  

 أيضاً. مستمر  
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.IV  ّ1نفترض أن
4
λ≥ونعرّف التابع ،  

0

( )
sup : ]0, [

: [0, [ , ( )

: 0
s t

s
t d

M d M t s

t

λ
λ

λ

ϕ

λ
< ≤

 ∈→ =  =

ℝ  

    تابع مستمر ويحُقق المتراجحة Mأثبت أنّ  �
2[0, [, ( ) ( )t d M t M tλ λ∀ ∈ ≤ +  

   استنتج أنّ   �
1 1 4

[0, [, ( )
2

t d t tλ λ

λ
ϕ

− −
∀ ∈ ≤ ⋅  

dλأثبت من ثمَّ أنّ    � = +∞.  
.V  ّ1نفترض أن

4
λ< ونعرّف التابع ،  

2

( )
: [0, [ , ( )

1

t
d t

t

λ
λ λ λ

ϕ
ψ ψ→ =

+
ℝ  

,0]ال من اt ه مهما تكن أثبت أنّ   � [dλ  يكن  
2 2 2( ) ( ) ( ) 1 ( )t t t t tλ λ λ λψ ψ λ ψ ψ λ′− + ≤ ⋅ + ≤ +  

dλاستنتج أنّ   � <   وأنّ  ∞+

sh sh
2 4 1

dλ
π π

λ λ
≤ <

−
  

  الحـل

.I  التابع
2

2
: , ( , )

1

y
f t y

t
λ× → +

+
ℝ ℝ ℝ شتقاق بالنسبة تابعٌ مستمر وقابلٌ للا ֏

0لِبشتز، نستنتج أنهّ مهما تكن -ومشتقّه مستمر. إذن، استناداً إلى مبرهنة كوشي yإلى  0( , )t y 
ℝ×من  ℝ  أعظمي وحيد لمسألة كوشي يوجد حل

0 0( , )t yP.  
.II� ا كان  ـّلم( ) ( )g t t tλϕ λ=   استنتجنا : −

2

2

( )
[0, [, ( ) 0

1

t
t d g t

t
λ

ϕ′∀ ∈ = ≥
+
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,0]متزايدٌ على اال  gإذن  [dλ ، وهذا يثبت وجود عنصرα موعة  فيا{ }∪ +∞ℝ  قيحُق
lim ( )
t d
g t

λ

α
→

lim، وهذا بدوره يثبت وجود النهاية = ( )
t d

t d
λ

λ λϕ α λ
→

= في  +

{ }∪ +∞ℝ فإذا كانت هذه النهاية منتهية . ناقض ذلك كون الحلλϕ  ًّأعظميّاً. إذن في حلا 
dλحالة  < limيكون  ∞+ ( )

t d
t

λ

λϕ→
= +∞.  

.II� ا كان  ـّلمg  0]متزايداً على, [dλ  ّ0]استنتجنا أن, [, ( ) (0) 0t d g t gλ∀ ∈ ≥ = ،
,0] ومن ثمَّ  [, ( )t d t tλ λϕ λ∀ ∈ ≥.  
.III لتابع اh∗  0تابعٌ متزايدٌ وضوحاً. لتكنt  من[ , [a b ولنثبت استمرارh∗  0عندt لتكن .

0 ε< عندئذ، بالاستفادة من استمرار h  0عندt نجد ،η  ال0[0في ا, [b t−   قتحُق
  الاقتضاء:

0 0 0, ( ) ( )
2

t t t h t h t
ε

η η ∈ − + ⇒ − <   

0من اال  tلنتأمّل  0] , [t tη η−   دئذ . عن+
0tفي حالة  � t<  لدينا

0
0( ) max( ( ), max ( ))

t s t
h t h t h s∗ ∗

≤ ≤
 حظنا أنّ فإذا لا =

( ) ( )0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) 2
2

t s t h s h t h s h t h t h t

h t
ε

≤ ≤ ⇒ = + − − −

≤ +
  

 استنتجنا

0( ) ( ) ( )h t h t h t ε∗ ∗ ∗≤ ≤ +  
0tوفي حالة  � t≥  لدينا

0
0( ) max( ( ), max ( ))
t s t

h t h t h s∗ ∗

≤ ≤
 حظنا أنّ فإذا لا =

( )0 0 0

0 0

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
2

t s t h s h t h s h t

h t h t
ε

ε∗

≤ ≤ ⇒ = + −

≤ + < +
  

  استنتجنا

0 0( ) ( ) ( )h t h t h t ε∗ ∗ ∗≤ ≤ +  
0من اال  tإذن في حالة  0] , [t tη η− |0تتحقّق المتراجحة  + ( ) ( )|h t h t ε∗ ∗− . وهذا ≥
]على  ∗hيثبت استمرار  , [a b.  
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.IV� : نطبّق الخاصّة السابقة على التابع  
( )

: 0
: [0, [ , ( )

: 0

t
t

h d h t t
t

λ

λ

ϕ

λ

 >→ =  =

ℝ  

Mفنستنتج أنّ التابع  h∗=  ال  مستمر0]على ا, [dλ .  

,0]من  tلتكن  [dλقيمة  ، توجدtɶ  ال0]من ا, ]t  قتحق( )
( )

t
M t

t

λϕ=
ɶ

ɶ
، واستناداً إلى 

,0]من اال  t̂مبرهنة التزايدات المحدودة، توجد قيمة  ]tɶ  تحُقّق  

22 2

2 2

2
2 2

2

( ) ˆ( ) ( )

ˆ ˆˆ( ) ( )

ˆˆ ˆ1 1
ˆ

( ) ( )
ˆ1

t
M t t

t

t tt

tt t

t
M t M t

t

λ
λ

λ λ

ϕ
ϕ

ϕ ϕ
λ λ

λ λ

′= =

  = + = +    + +

≤ + ≤ +
+

ɶ

ɶ

  

     أو
2

1 1
[0, [, ( )

2 4
t d M tλ λ

 ∀ ∈ − ≥ −  
  

.IV�  ّإذن يأخذ التابع المستمرM موعةقيمه في ا  
1 1 1 1
2 4 2 4

, ,λ λ   −∞ − − + − +∞      
∪  

1ولأنّ 
(0)

4
M λ= 1ال لا ينتمي إلى اM (0)استنتجنا أنّ  ≥ 1

2 4
,λ + − +∞  

 ،

  وبسبب مبرهنة القيمة الوسطى، نستنتج أنّ 
1 1
2 4

[0, [, ( ) ,t d M tλ λ ∀ ∈ ∈ −∞ − −  
  

  صحة المتراجحة وهذا يبرهن 
1 1 4

[0, [, ( )
2

t d t tλ λ

λ
ϕ

 − −  ∀ ∈ ≤    
  

.IV�  ّلو افترضنا أنdλ < ,0]يبقى محدوداً على اال  λϕاستنتجنا مما سبق أنّ  ∞+ [dλ ،
dλ، إذن لا بدُّ أن يكون �II.ناقض نتيجة السؤال وهذا ي = +∞.  
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.V� 2ا كان  ـّلم( ) 1 ( )t t tλ λϕ ψ= ,0]على  + [dλ ّاستنتجنا أن ،  

2 2

2
( ) ( ) ( ) 1 ( )

1

t
t t t t t

t
λ λ λ λλ ψ ϕ ψ ψ′ ′+ = = + +

+
  

,0]موجبٌ على اال  λϕفإذا لاحظنا أنّ  [dλ  ّاستنتجنا مما سبق أن  

2 2 2[0, [, ( ) ( ) ( ) 1 ( )t d t t t t tλ λ λ λ λλ ψ ψ ψ λ ψ′∀ ∈ + − ≤ + ≤ +  

.V�  ّنستنتج مما سبق أن  

2 22

( ) ( )1
[0, [,

( ) ( ) ( )1

t t
t d
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λ
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2
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π

λ
≤  

 ú  فنكون بذلك قد أثبتنا صحة المتراجحة المطلوبة. 
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  الثالثالجزء مفردات دليل 
  العدد هو رقم صفحة يظهر فيها المفهوم المشار إليه ظهوراً معنوياً 

  
 16 ستمرار بانتظامالا

 369 أسطوانة أمان

 4 بعُد عنصر عن مجموعة

 269 ,264 تابع الأسي المصفوفي ال

 114 تابع أصلي

 133 تابع توافقي

 76 تابع جزئي

 75 متحوّل nتابع ذو 

 110 تابع ضمني

 WRONSKI  254 تابع فرونسكي

 249 تابع مولّد للحلول

 123 تشويه مستمر

 118 تغيير مقبول للوسيط

 77 تفاضل تابع

 21 تقارب متسلسلة

 21 تقارب متسلسلة بالنظيم

 117 تكامل شكل تفاضلي على طريق

 8 جوار

 358 حلّ أعظمي

 358 حلّ شامل

 165,243,358  حلّ معادلة تفاضليّة

 182  اً حل معرّفٌ ضمنيّ 

 10 داخل مجموعة

 3 سطح كروي

 19 شرط كوشي

 LIPSCHITZ 15 لبِشتزشرط 

 114 شكل تفاضلي

 114 شكل تفاضلي تام

 124 شكل تفاضلي تام محليّاً 

 114 شكل تفاضلي مغلق

nصفال
C 90 

Cصفال
∞

 9 

 PICARD  375 طريقة التقريبات المتتالية

 EULER 166 طريقة أولر

 252 طريقة جعل الثوابت متغيرة

 100 طول المنحني

 149 عامل مُكاملة

 19 فضاء باناخ

 19 فضاء تامّ 

 1 فضاء شعاعي منظّم

 119 قطعة مستقيمة

 104 قيمة صغرى محلّياً 

 104 قيمة عظمى محلّياً 

 3 كرة مغلقة

 3 كرة مفتوحة

 11 لصاقة

 LAPLACE  133  مؤثرّ لابلاس

 POINCARÉ  116 مبرهنة بوانكاريه

 PEANO  378 مبرهنة بيانو

 RIESZ  38  مبرهنة ريس

 SCHWARZ  91  مبرهنة شوارز

 368   مبرهنة كوشي ليبشتز
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 13 متتالية متقاربة

 1 متراجحة المثلّث

  متراجحة مينكوفسكي
 MINKOWSKI   

2 

 21  مجموع متسلسلة

 123 مجموعة بسيطة الترابط

 95 مجموعة مترابطة

 22 مجموعة متراصّة

 6 مجموعة محدّبة

 4 مجموعة محدودة

 9 مجموعة مغلقة

 8 مجموعة مفتوحة

 116 مجموعة نجميّة

 JACOBI  89 محدّد جاكوبي

 164 مرتبة معادلة تفاضليّة

 75 بات تابعمركّ 

 100 ركبات مترابطة الم

 3 سافة الم

 4 سافة بين مجموعتين الم

 CAUCHY 166,243,357 مسألة كوشي

 83  شتق الجزئي الم

 JACOBI  88  مصفوفة جاكوبي

 EULER   166 مضلّع أولر

 BERNOULLI    190برنوليمعادلات 

 RICATTI   191 معادلات ريكاتي

 EULER  288 معادلة أولر

 POISSON  163 معادلة بواسون

 164 معادلة تفاضليّة جزئيّة

 243 ,187 معادلة تفاضليّة خطيّة

 357 ,164 معادلة تفاضليّة عاديةّ

 282 المعادلة المميزة

 100 منحن وسيطي

 1 نصف نظيم

 1 نظيم

 6 نظيمان متكافئان

 105 نقطة حرجة

 107 نقطة سرج

 11 نقطة لاصقة

 360 دنقطة وجو 

 361 نقطة وحدانيّة

 361 نقطة وحدانيّة محليّة

 13 نهاية عند نقطة ال

  13اية متتالية

  
qwe  
agd  
zxc  
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    للعلوم التطبيقية والتكنولوجيا

 التحليل التحليل التحليل التحليل 
 الدكتور عمران قوبا
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 الفضاءات الشعاعية المنظمة 
 التوابع لعد�ة متحولات
 العادية المعادلات التفاضلية

 المعهد العالي للعلوم التطبيقية والتكنولوجيا
Higher Institute for Applied Sciences and Technology 

www.hiast.edu.sy 

ا�كتور عمران قو� المركز الثاني في مسابقة انتقاء  احتل� 
أساتذة التعليم العالي على مسـتوى الجمهورية الفرنسـية 

شهادة  ، وحصل على1985في عام “ يـونأغرغاس ـ”
ليل التح اختصاصفي  ا�كتوراه في الرIضيات البحتة

 . 1990ريس عام التابعي من جامعة بيير وماري كوري في �
 

. وقد 1990ام العالي للعلوم التطبيقية والتكنولوجيا منذ ع المعهديدرّس ا�كتور قو� الرIضيات في 
وضع في هذه السلسc من الكتب العلميّة أغلب الموضوعات التي درّسها في المعهد العالي في 

دي، التفاضلية، والتحليل العقمجالات الجبر العام، والجبر الخطّي، والتحليل، والمعادلات 
والتحويلات التكاملي�ة وغيرها، وقد أغنى السلسc �لعديد من الأمثc والتطبيقات والمسائل 

 والتمرينات.

ما، أداة �مّة لكلِّ الراغبين في دراسة الرIضياّت بصفتها علماً وفناًّ قائمينَْ بذاته السلسcتمثلّ هذه 
 .اسـتعمال الرIضيّات بصفتها أداة �مّة ومفيدة في جميع العلوم الحديثةفي أو لأولئك الراغبين 

 
وّل والثاني ، يتابع القارئ ما بدأه في الجزأين الأ الرIضي في هذا الجزء الثالث من سلسc التحليل

    .فيدرس الفضاءات الشعاعية المنظمة، والتوابع لعدّة متحولات والمعادلات التفاضلية العاديةّ
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