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شهادة  ، وحصل على1985في عام “ يـونأغرغاس ـ”
ليل التح اختصاصفي  ا�كتوراه في الرIضيات البحتة

 . 1990التابعي من جامعة بيير وماري كوري في �ريس عام 
 

. وقد 1990ام العالي للعلوم التطبيقية والتكنولوجيا منذ ع المعهديدرّس ا�كتور قو� الرIضيات في 
وضع في هذه السلسc من الكتب العلميّة أغلب الموضوعات التي درّسها في المعهد العالي في 

ام، والجبر الخطّي، والتحليل، والمعادلات التفاضلية، والتحليل العقدي، مجالات الجبر الع
والتحويلات التكاملي�ة وغيرها، وقد أغنى السلسc �لعديد من الأمثc والتطبيقات والمسائل 

 والتمرينات.

ما، أداة �مّة لكلِّ الراغبين في دراسة الرIضياّت بصفتها علماً وفناًّ قائمينَْ بذاته السلسcتمثلّ هذه 
 .اسـتعمال الرIضيّات بصفتها أداة �مّة ومفيدة في جميع العلوم الحديثةفي أو لأولئك الراغبين 

 
لمتسلسلات افي هذا الجزء الرابع من سلسc التحليل، يدرس القارئ مبادئ التحليل العقدي: 

الصحيحة والتوابع الهولومورفية ونظرية الرواسب، وتحويلات لابلاس بصفتها نوعاً �ماً من 
    .التحويلات التكاملية ذات التطبيقات الهندسـية العديدة
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www.hiast.edu.sy  

  



وم المعهد العالي للعلوم التطبيقية والتكنولوجيا مؤسسة حكومية للتعليم العالي أحدثت بموجب المرســ
علمية متميزة من Öندسين و�حثين للإسهام  أطر، وذq بهدف إعداد 1983/ لعام 24التشـريعي رقم /

  الفاعل في عملية التطوير العلمي والتنمية في الجمهورية العربية السورية.
يمنح المعهد العالي درجة الإجازة في الهندسة في الاتصالات والمعلوماتية والنظم الإلكترونية والميكاترونيكس 
وعلوم وهندسة المواد وهندسة الطيران. يقبل المعهد العالي Àراسة هذه Qختصاصات شريحة منتقاة من 

لعالي أيضاً برامج ماجسـتير أكاديمي في نظم المتفوقين في الشهادة الثانوية من الفرع العلمي. يتيح المعهد ا
الاتصالات وفي التحكم والروبوتيك وفي نظم المعطيات الكبيرة ونظم المعلومات ودعم القرار وفي علوم 

يمنح المعهد العالي درجة اÀكتوراه في الاتصالات والمعلوماتية و وهندسة المواد وعلوم وهندسة البصرåت. 
تطبيقية. تحُدث في المعهد العالي اختصاصات جديدة بحسب متطلبات سوق العمل ونظم التحكم والفيزåء ال 

  وتو¹ات البحث والتطوير المحلية والعالمية.

وبمختبراته ا§هزة تجهيزاً عالياً وببنيته التحتية الفريدة في العالي التاهٔيل  الكفوءة ذات باطٔرهيمتاز المعهد 
وفعالياته العلمية اëتلفة نشاطاً  أطرهس المعهد العالي عبر ¹ود القطر. إلى جانب النشاط التعليمي، يمار 

حثيثاً في البحث والتطوير، إذ ينفذ مشاريع متنوعة لصالح الجهات العامة والخاصة في القطر، كما يتعاون مع 
ية ¹ات خارج القطر في بعض المشاريع البحثية والتطويرية. يسعى المعهد أيضاً، عبر دورات تدريبية نظر 

 فريقه العلميوعملية متاحة للقطاعين العام والخاص وللأفراد، إلى إفادة أوسع فئة من المهتمين من إمكانيات 
  ومختبراته.

اسـتكمالاً Àور المعهد العالي الرائد في مجال التعليم ونشر العلم، يحرص المعهد العالي على نشر كتب علمية 
ما هو تدريسي يوافق المناهج في المعهد العالي ويفيد شريحة  ، منهاأطره العلميةعالية المسـتوى من نتاج 

واسعة من الطلاب الجامعيين عموماً، ومنها ما هو علمي ثقافي. يخضع الكتاب قبل نشره إلى عملية تقويم 
علمي من مجموعة منتقاة بعناية من أصحاب Qختصاص، إضافةً إلى تدقيق لغوي حفاظاً على سوية عالية 

  للغة العربية.للمنشورات �

يتيح المعهد العالي للعلوم التطبيقية والتكنولوجيا بعضاً من منشوراته على موقعه على الشابكة تحت رخصة 
  المشاع الإبداعي لتعميم الفائدة على شريحة واسعة من القراء.

  للتواصل مع المعهد العالي وQطلاع على شروط النشر واخٓر المنشورات وتحميل المتاح منها:

  31983عهد العالي للعلوم التطبيقية والتكنولوجيا، دمشق، ص.ب الم 
   5123819(11)(963)+  هاتف
    5140760(11)(963)+  فاكس

  contact@hiast.edu.syبريد إلكتروني 
 www.hiast.edu.syموقع إلكتروني 





        
        شكرشكرشكرشكر

  

أغنوا بملاحظام فحوى هذا  نجميع الزملاء الذيإلى أتقدّم بالشكر العميق 
    .الكتاب، وأسهموا في إعطائه شكله النهائي هذا

وأخص بالشكر المعلم الفاضل الأستاذ الـدكتور موفـق دعبـول، والأسـتاذ الـدكتور 
ة لهذا الكتاب وعلـى محمد بشير قابيل والدكتور خالد حلاوة على قراءم المتمعّن

الملاحظــات القيّمــة الــتي أبــدوها عليــه. وأخــيراً، ولــيس آخــراً، أتقــدم بجزيــل الشــكر 
والامتنان إلى الأستاذ مروان البـواب الـذي دقـّق الكتـاب لغويـاً وأسـهم بملاحظاتـه 

  ومقترحاته في تحسين صياغة العديد من الفقرات.
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يتعامل مع الأعداد الحقيقيّة والأعداد العقديةّ  هو فرعٌ من فروع الرياضيّات التحليل الرياضيّ   
  التكامل والتفاضل في أطرها العامّة.والتوابع، وهو يدرس مفاهيم الاستمرار و 

ع اختراع تاريخياً، يمكن إرجاع بدايات هذا الفرع من فروع الرياضياّت إلى القرن السابع عشر، م  
نيوتن ولايبنتز حسابيَ التفاضل والتكامل، ثمُّ تطوّرت موضوعات المعادلات التفاضليّة وتحليل فورييه، 
والتوابع المولّدة في العمل التطبيقي في القرنين السابع عشر والثامن عشر، وجرى استخدام تقانات 

  نقطعة، والمسائل المتّصلة.حسابيَ التفاضل والتكامل بنجاح في تقريب العديد من المسائل الم

طوال القرن الثامن عشر،  وبقي تعريف مفهوم التابع موضع نقاش ومحاورة بين الرياضيّاتيين  
أوّل من وضع التحليل الرياضي على أسس منطقيّة صلبة بإدخاله مفهوم  CAUCHYوكان كوشي 

د الصوريةّ الأساسيّة متتاليات كوشي وذلك مع بداية القرن التاسع عشر. كما أرسى كوشي القواع
للتحليل العقدي ووضع شروطاً تضمن وجود حلول للمعادلات التفاضليّة ووحدانية هذه الحلول. 

وغيرهم المعادلات التفاضليّة  FOURIERوفورييه  LIOUVILLEوليوفيل  POISSONودرسَ بواسون 
  الجزئيّة والتحليل التوافقي.



نظريتّه في التكامل. وشهد الثلُث  RIEMANNوفي منتصف القرن التاسع عشر وضع ريمان   
الأخير من ذلك القرن إعادة التنظيم الأخيرة للمفاهيم الأساسيّة في التحليل الرياضي بجهود فايرشتراس 

WEIERSTRASS الذي رأى أنّ النظرة الهندسيّة لمفاهيم النهاية والاستمرار تقود أحياناً إلى ،
ε-فاستنتاجات خاطئة، فوضع ما يسمّى تعري δ  م يفترضونّللنهاية. وبعدها تنبّه الرياضياّتيّون إلى أ

وجود مجموعة "متّصلة" من الأعداد الحقيقيّة دون أي إثبات على وجود هذه اموعة، فأنشأ ديدكند 
DEDKINDE الوقت مجموعة الأعداد الحقيقيّة مستخدماً ما سمُيّ لاحقاً "مقاطع ديدكند"، وجرت في 

نفسه تقريباً محاولات تطوير المبرهنات المتعلّقة بتكامل ريمان، وهذا ما أدّى إلى دراسة "قياس" 
  اموعات التي تكون عليها التوابع الحقيقيّة منقطعة.

المتمثلّة بتوابع غريبة مثل التوابع الحقيقيّة التي لا تقبل الاشتقاق عند  »الوحوش«وبدأت تظهر   
وبورلِ  JORDANتلك التوابع التي تملأ منحنياا الفراغ. وفي هذه الحقبة، طوّر جوردان  أيةّ نقطة، أو
BOREL  نظريّة القياس، وطوّر كانتورCANTOR  ّللمجموعات. »الساذجة«ما يعُرف اليوم بالنظرية  

ومع بداية القرن العشرين صار التحليل الرياضي يُصاغ بواسطة المفاهيم الجديدة في نظريةّ   
 HILBERTمسألة نظريةّ القياس والتكامل، وأدخل هِلبرت  LEGESGUEموعات، وحلّ لوبيغ ا

مفهوم الفضاءات التي عُرفت فيما بعدُ باسمه لحل المعادلات التكامليّة، وكان مفهوم الفضاء الشعاعي 
  ات من ذلك القرن التحليل التابعي.يفي العشرين BANACHالمنظّم في الجوّ، إذ أنشأ باناخ 

بدأت مفاهيم التوابع المعمّمة أو التوزيعات تظهر في ايات القرن التاسع عشر، وذلك في   
ونظريةّ ريمان للمتسلسلات المثلثيّة التي هي  LAPLACE، وتحويلات لابلاس GREENإطار توابع غرين 

مُكثّف ـيست متسلسلات فورييه لتوابع قابلة للمُكاملة على سبيل المثال. وقاد الاستخدام الل
لتحويلات لابلاس، واستخدام طرائق الحساب الرمزي إلى ما صار يعُرف بحساب العمليات. حملت 

  دة. هذه الطرائق سمعة سيئة بين الرياضياّتيين لأنّ تعليل صحّتها كان يعتمد على متسلسلات متباع

أمّا المرةّ الأولى التي احتل فيها مفهوم التابع المـعُمّم موقعاً مركزياًّ في الرياضيّات فقد جاءت في   
إطار تكامل لوبيغ، إذ صار التابع القابل للمكاملة بمعنى لوبيغ مُكافئاً لأي تابع يتفق معه اتفاقاً شبه 

 IRACDات من القرن العشرين، إذ راح ديراك يات والثلاثينيالعشرين في δأكيد. وظهر تابع ديراك 
  يتعامل مع القياس كتابع بالمعنى التقليدي.

وذلك في اية  SCHWARTZوجاء التتويج النهائي لهذه المفاهيم في نظريةّ التوزيعات لشوارتز   
ة في أنهّ لا تمكن في إطار ات من القرن العشرين. تكمن نقطة الضعف الأساسيّة في هذه النظريّ يالأربعين



هذه النظريةّ معالجة المسائل اللاخطيّة، فالتوزيعات بمعنى شوارتز لا تؤلّف جبراً، ولا يمكن حساب 
  جداء ضرب التوزيعات كما تُضرب التوابع.

يهدف هذا المؤلف إلى دراسة التحليل الرياضي، وهو موجّه إلى طلاب سيتابعون دراستهم في   
  ة، ومكوّن من خمسة أجزاء.مجالات هندسيّ 

  نعالج في هذا الجزء الرابع الموضوعات الآتية:

 يعرف ، ثمُ ها، وخواص مجموعاتقار :المتسلسلات الصحيحة السابع عشريدرس الفصل  �
  التوابع التحليليّة ويدرس التابع الأسّي لمتحوّل عقدي كمثال مهمّ عليها.

ولومورفيّة وخواصها، ويعرض أمثلـة عليها، ثمُ مفهوم التوابع اله الثامن عشرويعالج الفصل  �
  يستعرض نظريةّ كوشي والمبرهنات الأساسية المتعلّقة ا.

 التوابع بمتسلسلات لوران، ثمُ  لدراسة النقاط الشاذة ولنشر التاسع عشرويتصدّى الفصل  �
  يعرض نظريةّ الرواسب ويدرس بعض تطبيقاا في حساب التكاملات.

مفهوم تحويلات لابلاس، وهي أداة مفيدة لدراسة بعض  شرونل العوأخيراً يدرس الفص �
  أنواع المعادلات التفاضليّة الخطيّة. ومثال مهم على بعض التحويلات التكامليّة المعروفة.

  

 ،هذا ويتبع كل فصل من فصول الكتاب مجموعة من التمرينات المتباينة في درجات صعوبتها
  ب المهارات اللازمة، واستيعاب المفاهيم المدروسة.دف إلى مساعدة الطالب على اكتسا

ومن المفيد هنا الإشارة إلى أنّ دراسة كتاب رياضيات تختلف اختلافاً جوهرياً عن قراءة قصّة 
أو كتاب شعر يستمتع ما المرء جالساً على كرسي مريح، إذ لا بدُ من قلم وورقة ومنضدة نجلس 

   ومعاناة.الب التمرينات حلاًّ نعالج المادّة النظريةّ ونغُ ،إليها



لذلك ننصح القارئ ألاّ يطلّع على الحلول الـمُقترحة للتمارين إلاّ بعد أن يستنفد جميع 
محاولات حلها، وعليه في جميع الأحوال إعادة صياغة الحلّ بلغته ليضمن الاستيعاب الكامل للمفاهيم 

  والأفكار الـمُعالجة.
  

ور، وأُعرب نّ لاء الذين ساهموا في إخراج هذا الكتاب إلى الختاماً، أزُجي الشكر لجميع الزم
  ن حول فحوى هذا الكتاب.يْ عن شكري لكلّ زميل يبُدي ملاحظة أو انتقاداً بنّاءَ 
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  الصحيحـة المتسـلسـلات
درسناه في الجزء الأوّل  الذي العقديةّ الأعداد حقل وبناء بخواص دراية على القارئ أنّ  نفترض 

 المنظمّ الشعاعيّ  الفضاء على العقديّ  المستوي تسمية عادة طلقونُ  ،هذا .من كتاب الجبر
( ), ⋅ℂ ةالحقيقيّ  لأعدادا حقل على نانثا بعده الذي ℝ. عادة ونكتب ℂ  ًعن عوضا 
( ), ⋅ℂ الرمزين بأحد العقديّ  المستوي عناصر إلى ونرمز للالتباس، مجال لا إذ:  

( , )z x y=   أو  iz x y= +  
 المتعلّقة الطبولوجيّة والتعاريف الخواص فإنّ  البُعد، منتهي منظّماً  شعاعياًّ  فضاءً  ℂ كان  امّ ـول

 .الحالة هذه في سارية تبقى دراستها على القارئ أتى التي البُعد المنتهية المنظّمة الشعاعية بالفضاءات
 بصفتها ℂأو ℝ في قيمها وتأخذ ℂ من جزئيّة مجموعة على المعرفّة التوابع إلى النظر يمكن وأخيراً 
  .متحولات لعدّة التوابع على تسرى التي والخواص التعاريف جميع عليها فتسري لمتحولين توابع
  ومياتعم 1.

 توابع متسلسلة كل  عقدي لمتحوّل صحيحة متسلسلة نسمّي .تعريف 1-1.
0

n
n

f

∞

=
 nfيث ح ∑

: الشكل من تابعٌ  , ( ) n
n n nf f z a z→ =ℂ ℂ  حيثna من ℂ،  إليها نرمزو 

n بالرمز تجاوزاً 
na z∑. 0 ونسمّيa الثابت الحد.  

) الجمع هي قوانين بثلاثة الصحيحة المتسلسلات مجموعة تزويد يمكننا  عقدي بعدد والضرب +(
( ) والضرب ⋅(   :يلي كما  معرفّة ×(

0 0 0

0

0 0 0 0

( )

( )

( )

n n n
n n n n

n n n

n n
n n

n

n
n n n

n n k n k
n n n k

a z b z a b z

a z a z

a z b z a b z

λ λ

∞ ∞ ∞

= = =
∞

=
∞ ∞ ∞

−
= = = =

       + = +         
  ⋅ = ∑   

       × =         

∑ ∑ ∑

∑

∑ ∑ ∑ ∑

  

 تبديلياً  جبراً  تكون السابقة بالقوانين مزوّدة الصحيحة، المتسلسلات مجموعة أنّ  تيقنُ  السهل منو 
  .العقديةّ الأعداد حقل على
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 2 المتسلسلات الصحيحـة

  

n لتكن .Abel- توطئة 2-1.
na z∑ 0 يوجد أنهّ ولنفترض صحيحة، متسلسلةz في ℂ يجعل 

)0 المتتالية )nn na z ∈ℕ ،المتسلسلة تكون عندئذ محدودة n
na z∑ عند بالإطلاق ةمتقارب   كل 

,0)0 من z لعددل قيمة )D z، قطره ونصف 0 مركزه الذي المفتوح القرص من أي 
0z.  

  الإثبات

∗ من M عدداً  الفرْض إلى استناداً  نجد الحقيقة، في
+ℝ قيحُق   

0, n
nn a z M∀ ∈ ≤ℕ  

0 حالة في 0z 0 أنّ  إذن لنفترض .إثباته يجب ما هناك ليس = 0z  من z كانت  اً أيّ  عندئذ ،≠
0(0, )D z فلدينا  

0

,
n

n
n

z
n a z M

z
∀ ∈ ≤ℕ  

n المتسلسلة بتقار  يثُبت ما وهذا
na z∑ 0 لأنّ  بالإطلاق/ 1z z <.  �  

n لتكن .نتيجة 3-1.
na z∑ 0 يوجد أنهّ ولنفترض صحيحة، متسلسلةz في ℂ سلةالمتسل يجعل 

0
n

na z∑ ،المتسلسلة تكون عندئذ متقاربة n
na z∑ عند بالإطلاق متقاربة   قيمة كل 

,0)0 القرص من z لعددل )D z.  
  

n لتكن .وتعريف مبرهنة 4-1.
na z∑ دوحي رعنص يوجد عندئذ .صحيحة متسلسلة R من 

ℝ، قالآتيتين الخاصّتين يحُق.   

n المتسلسلة  1.
na z∑ العدد كان  اً أيّ  بالإطلاق متقاربة z من ℂ قـاللشرطل مُحق 

| |z R<.  

n المتسلسلة  2.
na z∑ كان  أياً  متباعدة z من ℂ  ًقالشرطا محُق | |z R>.  

n الصحيحة المتسلسلة تقارب قطر نصف R العنصرَ  نسمّي
na z∑.
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  الإثبات
) المتتالية تجعل التي r الموجبة الحقيقيّة الأعداد مجموعة B لتكن )nn na r ∈ℕ كانت  ا ـّلم .محدودة 
B إلى ينتمي 0 لأنّ (خالية، غير (B، أعلى حداً  تقبل فهي  

sup { }R += ∈ ∪ +∞B ℝ  
R تحُقق ℂ من z لتكن � z>. تعريف إلى استناداً  نجد، عندئذ R،  ًعددا r من B 

R يحُقق r z≥ ) المتتاليةُ  انتك  ا ـّولم .< )nn na r ∈ℕ 1-2. التوطئةُ  اقتضت محدودة 
n للمتسلسلة بالإطلاق التقاربَ 

na z∑.  
R تحُقق ℂ من z كانت  إذا أخرى، جهة ومن � z<.  ّتعريف فإن R  المتتالية أنّ  يبين 

( )nn na z ∈ℕ المتسلسلة تباعد يقتضي وهذا محدودة، ليست n
na z∑.  �  

n لتكن .مبرهنة5-1.
na z∑ ق عندئذ صحيحة، متسلسلةقطر نصف يحُق اتقار R 1العلاقة:  

1
lim n

n
n

a
R →∞

=  

  الإثبات

   أنّ  نلاحظ
lim limn nn

n n
n n

a z z a
→∞ →∞

= ⋅  

  �  .العدديةّ المتسلسلات تقارب في كوشي  معيار عمالباست المطلوبة النتيجة على ونحصل

nلتكن : ملاحظة6-1.
na z∑ 0 أنّ  ولنفترض صحيحة، متسلسلةna  0n قيمة من بدءاً  ≠

 النهاية وأنّ  ،n للدليل
1

lim n

n n

a

a→∞ +
= ρ ∈ ℝ عندئذ .موجودة ρ تقارب قطر نصف هو 

n المتسلسلة
na z∑، العدديةّ المتسلسلات في درسناه ما على بناءً  وذلك.  �  

                                              
1مع الاصطلاح  1 0∞ 0، و =

1 = ∞.  
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n لتكن : تعريف 7-1.
na z∑ ا قطر نصف صحيحة، متسلسلةتقار R. القرص نسمّي عندئذ 

 المتسلسلة تقارب قرص العقدي المستوي في R قطره ونصف ،0 مركزه الذي المفتوح
n

na z∑ قطرها ونصف 0 مركزها التي الدائرة تجاوزاً  ونسمّي R تقارب دائرة 
 من نقطة كل   عند تتباعد صحيحة متسلسلات وجود إلى هنا شارةالإ المهمّ  ومن .المتسلسلة

  .تقارا! دائرة نقاط

n لتكن .مبرهنة 8-1.
na z∑ ا قطر نصف صحيحة، متسلسلة0 تقار α<، ولتكن 

n
nb z∑ ا قطر نصف صحيحة، متسلسلة0 تقار β<. عندئذ  

n اموع متسلسلة تقارب قطر نصف σ يحُققُ  1.
nc z∑ حيث , n n nn c a b∀ = + 

)min العلاقة , )σ α β≥ حالة في المساواة وتحدث α β≠.  

n الجداء متسلسلة تقارب قطر نصف π يحُققُ  2.
nd z∑ حيث 

0

,
n

n k n k
k

n d a b −
=

∀ = ∑ 

)min العلاقة , )π α β≥.  

  الإثبات

n المتسلسلتان كانت  ا ـّلم 1.
na z∑ وn

nb z∑ كانت  أياً  متقاربتين z من ℂ قالشرط تحُق 
min( , ) | |zα β n الصحيحة المتسلسلة تقارب استنتجنا ،<

nc z∑ قيم عند z إذن ،هذه 
min( , )σ α β≥. أنّ  مثلاً  افترضنا ولو α β>، أولى جهة من لدينا لكان σ β≥، ومن 

)min ثانية جهة , )β σ α≥ الصحيحتين المتسلسلتين على هأثبتنا ما بتطبيق وذلك n
nc z∑ 

)و ) n
na z∑ )min أنّ  يبين  وهذا .− , )σ α β= الحالة هذه في.  

n المتسلسلتان كانت  ا ـّلم 2.
na z∑ وn

nb z∑ كان  أياً  بالإطلاق اربتينمتق z من ℂ  ُقيحق 
)min الشرط , ) | |zα β  المتسلسلة أي لهما التّلافّ  جداء متسلسلة تقارب استنتجنا ،<

n الصحيحة
nd z∑ يمق عند z يكون هذا على وبناءً  ،هذه min( , )π α β≥.  �  
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n المتسلسلتين حالة بدراسة .السابقة المبرهنة برموز سنحتفظ .ملاحظات 9-1.
na z∑ 

nو
nb z∑ 1 حيث 2nna = 1 و + 2nnb = 1 نجد −

2
α β= 1و =

2
1σ = >. 

1و ∑nz المتسلسلتين حالة بدراسة نجد وكذلك z−  ّ1 أنα βو = = أخيراً أنّ و  ∞
1π = ∞  المبرهنة في الواردة المتراجحات في مساواة عموماً  هناك ليس أنهّ ذلك من نستنتج .<

  .السابقة

 لتكن .تعريف 10-1.
0

n
n

n

a z

∞

=
 المشتقّة الصحيحة متسلسلتها نسمّي .صحيحة متسلسلة ∑

1 :بالصيغة المعرفّة الصحيحة المتسلسلة
0

( 1) n
n

n

n a z

∞

+
=

+∑.  

 لتكن .مبرهنة 11-1.
0

n
n

n

a z

∞

=
 ′R يكون عندئذ .R تقارا قطر نصف صحيحة متسلسلة ∑

  .R مساوياً  المشتقّة الصحيحة متسلسلتها تقارب قطر نصف

  الإثبات
   أنّ  أوّلاً  لنلاحظ  

1
1 1, ( 1)n n

n nn a z z n a z
+

+ +∀ ∈ ≤ +ℕ  

| الشرط أن تبُين  المتراجحة وهذه |z R′< يقتضي | |z R≤. ومنه R R′ ≤.  

0 لتكن أخرى، جهة ومن ε<. نجد، عندئذ   

1
1 1

1
0, , ( 1) | | ((1 )| |)

| |
n n

n nz n n a z a z
z

ε
ε

+
+ +∀ ≠ ∀ ∈ + ≤ +ℕ  

)1 الواضحة المتراجحة على بناءً  وذلك 1) (1 )nn ε ε ++ ≤   أنّ  يبين  وهذا .+

0 (1 ) | | | |z R z Rε ′< + < ⇒ ≤  

1) أنّ  ويقتضي )R Rε ′≤ R أنّ  نجد ثمَّ  ومن .+ R′≤  ّلأن ε كيفي  اً تمام موجب عدد. 
R أنّ  أثبتنا قد نكون هذا على وبناءً  R′=.  �  
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  صحيحة متسلسلة مجموع خواص 2.

 تبقى الحقيقة، في .المختلفة التقارب وأنماط ةالحقيقيّ  التوابع ومتسلسلات متتاليات سابقاً  درسنا لقد
 لذلك عقدي، لمتحول ةالعقديّ  التوابع حالة في سارية هناك أثبتناها التي والنتائج التعاريف معظم

   .ببعضها سنذكر

) ولتكن .ℂ من خالية غير جزئية مجموعة A لتكن .تعريف 1-2. )n nf ∈ℕ من متتالية 
( , )AF ℂ. المتتالية إنّ  نقول ( )n nf ∈ℕ تابع من ببساطة تتقارب f إلى ينتمي 
( , )AF ℂ ق إذا وفقط ذاإالشرط تحق  

, lim ( ) ( )n
n

x A f x f x
→∞

∀ ∈ =  
) المتتالية إنّ  ونقول )n nf ∈ℕ تابع من بانتظام تتقارب f إلى ينتمي ( , )AF ℂ، وفقط إذا 

) المتتالية الصفر من تقاربت إذا )n nµ ∈ℕ عناصر من ℝ، يلي كما  المعرفّة :  

sup ( ) ( )n n
x A

f x f xµ
∈

= −  

) المتتالية إنّ  ونقول )n nf ∈ℕ قتحقّق الشرط : مهما  إذا وفقط إذا ،بانتظام كوشي  شرط تحق
∗من  εتكن 

+ℝ يوجد ،Nε  منℕ : يحُقّق   

( )2( , ) , , sup ( ) ( )n m
x A

n m n N m N f x f xε ε ε
∈

∀ ∈ ≥ ≥ ⇒ − <ℕ  

) المتتالية إنّ  نقول وأخيراً  )n nf ∈ℕ على بانتظام تتقارب   تابع من متراصّة مجموعة كل f 
) إلى ينتمي , )AF ℂ، ق إذا وفقط إذاموعة تكن مهما :الشرط تحقالمتراصّة ا K المحتواة 

) المتتالية فإن ،A في )n K nf ∈ℕ من بانتظام تتقارب Kf.  

  
 البرهان في تعديل ودون بسهولة نستنتج نافإنّ  متقاربة، ℂ في كوشي  شرط تحُقق متتالية كل   كانت  مّاـل

) من التوابع متتاليات أنّ  سابقاً  درسناه الذي , )AF ℂ ق التيتكون بانتظام كوشي  شرط تحُق 
 من المستمرة التوابع من لمتتالية متراصّة مجموعة كل   على بانتظام التقارب وأنّ  .بانتظام متقاربة

( , )AF ℂ على النهاية استمرار يقتضي A.   
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) ولتكن .ℂ من خالية غير جزئية مجموعة A لتكن .تعريف 2-2. )n nf ∈ℕ من متتالية 
( , )AF ℂ. المتسلسلة إنّ  نقول nf∑ على بانتظام أو بانتظام، أو( ببساطة تتقارب   كل 

) إلى ينتمي f تابع من )متراصّة مجموعة , )AF ℂ التوابع ةمتتالي تقاربت إذا وفقط إذا 
( )n nS ∈ℕ حيث 

0

n
n kk

S f
=

=  مجموعة كل   على بانتظام أو بانتظام، أو( ببساطة ∑
   .∑nf المتسلسلة مجموع نسمّيه الذيf التابع من )متراصّة
 العددية المتسلسلة تقاربت إذا وفقط إذا A على بالنظيم متقاربة ∑nfالمتسلسلة إنّ  ونقول

sup n
A

f∑. على بالنظيم التقارب أنّ  ونعلم A موعة على المنتظم التقارب يقتضيا 

A.  
  

nلتكن .مبرهنة3-2.
na z∑ ا قطر نصف صحيحة متسلسلة0 تقار R<. تتقارب عندئذ 

n التوابع متسلسلة
na z∑ ،على بانتظام ثمَّ  ومن بالنظيم   0) مغلق قرص كل, )D r مركزه 

[ إلى ينتمي r قطره ونصف 0 [0,R.  

  الإثبات

  لأنّ  واضحة النتيجة هذه إنّ  الحقيقة، في

(0, )
, sup n n

n n
z D r

n a z a r
∈

∀ ∈ =ℕ  

n والمتسلسلة
na r∑ حالة في متقاربة r R<.  �  

nلتكن .نتيجة 4-2.
na z∑ ا قطر نصف صحيحة متسلسلة0 تقار R<. يكون عندئذ 

 مجموعها
0

n
nn

z a z
∞

,0) التقارب قرص على اً مستمرّ  ֏∑= )D R.  

  الإثبات
  �   .السابقة المبرهنة من واضحة نتيجة هذه
  
  .اللاحقة دراستنا في جداً  مهم  يفتعر  إلى الآن نأتي  �
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 من تابعاً  f وليكن .ℂ العقدي المستوي من خالية وغير مفتوحة مجموعة Ω لتكن .تعريف 5-2.
Ω إلى ℂ. التابع إنّ  نقول f 0 نقطة عند الاشتقاق يقبلz من Ω، قبَِلَ  إذا وفقط إذا 

   التابع

{ }
0

0
, 0

0

( ) ( )
: \ :f z

f z f z
z z

z z

−
∆ Ω →

−
ℂ ֏  

)0 بالرمز النهاية هذه إلى عادة ونرمز .0z عند اية )f z′ إنّ  ونقول .وجودها حال في 
  .Ω من نقطة كل   عند قالاشتقا قبَِلَ  إذا وفقط إذا Ω على هولومورفي f التابع

 أنّ  وسنبين  بالتعريف هنا سنكتفي لذلك ،بإسهاب الهولومورفية التوابع لاحقاً  سندرس
  .هولومورفيّة توابع على مهمة أمثلة تعطي الصحيحة المتسلسلات

n لتكن .مبرهنة 6-2.
na z∑ ا قطر نصف صحيحة متسلسلة0 تقار R<. يكون عندئذ 

 التابع
0

( ) n
nn

z S z a z
∞

=
= ,0) التقارب قرص على هولومورفياً  ֏∑ )D R، 

   ويكون

( ) 1
0

(0, ), ( ) 1 n
n

n

z D R S z n a z

∞

+
=

′∀ ∈ = +∑  

  الإثبات
,0) من ω لتكن )D R، عدداً  ولنختر r ال منا | |,Rω  . ،تكن مهما عندئذ z من 

(0, )\{ }D r ω، يكن   
1

1

1 1 0

( ) ( )
nn n

k n k
n n

n n k

S z S z
a a z

z z

ω ω
ω

ω ω

∞ ∞ −
− −

= = =

 − −  = =  − −  
∑ ∑ ∑  

1لنعرّف
1

( ) n
nn

Q naω ω
∞ −

=
=  1-11.) المبرهنة إلى استناداً  متقاربة متسلسلة هذه( ∑

  يكون عندها
1

1 1

2 0 2

( ) ( )
( ) ( ) ( )

n
k n k n

n n
n k n

S z S
Q a z f z

z

ω
ω ω ω

ω

∞ − ∞
− − −

= = =

 −  − = − = −  
∑ ∑ ∑  

  عرفّنا إذ

( )1 1 1
0

( ) ( )
n k n k n

n n k
f z a z ω ω

− − − −
=

= −∑  
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  ولكن
1(0, ), ( ) 2 n

n nz D r f z n a r −∀ ∈ ≤  

 تقارب نستنتج نافإنّ  للتقارب، قطر نصف R تقبل المشتقّة الصحيحة المتسلسلة كانت  امّ ـول
1nالمتسلسلة

nn a r  القرص على بالنظيم ∑nf المتسلسلة تقارب يقتضي وهذا .∑−
(0, )D r. التوابع كانت  ا ـّولم ( )nz f z֏ ّ0) على مستمرة, )D r، ) عند مستمرةّ إذنفهي ω 

) من (0, )D r، عند 0 وتساوي ω، استمرار استنتجنا 
2

( )n
n

z f z

∞

=
  ثمَّ  ومن ،ω عند ֏∑

2

lim ( ) 0n
z

n

f z

∞

→ω =
=∑  

  نجد هذا على وبناءً 

1

1

( ) ( )
lim ( ) n

n
z

n

S z S
Q na

zω

ω
ω ω

ω

∞
−

→ =

−
= =

− ∑  

,0) من ω نقطة كل   عند الاشتقاق يقبل S أنّ  يثبت وهذا )D R،  ّوأن   

( ) 1
0

( ) 1 n
n

n

S n a

∞

+
=

′ ω = + ω∑  

  �  هو المطلوب إثباته.و 
n لتكن .نتيجة 7-2.

na z∑ ا قطر نصف صحيحة متسلسلة0 تقار R<. التابع يقبل عندئذ 

0

( ) n
n

n

z S z a z

∞

=
=  التقارب قرص على المرات من ائياً لا عدداً  الاشتقاق ֏∑

(0, )D R، ويكون   

( )

0

( )!
(0, ), ( )

!
p n

n p
n

n p
z D R S z a z

n

∞

+
=

+
∀ ∈ = ∑  

  خاص وبوجه  

( )1
, (0)

!
p

pp a S
p

∀ ∈ =ℕ  
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nلتكن .نتيجة 8-2.
na z∑ ا قطر نصف صحيحة متسلسلة0 تقار R<. تتقارب عندئذ 

1الصحيحة المتسلسلة

1

n n

n

a
z

n

∞
−

=
,0) القرص على∑ )D R، ويكون  

1

1 0

n n n
n

n n

a
z a z

n

∞ ∞
−

= =

′  =  ∑ ∑  

nلتكن .Abel- مبرهنة 9-2.
na z∑ ا قطر نصف صحيحة متسلسلةنفترض .1 يساوي تقار 

 المتسلسلة أنّ 
0

n
n

a

∞

=
 اموعة نعرّف ثمσ.  ُ يساوي مجموعها وأنّ  ،متقاربة ∑

|1 |
(0,1) :

1 | |

z
z D

z
α α

 −  = ∈ ≤  −  
D 1 في حالة α≤. يكون عندئذ   

1
0

lim n
n

z
nz

a z

α

σ

∞

→ =∈

=∑
D

  

  الإثبات

المقدار D(0,1) من z حالة في لنعرف،
0

( ) n
n

n

f z a z

∞

=
=  من n في حالة أيضاً، عرّفولن ،∑

ℕ، اميع الجزئيةا 
0

n

n kk
S a

=
= ) المتتالية كانت  مّاـل .∑ )n nS ∈ℕ تعريف أمكننا ،متقاربة 

sup بالصيغة ℝ+ من M العدد n
n

M S
∈

=
ℕ

 المتسلسلة تقارب ذلك من ناستنتجوا .
n

nS z∑  ًكان  أيا z (0,1) منD.  تكن مهماخرى، من جهة أو z (0,1) منD، يكن :  

0 1
1

0 0 0

( ) ( )

(1 )

n
n n

n

n n n
n n n

n n n

f z S S S z

S z z S z z S z

∞

−
=

∞ ∞ ∞

= = =

= + −

= − = −

∑

∑ ∑ ∑
  

 لدينا وكذلك
0

(1 ) n

n
z zσ σ

∞

=
= −   إذن ∑

  
0

(0,1), ( ) (1 ) ( ) n
n

n

z D f z z S zσ σ

∞

=

∀ ∈ − = − −∑  
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  فلدينا ،ℕ∗ من N كان  أياً و  ،αD من z كان  أياً  ثمَّ، ومن

( )

( )

0
1

0

( ) |1 | | |

2 |1 | | | sup |1 | | |

1 | | | |
2 |1 | sup |1 |

1 | | 1 | |

|1 |
2 1 | | sup

1 | |

2 1 | | sup

n
n

n
N

n n
n

n Nn n N
N N

n
n N

N
n

n N

N
n

n N

f z z S z

M z z S z z

z z
M z S z

z z

z
M z S

z

M z S

σ σ

σ

σ

σ

α

∞

=
− ∞

≥= =

≥

≥

≥

− ≤ − ⋅ −

 ≤ − ⋅ + − − ⋅  
 − ≤ − ⋅ + − ⋅ − ⋅  − −

 − ≤ ⋅ − + −   −

≤ ⋅ − +

∑

∑ ∑

σ
  −   

  

0 إذن لتكن ε<. كانت  مّاـل ( )n nS ∈ℕ من متقاربة σ، وجدنا N Nε= في ∗ℕ قيحُق  

sup
2n

n N

S S
ε

α≥
− <  

  بالصيغة η العدد نعرّف وعندئذ

1 1
4

N

M

ε
η

α ε
= − −

+
  

1 وتحقق ،αD من z تكن مهما z η− 1 يكن ،> | |z η−    ثمَّ  ومن ،>

1 | |
4

Nz
M

ε

α ε
− <

+
  

  لدينا يكون عليه، وبناءً 

( )2 1 | |
2

NM z
ε

α − <  

) أنّ  يقتضي وهذا )f z σ ε−    أنّ  أثبتنا لقد إذن .>
( ) ( )0, 0, 1 ( )z z f zαε η η σ ε∀ > ∃ > ∈ ∧ − < ⇒ − <D  

  �  .المطلوب هو وهذا
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1α حالة في .ملاحظة 10-2.  حالة في أمّا .]0,1] اال هي 1D اموعة تكون ،=
1 < α موعةا تأخذف αD لآتيا الشكل:  

 

10

αθ

αθ

(1/ )arcsin ααθ =

αD

  
 العدديةّ سلةلالمتس تقارب حال في أنهّ على السابقة المبرهنة نصت ثمَ  ومن

0 nn
a

∞

 مجموع يسعى ∑=
 الصحيحة المتسلسلة

0
( ) n

nn
f z a z

∞

=
=  إلى ∑

0 nn
a

∞

 مع 1 إلى z تسعى عندما ∑=
 بسهولة ويمكن .�180 من تماماً  أصغر وقيمتها الحقيقي المحور إلى بالنسبة متناظرة زاوية ضمن بقائها
  .الآتي الوجه على النتيجة هذه تعميم

 لتكن
0

n
nn
a z

∞

 يحُقق ℂ من عدداً  0z كنيول .R تقارا قطر نصف صحيحة متسلسلة ∑=
0R z=، 00 المتسلسلة عنده وتكون

n
nn
a z

∞

 المتسلسلة مجموع يسعى عندئذ متقاربة، ∑=

0
( ) n

nn
f z a z

∞

=
= 00 إلى يسعى ∑

n
nn
a z

∞

 ضمن بقائها مع 0z إلى z تسعى عندما ∑=
  .�180 من تماماً  أصغر وقيمتها 0zℝ المستقيم إلى بالنسبة متناظرة زاوية

  

  وتطبيقاته عقدي للمتحوّ  الأسّي التابع 3.

 الصحيحة للمتسلسلة التقارب قطر نصف كان  ا ـّلم .تعريف 1-3.
0 !

n

n

z

n

∞

=
 عرفّنا ،∞+ مساوياً  ∑

0

exp( )
!

n
z

n

z
z e

n

∞

=
= =   .ℂ من z كانت  اً أيّ  وذلك ∑

  .عقدي لمتحوّل الأسّي التابع خواص من عدداً  الآتية المبرهنة ضمّ ت
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  .مبرهنة 2-3.
1 كان  اً أيّ  1. 2( , )z z  2 منℂ  1 كان 2 1 2z z z ze e e+ = ⋅.  
0ze كان  ℂ من z كان  اً أيّ  2. ≠.  
expو هولومورفيexp   التابع3. exp′ =.  
 وإلى ،∞− عند 0 إلى ويسعى تماماً  ومتزايد موجب تابع ℝ على exp مقصور إنّ 4.

  .∞+ عند ∞+
  كان  ℂ من z كان  اً أيّ 5.

1 2 ize z π= ⇔ ∈ ℤ  

2 العدد يقبل exp والتابع iπ ” اً دور“.  
} كانت  إذا 6. }: | | 1z z= ∈ =U ℂ التطبيق فإنّ  الواحديةّ، دائرةال هي   

i
: ,

t
t eϕ → Uℝ ֏  

) بين غامر زمري تشاكلٌ  هو ),+ℝ، و( ),⋅U موعة هي نواته2 اπℤ.   
} هي exp الأسّي التابع صورة إنّ  وأخيراً   7. }\ 0∗ =ℂ ℂ.  

  الإثبات
1 لتكن 1. 2( , )z z 2 منℂ. المتسلسلتان كانت  امّ ـل   

1 1

0 !

n
z

n

z
e

n

∞

=
= 2 و ∑ 2

0 !

n
z

n

z
e

n

∞

=
= ∑  

1 أنّ  تنتجنااس بالإطلاق متقاربتين 2

0

z z
n

n

e e d

∞

=
⋅ =    حيث ∑

1 2 1 2

0

( )

! ( )! !

n k n k n

n

k

z z z z
d

k n k n

−

=

+
= ⋅ =

−∑  

1 لدينا يكون هذا على وبناءً  2 1 2z z z ze e e +⋅ =.  

0 كان  مّاـل 2. 1z ze e e−⋅ =   أنّ  استنتجنا =

, 0zz e∀ ∈ ≠ℂ  
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  2-6. المبرهنة من مباشرة نتيجة هذه 3.

  .الحقيقي الأسّي للتابع سابقاً  درسناها التي الخواص من واضحة نتيجة هذه 4.

   أنّ  أوّلاً  لنلاحظ 5.

2 2 1
i

0 0 0

2 2 1

0 0

(i ) (i ) (i )
,

! (2 )! (2 1)!

( 1) ( 1)
i cos i sin

(2 )! (2 1)!

n n n
t

n n n

n n n n

n n

t t t
t e

n n n

t t
t t

n n

∞ ∞ ∞ +

= = =
∞ ∞ +

= =

∀ ∈ = = +
+

− −
= + = +

+

∑ ∑ ∑

∑ ∑

ℝ

  

 فإنّ  ثمَّ  ومن ،المألوفة التوابع دراسة عند ورد الذي cos و sin التابعين تعريف إلى داً استنا وذلك
2 i, 1kk e π∀ ∈ =ℤ. لتكن وبالعكس iz x y= 1ze تحُقق +    لدينا يكون عندئذ .=

i1 z x y xe e e e= = ⋅ =  

0x ثمَّ  ومن   أيضاً  لدينا يكون عليه وبناءً  .=

cos i sin 1y y+ =  

sinأو 0y cosو = 1y 2y أي ،= π∈ ℤ. المطلوب التكافؤ أثبتنا قد نكون وبذا.  
  أنّ  وضوحاً  ذلك من نتجنستو 

, exp( 2 i) exp( )z z zπ∀ ∈ + =ℂ  

iω لتكن .إثباا الواجب الوحيدة الخاصة هي غامرٌ  ϕ التطبيق كوْن  إنّ  6. α β=  عنصراً  +
2 يكون عندئذ U من 2 1α β+   :التاليتين الحالتين نناقشو  =

0α حالة في � arcsint نعرّف ≤ β= يكون عندئذ ite ω=.  

0α حالة وفي � arcsint نعرّف > π β= ite يكون عندئذ − ω=.  

  �  .سبق ما إلى استناداً  واضحة نتيجة هذه 7.



لأسّي لمتحوّل عقدي وتطبيقاته التابع ا 15  

  

 التمام جيب توابع ،ℂ في قيمها وتأخذ ℂ على المعرفّة ،الآتية التوابع تسمّى .تعريف 3-3.
cosine، الجيبو sine، الزائدي التمام جيبو hyperbolic cosine، الجيبو 
  : hyperbolic sine الزائدي

i i
2

0

i i
2 1

0

2

0

2 1

0

( 1)
cos

2 (2 )!

( 1)
sin

2 i (2 1)!

1
ch

2 (2 )!

1
sh

2 (2 1)!

nz z
n

n

nz z
n

n

z z
n

n

z z
n

n

e e
z z

n

e e
z z

n

e e
z z

n

e e
z z

n

∞−

=
∞−

+

=
∞−

=
∞−

+

=

−+
= =

−−
= =

+

+
= =

−
= =

+

∑

∑

∑

∑

  

ch(i أنّ  ونلاحظ ) cosz z= وsh(i ) i sinz z=، ر ما وهذاُبين الكبير بهالتشا يبر 
 ونترك .العقديةّ الساحة إلى الحقيقيّة الزائدية والتوابع المثلثّيّة التوابع تمدد التي التوابع، هذه خواص
 shو ch التوابع وأنّ  2πℤ هي أدوارها ومجموعة دوريةّ sinو cos التوابع أنّ  يتحقق القارئ
2 هي أدوارها ومجموعة “دوريةّ” أيضاً  iπ ℤ.  

 لأعدادا ومجموعة πℤ فهي sin التابع عندها ينعدم التي العقديةّ الأعداد مجموعة أمّا  

 فهي cos التابع عندها ينعدم التي العقديةّ
2

π
π+ ℤ. ىعل الظل تابع تعريف هذا لنا حتيي 

) اموعة )tan 2
\ π π= +D ℂ ℤ بالعلاقة:  

tan

sin
tan : ,

cos

z
z

z
→D ℂ ֏  

cot عةامو  على التظلأو  التمام ظل تابع نعرف وكذلك \π=D ℂ ℤ بالصيغة:  

cot

cos
cot : ,

sin

z
z

z
→D ℂ ֏  

 العلاقة نلاحظو  .الزائديين coth التمام وظل th الظل تابعي مماثل بأسلوب يعرف القارئ ونترك
tan التالية المفيدة i i thz z=.  
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  التحليليـّة التوابـع 4.

f: التابع وليكن  ،ℂ من Ω المفتوحة اموعة لتكن .تعريف1-4. Ω → ℂ. أنّ  نفترض f 
 المتسلسلة نسمّي عندئذ ،Ω من 0z عند المرات من ائياً لا دداً ع الاشتقاق يقبل

( )1
0 0!0

( )( )n n
nn
f z z z

∞

=
  .0z عند f للتابع تايلور متسلسلة ∑−

f: التابع وليكن ،ℂ من Ω المفتوحة اموعة لتكن .تعريف 2-4. Ω → ℂ. إنّ  نقول f 
)0 حقيقيّ  عدد وُجِدَ  إذا ،Ω من 0z النقطة عند تحليلي تابع )zρ تماماً، موجب 

nصحيحة متسلسلة ووُجِدتْ 
na z∑ ا قطر نصف0 يساوي أو أكبر تقار( )zρ قانيحُق  

0 0 0
0

, ( , ( )) ( ) ( )nn
n

z z D z z f z a z zρ

∞

=

∀ ∈ Ω ∈ ⇒ = −∑  

  .Ω من 0z نقطة كل   عند تحليلياً  كان  إذا وفقط إذا Ω على تحليلي f إنّ  ونقول  
f: وليكن ،ℂ من خالية غير مفتوحة مجموعة Ω لتكن : مبرهنة 3-4. Ω → ℂ  ًتحليلياً  تابعا 

  اً وأيّ  ،Ω على المرات من ائياً لا عدداً  للاشتقاق وقابلاً  مستمراً  f يكون عندئذ .Ω على
 مجموع f التابع فيه يساوي ،0z للعنصر Ω في محتوى جوار يوجد ،Ω من 0z كانت

  .له الموافقة تايلور متسلسلة
  الإثبات

0 مفتوح قرص يوجد عندئذ ،Ω من 0z لتكن 0( , ( ))D z zρ في محتوى Ω 0 قطره ونصف( )zρ 
n صحيحة متسلسلة وتوجد تماماً، موجب

na z∑ ا قطر نصف0 يساوي أو أكبر تقار( )zρ 
  بحيث

0 0 0
0

( , ( )), ( ) ( )nn
n

z D z z f z a z zρ

∞

=

∀ ∈ = −∑  

 ائياً  لا عدداً  للاشتقاق وقابلٌ  مستمرf   التابعَ  أنّ  2-7.و2-4. النتيجتين إلى استناداً  ونستنتج،

0 على المرات من 0( , ( ))D z zρ، أنّ  نائُ تُـنْبِ  نفسها 2-7. والنتيجة 
( )

0( )

!

n

n

f z
a

n
  أياً  وذلك =

0 على له ةالموافق تايلور متسلسلة مع f التابع يتطابق إذن .ℕ من n كانت 0( , ( ))D z zρ. 
�  .المطلوب يثُبت وهذا
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 فإنّ  U مفتوحة مجموعة على تحليلياً  f كان  إذا أنهّ 2-7. النتيجة من أيضاً  ينتج .ملاحظة 4-4.

f مشتقه ′  00 كان  إذا لأنهّ أيضاً، تحليلي
( ) ( )nnn
f z a z z

∞

=
=  المفتوح القرص داخل ∑−

0 0( , ( ))D z zρ،  1 أيضاً  كان 00
( ) ( 1) ( )nnn

f z n a z z
∞

+=
′ = +  القرص داخل ∑−

   .نفسه
) مشتقّاته جميع يجعل ،U مفتوحة مجموعة على تحليليf   كوْن  أنّ  نرى وبالتدريج )

1( )n
nf ≥ 

  .U على وتحليليّة موجودة

  فلدينا ،Ω من 0z تكن مهما الحقيقة، في .ℂ على تحليلي الأسّي التابع : مثال 5-4.
0

0 0 0 0
0

0 0

( )
, ( )

! !

n z
z z z z z n

n n

z z e
z e e e e z z

n n

∞ ∞
−

= =

−
∀ ∈ = ⋅ = = −∑ ∑ℂ  

 المتسلسلة تقارب قطر ونصف
0

0 !

z
n

n

e
z

n

∞

=
  .∞+ يساوي ∑

 تابعين gو f وليكن ،ℂ من خالية وغير مترابطة مفتوحة مجموعة D لتكن .مبرهنة 6-4.
  :متكافئة التالية الخواص تكون عندئذ .D من 0zو ،D على تحليليين

) فلدينا ℕ من n كانت  أياً  1. ) ( )
0 0( ) ( )n nf z g z=.  

, يحُقق 0z للنقطة V جوار D في يوجد 2. ( ) ( )z V f z g z∀ ∈ =.  

   .متساويان gو f التابعان 3.

  الإثبات

2. الاقتضاءين إنّ  1. و ⇐3.   .المعاكسين الاقتضاءين إذن لنثبت .واضحان ⇐2.
.2  يحُققان 2ρو 1ρ تماماً  موجبان عددان التعريف إلى استناداً  يوجد أنهّ نعلم ⇐1.

0 1( , )D z ρ ⊂ D 0 و 2( , )D z ρ ⊂ D ويكون  
( )

0
0 1 0

0
( )

0
0 2 0

0

( )
( , ), ( ) ( )

!

( )
( , ), ( ) ( )

!

n
n

n
n

n

n

f z
z D z f z z z

n

g z
z D z g z z z

n

ρ

ρ

∞

=
∞

=

∀ ∈ = −

∀ ∈ = −

∑

∑
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1 عرفّنا إذا ثمَّ  ومن 2min( , )ρ ρ ρ=  ّتقتضي 1. اصةالخ فإن   
( )

0
0 0

0
( )

0
0

0

( )
( , ), ( ) ( )

!

( )
( ) ( )

!

n
n

n
n

n

n

f z
z D z f z z z

n

g z
z z g z

n

ρ

∞

=
∞

=

∀ ∈ = −

= − =

∑

∑
  

  2. يثُبتُ  وهذا
.3   اموعة لنعرّف ⇐2.

{ }: ( ), , ( ) ( )V z V f z g z= ω ∈ ∃ ∈ ω ∀ ∈ =A D V  
 اموعة إنّ  .gو fالتابعان منها لكل  جوارٍ  في يتساوى التي D نقاط مجموعة هي A إنّ  أي
A 0 لأنّ  خالية، غيرz من A كانت  وإذا 2. الفرْض بمقُتضى ω من A مفتوحاً  قرصاً  وجدنا 

( , )D ω ρ التابعان عليه يتساوى f وg،  ّموعة ولكنالمفتوحة ا ( , )D ω ρ  ٌجوار  من نقطة لكل 
) إذن نقاطها، , )D ω ρ⊃A، موعةفا A أنّ  أخرى جهة من سنثبت .مفتوحة مجموعة 
D\ اموعة A أيضاً  مفتوحة.  
D∩ من z لتكن   A. متتالية توجد إذن ( )n nz ∈ℕ عناصر من A نحو متقاربة z. 

   أنّ  استنتجنا D على ينْ تحليليـg  و f التابعان كان  مّاـول
( ) ( ) ( ) ( ), ( ) lim ( ), ( ) lim ( )p p p p

n n
n n

p f z f z g z g z
→∞ →∞

∀ ∈ = =ℕ  
  ثمَّ  ومن A من نقطة كل   جوار في متساويان gو f التابعين ولكنّ 

( ) ( ), , ( ) ( )p p
n np n f z g z∀ ∈ ∀ ∈ =ℕ ℕ  

  يكون عليه وبناءً 
( ) ( ), ( ) ( )p pp f z g z∀ ∈ =ℕ  

z إنّ  أي ،z للنقطة جوار على gو f عينالتاب تساوي يقتضي وهذا ∈ A. أثبتنا قد نكون بذا 
= أنّ  ∩A D A. كان  فإذا ω  ًمن عنصرا ( \ )D A� أنّ  استنتجنا ω ∉ A عدد يوجد أي 

 0 تماماً  موجب حقيقي < ρ قمعاً  آن في يحُق ( , )D ω ρ ∩ = ∅A و( , )D ω ρ ⊂ D وهذا 
D\ اموعة أنّ  يثُبتُ  A موعة كانت  مّاـول .مفتوحة مجموعةا D أنّ  استنتجنا مترابطة 

\ = ∅D A أنّ  يثُبتُ  بدوره وهذا =A D.  �  
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 �D أنّ  ولنفترض .D على ياً تحليل تابعاً  f وليكن ومترابطة، مفتوحة مجموعة D لتكن  
g:� تحليلي تابع يوجد هل .D تحوي ومترابطة مفتوحة مجموعة →D ℂ مع يتطابق f على 
g يحُقق أي ،D اموعة f=Dالتابع هذا مثلُ  وُجِدَ  إذا الحقيقة، في ؟ g  على بناءً  وحيداً، كان 
 g التابع عن البحث لةمسأ وتسمى .�D إلى f للتابع تحليلياً  تمديداً  وأسميناه السابقة، المبرهنة
   .التحليلي التمديد مسألة f من انطلاقاً 

 للتابع صفر 0z إنّ  نقول .0z جوارِ  في يلياً تحل تابعاً  f وليكن ،ℂ من 0z لتكن .تعريف 7-4.
f، 0 كان  إذا وفقط إذا( ) 0f z  كان  إذا f لتابعل بسيط صفر 0z إنّ  ونقول .=

0( ) 0f z )0 و = ) 0f z′  0z كان  إذا f لتابعل مضاعف صفر 0z إنّ  ونقول.≠
 اموعة تكون وعندها ،0z جوار في معدوماً  f يكن ولم f للتابع بسيط غير صفراً 

{ }( )
0: ( ) 0kk f z= ∈ ≠K ℕ رتبة ونعرّف السابقة، المبرهنة بمقُتضى خالية، غير 

minm العدد بأا f للتابع 0z الصفر مضاعفة = K.  

 على تحليلياً  تابعاً  f وليكن ،ℂ من خالية غير مترابطة مفتوحة مجموعة D لتكن .مبرهنة 8-4.
D، أنّ  نفترض f على معدوم غير D. التابع أصفار تكون عندئذ f ،مهما أي معزولة 

  يحُقق 0z لنقطةل V جوار D في يوجد ،D في f لتابعل 0z الصفر يكن
{ }0\ , ( ) 0z V z f z∀ ∈ ≠  

  الإثبات
 موجب حقيقي عدد دجيو  عندئذ .0z الصفر مضاعفة رتبة k ولتكن ،f للتابع صفراً  0z ليكن
0 تماماً  ρ< قيحُق   

( )
0

0 0

( )
0

0 0

( )
( , ), ( ) ( )

!

( )
( ) ( )

!

n
n

n k
n

k n k

n k

f z
z D z f z z z

n

f z
z z z z

n

ρ

∞

=
∞

−

=

∀ ∈ = −

= − −

∑

∑
  

)0 من z كانت  أياً  لنعرّف , )D z ρ المقدار  
( )

0
0

( )
( ) ( )

!

n
n k

n k

f z
g z z z

n

∞
−

=

= −∑  
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)0 على اً مستمر  g ابعالت كان  مّاـل , )D z ρ قويحق ( )
0 0

1
( ) ( ) 0

!
kg z f z

k
=  1ρ وجدنا ،≠

ρ,0 اال في   عنده يكون   
0 1( , ), ( ) 0z D z g zρ∀ ∈ ≠    

   يكون وعندئذ

0 1 0 0( , )\{ }, ( ) ( ) ( ) 0kz D z z f z z z g zρ∀ ∈ = − ≠  
  �  .معزول 0z الصفر أنّ  يثُبت وهذا

 على تحليلياً  تابعاً  f وليكن ،ℂ من خالية وغير مترابطة مفتوحة مجموعة D لتكن .نتيجة 9-4.
D، وz  ًمن عنصرا D. متتالية توجد أنهّ نفترض ( )n nz ∈ℕ عناصر من \{ }zD 

,0 أي ،f للتابع أصفارٍ  من ومكونة z من متقاربة ( ) 0nn f z∀ ≥  يكون عندئذ ،=
   .D على معدوماً  f التابع

  الإثبات
) أنّ  استنتجنا z عند مستمراً  f كان  مّاـل الحقيقة، في ) lim ( ) 0n

n
f z f z

→∞
=  يكون إذن .=

z  ًعللتاب معزول غير صفرا f، عوالتاب f على معدوم D  ًالسابقة المبرهنة إلى استنادا.  �  

} من aو ℕ∗ من p لتكن .مثال 10-4. }\ 0ℂ، 1  التابع يكون عندئذ

( )p
z

z a−
֏ 

  ويكون 0 عند تحليلياً 

( )
1

1

0

( 1)1
0,| | ,

( )

p p
n p n

p n p
n

C
z D a z

z a a

−∞
+ −

+
=

−
∀ ∈ =

−
∑  

| السابقة الصحيحة سلةالمتسل تقارب قطر نصف يساوي إذ |a. في بسيطة نتيجة هذه الحقيقة في 
1p حالة    .المتتالية المشتقات بأخذ ،p على بالتدريج العامّة الحالة وتنتج ،=

 تفريق من نستنتج فإننّا له، قطباً  0 يقبل لا كسرياً   تابعاً  fكان  إذا أنهّ ذلك من ينتج .ملاحظة ����
f التي الصحيحة المتسلسلة تقارب قطر نصف ويكون ،0 عند تحليلياً  يكون أنهّ بسيطة عناصر إلى 

  .f التابع أقطاب ومجموعة 0 بين للمسافة مساوياً  الصفر عند f لتابعل تايلور منشور تمثل
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 تكون عندئذ .ℂ في قيمه ويأخذ ℂ من 0z جوار في معرفّاً  تابعاً  f ليكن .مبرهنة 11-4.
  .متكافئتين الآتيتان الخاصّتان

  .0z النقطة عند تحليلي f التابع   �
) أعداد توجد   � , , )r M K 3 في( )∗

+ℝ  يكونو f  ًائياً لا عدداً  للاشتقاق قابلا من 
)0 تحوي مفتوحة مجموعة على المراّت , )D z r ويكون  

( )( )
0, ( , ), ( ) !n nn z D z r f z M n K∀ ∈ ∀ ∈ ≤ℕ  

  الإثبات

0 نفترض أن يمكننا الحقيقة، في 0z   .الإثبات بعموميّة الإخلال دون =

⇐� n صحيحة متسلسلة مجموع مع f التابع تساوى ،0 عند تحليلياً  f كان  مّاـل �
na z∑ 

0 ليكن إذن ،صفرال جوار في < ρ قيحُق  

0

(0, ), ( ) n
n

n

z D f z a z

∞

=
∀ ∈ ρ = ∑  

� الحقيقي العدد ولنعرف ( )sup n
n

n

M a
∈

= ρ
ℕ

[ اال من r ما حقيقياً  عدداً  لنتأمّل ثمُّ  . [0, ρ. 

,0) المفتوح القرص على المرات من ائيّاً لا عدداً  للاشتقاق قابل f التابع إنّ  )D ρ يحوي الذي 
(0, )D r. تكن مهما أنهّ، نعلم p من ℕ تكن ومهما z 0) من, )D r فلدينا  

( )

0

( )!
( )

!
p n

n p
n

n p
f z a z

n

∞

+
=

+
= ∑  

,0) من z كانت  اً وأيّ  ،ℕ من p كانت  أياً  ومنه، )D r  كان  

�

� �

	
( )

( )

0

0

1

( )!
( )

!

( )!

!

! 1
! ( !)

(1 / )

n

p n
n p

n
n

p
n

p

p

p p

M K

n p z
f z a

n

M n p r

n

M p M
p M p K

r rr

∞

+
=

∞

=

+

+
≤ ρ

ρ
 + ≤   ρ ρ

 ρ ≤ = = ρ − ρ − ρ − ρ

∑

∑


�����


  

  .المطلوبة اصّةالخ يثبتُ  وهذا
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⇐� ,0) من z لتكن � )D r. حالة في لنعرّف t و [0,1] منn من ℕ العقدي التابع 
   :يأتي كما  ϕ حقيقي لمتحول

( )

0

(1 )
( ) ( )

!

n k
k k

k

t
t z f tz

k=

−
ϕ = ∑  

1و للاشتقاق، قابلٌ  ϕ أنّ  بسيط بحساب نلاحظ ( 1)(1 )
( ) ( )

!

n
n nt

t z f tz
n

+ +−′ϕ  وإذا .=

 الواضحة المساواة استخدمنا
1

0

(1) (0) ( )dt t′ϕ − ϕ = ϕ∫ انتك  أياً  أنهّ استنتجنا z من 

(0, )D r  ًكانت  وأيا n من ℕ فلدينا  

1( )
1 ( 1)

0 0

(0) (1 )
( ) ( ) ( )d

! !

n k n
k n n

n

k

f t
R z f z z z f tz t

k n
+ +

=

−
= − = ⋅∑ ∫  

  الفرْض، استناداً إلى نجد، هذا على وبناءً 

( )

1
1 1

0

1

, (0, ), ( ) ( 1) (1 ) dn n n
n

n

n z D r R z z MK n t t

M K z

+ +

+

∀ ∈ ∀ ∈ ≤ + −

≤

∫ℕ
  

) عرفّنا فإذا )1min ,
K

rρ ,0) وجدنا ،= ), lim ( ) 0n
n

z D R zρ
→∞

∀ ∈   يكون ثمَّ  ومن ،=
( )

0

(0)
(0, ), ( )

!

k
k

k

f
z D f z z

k
ρ

∞

=

∀ ∈ = ∑  

 �  .المطلوب هو وهذا

n لتكن .نتيجة 12-4.
na z∑ ا قطر نصف صحيحة متسلسلة0 تقار R<. يكون عندئذ 

 التابع
0

: n
n

n

f z a z

∞

=
,0) على تحليلياً  ֏∑ )D R.  

  تعريف
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  الإثبات

,0) على المراّت من ائياً لا عدداً  الاشتقاق يقبل f التابع أنّ  نعلم أولى، جهة من )D R. لتكن ρ 

,0[ من [R ولنعرّف � ( )2
sup | |

n
R

n
n

M a
ρ

ρ
+

∈

 =   ℕ

 كان  اً وأيّ  ،ℕ من p كان  اً أيّ  عندئذ، .

z 0) من, )D ρ فلدينا:  

�

�

( )
�

( )

0

0

1

( )! 2
( )

! 2

2 ( )! 2

!( )

2 ! 2
( !)

( ) 1 2 /( )

n n

p
n p

n
np

p
n

pp

p p

n p R z
f z a

n R

M n p

n RR

M p R
M p

R RR R

ρ

ρ
ρ

ρ

ρ

ρ

ρρ

ρ

ρ ρρ ρ ρ

∞

+
=

∞

=

+

 + + ≤   + 
 + ≤   + +

 + ≤ =  − − + − +

∑

∑  

� ناعرفّ فإذا R
M M

R
ρρ

ρ

ρ

+
=

−
2 و ،

K
R

ρ
ρ

=
−

  أنّ  سبق مما استنتجنا 

( )]0, [, , (0, ), ( ) ( !)n nR n z D f z M n Kρ ρρ ρ∀ ∈ ∀ ∈ ∀ ∈ ≤ℕ  

,0) من 0z كانت  أياً  ثمَّ، ومن )D R، 0 نختار| |

2

R z
ρ

+
 عدداً  للاشتقاق قابلاً  f فيكون ،=

0 للقرص مفتوح جوار في المراّت من ائياً لا 0( , | |)D z zρ    ويكون .−
( )

0 0, ( , | |), ( ) ( !)n nn z D z z f z M n Kρ ρρ∀ ∈ ∀ ∈ − ≤ℕ  

  �  .السابقة المبرهنة إلى استناداً  0z عند اً تحليليّ  f يكون ،عليه وبناءً 

cosz التوابعجميع  مثلاً ف ���� z֏ وsinz z֏ وchz z֏ وshz z֏ توابع 
  .العقدي المستوي في تحليلية
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 التحليليّة عالتواب تعريف أيضاً  يمكننا ولكن عقدي، لمتحولٍ  التحليليّة التوابع عن الآن حتى تحدّثنا لقد
  .حقيقيّ  لمتحول
f: التابع وليكن ،ℝ من تافه غير مجالاً  I ليكن .تعريف 13-4. I → ℝ. إنّ  نقول f تابع 

)0 حقيقيّ  عدد وُجِدَ  إذا وفقط إذا ،I على تحليلي )xρ متسلسلة ووُجِدتْ  تماماً، موجب 
n صحيحة

na z∑ ا قطر ونصف حقيقيّة أمثالها0 يساوي أو أكبر تقار( )xρ قوتحُق  

0 0 0
0

, ( ) ( ) ( )nn
n

x I x x x f x a x xρ

∞

=

∀ ∈ − < ⇒ = −∑  

  .I من 0x كانت  همام وذلك  

 لمتحوّل التحليليّة التوابع حالة في صحيحة تبقى 4-8.و 4-6.و 4-3. المبرهنات أنّ  الواضح من
 إلى حقيقي لمتحول التحليليّة التوابع دراسة مسألة إرجاع بالإمكان أنهّ التالية المبرهنة وتبين  حقيقي،

  .عقدي لمتحوّل التحليليّة بالتوابع المتعلّقة تلك

f: وليكن ،ℝ من خالٍ  غير مفتوحاً  مجالاً  I ليكن .مبرهنة 14-4. I → ℝ.  ًاً تحليليّ  تابعا 
 ℂ في D مفتوحة مجموعة على تحليليّ  تابع إلى f التابع تمديد يمكن حينئذ .I على
  .I تحوي

  اتالإثب

)0 حقيقيّ  عدد يوجد I من 0xكانت  مهما )xρ صحيحة متسلسلة وتوجد تماماً، موجب 

0( ) n
na x z∑ ا قطر ونصف حقيقيّة أمثالها0 يساوي أو أكبر تقار( )xρ بحيث  

0 0 0 0
0

, ( ) ( ) ( )( )nn
n

x I x x x f x a x x xρ

∞

=

∀ ∈ − < ⇒ = −∑  

 المفتوح القرص ،I من 0x تكون حين لنعرّف،
0 0 0( , ( ))xD D x xρ= والتابع   

0 0 0 0 0
0

: , ( ) ( ) ( )nx x x n
n

f D f z a x z x

∞

=

→ = ⋅ −∑ℂ  

 إنّ 
0x

f على تحليلي تابع 
0x

D مع ويتطابق f على 
0x

D I∩.   
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 وكان I من مختلفتين نقطتين 1xو 0x كانت  إذا
1 0x xD D∩ ≠  اموعة اطعقت فإنّ  ،∅

1 0x xD D∩ ال معا I وليكن خال، غير مفتوح مجال هو J. التوابع كانت  مّاـول f و
0x

f 
و

1x
f ال على متطابقةا J، استنتجنا   

1 0

( ) ( ) ( ), , ( ) ( ) ( )p p p
x xx J p f x f x f x∀ ∈ ∀ ∈ = =ℕ  

 التابعين تساوي ذلك من وينتج
0x

f و
1x

f على 
1 0x xD D∩  ّمترابطة مجموعة الأ.  

 المفتوحة اموعة إذن لنعرّف
0

0

x
x I

D
∈

=D  تابع وجود يبين  آنفاً  تناهأثب ما إنّ  .∪

:f →Dɶ ℂ بالعلاقة معرّف 
0

( ) ( )xf z f z=ɶ  0في حالة نقطة ماx من I قتحُق 

0x
z D∈.  

 يحُقّقان I من 2xو 1x فيوجد D من عنصرين 2z و 1z كان  إذا لأنهّ .بطةمترا D اموعة إنّ 
11 xz D∈ و

22 xz D∈ ن وعندئذ1 المستقيمة القطع اجتماع يكو 1[ , ]z x 1و 2[ , ]x x 
2و 2[ , ]x z  ً1 بين مستمراً  طريقاz 2وz في محتوى D. ويكون fɶ  ّعلى اً تحليلي D قويحُق   

, ( ) ( )x I f x f x∀ ∈ =ɶ  
  �  .I على فالمعرّ  f الحقيقي التحليلي التابع يمُدد D على تحليلي تابع fɶ إذن

 التوابع من للعديد حقيقي لمتحول صحيحة بمتسلسلات النشر سابقاً  وجدناأ لقد .ملاحظة 15-4.
 فمثلاً  ،ااإثب إلى العودة دون لأهميتها النتائج هذه ببعض يلي فيما سنذكر ،0 جوار في وذلك المألوفة

[ اال على   لدينا −1+,1]
2 1

0

1

1

1

( 1)
arctan

2 1

( 1)
ln(1 )

( 1) ( 1)
(1 ) 1 , \

!

k
k

k

k
k

k

k

k

x x
k

x x
k

k
x x

k

∞
+

=
∞ −

=
∞

α

=

−
=

+

−
+ =

α α − α − +
+ = + α ∈

∑

∑

∑ ⋯
ℝ ℕ

  

  .الواحد يساوي الصحيحة المتسلسلات هذه تقارب قطر نصف أنّ  بسهولة القارئ يتيقنو 
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   التابع ليكن .ملاحظة 16-4.

21/ : 0
: , ( )

0 : 0

x
e x

f x f x
x

− ≠→ =  =
ℝ ℝ ֏  

) ويحُقق ℝ على ∞C الصف إلى ينتمي f أنّ  نعلم ), (0) 0pp f∀ ∈ =ℕ. كان  فلو f 
 مفتوحة مجموعة على معرّف fɶ لي تحلي تابع إلى تمديده لأمكن ،0 يحوي مفتوح مجال على اً تحليليّ 

) يكون وعندها ،0 تحوي ℂ من D ومترابطة ), (0) 0pp f∀ ∈ =ɶℕ.  ّيقتضي هذا ولكن 
  لأنّ  تناقضٌ  وهذا ،D في معدوم fɶ التابع أنّ 

21/, ( ) 0x
x f x e

−∗∀ ∈ ∩ = ≠D ɶℝ  

  .0 يحوي مفتوح مجال أي  على اً تحليليّ  ليس f التابع أنّ  إذن نستنتج
  

QWE 

AgD 

ZXC  
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 تمرينات

J 1. التمرين  ك  تقارب قطر نصف عين الآتية الصحيحة المتسلسلات من ل:  

( )

( )
( )

( )

2

2

0 1

2

0 1

( 1)

1 0

2 2
1 1

2
2

1 1

1 1

!

1 (3 ( 1) )

.2 .1

.4 .3

.6 .5

.8 .7

.10 .9

.12 .11

1 ch
arccos 1

sh

ln
s in 1

1

1
s in (2 3)

2 ( 2)

(

n

n

n n n n
n

n n

n
n

n n

n
n n n n

n
n n

n n

n n

n n

n n

n n n

n n

C z n z

n
z z

n

z z

n
z z

n n

n n
n z z

n

z z
n E n

na na

∞ ∞

= =
∞ ∞

= =
∞ ∞

−

= =
∞ ∞

= =
∞ ∞

= =
∞ ∞

= =

+ + −

−

π +
+

π +
−

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑
( )

( )

2

1 1

1) ( 1) 2 !

! 2 3 ! !
.14 .13

n
n n

n
n n

na n n n
z z

n n n

a

∞ ∞

= =

∗
+

+ + −
⋅

∈ ↵

∑ ∑⋯

ℝ  

  الحـل
lim كان  مّاـل 1.

n n

n
n

→∞
=  الصحيحة المتسلسلة تقارب قطر نصف أنّ  استنتجنا ∞+

1
n n

n
n z

∞

  .0 يساوي ∑=
2n عرفّنا إذا 2.

n na C=، أنّ  وجدنا 
2

2
1

(2 )! (( 1)!) 1

(2 2)! 2(2 1)( !)

n

n

a n n n

a n nn+

+ +
= ⋅ =

+ +
  

 وعليه
1

1
lim

4
n

n
n

a

a→∞ +

2 المتسلسلة تقارب قطر نصف إذن ،=
1

n n
n

n

C z

∞

=
1 يساوي ∑

4
.  
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/! عرفّنا إذا 3. n
na n n=، أنّ  وجدنا 

1

1

! ( 1) 1
1

( 1)!

nn
n

n
n

a n n

a n nn

+

+

 + = ⋅ = +  +  
  

 وعليه
1

lim n

n
n

a
e

a→∞ +

 الصحيحة المتسلسلة تقارب قطر نصف إذن ،=
1

! n

n
n

n
z

n

∞

=
  .e يساوي ∑

|2 عرفّنا ذاإ 4. |
n

nA z=، 1 أنّ  وجدنا 2| |
nn

n

A
z

A

+  وعليه ،=

1

0 : 0 | | 1

lim 1 : | | 1

: 1 | |

n

n
n

z
A

z
A

z

+

→∞

 < <= =∞ <

  

2 المتسلسلة تكون إذن
1

n

n
z

∞

| كان  إذا وفقط إذا متقاربة ∑= | 1z  تقارا قطر نصفف ،>
  .1 يساوي

3) عرّفنا إذا 5. ( 1) )n n
na = + limأنّ  وجدنا ،− 4n

n
n

a
→∞

 قطر نصف إنّ ف وعليه ،=

 الصحيحة المتسلسلة تقارب
1
(3 ( 1) )n n n

n
z

∞

=
+ 1 يساوي ∑−

4
.  

) فناعرّ  إذا 6. )
2

1 ( 1) /
n

n
na n= + lim أنّ  وجدنا ،− n

n
n

a e
→∞

 قطر فنصف وعليه ،=

2 الصحيحة المتسلسلة تقارب

1
(1 ( 1) / )n n n

n
n z

∞

=
+ 1 يساوي ∑−

e
.  

 عرفّنا إذا 7.
2

ch

sh
n

n
a

n
 أنّ  وجدنا ،=

2

2 2

2( 1)
2

2

n
n

n nn n

e
e a

e e
→∞−

+
= →

+ −
  

lim إذن 1 /n
n

n
a e

→∞
 الصحيحة المتسلسلة تقارب قطر فنصف وعليه ،=

2
1

ch

sh

n

n

n
z

n

∞

=
∑ 

  .e يساوي
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2arccos(1 عرفّنا إذا 8. )na n−=   أنّ  وجدنا ،−

2

1 cos 1

2 2

na

n

−
1 أو =

sin
2 2

na

n
=  

1 ومنه
2arcsin

2
na

n
lim إذن = 2n

n
na

→∞
lim ثمَّ  ومن = 1n

n
n

a
→∞

 وعليه ،=

2 الصحيحة المتسلسلة تقارب قطر فنصف
1
arccos(1 ) n

n
n z

∞ −
=

  .1 هو ∑−

 عرفّنا إذا 9.
2

ln

1
n

n n
a

n
=

+
 ،أنّ  مباشرة جدناو  

1

lim 1n

n
n

a

a→∞ +

 تقارب قطر نصف إذن =

 الصحيحة المتسلسلة
2

1

ln

1

n

n

n n
z

n

∞

= +
  .1 يساوي ∑

)2sin عرفّنا إذا 10. 1)na nπ=  أنّ  المحدود بالنشر وجدنا +

2 4

3 3

1 1
sin 1

2
1 ( 1) 1

( 1) sin
2 2

n

n
n

a n O
n n

O O
n nn n

π

π π

     = + +         
    −   = − + = +           

  

 إذن
1

lim 1n

n
n

a

a→∞ +

2 المتسلسلة تقارب قطر فنصف وعليه ،=
1
sin( 1) n

n
n zπ

∞

=
+∑ 

  .1 يساوي
)sin ليكن 11. (2 3) )nna π= 2) عرّفولن ،+ 3) (2 3)n n

nb = + + −. 
 لأنّ  زوجي طبيعي عدد nb أنّ  نلاحظ

/2 /2

0 0
2 2 1

0 /2

2 3 2 ( 1) 3

2 3

n n
k n k k k n k k k

n n n
k k

k n k k
n

k n

b C C

C

− −

= =
− +

≤ ≤

= + −

=

∑ ∑
∑

  

)sin وعليه (2 3) )nna π= − 0 ولكن ،− 2 3 1< −    إذن >
(2 3)nna π

+∞
−∼  
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  ثمَّ  ومن

1

1
lim 2 3

2 3

n

n
n

a

a→∞ +

= = +
−

  

 المتسلسلة تقارب قطر نصف إذن
1

sin( (2 3) )n n

n

zπ

∞

=

2 يساوي ∑+ 3+.  

1 ليكن 12.

2 2
na

n n
=

 −   

0 أنّ  ،أولى جهة من ،نعلم ، 2 2 1n n < − <   

1 حالة في n≤، 1 إذن na≤. أنّ  نستنتج عادي، عدد مربع ليس 2 لأنّ  ثانية، جهة ومن 

2 الطبيعي العدد
22 2n n −    إذن 1 يساوي أو أكبر فهو تماماً  موجب 

( )( )2 2 2 2 1n n n n   + − ≥        
  ومنه

2 2 2 2 3na n n n n ≤ + ≤ ≤    
  وعليه

1, 1 3nn a n∀ ≥ ≤ ≤  

lim أنّ  الواضح من إذن 1n
n

n
a

→∞
 المتسلسلة تقارب قطر ونصف ،=

1 2 2

n

n

z

n n

∞

=
 −   

∑ 

 .1 يساوي

 ليكن 13.
2 (2 )!

2 (3 )! !

n

n n

n n
a

n n
=

⋅
 أنّ  الواضح من ،

12

2 2
1

2

2 (3 3)! ( 1)!(2 )!

2 (3 )! ! ( 1) (2 2)!

1 3(3 2)(3 1)
1

( 1)(2 1)

nn
n

n n
n

n

a n nn n

a n n n n

n n

n n n

+

+
+

−

+ ⋅ +
= ⋅

⋅ + +
  + += + ⋅  + + 

  

 إذن
2

1

27
lim

2

n

n
n

a

a e→∞ +

 يساوي المدروسة المتسلسلة تقارب قطر ونصف .=
2

27

2e
. 
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) ليكن 14. 1) ( 1)

!n

na na na n
a

n

+ + −
=

  أنّ  الواضح من ،⋯
1

1

1
/

n

n
k

a
a a

k n

−

=

 = +   ∏  

 إذن

11

1 0

1 ln 1
ln ln 1 ln 1 d

/

n

n n
k

a a a
a x

n n n k n x

−

→∞
=

     = + + → +      ∑ ∫  

 ولكن

1

0

ln 1 d ( 1)ln( 1) ln
a

x a a a a
x

  + = + + −  ∫  

 إذن

1( 1)
lim

a
n

n an

a
a

a

+

→∞

+
=  

 يساويالمدروسة  المتسلسلة تقارب قطر ونصف
1( 1)

a

a

a

a ++
. ú  

 

J2. التمرين  تقارب قطر نصف عين   منه الصحيحة المتسلسلات منكل االآتية واحسب مجموع كل:  

( )

2 1 1 2 1

0 0

2

1 0
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0 1

0 1

.2 .(1 )2 ( 1)
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n x nx
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∞ ∞
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∞ ∞
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∞ ∞
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∑ ∑

∑ ∑
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⋯
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  الحـل
1 المتسلسلة تقارب قطر نصف أنّ  الواضح من 1. 2 1

0
( 1)n n

n
nx

∞ + +
=

 لنرمز .1 يساوي ∑−
) زبالرم )f x أنّ  نلاحظ .مجموعها إلى 

3 2 1 3 2

1

] 1,1[, ( ) ( ) ( )n

n

x f x x n x x g x

∞
−

=

′∀ ∈ − = − − = − −∑  

 مع
0

1
( )

1
n

n

g u u
u

∞

=

= =
 إذن .∑−

2

1
( )

(1 )
g u

u
′ =

−
 ثمَّ  ومن 

3

2 2
] 1,1[, ( )

(1 )

x
x f x

x
∀ ∈ − = −

+
  

2 المتسلسلة تقارب قطر نصف أنّ  الواضح من 2. 1
0
(1 )2n n

n
n x

∞ +
=

1 يساوي ∑+
2

 لنرمز .

) بالرمز )f x ه في حالة أنّ  نلاحظ .مجموعها إلى| | 1x  لدينا >

( )2

0 0

1 2 2

0 1 2

2

0 0 0

2 2

2 3 3

2 (1 ) 2 1 ( 1)
2

2 2 2 ( 1)

2 2 2

2 2 4 2 2 4
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x
f n x n n n x

x x nx x n n x

x x x x x

x x x x

x x x x

∞ ∞
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∞ ∞ ∞
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∞ ∞ ∞
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  = + = + + −  
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′ ′′       = + +         
− +

= + + =
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∑ ∑
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 إذن

2
1 1
2 2 3

2 4 16
, , ( )

(1 2 )

x x
x f x

x

− + ∀ ∈ − =   −
  

نّ  الواضح من 3. لمتسلسلة تقارب قطر نصف أ  ا
0

( 1)

(2 1)(2 3)

n
n

n

x
n n

∞

=

−
+  .1 يساوي ∑+

) بالرمز لنرمز )f x مجموعها إلى.  
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 أنّ  نلاحظ

3 2 2 3
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0
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(2 1)(2 3)
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 ثمَّ  ومن
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∑

∑
  

  نجد أصلي تابع وبحساب

2
3 2

2
3 2

1
[0,1[, ( ) arctan

2 2
1 1
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4 1 2

x x
x x f x x

x x x
x x f x
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 ومنه

1 arctan 1
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 المتسلسلة تقارب قطر نصف أنّ  الواضح من 4.
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1 n
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∞ ∞
+

= =

= + +

′  = +   

∑ ∑

∑ ∑
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  أي
2 2

2

2
( ) ln(1 ) ln(1 )

1 (1 )

x x x
f x x x

x x

′  − = − − = − −   − − 
  

  إذن
2

2

2
1,1 , ( ) ln(1 )

(1 )

x x
x f x x

x

− ∀ ∈ − = − −  −
. 

 المتسلسلة تقارب قطر نصف أنّ  الواضح من 5.
1

1 1
1

2
n

n

x
n

∞

=

  + + +   ∑  لأنّ  1 يساوي ⋯

1 1
1, 1 1

2
n n

n
∀ ≥ ≤ + + + ≤⋯  

) بالرمز لنرمز )f x ه في حالة أنّ  نلاحظ .المتسلسلة هذه وعمجم إلى| | 1x   لدينا >

1

1 1

1 2

1

1 1 1 1
(1 ) ( ) 1 1

2 2

1 1 1 1
1 1

2 2 1

ln(1 )

n n

n n

n n

n n

n

n

x f x x x
n n

x x
n n

x
x

n

∞ ∞
+

= =
∞ ∞

= =
∞

=

     − = + + + − + + +        
     = + + + − + + +      −   

= = − −

∑ ∑

∑ ∑

∑

⋯ ⋯

⋯ ⋯  

  إذن
ln(1 )

] 1,1[, ( )
1

x
x f x

x

−
∀ ∈ − = −

−
. 

 المتسلسلة تقارب قطر نصف أنّ  الواضح من 6.
3

0 (3 )!

n

n

x

n

∞

=
) بالرمز لنرمز .∞+ يساوي ∑ )f x 

) ليكن .المتسلسلة هذه مجموع إلى )2 i
3

j exp π= يلي ما نلاحظ عندئذ : 

2
2

j j

0
2

0

j j
,

!

1 j j

!

n n n n n
z z z

n

n n
n

n

z z z
z e e e

n

z
n

∞

=
∞

=

+ +
∀ ∈ + + =

+ +
=

∑

∑

ℂ
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3j كان  ا ـّلمو    أنّ  استنتجنا =1

2
0 : 0mod3

1 j j
3 : 0mod3

n n
n

n

 ≠+ + =  =
  

 إذن

2j j 3

0

3
,

(3 )!
z z z n

n

z e e e z
n

∞

=

∀ ∈ + + = ∑ℂ  

 ثمَّ  ومن

2j j
/21 3

, ( ) 2 cos
3 3 2

z z z
z ze e e

z f z e e z−
  + +   ∀ ∈ = = +       

ℂ  

ةالمتسلسل تقارب قطر نصف أنّ  الواضح من 7.
1

( 1)

( 1)

n
n

n

x
n n

∞

=

−
 بالرمز لنرمز .1 يساوي ∑+

( )f x ه في حالة أنّ  نلاحظ .المتسلسلة هذه إلى| | 1x  :لدينا >

( )

( )
1

( 1)
( ) ln(1 )

(1 )ln(1 )

n
n

n

xf x x x
n

x x x

∞

=

−′ = = − +

′= − + +

∑  

 ثمَّ  ومن

(1 )ln(1 )
: 0

] 1,1[, ( )
0 : 0

x x x
x

x f x x
x

 − + + ≠∀ ∈ − =  =

  

 المتسلسلة تقارب قطر نصف أنّ  الواضح من 8.
0

sin

!
n

n

n
x

n

θ
∞

=
 بالرمز لنرمز .∞+ يساوي ∑

( )f x أنّ  بسهولة نرى عندئذ .مجموعها إلى 

( )

i i

0 0

i cos i sin

cos

( )
, ( ) Im Im

! !

Im exp( ) Im

sin( sin )

n n n

n n

x x

x

e x e x
x f x

n n

e x e

e x

θ θ

θ θ θ

θ θ

∞ ∞

= =
+

       ∀ ∈ = =         
= =

=

∑ ∑ℝ

  

  إذن
cos, ( ) sin( sin )xx f x e xθ θ∀ ∈ =ℝ ú  



 36 المتسلسلات الصحيحـة

  

Jعلى بانتظام تتقارب أن صحيحة لمتسلسلة يمكن هل 3. التمرين ℂ؟  
  الحـل

n الصحيحة المتسلسلة تتقارب
na z∑ على بانتظام ℂ 0 عددٌ  وُجد إذا وفقط إذاn يحُقّق 

0na 0n قيمة كانت  اً أيّ  = n≤.  
 ذي الحد من بدءاً  ثابتة الحالة هذه في تكون الجزئيّة ااميع متتالية لأنّ  ،كافٍ   الشرط الحقيقة، في

 تقارب ،ℂ على بانتظام الصحيحة المتسلسلة هذه تقاربت إذا لأنهّ ،لازمٌ  الشرطُ و .0n الدليل
  يحُقّق 0n عددٌ  فيوجد الصفر، من ℂ على مبانتظا العام حدها

0, sup 1n
n

z

n n a z
∈

∀ ≥ ≤
ℂ

  

,0 يقتضي وهذا 0nn n a∀ ≥ =. ú  
 

Jلتكن 4. التمرين n
na z∑ وn

nb z∑ ما قطري نصفا صحيحتين متسلسلتينتقار R وR′ 
n الصحيحة للمتسلسلة ′′R التقارب قطر نصف أنّ  أثبت .التوالي على

n na b z∑ قيحُق 
R المتراجحة RR′′ ′≥.   

  .تامّة السابقة المتراجحة فيه تكون مثالاً  أعطِ  �
  .المساواة عنده تتحقّقُ  كافياً   شرطاً  أعطِ  ثمُّ  �

  الحـل
RR,0 من ρ ليكن ′ ، عددان يوجد r وr ′  قانيحق r R< وr R′ rrρو >′ ′=. 
r/ المثال سبيل على خُذ R Rρ r/و =′ R Rρ′  لدينا يكون عندئذ .=′

, sup supn m m
n n m m

m m

n a b a r b r Mρ
∈ ∈

′∀ ∈ ≤ ⋅ =
ℕ ℕ

ℕ  

sup إذن n
n n

n

a b ρ
∈

< +∞
ℕ

Rρ أنّ  يثبت وهذا .  أنّ  أثبتنا قد نكون وعليه .≥′′

RR Rρ ρ′ ′′< ⇒ <  
R إذن RR′′ ′≥. 
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 2 المتسلسلتين حالة تبين
0

n

n
z

∞

2و ∑= 1
0

n

n
z

∞ +
 تكون أن يمكن السابقة المتراجحة أنّ  ∑=

 .تامّة
) النهايتان كانت  إذاو  )lim , limn n

n n
n n

a b
→∞ →∞

) عن ومختلفتين موجودتين  )0,∞ 
)و ),   ú .المساواة تحقّقتْ  ∞0
 

Jلتكن 5. التمرينn
na z∑ ق صحيحة متسلسلةالشرط تحُق , 0nn a∀ ∈ ≠ℕ. فترضن 

lim قيحُقℕ  ∗ من k عدد وجود n k

n n

a

a
+

→∞
= ℓ وℓ من { }+ ∪ +∞ℝ.  ّعين 

n الصحيحة المتسلسلة تقارب قطر نصف
na z∑.  

  الحـل
,0,1} اموعة من p حالة في , 1}k ) نعرّف ،…− )p

n nk pb a    فيكون .=+
( )

1

( )

p
nk p kn

p
nk pn

ab

ab

+ ++

+

=  

  إذن
( )

1

( )
lim

p
n

pn
n

b

b

+

→∞
= ℓ  

) الصحيحة المتسلسلة تقارب قطر نصف فإنّ  وعليه )
0

p n
nn
b z

∞

1 يساوي ∑=
ℓ

 فإنّ  ثمَّ  ومن .

)الصحيحة المتسلسلة تقارب قطر نصف )
0

p kn
nn
b z

∞

1يساوي ∑=
k
ℓ

 قطر نصف فإنّ  وكذلك ،

) الصحيحة المتسلسلة تقارب )
0

p kn p
nn
b z

∞ +
1 يساوي ∑=

k
ℓ

.   

  أي المحدودة العقديةّ المتتاليات مجموعة إلى B بالرمز لنرمز

( ) supn nn
n

u u
∈ ∈

∈ ⇔ < +∞B �
ℕ

ℕ
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n المتسلسلة تقارب قطر نصف R ليكن
na z∑. عندئذ 

sup{ 0 : ( ) }n
n nR r a r ∈= ≥ ∈ Bℕ  

  و

{ }( )1
sup 0 : ( ) , 0,1, , 1p nk p

n nk
r b r p k+

∈= ≥ ∈ = −Bℕ …
ℓ

  

 فلدينا ،ℝ+ من r كانت  أياًّ  ولكن

( )( )( ) {0,1, , 1},n p nk p
n n n n
a r p k b r +

∈ ∈
∈ ⇔ ∀ ∈ − ∈B Bℕ ℕ

…  
 ثمَّ  ومن

{ } ( ){ }
1

( )

0
1

0

0 : ( ) 0 :

1 1
0, 0,

k
n p nk p

n n n n
p

k

k k
p

r a r r b r

−
+

∈ ∈
=
−

=

≥ ∈ = ≥ ∈

   
   = =
      

B Bℕ ℕ

ℓ ℓ

∩

∩

  

1 إذن
k

R =
ℓ

. ú  

 

Jلتكن 6. التمرين n
na z∑ ق صحيحة متسلسلةالشرط تحُق , 0nn a∀ ∈ ≠ℕ. فترضن 

} من 2ℓو 1ℓ عددين وجود }+ ∪ +∞ℝ قانيحُق { } { }1 2, 0,≠ +∞ℓ ℓ و  
2 1

1
2

lim n

n n

a

a
+

→∞
= ℓ   2  و 2

2
2 1

lim n

n n

a

a
+

→∞ +
= ℓ.  

n الصحيحة المتسلسلة تقارب قطر نصف عينّ   
na z∑.  

  الحـل
 فلدينا n نتك مهما أنهّ، نلاحظ

2 2 2 2 2 1

2 2 1 2

n n n

n n n

a a a

a a a

+ + +

+

= 2   و   ⋅ 1 2 1 2

2 1 2 2 1

n n n

n n n

a a a

a a a

+ +

− −

= ⋅  

 إذن

2
1 2lim n

n
n

a

a

+

→∞
= ℓ ℓ  
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n الصحيحة المتسلسلة تقارب قطر نصف أنّ  استنتجنا السابق التمرين من استفدنا فإذا
na z∑ 

1 يساوي 21/ ℓ ℓ. 

)المتسلسلة لنتأمّل 1)
1

n n

n
n z−

2 هنا .∑= 2na n=2و 1

1

2 1na
n

+ =
+

1 إذن . 0=ℓ 

2و = +∞ℓ، المتسلسلة تقارب قطر نصف أمّا ( 1)
1

n n

n
n z−

 الشرط إذن .1 فيساوي ∑=
{ } { }1 2, 0,≠ +∞ℓ ℓ النتيجة لصحّة لازم شرط. ú  

  

Jلتكن 7. التمرين ( )n na ∈ℕ ف ،العقديةّ الأعداد من متتاليةولنعر
0

n

n k
k

A a
=

= ∑.  

 الصحيحتين للمتسلسلتين أنّ  أثبت   �
!
n na
z

n
و ∑

!
n nA
z

n
  .نفسه التقارب قطر نصف ∑

nالصحيحة المتسلسلة تقارب قطر نصف أنّ  نفترض �
na z∑ نصف أنّ  أثبت .1 يساوي 

n الصحيحة المتسلسلة بتقار  قطر
nA z∑ مثالاً  أعطِ  ثمُّ  .أيضاً  1 يساوي  خطأ يبُين 

n المتسلسلة تقارب قطر نصف كوْن  حال في الخاصّة هذه
na z∑  ً1 عن مختلفا.  

  الحـل

 المتسلسلتين تقارب قطري نصفي Rو r لنعرّف �
!

nna z
n

و ∑
!

nnA z
n

 .بالترتيب ∑

0α لتكن � Rα بحيث <  ةالمتتالي تكون عندئذ >
0

!

n

n

n

A
n

α

≥

     
 نضع .محدودة 

0

sup
!

n

n
n

M A
n

α

≥

  =    
1 تكن مهما ،عندها . n≤ يكن : 

( )

1

1

1

! !

1
! ( 1)!

n
n n

n n

n n

n n

a
A A

n n

A A M
n n n

α
α

α α α
α

−

−

−

= −

≤ + ⋅ ≤ +
−

  

فالمتتالية
0

| |
!

n

n

n

a
n

α

≥

     
rα ثمَّ  ومن محدودة،  R إذن .≥ rα α< ⇒ R أو ≥ r≤. 
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rβ لتكن وبالعكس، �  ولنضع ،>
0

sup | |
!

n

n
n

a M
n

β

≥

   =   
 تكن مهما عندها .

1 n≤ يكن : 

 

0 0

!

! ! !

n nn n n

n k k
k k

k
A a M

n n n

β β β

β= =

  ≤ ≤    
∑ ∑ ( )∗  

) بالتعريف لنضع !) n
nb n β−=. 1 أنّ  نلاحظ عندئذ 1k

k

b k

b β

+ +
 حالة في إذن ،=

1kβ < 1k يكون + kb b 1k حالة وفي ،>+ β+ 1k يكون ≥ kb b+  إذن .≥

( )

1

0 0

0 1

,
n

k k k
k k k n

n

n b b b

b n b

β β

β

β β

−

   = ≤ < ≤ <   

−

 ∀ ≥ = + 

   ≤ + −   

∑ ∑ ∑  

 أو

1
0

,
n

k n n
k

n b nb bβ β −
=

   ∀ ≥ ≤ + +   ∑  

n حالة في أمّا β <   فلدينا  

0
0 0 0

n

k k k
k k n k

b b b b
β

β β
 = ≤ ≤ ≤ < 

   = ≤ ≤ =   ∑ ∑ ∑  

1 يكن ℕ من n تكن مهما إذن
0

n

k n n
k

b nb bβ −
=

≤ +  ثمَّ  ومن ،∑+

0

1
, 1 1

!

n n

k
kn

n b e M
b n

β
β

β
β β β β

=

∀ ∈ ≤ + + ≤ + + =∑ℕ  

) إلى عُدنا فإذا   أنّ  ناستنتجا ∗(

0

sup
!

n

n
n

A MM
n

β

β

≥

   ≤   
  

Rβ ثمَّ  ومن rβ تحقّق β كانت  أياًّ  صحيحة المتراجحة هذه كانت  مّاـول .≥  أنّ  استنتجنا >
r R≤. ومنه r R=.  
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n الصحيحة المتسلسلة تقارب قطر نصف R لنعرّف �
nA z∑. كان  ا ـّلم  

0 0

1

1
n n

n n
n n

A z a z
z

∞ ∞

= =

=
−∑ ∑  

min(1,1)أنّ  استنتجنا 1R ≥    كان  مّاـل ،ثانية جهة ومن .=

0 0

(1 ) n n
n n

n n

z A z a z

∞ ∞

= =

− =∑ ∑  

1 إذن min( , )R≥ 1R أنّ  يثبت ما وهذا .∞ =. 

 المتسلسلة حالة في
0 !

n

n

z

n

∞

=
 قطر نصف أنّ  حين في ،∞+ يساوي التقارب قطر نصف أنّ  نجد ∑

) المتسلسلة تقارب )1 1 1
0! 1! !

0

n

n
n

z

∞

=

+ + +∑   ú .1 يساوي ⋯

  
Jليكن 8. التمرين f وg ال على نمستمريّ تابعينهالتاف وغير المتراص ا [ , ]a b، قيمهما ويأخذان 

∗ في
+ℝ. نعرّف ( )( ) ( )d

b
n

n
a

a f t g t t=  تقارب قطر نصف R أنّ  أثبت .∫

n الصحيحة المتسلسلة
na z∑ قالعلاقة يحُق 

[ , ]

1
sup
a b

f
R

=.  

  الحـل
 لنضع

[ , ]

sup
a b

M f=، ولتكن ε مجالٌ  يوجد عندئذ ،]0,1[ من I ويحُقّق تافه، غير 

[ , ]I a b⊂ و  
, ( )x I f x Mε∀ ∈ ≥  

n تكن مهما وعليه، ∈ ℕ يكن  

( )d ( ( )) ( )d

( ( )) ( )d ( )d

n n n

I I
b b

n n
n

a a

M g t t f t g t t

a f t g t t M g t t

ε ≤

≤ = ≤

∫ ∫

∫ ∫
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 ثمَّ  ومن

, ( )d ( )d
b

nnn
n

I a
n M g t t a M g t tε∗∀ ∈ ⋅ ≤ ≤ ⋅∫ ∫ℕ  

 يكن ]0,1[ من ε تكن مهما أنهّ، استنتجنا ∞+ إلى تسعى n جعلنا فإذا

lim limn n
n n

nn

M a a Mε
→∞→∞

≤ ≤ ≤  

lim أنّ  على يبرهن وهذا n
n

n
a M

→∞
  ú .المطلوب ويثبتُ =

  

Jلتكن 9. التمرين ( , )α β 2 منℂ المتتالية ولتكن ( )n na ∈ℕ كما  المعرفّة العقديةّ، الأعداد من 
  :يلي

0 1 1 20, 1, n n na a a a aα β− −= = = +  
n الصحيحة المتسلسلة تقارب قطر نصف أنّ  أثبت  �

na z∑ تماماً  موجب.  

 المساواة صحة أثبت  �
2

0 1

n
n

n

z
a z

z zα β

∞

=

=
− −

  .المتسلسلة تقارب قرص داخل ∑

n ةالصحيح المتسلسلة تقارب قطر نصف قيمة استنتج  �
na z∑.  

) أنّ  نفترض  � , ) (1,1)α β   .n بدلالة naاحسب .=
  الحـل
) لنعرّف � )1max | |,| |n n nb a a 1 حالة في =− n≤. كان  ا ـّلم   

1 1| |n na b− )   و   ≥− ) 1| | | | | |n na bα β −≤ +  
1n أنّ  استنتجنا nb Kb ) حيث ≥− )max 1,| | | |K α β= 1 ولأنّ  .+ 1b  أنّ  نجد =

1n
nb K 1 قيمة كانت  مهما وذلك ≥− n≤. يكون وعليه , | | n

nn a K∀ ∈ ≤ℕ، 

n الصحيحة المتسلسلة تقارب قطر فنصف
na z∑ 1 يساوي أو أكبر

K
 نصف أنّ  إذن لنفترض .

n المتسلسلة تقارب قطر
na z∑ هو R.  

,0) من z لتكن � )D R. أنّ  الواضح من :  
1 2 2

1 22, n n n
n n nn a z za z z a zα β− −

− −∀ ≥ = +  
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  وعليه

1 2 2
1 2

2 2 2

n n n
n n n

n n n

a z z a z z a zα β

∞ ∞ ∞
− −

− −
= = =

= +∑ ∑ ∑  

 عرفّنا فإذا
0

( ) n
n

n

f z a z

∞

=

=   استنتجنا .∑

2( ) ( ) ( )f z z zf z z f zα β− = +  
  أو

2(0, ), (1 ) ( )z D R z z f z zα β∀ ∈ − − =  
21 إذن 0z zα β− − ,0)من  zمهما كانت  ≠ )D R .ويكون  

2
(0, ), ( )

1

z
z D R f z

z zα β
∀ ∈ =

− −
  

  : الآتية الحالات لنناقش �
0α حالة 	 0βو = ) الحالة هذه في .= )f z z= هو تقاربال قطر ونصف +∞. 

0α حالة 	 0βو ≠ ) هنا .= )
1

z
f z

zα
=

−
|/1 هو تقاربال قطر ونصف  |α. 

0β حالة 	  للمعادلة 2ωو 1ωعقدياّن جذران هناك الحالة هذه في .≠
2 1 0z zβ α+ − 21 الشرط من ينتج عندئذ .= 0z zα β− − مهما كانت  ،≠

z  0)من, )D R،  ّأن ( )1 2min | |,| |R ω ω≤. ،حالة في لأنهّ وبالعكس 
( )1 2min | |,| |z ω ω<، 1و 2ω ω≠ نجد 

( )( )2
1 2

1

1 2 1 2

01 2 1 2

1 / 1 /1

1 1 1 1

1 / 1 /

1 1 1

( )
n

n n
n

z z

z zz z

z z

z

ω ωα β

ω ω ω ω

β ω ω ω ω

−

∞

=

=
− −− −

      = − −      − −   
  = −  −  

∑

  

) أنّ  يبرهن وهذا )1 2min | |,| | Rω ω ) وعليه ،≥ )1 2min | |,| |R ω ω=. ونترك 
1 حالة معالجة 2ω ω= للقارئ.   
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) أنّ  لنفترض � , ) (1,1)α β 2 المعادلة جذرا يكون عندئذ .= 1 0z z+ −   هما =

1

1 5

2
ω

− +
2  و   =

1

1 5 1

2
ω

ω

+
= − = −  

  وعليه

  
2

1

1 (1 5) (1 5)

1 25

n n
n

n
n

z
z

z z

∞

=

+ − −
= ⋅

− −
∑  

  إذن

   (1 5) (1 5)
,

2 5

n n

n n
n a

+ − −
∀ ∈ =ℕ.  ú  

Jناالمتتاليت لتكن 10. التمرين ( )n nu ∈ℕ و( )n nv ∈ℕ يأتي كما  ناالمعرفّت:  
0 0 1 11, 2 ,n n n n n nu v u u v v u v+ += = = + = +  

  تقارب قطر نصف عين   الصحيحتين لتينالمتسلس من كل 
!
n nu
z

n
و ∑

!
n nv
z

n
∑ 

  .كل منهما  مجموعواحسب 
  الحـل
) لنعرّف )max | |,| |n n nb u v= حالة في ،أنهّ نلاحظ عندئذ n  منℕلدينا ،  

1 2n n n nv u v b+ ≤ + 1 و ≥ 2 3n n n nu u v b+ ≤ + ≤  
  وعليه

1, 3n nn b b+∀ ∈ ≤ℕ  
  ثمَّ  ومن

, 3nnn b∀ ∈ ≤ℕ  
3 المتسلسلة تقارب قطر نصف كان  ا ـّلم

!

n n

n
z∑ كان  مّاـول، ∞+ يساوي  

| | 3
,

! !

n
nun
n n

∀ ∈ ≤ℕ      و      | | 3
,

! !

n
nvn
n n

∀ ∈ ≤ℕ  

 الصحيحتين المتسلسلتين تقارب قطر نصف أنّ  استنتجنا
!

nnu z
n

و ∑
!

nnv z
n

   .∞+ يساوي ∑
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  إذن لنعرّف

0

( )
!

nn

n

u
u z z

n

∞

=

=     و     ∑
0

( )
!

nn

n

v
v z z

n

∞

=

= ∑  

z حالة في ∈ ℂ. تكن مهما ولكن n  منℕ تكن ومهما z  منℂ يكن   
1

1

( 1) 2
( 1)! ! !

( 1)
( 1)! ! !

n n n nn n

n n n nn n

u u v
n z z z

n n n

v u v
n z z z

n n n

+

+

+ = +
+

+ = +
+

  

  بالجمع، إذن،
, ( ) ( ) 2 ( )

( ) ( ) )2 (

z u z u z v z

v z u z v z

′∀ ∈ = +
′ = +

ℂ  

f ولنعرّف لاحقاً، سنعينه عقدياًّ  عدداً  λ ليكن u vλ=   لدينا يكون عندئذ .+
( ), ( ) (1 ) ( ) 2 ( )

2
( ) (1 ) ( ) ( )

1

z f z u z v z

f z u z v z

λ λ

λ
λ

λ

′∀ ∈ = + + +
 + ′ = + +   + 

ℂ

  

2 الشرط يتحقّق بحيث λ اخترنا فإذا

1

λ
λ

λ

+
=

+
2λ أي ، ε=  1حيثε =  أو +

1ε =   أنّ  استنتجنا .−
, ( ) (1 ) ( )z f z f zλ′∀ ∈ = +ℂ.  

1) جديد من نعرّف ), ( ) ( )zz g z e f zλ− +∀ ∈ =ℂ. عندئذ لدينا فيكون   
, ( ) 0z g z′∀ ∈ =ℂ  

   وعليه
, ( ) (0) (0) (0) (0) 1z g z g f u vλ λ∀ ∈ = = = + = +ℂ  

  أنّ  سبق مما نستنتج

(1 2)

(1 2)

, ( ) 2 ( ) (1 2)

( ) 2 ( ) (1 2)

z

z

z u z v z e

u z v z e

+

−

∀ ∈ + = +

− = −

ℂ  
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  وعليه

( )
( )

(1 2) (1 2)

(1 2) (1 2)

1
, ( ) (1 2) (1 2)

2
1

( ) (1 2) (1 2)
2 2

z z

z z

z u z e e

v z e e

+ −

+ −

∀ ∈ = + + −

= + − −

ℂ
  

  أنّ  ذلك من ونستنتج
1 1

1 1

(1 2) (1 2)
,

2
(1 2) (1 2)

2 2

n n

n

n n

n

n u

v

+ +

+ +

+ + −
∀ ∈ =

+ − −
=

ℕ
  

  ú  .المطلوب وهو
Jالمتتالية لتكن11. التمرين ( )n na ∈ℕ يلي كما  المعرفّة:  

0 1 2 3 2 11, 1, 0, 6 11 6n n n na a a a a a a+ + += = = = − +  

  الصحيحة المتسلسلة مجموع سبواح تقارب، قطر نصف عين 
0

n
n

n

a z

∞

=
∑.  

  الحـل
) لنعرّف )2 1max | |,| |,| |n n n nb a a a+   يكون ℕمن  n حالة في أنهّ نلاحظ عندئذ =+

1n na b+ 2n  و   ≥ na b+ 3 و   ≥ 23n na b+ ≤  
1 ومنه 23n nb b+ 0 ولأنّ  .≥ 1b nnb(23) أنّ  نستنتج =  قيمة كانت  مهما وذلك ≥

0 n≤. يكون وعليه  
, (23)nnn a∀ ∈ ≤ℕ  

n الصحيحة المتسلسلة تقارب تقارب قطر فنصف
na z∑ 1 يساوي أو أكبر

23
.  

  
n الصحيحة المتسلسلة قطر نصف أنّ  إذن لنفترض

na z∑ يساوي R.  لتكنو z  من
(0, )D R.   

  : أنّ  الواضح من
3 2 2 1 3

3 2 10, 6 11 6n n n n
n n n nn a z za z z a z z a z+ + +

+ + +∀ ≥ = − +  
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  وعليه

2 3

3 2 1 0

6 11 6n n n n
n n n n

n n n n

a z z a z z a z z a z

∞ ∞ ∞ ∞

= = = =

= − +∑ ∑ ∑ ∑  

 عرفّنا فإذا
0

( ) n
nn

f z a z
∞

=
=   استنتجنا .∑

2 3( ) 1 6 ( ( ) 1 ) 11 ( ( ) 1) 6 ( )f z z z f z z z f z z f z− − = − − − − +  
  أو

2 3 2(0, ), (1 6 11 6 ) ( ) 1 5 5z D R z z z f z z z∀ ∈ − + − = − +  
   إذن

2 3(0, ), 1 6 11 6 0z D R z z z∀ ∈ − + − ≠  
  ويكون

2

2 3

1 5 5
(0, ), ( )

1 6 11 6

z z
z D R f z

z z z

− +
∀ ∈ =

− + −
  

  ولكن
2 31 6 11 6 (1 )(1 2 )(1 3 )z z z z z z− + − = − − −  

1 أنّ  يقتضي السابق فالشرط
3

R 1 حالة في أنهّ نلاحظ أخرى، جهة ومن .≥

3
z   يكون >

2

2 3

0 0 0
1

0

1 5 5 1 1 1 1 1

2 1 1 2 2 1 31 6 11 6

1 1
2 3

2 2

1 2 3

2

n n n n n

n n n

n n
n

n

z z

z z zz z z

z z z

z

∞ ∞ ∞

= = =
∞ +

=

− +
= ⋅ + − ⋅

− − −− + −

= + −

+ −
=

∑ ∑ ∑

∑

  

1 إذن
3

R 1 ومنه .≤

3
R   ويكون =

11 2 3
,

2

n n

nn a
++ −

∀ ∈ =ℕ  

  ú    وهي النتيجة المرجوّة.
  



 48 المتسلسلات الصحيحـة

  

Jلتكن 12. التمرين ( )n na ∈ℕ عدد من متقاربة حقيقيّة متتالية a إلى ينتمي ∗
+ℝ.  

 الصحيحة لمتسلسلةا تقارب قطر نصف أنّ  أثبت  �
1

n n

n

a
z

n

∞

=
 بالرمز نرمز .1 يساوي ∑

( )f z المتسلسلة هذه مجموع إلى.  

[ اال على f مقصور g ليكن  � 1, 1[−  أنّ  أثبت .+
1

( )
lim

ln(1 )t

g t
a

t−→
= −

−
.  

  الحـل
  يحُقّق 0n عددٌ  يوجد �

0

3
,

2 2n

a a
n n a∀ ≥ ≤ ≤  

lim أنّ  نستنتج ومنه  / 1n
n

n
a n

→∞
الصحيحة المتسلسلة تقارب قطر ونصف .=

1

nn

n

a
z

n

∞

=
∑ 

  .1 يساوي
  أنّ  نعلم �

1

[0,1[, ln(1 ) n

n

a
t a t t

n

∞

=

∀ ∈ − − = ∑  

  إذن

1

[0,1[, ( ) ln(1 ) nn

n

a a
t g t a t t

n

∞

=

−
∀ ∈ + − = ∑  

N كانت  أياًّ  وعليه، ∗∈ ℕ،  ًّكانت  وأيا t ال مننجد ]0,1] ا  

( )

1 1

1 1

1 1

( ) ln(1 )

sup

sup

sup sup ln(1 )

N
n nn n

n n N
N n

n
k

k Nn n N
N n

n
k

k Nn n

k k
k k N

a a a a
g t a t t t

n n

a a t
a a

n n

a a t
a a

n n

N a a a a t

∞

= = +
∞

>= = +
∞

>= =

∈ >

− −
+ − ≤ +

−
≤ + −

−
≤ + −

≤ − + − − −

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

ℕ
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) المتتالية كانت  ا ـّلم )n na ∈ℕ العدد من متقاربة a. تعريف أمكننا sup k
k

M a a
∈

= −
ℕ

 فيكون .

  لدينا
( )

, [0,1[, sup
ln(1 ) ln(1 ) k

k N

g t NM
N t a a a

t t

∗

>
∀ ∈ ∀ ∈ + ≤ + −

− −
ℕ  

0 ليكن ε<، طبيعي عددٌ  يوجد Nε قيحق ,
2kk N a aε

ε
∀ > −  في نختار، إذن .≥

N السابقة، المتراجحة Nε=. كان  مّاـول 
1

lim ln(1 )
t

t
−→

− =  عددٌ  يوجد أنهّ استنتجنا ∞+

η بحيث ]0,1[ من  

] ,1[,
ln(1 ) 2

N M
t

t

ε ε
η∀ ∈ ≤

−
  

  لدينا يكون وعندئذ
( )

] ,1[,
ln(1 )

g t
t a

t
η ε∀ ∈ + ≤

−
  

 النتيجة صحّة يثبتُ  وهذا
1

( )
lim

ln(1 )t

g t
a

t−→
= −

−
.  ú  

  
Jلتكن 13. التمرين ( )n na ∈ℕ و( )n nb ∈ℕ من ينحقيقيّت ينمتتاليت ∗

+ℝ. تقارب نفترض 

 المتسلسلتين
0

( ) n
nn

f x a x
∞

=
= و ∑

0
( ) n

nn
g x b x

∞

=
=  في x تكون حين ∑

1x يكون عندما وتباعدهما ،]0,1[ اال   : أنّ  أثبت .=

1

( )
lim lim

( )
n

n tn

a f t
c c

b g t−→∞ →
= ⇒ =  

  الحـل

n لنعرّف
n

n

a
c

b
ε =   : لدينا ،ℕمن  Nو ]0,1]من  t حالة في أنهّ ولنلاحظ، .−

0 0 1

( ) ( )
N

n n n
n n n n n n

n n n N

f t cg t b t b t b tε ε ε

∞ ∞

= = = +

− = ≤ +∑ ∑ ∑  
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lim كان  مّاـل 0n
n

ε
→∞

sup تعريف أمكننا = n
n

M ε
∈

=
ℕ

  فنستنتج أنّ  .

0 1

[0,1[, ( ) ( ) sup
N

n
n k n

k Nn n N

t f t cg t M b b tε

∞

>= = +

∀ ∈ − ≤ +∑ ∑  

  ومنه

0

[0,1[, ( ) ( ) sup ( )
N

n k
k Nn

t f t cg t M b g tε
>=

∀ ∈ − ≤ +∑  

  أو

0

( )
, [0,1[, sup

( ) ( )

N

n k
k Nn

f t M
N t c b

g t g t
ε

>=

∀ ∈ ∀ ∈ − ≤ +∑ℕ  

0 ليكن ε<، طبيعي عددٌ  يوجد Nε قيحق  

,
2kk Nε
ε

ε∀ > ≤  

N السابقة، المتراجحة في نختار، إذن Nε=. كان  مّاـول 
1

lim ( )
t

g t
−→

=  أنهّ استنتجنا ∞+

  بحيث ]0,1[ من η عددٌ  يوجد

0

] ,1[,
( ) 2

N

n
n

M
t b

g t

ε ε
η

=

∀ ∈ ≤∑  

  لدينا يكون وعندئذ
( )

] ,1[,
( )

f t
t c

g t
η ε∀ ∈ − ≤  

 النتيجة صحّة يثبتُ  وهذا
1

( )
lim

( )t

f t
c

g t−→
=.  ú  

  
J0 جوار في أوجد، 14. التمرينx    للتابع حقيقي لمتحول صحيحة بمتسلسلة النشر ،=

2( ) ln(1 )F x x x= + +  
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  الحـل
 استنتاج ثمُّ  كسري،  هوتابعٌ  الذي التابع، هذا مشتق بنشر الحالات هذه مثل في العامّة الطريقة تتلخّص

  !.مختصر طريق أيدينا، بين المدروسة الحالة في هناك، ولكن .التابع نشر
3

3

3

1 1 1

1
] 1,1[, ( ) ln

1
ln(1 ) ln(1 )

n n
nn

n n n

x
x f x

x
x x

x x
x

n n n

α
∞ ∞ ∞

= = =

−
∀ ∈ − =

−
= − − −

= − =∑ ∑ ∑

  

1nα حيث 0mod3n حالة في = 2nαو ≠ = 0mod3n حالة في − =.  ú  
  

J0 جوار في أوجد، 15. التمرينx    للتابع حقيقي لمتحول صحيحة بمتسلسلة النشر ،=
1

( ) arctan tan
1

x
F x

x
α

 − =   + 
  

,2/ إلى ينتمي αو   /2π π − .  
  الحـل

  أنّ  بسيط بحساب نجد .التابع هذا مشتق بنشر الحالات هذه مثل في العامّة الطريقة تتلخّص

( )22 21
1

2 2 2

2

2 i 2

2 i 2 i

2 i 2 i

2 i 2 i

2 tan
( )

(1 ) 1 tan

2 tan

(1 tan )(1 ) 2(1 tan )
sin2

1 2cos2
sin2

|1 |
sin2

(1 )(1 )

i

2 1 1

x
x

F x

x

x x

x x

e x

e x e x

e e

e x e x

α

α α

α α

α α

α

α

α

α α

α

α
α

α

−
+

−

−

−

−′ =
 + +   

−
=

+ + + −

= −
+ +

= −
+

−
=

+ +
  = −   + + 
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| حالة في إذن | 1x   لدينا >

2 i( 1) 2 i( 1)

0 0

i
( ) ( 1) ( 1)

2
n n n n n n

n n

F x e x e xα α
∞ ∞

+ − +

= =

  ′ = − − −    
∑ ∑  

  لدينا يكون وعليه

0

1

0

i
( ) ( 1) 2 sin(2( 1) )

2

( 1) sin(2( 1) )

n n

n

n n

n

F x i n x

n x

α

α

∞

=
∞

+

=

  ′ = − +    

= − +

∑

∑
  

| حالة في ثمَّ، ومن | 1x   لدينا يكون ،>

1 1

0

1

sin(2( 1) )
( ) ( 1)

1

sin(2 )
( 1)

n n

n

n n

n

n
F x x

n

n
x

n

α
α

α
α

∞
+ +

=
∞

=

+
= + −

+

= + −

∑

∑
  

  ú  .المطلوبة النتيجة وهي

J0 جوار في أوجد، 16. التمرينx    للتابع حقيقي لمتحول صحيحة بمتسلسلة النشر ،=

2 2

0

( ) d

x

x tF x e e t−= ∫  

  الحـل
  :يأتي ما ملاحظة هنا يمكننا

   , ( ) 2 ( ) 1x F x xF x′∀ ∈ = +ℝ   (0)  و 0F =  (1)  
 الحقيقة، في .(1) الشرط ويحُقّق ℝ على الاشتقاق يقبل الذي الوحيد التابعُ  هو F التابع 	

) أنّ  لنفترض )x G x֏ على للاشتقاق وقابلٌ  معرّفٌ  آخر تابعٌ  هوℝ الشرط ويحُقّق 
2 نعرّف عندئذ .(1)

( ) ( ( ) ( ))xx H x e F x G x−=  فيكون .֏−

2

2

, ( ) 2 ( ) ( ( ) ( ))

2 ( ) 2 ( ( ) ( )) 0

x

x

x H x xH x e F x G x

xH x xe F x G x

−

−

′ ′ ′∀ ∈ = − + −

= − + − =

ℝ  

0H إذن   G أو ،= F=. 
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 صحيحة متسلسلة وجود لنفترض 	
0

n
nn
a x

∞

 تماماً، موجبٌ  R تقارا قطر نصف ∑=
) مجموعها ويحُقق )x S x֏ الشرطين 

(0) 0S [و = , [, ( ) 2 ( ) 1x R R S x xS x′∀ ∈ − = +. 

0 أنّ  نستنتج أن يمكننا عندئذ 0a [ من x كانت  وأياًّ  = , [R R−  

1
1 1

0 0 1

( 1) 1 2 1 2n n n
n n n

n n n

n a x a x a x

∞ ∞ ∞
+

+ −
= = =

+ = + = +∑ ∑ ∑  

  يكون أن يجب إذن،
0 0a 1و = 1a 1 و = 11, ( 1) 2n nn n a a+ −∀ ≥ + =  

  ومنه

2 2( 1) 0

2 1 2 1 1

1 1
0

( 1) 1
2 2 2 2

2 1 2 1 2 1 3

n n

n n

a a a
n n n

a a a
n n n

−

+ −

= = = =
−

= = ⋅
+ + −

⋯
⋯

⋯ ⋯

  

  أو

2, 0nn a∀ ∈ =ℕ    2    و 1

2
,

1 3 5 (2 1)

n

nn a
n

+∀ ∈ =
⋅ ⋅ +

ℕ
⋯

  

2 التابع إذن لنعرّف 	 1

0

2
( )

1 3 5 (2 1)

n
n

n

x G x x
n

∞
+

=

=
⋅ ⋅ +∑֏

⋯
 نصف إنّ  .

 نتوثقُّ  .مثلاً  دالمبيرت معيار إلى بالاستناد ،∞+ هو الصحيحة المتسلسلة هذه تقارب قطر
 أنّ  نستنتج الحل وحدانيّة على وبناءً ، (1)يحقّق الشرطين  G أن سبق ما على بناءً  مباشرة

F G= أي  

( )

2 2 2 1

00
2

2 1

0

2
, d

1 3 5 (2 1)

2 !

2 1 !

x
n

x t n

n

n
n

n

x e e t x
n

n
x

n

∞
− +

=
∞

+

=

∀ ∈ =
⋅ ⋅ +

=
+

∑∫

∑

ℝ
⋯  

  ú  .المطلوبة النتيجة وهي
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J0 جوار في أوجد، 17. التمرينx    للتابعين حقيقي لمتحول صحيحة بمتسلسلة النشر ،=

2

1
( )

1 2 ch
f x

x a x
=

− +
)2 و   ) ln 1 2 chg x x a x= − +  

  الحـل
21 أنّ  أوّلاً  لنلاحظ 2 ch (1 )(1 )a ax a x e x e x−− + = −   إذن .−

2

1 1
( )

2 sh1 2 ch 1 1

a a

a a

e e
f x

ax a x e x e x

−

−

  = = −  − + − − 
  

| كان  فإذا || | ax e−< أنّ  استنتجنا  

( 1) ( 1)

2
0 0

0

1 1
( )

2 sh1 2 ch

sh( 1)

sh

n a n n a n

n n

n

n

f x e x e x
ax a x

n a
x

a

∞ ∞
+ − +

= =
∞

=

  = = −   − +  
+

=

∑ ∑

∑
  

   ومنه

| | | |

2
0

1 sh( 1)
, ,

sh1 2 ch

a a n

n

n a
x e e x

ax a x

∞
− −

=

+ ∀ ∈ − =   − +
∑  

  أخرى جهة ومن

2

ch 1
( )

21 2 ch 1 1

a a

a a

x a e e
g x

x a x e x e x

−

−

 − ′ = = +  − + − − 
  

| كان  فإذا || | ax e−< أنّ  استنتجنا  

( 1) ( 1)

0 0 0

1
( ) ch(( 1) )

2
n a n n a n n

n n n

g x e x e x n a x

∞ ∞ ∞
+ − +

= = =

  ′ = + = +   
∑ ∑ ∑  

   ومنه

  | | | | 2

1

ch
, , ln 1 2 cha a n

n

na
x e e x a x x

n

∞
− −

=

 ∀ ∈ − − + =   ∑  

  ú    وهي النتيجة المرجوّة.
  



 تمرينـات 55

  

J0 جوار في أوجد، 18. التمرينx    للتابع حقيقي لمتحول صحيحة بمتسلسلة النشر ،=

( )2( ) 1
k

f x x x= +   .ℝ∗ من k و  +
  .f) التابع يحُققها 2 المرتبة من تفاضليّة معادلة بإيجاد البدء يمكن(  

  الحـل
  :أنّ  xفي حالة عدد حقيقي  لنلاحظ

2 1

2 2
( ) ( 1 ) 1 ( )

1 1

k x k
f x k x x f x

x x

−
 ′ = + + + =   + +

  

  ثمَّ  ومن

( )
2

2

2
1 ( ) ( ) ( )

1

k
x f x kf x f x

x

′
′ ′+ = =

+
  

  أو
2

2

2 2
( ) 1 ( ) ( )

1 1

x k
f x x f x f x

x x
′ ′′+ + =

+ +
  

  وأخيراً 
2 2, (1 ) ( ) ( ) ( ) 0x x f x xf x k f x′′ ′∀ ∈ + + − =ℝ  

  : التالية الخاصة f التابع يحُقق إذن

2 2

(0) 1, (0) ,
( ) :

, (1 ) ( ) ( ) ( ) 0

f f k

x x f x xf x k f x

 ′= = ′′ ′∀ ∈ + + − =
P

ℝ
  


) الخاصّة يحُقّق تابع كلّ   أنّ  -ع الجزء الثالثراج- التفاضليّة المعادلات دراسةنعلم من   )P في 
  .0 جوار في f التابع على ينطبق 0 جوار

صحيحة متسلسلة عن لنبحث
0

n
nn
a x

∞

 مجموعها ويحُقق تماماً  موجب R تقارا قطر نصف ∑=
) الخاصّة )P ال علىا ] , [I R R= 0 يكون أن يجب الحقيقة، في .− 1a 1aو = k=. 

[من  x حالة وفي , [R R− لدينا  
2

2
0 0 0 0

( 2)( 1) ( 1) 0n n n n
n n n n

n n n n

n n a x n n a x na x k a x

∞ ∞ ∞ ∞

+
= = = =

+ + + − + − =∑ ∑ ∑ ∑  
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  أو

2 2
2

0

(( 2)( 1) ( ) ) 0n
n n

n

n n a n k a x

∞

+
=

+ + + − =∑  

  ثمَّ  ومن
2 2

2,
( 2)( 1)n n

n k
n a a

n n
+

−
∀ ∈ = −

+ +
ℕ  

2lim أنّ  ونرى 1n

n
n

a

a

+

→∞
1R أنّ  ،5. التمرين إلى استناداً  يثبت، ما وهذا ،=  ويمكننا .=

  أنّ  إثبات تدريجياًّ 
1

2 2
2

0
1

2 2
2 1

0

( 1)
, (4 )

(2 )!

( 1)
((2 1) )

(2 1)!

nn

n
p

nn

n
p

n a p k
n

k
a p k

n

−

=
−

+
=

−
∀ ∈ = −

−
= + −

+

∏

∏

ℕ

  

) المسألة حلّ  وحدانيّة خاصّة وبسبب )P أنّ  نستنتج   

2

0

] 1,1[, ( 1 )k n
n

n

x x x a x

∞

=

∀ ∈ − + + = ∑  

0 حيث 1a   و =

  
1

1

1, ( 2 )
!

n

n
j

k
n a k n j

n

−

=

∀ ≥ = ⋅ − +∏  ú  

  
J0 جوار في أوجد، 19. التمرين x=، ل صحيحة بمتسلسلة النشرللتابع حقيقي لمتحو   

2( ) (arcsin )f x x=   
  .f) التابع يحُققها 2 المرتبة من تفاضليّة معادلة بإيجاد البدء يمكن(  

  الحـل
  أنّ  لنلاحظ
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2

arcsin
] 1,1[, ( ) 2

1

x
x f x

x
′∀ ∈ − =

−
  

  ثمَّ  ومن

( )2

2

2
] 1,1[, 1 ( )

1
x x f x

x

′
′∀ ∈ − − =

−
  

  أو
2

2 2

2
] 1,1[, ( ) 1 ( )

1 1

x
x f x x f x

x x
′ ′′∀ ∈ − − + − =

− −
  

  وأخيراً 
2] 1,1[, (1 ) ( ) ( ) 2 0x x f x xf x′′ ′∀ ∈ − − − − =  

  : الآتية الخاصة يحُقق f التابع إذن

2

(0) 1, (0) 0,
( ) :

] 1,1[, (1 ) ( ) ( ) 2 0

f f

x x f x xf x

 ′= = ′′ ′∀ ∈ − − − − =
P  


)أنّ كلّ تابع يحُقّق الخاصّة  -راجع الجزء الثالث- دراسة المعادلات التفاضليّةنعلم من   )P  في
  .0 في جوار fينطبق على التابع  0جوار 

 صحيحة متسلسلة عن لنبحث
0

n
nn
a x

∞

 الخاصّة وتحُقق تماماً  موجب R تقارا قطر نصف ∑=
( )P ال علىا ] , [I R R= −.  

0 يكون أن يجب الحقيقة، في 1a 1و = 0a [ من x الةح وفي .= , [R R− لدينا  

2
0 0 0

( 2)( 1) ( 1) 2 0n n n
n n n

n n n

n n a x n n a x na x

∞ ∞ ∞

+
= = =

+ + − − − − =∑ ∑ ∑  

)  أو )2
2

0

( 2)( 1) 2n
n n

n

n n a n a x

∞

+
=

+ + − =∑  

     ثمَّ  ومن

2 1a    و   =
2

2,
( 2)( 1)n n

n
n a a

n n

∗
+∀ ∈ =

+ +
ℕ  
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1 ولكن 0a   أنّ  السابقة تدريجيّةال العلاقة من ينتج إذن =
2 1, 0nn a +∀ ∈ =ℕ  

  أنّ  ثانية جهة من وينتج
2 2 1

2 2 2
2

4 ( !) 2
,

2 (2 )!

n n

n n
n

n
n a

n n n C

−
∗∀ ∈ = =ℕ  

1R أنّ  مباشر بحساب ونجد ) المسألة حلّ  وحدانيّة خاصّة وبسبب .= )P أنّ  نستنتج   

  
2 1

2 2

2
1 2

2
] 1,1[, arcsin

n
n

n
n n

x x x
n C

∞ −

=

∀ ∈ − = ∑  

1/2x باختيار فمثلاً    نجد =

  
2

2
1 2

1

18 n
n nn C

π
∞

=

= ∑  

/1باختيار و  2x   نجد =

  
2

2
1 2

2

8

n

n
n nn C

π
∞

=

= ∑  

3/2xباختيار وأخيراً    نجد =

  
2

2
1 2

2 3

9

n

n
n nn C

π
∞

=

= ∑    ú  

  
J20. التمرين  

)1 التوابع لمتتالية والمنتظم البسيط التقارب ادرس  � )n nf   :يلي كما  المعرفّة ≤

( )( ) ( )2, ( ) 1 1 1 n
nz f z az a z a z∀ ∈ = − − −ℂ ⋯    

[ من aو   1, 1[− +.  
)نعرّف  � ) lim ( )n

n
f z f z

→∞
 ويحُقق 0 عند المستمر الوحيد التابع هو f أنّ  أثبت .=

  : الشرطين
(0) 1f ) و = )( ) 1 ( )f z az f az= −.  
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  .0 جوار في صحيحة متسلسلة مجموعبصيغة  f التابع عن عبرّ   �
  

  الحـل
)1 لتكن � )k k nα ≤ ,1] بالرمز نذكّر .ما عقديةّ أعداداً  ≥ ]n n= ∩ℕ ℕ. عندئذ:  

1

(1 )

n

n

k k
k k BB

α α
= ∈⊂

+ = ∑∏ ∏
ℕ

  

1 : المتراجحتين من بالاستفادة ثمَّ، ومن xx e+ 1xو ≥ xe xe−   نجد ،≥

( )

1

1

1

1 1

(1 ) 1

1 1

exp 1

exp

n

n

k k
k k BB

n

k
k

n

k
k

n n

k k
k k

α α

α

α

α α

= ∈∅≠ ⊂

=

=

= =

+ − ≤

= + −

  ≤ −   
       ≤ ⋅         

∑∏ ∏

∏

∑

∑ ∑

ℕ

  

| نضع أن بعد خاص، بوجه نستنتج |b a=، ّتكن مهما أنه z من ℂ، 1 تكن ومهما n≤ 
0و m≤ فلدينا  

1 1 1

(1 ) 1 | | exp | |

| | | |
exp

1 1

n nn
k m k m k m

k k k

m

a z b z b z

b z z

b b

+ + +

= = =

       − − ≤ ⋅         
 ≤  − − 

∑ ∑∏
  

0R لتكن 0m بأخذ عندئذ، ،<   نستنتج =

1, (0, ), ( ) 1 exp
1 1n

R R
n z D R f z

b b

 ∀ ≥ ∀ ∈ − ≤  − − 
  

  وعليه
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(0, )

1, sup ( ) 1 exp
1 1n R

z D R

R R
n f z M

b b∈

 ∀ ≥ ≤ + = − − 
  

  
  نجد انفسه المتراجحة إلى وبالعودة

2 ( )
( , ) , (0, ), 1 exp

( ) 1 1

m
n m m

R
m

f z b R R
m n z D R b M

f z b b

+∗  ∀ ∈ ∀ ∈ − ≤ ≤ − − 
ℕ  

  ثمَّ  ومن
2 2( , ) , (0, ), ( ) ( ) ( )m m

n m m R m Rm n z D R f z f z b M f z b M∗
+∀ ∈ ∀ ∈ − ≤ ≤ℕ  

  أو
2 2

(0, )

( , ) , sup ( ) ( ) m
n m m R

z D R

m n f z f z b M∗
+

∈
∀ ∈ − ≤ℕ  

lim كان  مّاـول 0m

m
b

→∞
)1 التوابع متتالية أنّ  استنتجنا = )n nf   على بانتظام كوشي  شرط تحُقّق ≤

,0) متراصّ  قرص كل )D R في ℂ، على بانتظام متقاربة إذن فهي   في متراصّة مجموعة كل ℂ.  
h: ليكن � →ℂ ℂ  ًالشرطين ويحُقّق 0 عند مستمراًّ  تابعا :  

(0) 1h )و  = ) (1 ) ( )h z az h az= −.  

) أنّ  n العدد على بالتدريج نبرهن عندئذ ) ( ) ( )n
nh z f z h a z=  مهما كانz  منℂ. ولكن 

lim ( ) (0) 1n

n
h a z h

→∞
= , إذن ،= ( ) ( )z h z f z∀ ∈ =ℂ.  

 صحيحة متسلسلة عن لنبحث �
0

n
nn
a x

∞

 مجموعها ويحُقّق Rنصف قطر تقارا  ∑=
( )S z الشرطين  

, ( ) (1 ) ( )z S z az S az∀ ∈ = −C (0)و 1S =.  

0 يكون أن وجب المتسلسلة هذه مثل وُجدت إذا 1a   وكذلك ،=

0 0

1 1

0 0

(1 )n n n
n n

n n

n n n n
n n

n n

a z az a a z

a a z a a z

∞ ∞

= =
∞ ∞

+ +

= =

= −

= −

∑ ∑

∑ ∑
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  أو

1
0 1

( 1)n n n n
n n

n n

a a z a a z

∞ ∞

−
= =

− =∑ ∑  

  ثمَّ  ومن

11,
1

n

n n n

a
a a

a
n −≥∀ =

−
  

  وعليه
1 1 ( 1)/2

01 1

1

1,
1 1 1 ( 1)

n n n n

n n n n k

k

a a a a
n a a

a a a a

− +

−

=

∀ ≥ = =
− − − −∏

⋯  

 أنّ  نلاحظ كما
1

1
1

| | 1
lim lim

| | | |

n
n

nn n
n

a a

a a

+

+→∞ →∞+

−
= =  تقارب قطر نصف إذن ،∞+

 الصحيحة المتسلسلة
0

n
n

n

a z

∞

=
 2. السؤال في أثبتناها التي الوحدانيّة على وبناءً  .∞+ يساوي ∑

   أنّ  نستنتج
( )1 /2

1
1

, ( ) 1
( 1)

n n
n

n k
n

k

a
z f z z

a

∞ +

=
=

∀ ∈ = +
−

∑
∏

C  

[من  aوالعدد الحقيقي  zمهما كان العدد العقدي  أو   كان  −]1,1

  
( 1)/2

1 1
1

(1 ) 1
( 1)

n n
k n

n k
k n

k

a
a z z

a

∞∞ +

= =
=

− = +
−

∑∏
∏

  ú  

J0 جوار في أوجد، 21. التمرينx    للتابع حقيقي لمتحول صحيحة بمتسلسلة النشر ،=
/2

2

0

( ) ln(1 sin )dF x x t t

π

= +∫  

  الحـل
[ من عنصراً  x ليكن   ولنعرّف .−]1,1

1
2

2

( 1)
: 0, , ( ) sin

n n
n

n n

x
f f t t

n
π

−−  → =   ℝ  
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 التوابع متسلسلة تتقارب عندئذ
1

n
n

f

∞

=
  هو f ومجموعها بالنظيم، ∑

2( ) ln(1 sin )f t x t= +  
  إذن

/2 /2

2

10 0
/2

1
2

1 0

( ) ln(1 sin )d ( )d

( 1)
sin d

n
n

n n
n

n

F x x t t f t t

x
t t

n

π π

π

∞

=

∞ −

=

= + =

−
=

∑∫ ∫

∑ ∫
  

 أنّ  نعلم ولكن
/2

2
22 1

0

sin d
2

n n
nn

t t C

π
π

+
  إذن ،∫=

  
1

22 1
1

( 1)
] 1,1[, ( )

2

n
n n
nn

n

x F x C x
n

π

∞ −

+
=

−
∀ ∈ − = ∑  ú  

J0 جوار في أوجد، 22. التمرينz    للتابع صحيحة بمتسلسلة النشر ،=
2

cos

0

( ) dz tF z e t

π

= ∫  

  الحـل

: ولنعرّف .ℂ من عنصراً  z ليكن [0,2 ] , ( ) cos
!

n
n

n n

z
f f t t

n
π → =ℂ. تتقارب عندئذ 

 التوابع متسلسلة
1 nn
f

∞

,cos يحقّق f ومجموعها بالنظيم، ∑= ( ) z tt f t e∀ ∈ =ℝ. إذن  
2 2 2

cos

0 00 0 0

( ) d ( )d cos d
!

n
z t n

n
n n

z
F z e t f t t t t

n

π π π∞ ∞

= =

= = =∑ ∑∫ ∫ ∫  

 أنّ  لمنع ولكن
2

2
22

0

2
cos d

2

n n
nn

t t C

π
π

و ∫=
2

2 1

0

cos d 0n t t

π

+   إذن ،∫=

  
2

2
0

1
, ( ) 2

2( !)

n

n

z
z F z

n
π

∞

=

 ∀ ∈ =   ∑ℂ  ú  
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Jمبرهنة 23. التمرين Bernstein ergeïS.  
.I لتكن a من ∗

+ℝ.  ليكنو : [ , ]g a a− → ℝ  ًالصف من زوجياً  تابعا C∞ قيحُق  
(2 )0, [ , ], ( ) 0nn x a a g x∀ ≥ ∀ ∈ − ≥  

2) أنّ  أثبت  1. )pg 0] على متزايد, ]a كانت  أياً  وذلك p.  

0M يوجد أنهّ أثبت  2. )و ℕ من n كانت  أياً  يحُقق، ≤ ),u v 2 منℝ :ما يلي  
( )( )

0 0 ( )
!

n
nv u

u v a g u M
n

−
≤ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤.  

 التابع نتأمّلول .ℕ من p لتكن  3.

(2 )
2

0

(0)
: [ , ] , ( ) ( )

(2 )!

p k
k

p p
k

g
I a a I x g x x

k=
− → = − ∑ℝ 

] اال على ققويح ،موجب زوجي  تابع pI أنّ  أثبت ],a a− الآتية المساواة:   

( ) ( )
2 1

(2 2)

0

( )
d

(2 1)!

x
p

p
p

x t
I x g t t

p

+
+−

=
+∫  

[ من x كانت  وإذا [,a a−  كان lim ( ) 0p
p

I x
→∞

  تستنتج؟ ماذا .=

.II ليكن : [ , ]f a a− → ℝ  ًالصف من تابعا C∞،  الشرط قيحُق  
[ ] (2 )0, , , ( ) 0nn x a a f x∀ ≥ ∀ ∈ − ≥  

[ أنّ  أثبت [
( )

0

(0)
, , ( )

!

n
n

n

f
x a a f x x

n

∞

=
∀ ∈ − = ∑.  

.III التابع أنّ  استنتج tanx x֏ نصف صحيحة بمتسلسلة النشر الصفر جوار في يقبل 

 يساوي تقارا قطر
2

π.  

  الحـل
.1.I لتابعا g ،2) التوابع جميع تكون إذن زوجي )

0( )p
pg  التوابع وتكون ،ةزوجيّ  ≤

(2 1)
0( )p

pg +
2) خاصّ  بوجهو  .فرديةّ ≤ 1), (0) 0pp g +∀ ∈ =ℕ. كان  مّاـل ( )(2 1)pg + ′ 

,0] على موجباً  ]a 2) أنّ  استنتجنا 1)pg 2) ولأنّ  .اال هذا على متزايدٌ  + 1)(0) 0pg +  وجب =
2) يكون أن 1)pg ,0] على موجباً  + ]a. 2) أنّ  إذن نستنتج )pg ال على دٌ متزاي0] ا, ]a.  
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.2.I التابع مشتقّات جميع أنّ  سبق مما ينتج g ال على موجبة0] ا, ]a اليساريّة المتراجحة إذن 
  :الآتية القضيّة nP لتكن .إضافي إثبات إلى تحتاج ولا وضوحاً  صحيحة

2 ( )( )
( , ) , 0 ( ) ( )

!

n
nv u

u v u v a g u g a
n

−
∀ ∈ ≤ ≤ ≤ ⇒ ≤ℝ  

1 لتكن .واضحة 0P إنّ  n≤، 2 وليكن( , )u v ∈ ℝ 0 المتراجحة يحقّق u v a≤ ≤ ≤. 
  :لدينا تكاملي قٍ با مع تايلور منشور إلى استناداً  عندئذ،

( )

0

( )
( ) ( ) ( , )

!

n k
k

n
k

v u
g v g u R v u

k=

−
= +∑  

  حيث
11

( 1)

0

( )
( , ) (1 ) ( ( ))d

( 1)!

n
n n

n

v u
R v u t g u t v u t

n

+
+−

= − + −
+ ∫  

) المقدار أنّ  الواضح من ولكن , )nR v u  ٌموع حدود وجميع موجبإذن .موجبةٌ  السابق ا  
( )( )
( ) ( ) ( )

!

n
nv u

g u g v g a
n

−
≤ ≤  

  .nPالقضيّة صحّة يثبت وهذا
.3.I  في حالةx  من[ , ]a a−  ما يأتي تكاملي باقٍ  مع تايلور منشورنكتب استناداً إلى  

12 1 2 2
( ) 2 1 (2 2)

0 0

( ) (0) (1 ) ( )d
! (2 1)!

p k p
k p p

k

x x
g x g t g tx t

k p

+ +
+ +

=

= + −
+∑ ∫  

2) أنّ  بملاحظة ومنه، 1)(0) 0kg + ]من  xأنهّ في حالة  نستنتج ،= , ]a a− لدينا  
2 2 1

(2 ) (2 2)

0 0

( )
( ) ( ) (0) ( )d

(2 )! (2 1)!

xp k p
k p

p
k

x x t
I x g x g g t t

k p

+
+

=

−
= − =

+∑ ∫  

0 أنّ  لنفترض إذن زوجي، تابع pI أنّ  الواضح من x a≤  بالاستفادة لدينا، يكون عندئذ .>
  : السابق السؤال من

2 1 2 1
(2 2)

2 2
0 0

( ) ( )
0 ( )d (2 2) d

(2 1)! ( )

x x
p p

p

p

x t x t
g t t p M t

p a t

+ +
+

+

− −
≤ ≤ +

+ −∫ ∫  
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x التابع نّ ولك t
t

a t

−
−

,0] اال على متناقص ֏ ]x إذن  
2 12 1

(2 2)

0

( ) (2 2)
0 ( )d

(2 1)!

x pp
px t p Ma x

g t t
p a x a

++
+  − + ≤ ≤  + −  ∫  

) كان  مّاـول )2 1
lim (2 2) / 0

p

p
p x a

+

→∞
+ lim أنّ  استنتجنا ،= ( ) 0p

p
I x

→∞
 نتيجة وهي ،=

[ من x كانت  أياًّ  صحيحة تبقى , [a a−،  ّلأن pI وعليه .زوجي:   
(2 )

2

0

(0)
] , [, ( )

(2 )!

k
k

k

g
x a a g x x

k

∞

=

∀ ∈ − = ∑  

.II ليكن ( )1
: [ , ] , ( ) ( ) ( )

2
g a a g x f x f x− → = + −ℝ. التابع يحُقّق g شروط 

  أي الموافق، تايلور منشور g التابع يساوي إذن السابق، الطلب
(2 )

2

0

(0)
] , [, ( )

(2 )!

n
n

n

f
x a a g x x

n

∞

=

∀ ∈ − = ∑  

[من  x ليكن , [a a−، تيأي ما بكتابة تكاملي باق مع تايلور منشور يفيدنا:  
12 1 ( ) 2 2

2 1 (2 2)

0 0

(0)
( ) (1 ) ( )d

! (2 1)!

p k p
k p p

k

f x
f x x t f tx t

k p

+ +
+ +

=

− = −
+∑ ∫  

2) أنّ  الواضح من ولكن 2) (2 2)( ) 2 ( )p pf u g u+   إذن ≥+
12 1 ( ) 2 2

2 1 (2 2)

0 0

(0)
0 ( ) 2 (1 ) ( )d

! (2 1)!

p k p
k p p

k

f x
f x x t g tx t

k p

+ +
+ +

=

≤ − ≤ −
+∑ ∫  

  أو
12 1 ( ) 2 1

(2 2)

0 0

(0) ( )
0 ( ) 2 ( )d 2 ( )

! (2 1)!

p k p
k p

p
k

f x u
f x x g u t I x

k p

+ +
+

=

−
≤ − ≤ =

+∑ ∫  

lim أنّ  أثبتنا ولكن ( ) 0p
p

I x
→∞

   إذن ،=
2 1 ( )

0

(0)
( ) lim

!

p k
k

p
k

f
f x x

k

+

→∞ =

= ∑  
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  ثانية جهة ومن
2 2 1( ) ( ) (2 )

2

0 0

(2 )
2

(0) (0) (0)
lim lim

! ! (2 )!

(0)
lim 0

(2 )!

p pk k p
k k p

p p
k k

p
p

p

f f f
x x x

k k p

g
x

p

−

→∞ →∞= =

→∞

   − =   

= =

∑ ∑
  

  أيضاً  لدينا إذن
2 ( )

0

(0)
( ) lim

!

p k
k

p
k

f
f x x

k→∞ =

= ∑  

 أنّ  يبرهن وهذا
( )

0

(0)
( ) lim

!

p k
k

p
k

f
f x x

k→∞ =

=  الموافقة تايلور متسلسلة على ينطبق f فالتابع .∑

[ المفتوح اال على له , [a a−. أي  
( )

0

(0)
] , [, ( )

!

k
k

k

f
x a a f x x

k

∞

=

∀ ∈ − = ∑  

.III التابع لنتأمّل 
2

: 0, , ( ) tanf f x xπ  → =   ℝ، العدد على لتدريجبا لنبرهن n  ّأن  
( )

2
0, , ( ) 0nx f xπ ∀ ∈ ≥    

21f أنّ  المعلوم من الحقيقة، في f′ = 0,1n حالة في محقّقة المطلوبة النتيجة إذن ،+ =. 
) المشتقّات أنّ  لنفترض )kf 0,1 حالة في موجبة, ,k n=   عندئذ ،…

( 1) ( ) 2 ( ) ( ) ( )

0

( ) (1 )
n

n n n k k n k
n

k

f f f C f f+ −

=

′= = + = ∑  

) أنّ  يبرهن وهذا 1)nf ,0 اال من ما عدداً  a ليكن .المذكور اال على موجب + /2π  ، 
2) التوابع 1)

0(tan )p
p

+
 اال على موجبة سبق، ما على اعتماداً  إذن، فهي زوجيّة، توابع عهاجمي ≤
[ , ]a a−. ومنه  

(2 )
2

0

tan (0)
] , [, tan ( )

(2 )!

k
k

k

x a a x x
k

∞

=

′∀ ∈ − = ∑  

,0 من a كانت  أياً  صحيحاً  هذا كان  مّاـول /2π  ، أنّ  استنتجنا  
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(2 1)
2

2 2
0

tan (0)
, , tan

(2 )!

k
k

k

x x x
k

π π

∞ +

=

  ′∀ ∈ − =   ∑  

  أنّ  ذلك من وينتج
(2 1)

2 1

2 2
0

tan (0)
, , tan( )

(2 1)!

k
k

k

x x x
k

π π

∞ +
+

=

 ∀ ∈ − =   +∑  

 التقارب قطر نصف يتجاوز أن يمكن ولا
2
π،  ّلأن 

( /2)
lim tan

x
x

π −→
= +∞.  ú  

Jالصحيحة المتسلسلة تقارب قطر نصف أنّ  أثبت 24. التمرين ( )
2

1

1
1

!

nn

n

x

n n

∞

=
 ساويي ∑+

) كان  وإذا، ∞+ )f x أنّ  فأثبت المتسلسلة هذه مجموع هو   
1/2lim ( ) ex

x
f x e e− −

→+∞
=  

  الحـل
  أنّ  نعلم

2 2 3

1 1 1 1 1 1
1, ln 1

2 2 3
n

n n nn n n

 ∀ ≥ − ≤ + ≤ − +  
  

  ثمَّ  ومن
21 1 1 1

1, ln 1
2 2 3

n n n n
n n

 ∀ ≥ − ≤ + ≤ − +  
  

   تماماً من الصفر يكنأكبر nمهما يكن  أو

( )
2

1
1/(3 )1

1 1
( 1)

nn n n n n
ne e e e e

e
ne e e e n e

+ ≤ + ≤ + − ≤ +   +
  

0xفي حالة  ويكون ،∞+ يساوي f تعرّف التي المتسلسلة تقارب قطر نصف إذن >   
2

1

1 1 1

( ) 1 1 ( ) 1 ( )
1

! ! ( 1)!!

nn n n n

n n n

ex x ex ex

n n n x ne n e

∞ ∞ ∞ +

= = =

    ≤ + ≤ +     +  ⋅  
∑ ∑ ∑  

  إذن
1 1 1

( ) 1
ex ex

exe e
f x e e

xe e

 − −  ≤ ≤ − + −   
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  وأ
1

0, 1 ( ) 1 (1 )ex ex exx e e e f x e
x

− − − ∀ > − ≤ ⋅ ≤ + −  
  

lim إذن ( ) 1ex

x
ee f x−

→∞
  أو =

   ( )
exe

f x
e+∞

∼   ú  

Jمن متراصّة مجموعة كل  على المنتظم التقارب أثبت 25. التمرين { }(0,1)\ 1D للمتسلسلة 

 الصحيحة
1

n

n

z

n

∞

=
∑.  

  الحـل

 ليكن
1

( )
n k

n
k

z
S z

k=

=   عندئذ .∑

11 1

1 0
11

1

1
11 1

1

( ) ( )
1

1 1

1

( 1)

n nk k

n n
k k

nn
k

k
nn k

k

z z
zS z S z

k k

z
z z

n k k

z z
z

n k k

−+ +

= =
−+

+

=
−+ +

=

− = −
+

 = + − −  + 

= + −
+

∑ ∑

∑

∑

  

  أو
11 1

1

1
\{1}, ( )

( 1) 1 ( 1) 1

nn k

n
k

z z z
z S z

n z z k k z

−+ +

=

∀ ∈ = + −
− − + −∑ℂ  

 المتسلسلة أنّ  مباشرة نستنتج ومنه
1

n

n

z

n

∞

   .D{1}\(0,1) على ببساطة تتقارب ∑=

  ولنضع ،]0,1[من  α لتكن
( ) ( ){ }: | | 1 |1 |K z z zα α= ∈ ≤ ∧ − ≥ℂ  

في  α فيوجد D{1}\(0,1) في المحتواة K المتراصّة اموعة تكن مهما أنهّ التوثقّ السهل من
K تجعل ]0,1[ Kα ⊃.  
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  لدينا ℕ∗من  nو ℕمن  mو Kαمن  z حالة في ولكن
11 1 1

1

1
( ) ( )

( )( 1) ( 1) 1 ( 1)

1 1 1 1 1 2

1

n mn m n k

n m n
k n

n m

k n

z z z
S z S z

n m z n z z k k

n m n k k nα α

+ −+ + + +

+
=

+ −

=

− = − +
+ − − − +

    ≤ + + − ≤  + +  

∑

∑
  

  إذن

  ( ) 2
, , sup ( ) ( )n m n

z K

n m S z S z
n

α
α

∗
+

∈
∀ ∈ × − ≤ℕ ℕ  

 المتسلسلة تقارب يثبت ما وهذا
1

n

n

z

n

∞

  ú .الإثبات وينُجز ،Kα على بانتظام ∑=

Jتحليليّة توابع توجدأَ  26. التمرين f ال علىا ] [1, 1−   الشرط وتحقق +
( ) ( )1 1 1
2 2 1

, nn n
n f f∗

+∀ ∈ = =ℕ؟  
) الشرطَ  تستبدل أن بعد نفسه السؤال أعد   ) ( ) 2

1 1 1, n n n
n f f∗∀ ∈ = − =ℕ أو 

) الشرط ) ( ) 3
1 1 1, n n n

n f f∗∀ ∈ = − = −ℕ السابق بالشرط.  
  الحـل
[ اال على f تحليلي تابع وجود لنفترض 	  يحُقّق −]1,1

( ) ( )1 1 1
2 2 1

,
n n n

n f f∗
+

∀ ∈ = =ℕ  
 ولنتأمّل

: ] 1,1[ , ( ) ( ) 2h h x f x x− → = −ℝ  
) ويحُقق أيضاً  تحليلي تابعٌ  h إنّ  )1

2
, 0

n
n h∗∀ ∈ =ℕ، التحليلي للتابع إذن h  ٌصفر 

[ أي .صفري من ثمَّ  فهو معزول، غير 1,1[, ( ) 2x f x x∀ ∈ −  الشرط يناقض وهذا ،=
) لأنّ  ،الثاني )1 1 2

2 1 2 1n n n
f

+ +
=  .لا هو الحالة هذه في الجوابف .≠

) الشرط حالة في أمّا 	 ) ( ) 2
1 1 1, n n n

n f f∗∀ ∈ = − =ℕ، التحليلي فالتابع 
2( )f z z= نعم هو الحالة هذه في والجواب المطلوب، يحُقّق. 

 

[ على f تحليلي تابع وجود لنفترض  	   يحُقّق −]1,1
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( ) ( ) 3

1 1 1,
n n n

n f f∗∀ ∈ = − = −ℕ  
 ولنتأمّل

3: ] 1,1[ , ( ) ( )h h x f x x− → = −ℝ  
) يحُقق وهو أيضاً  تحليليّ  تابعٌ  h إنّ  )1, 0

n
n h∗∀ ∈ − =ℕ، التحليلي لتابعل إذن h 

ن فهو معزول، غير صفرٌ  ذ ي .صفري إ [3 أ 1,1[, ( )x f x x∀ ∈ −  يناقض وهذا ،=
) لأنّ ، الثاني الشرط ) 3 3

1 1 1
n n n

f = −   ú  .لا هو الحالة هذه في الجوابف .≠
  
  
  
  
  
  

QWE 

AgD 

ZXC  
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  نظريةّ كوشـي والتوابع الهولومورفيـّة

  التوابع الهولومورفيّة  1.

تابعاً من  f. وليكن ℂ خالية من المستوي العقدي غيرمجموعة مفتوحة  Ω لتكن. تعريف 1-1.
Ω  إلىℂ نقول إنّ التابع .f يقبل الاشتقاق عند نقطة 

0
z من Ω َإذا وفقط إذا قبَِل ،

  التابع التالي

0

0
, 0

0

( ) ( )
: \{ } ,f z

f z f z
z z

z z

−
∆ Ω →

−
ℂ ֏  

)0. ونرمز عادة إلى هذه النهاية بالرمز0zاية عند  )f z′ .في حال وجودها   
من  إذا وفقط إذا قبَِلَ الاشتقاق عند كل نقطة Ω على هولومورفي fالتابع  إنّ ونقول   

Ωلاحظ أنه إذا قبَِل . f  ٍكان مستمراً عندها.  الاشتقاق عند نقطة  

   مبرهنة 2-1.

وأخيراً  .Uمن  0zلتكن ، و ℂ مجموعة مفتوحة غير خالية من المستوي العقدي U لتكن �
. عندئذ يكون 0zوقابلين للاشتقاق عند  U تابعين عقديين معرّفين على gو fليكن 

fالتابعان  gλ+ )حيث (λ ∈ ℂو ،fg  0قابلين للاشتقاق عندz وإذا كان ،

0( ) 0g z fكان التابع   ≠

g
. وحينئذ 0zقابلاً للاشتقاق عند  ،0zالمعرف في جوار  ،

  يكون

0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0
0 2

0

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

f g z f z g z

f g z f z g z f z g z

f z g z f z g zf
z

g g z

λ λ′ ′ ′+ = +
′ ′ ′= +

′  ′ ′− =  
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. وليكن ℂمفتوحتين غير خاليتين من المستوي العقدي مجموعتين  Vو Uلتكن  �
:f U → ℂ  0تابعاً قابلاً للاشتقاق عندz  منU ، قويحُق( )f U V⊂  وليكن ،

g:كذلك  V → ℂ  0تابعاً قابلاً للاشتقاق عند( )f z عندئذ يكون .g f�  ًقابلا
0ويكون  0zللاشتقاق عند  0 0( ) ( ) ( ( )) ( )g f z g f z f z′ ′ ′=�.  

ات المبرهنة المماثلة المتعلقة إنّ إثبات المبرهنة السابقة بسيط جداً انطلاقاً من التعريف، ويشابه إثب
  بالتوابع لمتحول حقيقيّ لذلك نترك التفاصيل تمريناً للقارئ.

أنّ مجموع متسلسلة صحيحة هولومورفي على قرص عند دراسة المتسلسلات الصحيحة لقد أثبتنا 
ق محلياًّ مع ه يتطابلأنّ  ℂتقارا، وكذلك يكون هولومورفياً كل تابع تحليلي على مجموعة مفتوحة في 

  مجموع متسلسلة صحيحة.

f:. وليكن ℂ مجموعة مفتوحة غيرخالية من المستوي العقدي U لتكن U → ℂ . نطابق بين
izبالشكل  Uمن  z. عندئذ يكُتب كل عدد عقدي 2ℝو ℂالمستوي العقدي  x y= + 

)و , )x y  2عنصرٌ منℝ ومن ثمَّ يمكننا النظر إلى التابع ،f  على أنهّ تابع لمتحولين يأخذ قيمه في
2ℝ .في حالة iz x y= ) نعرف ،Uمن  + , )P x y لمقداربأنهّ الجزء الحقيقي ل ( )f z ،
)و , )Q x y أينفسه لمقداربأنه الجزء التخيلي ل ،  

( i ) , ( i ) ( , ) i ( , )x y U f x y P x y Q x y∀ + ∈ + = +  

 لعنصر كني. ولℂمجموعة مفتوحة غير خالية من المستوي العقدي  Uلتكن  .مبرهنة 3-1.
0 0 0iz x y= if، وUمن  + P Q= انظر (. Uتابعاً عقدياً معرفّاً على +
  .. عندئذ تكون الخاصتان التاليتان متكافئتين)المبرهنة نص الرموز التي سبقت

  .0zقابل للاشتقاق عند  fالتابع  �
0لمتحولين، قابلٌ للمفاضلة عند بصفته تابعاً ، fالتابع  � 0( , )x y، ق المساواتانوتتحق :  

0 0 0 0( , ) ( , )
P Q

x y x y
y x

∂ ∂
= −

∂ ∂
0و   0 0 0( , ) ( , )

P Q
x y x y

x y

∂ ∂
=

∂ ∂
  

  .)يمانر  - كوشيشرطاَ (
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  الإثبات
  ⇐�   ولنلاحظ أنّ هذه الخاصّة تكافئ 0zقابل للاشتقاق عند  fلنفترض أنّ  �

0 0 0

( , ) (0,0)

( i ) ( ) ( i ) ( )
lim 0

ih k

f z h k f z h k f z

h k→

′+ + − − +
=

+
  

)فالتابع  , ) ( i )
f

x y f x y+
ɶ

  وتفاضله هو  0zقابل للمفاضلة عند  ֏

0 0

0 0 0 0

d ( , ) ( i ) ( )

( Re ( ) Im ( )) i( Im ( ) Re ( ))

zf h k h k f z

h f z k f z h f z k f z

′= +

′ ′ ′ ′= − + +

ɶ
  

0 نستنتج أّما قابلين للمفاضلة عند Qو Pوبالعودة إلى الجزأين الحقيقي والتخيلي 0( , )x y  ّوأن  

0 0

0 0

( , ) 0 0

( , ) 0 0

d Re ( ) d Im ( ) d

d Im ( ) d Re ( ) d

x y

x y

P f z x f z y

Q f z x f z y

′ ′= ⋅ − ⋅

′ ′= ⋅ + ⋅
  

  ريمان.-وهذا يقتضي وضوحاً شرطَي كوشي

  ⇐� 0 ين للمفاضلة عندقابلَ  Qو P نفترض إذن أنّ  � 0( , )x y  ّوأن  

0 0

0 0

( , )

( , )

d d d

d d d

x y

x y

P x y

Q x y

= α ⋅ − β ⋅

= β ⋅ + α ⋅
  

0 حيث 0 0 0( , ) , ( , )
Q P

x y x y
x x

∂ ∂
= β = α

∂ ∂
استناداً  ريمان.-وذلك بناءً على شرطَي كوشي 

  لديناإلى تعريف قابليّة المفاضلة 
2 2

0 0( i ) ( ) ( ) i( ) ( , )f z h k f z h k h k h k h k+ + − − α − β − β + α = + ε  

و
( , ) (0,0)
lim ( , ) 0

h k
h k

→
ε   قولنا. وهذا يُكافئ =

2 2
0 0( i ) ( ) ( i ) ( i ) ( , )f z h k f z h k h k h k+ + − − α + β ⋅ + = + ε  

  أو
2 2

0 0
1

( i ) ( )
( i ) ( , ) ( i )

i i

f z h k f z h k
h k h k

h k h k

+ + − +
− α + β = ε = ε +

+ +
  تعريف  
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  وهذا يبين أنّ 
0,0

lim ( ) if z
ζ→

∆ ζ = α + β  

  ومشتقه معطى بالعلاقة 0zقابل للاشتقاق عند  fوالتابع 

  0 0 0 0 0( ) ( , ) i ( , )
P Q

f z x y x y
x x

∂ ∂′ = +
∂ ∂

  �  

ول عقدي والتوابع الحقيقية ة لمتحهنة السابقة، التي توضّح العلاقة بين التوابع العقديّ المبر فيدنا ت
استنتاج العديد من خواص التوابع الهولومورفية انطلاقاً من خواص التوابع لعدة متحولات في لمتحولين، 

  التالية:المهمّة . لنذكر على سبيل المثال النتيجة سابقاً التي درسناها 

. وليكن ℂتوي العقدي وحة ومترابطة وغير خالية من المسمجموعة مفت Uلتكن  .مبرهنة 4-1.
:f U → ℂ  تابعاً هولومورفياً علىU قيحُق ،  

, ( ) 0z U f z′∀ ∈ =  
  .Uتابعاً ثابتاً على  fعندئذ يكون التابع 

  مفهوم اللوغاريتم العقدي 2.

  لقد وجدنا في دراستنا السابقة، أنّ التطبيق

0

exp : ,
!

n
z

n

z
z e

n

∞

=
→ = ∑ℂ ℂ ֏  

)ين الزمرة يعُرف تشاكلاً زُمرياً غامراً ب ),+ℂ  والزمرة الضربيّة( ),∗ ×ℂ  2نواته iπ ℤ كما .
}يعرف التطبيق  } i: : | | 1 ,z z e θϕ → = ∈ = θUℝ ℂ تشاكلاً زمرياً غامراً بين  ֏

)الزمرة  , )+ℝ  و الزمرة( ),×U 2 نواته هيπℤ.  

  بأا اموعة z زاويةأو  z عُمدة، عرفّنا ℂ∗عنصراً من  z إذا كان

{ }iarg( ) :
z

z e
z

θ= θ ∈ =ℝ  
  ونلاحظ أنّ 

, arg( )z z∗∀ ∈ ≠ ∅ℂ  
)argعنصراً من  0θ وإذا كان )z  0 كانarg( ) 2z = θ + πℤ.
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\عنصراً من  zإذا كان  −ℂ ℝ ،التعيين الأساسي لزاوية أسمينا z  موعةالعنصر الوحيد في ا
] [arg( ) ,z ∩ −π π إليه بالرمز نا ، ورمزArg( )zق بسهولة صحةَ المساواة التاليةونتحق . :  

Arg( ) 2arctan
1

y
z

x
=

+
  

izفي حالة  x y= }\من  + 1}−U.   
) ، وأنّ ℂتابع تحليلي في  نذكر بأنّ التابع الأسّي وأخيراً  )exp expn =.  

  ، اموعةℂفي  z لوغاريتم العدد العقدي. نسمي ℂ∗عدداً من  zلتكن  .تعريف  1-2.
{ }log( ) : wz w e z= ∈ =ℂ  

iwليكن  x y= )2حيث  + , )x y ∈ ℝكن ي. ولz  عدداً من∗ℂ .حينئذ يكون  
i | |

| |
w x y z
e z e e z z

z
= ⇔ ⋅ = = ⋅  

0xeمّا كان ـول iyeو < ∈ U  ّاستنتجنا أن  
( ) ( )log( ) | | arg( )xw z e z y z∈ ⇔ = ∧ ∈  

lnأو، لأنّ التابع  : , lnx x∗
+ →ℝ ℝ   ،تقابلٌ  ֏

( ) ( )log( ) ln| | arg( )w z x z y z∈ ⇔ = ∧ ∈  
  نستنتج من ذلك الخاصّة التالية:

)log. إنّ اموعة ℂ∗عدداً من  z: لتكن ةمبرهن 2-2. )z غير خالية، وهي تساوي  
{ }ln| | i : arg( )z z+ θ θ ∈  

)argمن  0θأي، مهما تكن  )z ،يكن   

0log( ) ln| | i 2 iz z= + θ + π ℤ  
مّا كان التعيين الأساسي لزاوية عدد عقدي غير معرّف إلاّ على اموعة ـل

\ −ℂ ℝ، موعة ستؤدي دوراً مهمّاً   امّ ـولا نفي دراستنا اللاحقة فإنّ  كانت هذه ا
  . ومن الواضح أنّ L سنرمز إليها بالرمز

{ }: arg( ) : 1
| |

z
z z z

z

∗ ∗   = ∈ π ∉ = ∈ ≠ −    
L ℂ ℂ  

θ 2θ

ix y+

1− 0

L

x

y
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|ln لدينا L عنصراً من z وحين تكون | iArg( ) log( )z z z+   : الآتيالتعريف  ومنه، ∋

\من  zلتكن  .تعريف 3-2. −=L ℂ ℝ للعدد  للوغاريتم الأساسيا. نسمّيz  َالعقدي  العدد
ln| | iArg( )z z+  ونرمز إليه بالرمزLog( )zونسمي التابع ،  

( )Log : , Logz z→L ℂ ֏  
  .تابع اللوغاريتم الأساسي

  مّا كانـل
Arg( ) 0z z ∗

+= ⇔ ∈ ℝ  
∗مقصور تابع اللوغاريتم الأساسي على اموعة  استنتجنا أنّ 

+ℝ  يتطابق مع تابع اللوغاريتم الطبيعي
ln أي ،ln Log ∗

+
= ℝ.  

  واموعة  Lيعرف تابع اللوغاريتم الأساسي تقابلاً بين اموعة  .مبرهنة 4-2.
{ }i : ( , ) ] , [x y x yΛ = + ∈ × − π +πℝ  

expويكون التابع العكسي هو  Λ موعةأي مقصور التابع الأسّي على ا ،Λ.   
  الإثبات

)Logنّ متباينٌ لأ Log نلاحظ أوّلاً أنّ التابع   ), zz e z∀ ∈ =L ومن جهة أخرى نرى .
  ، أنّ فبسهولة، من التعري

i( i ) , Log( ) ix yx y e x y+∀ + ∈ Λ = +  
  �  .إثباته وهو المطلوب

نصف على  zالعدد  تحوّليويتيقن القارئ أنهّ عندما 
  المفتوح  المستقيم

{ }0
0

i :D re rθ ∗
θ += ∈ ℝ  

)Log هصورتُ  رسمتَ  )w z=  َالمستقيم { }0: Im( )w w = θ تتحوّل ، وعندماz  الدائرة على
( )0,C r  0ونصف قطرها  0التي مركزها r< ) محذوفاً منها النقطة( r− افإنّ صور ،
Log( )w z= ال المفتوح : ترسما  

] [{ }: (Re ln ) (Im ,w w r w= ∧ ∈ −π +π  

iوبملاحظة أنّ  1e π =   : نحصل على النتيجة التالية −

 L

x

y

x

y
π
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\لتكن  .نتيجة 5-2. +′ = − =L L ℂ ℝ.ف التابع  عندئذيعرLog( ) iz z− + π֏ 
  واموعة L′ تقابلاً بين

] [{ }i : ( , ) 0, 2x y x y′Λ = + ∈ × πℝ  
expويكون التابع العكسي هو  ′Λأي مقصور التابع الأسّي على ، 

  . Λ′اموعة 

مستمرّاً تعييناً . نسمّي ℂ∗ ة منة ومترابطة وغير خاليمجموعة مفتوح Ω لتكن .تعريف 6-2.
ϕ: مستمر ، كل تابع Ωعلى  للتابع اللوغاريتمي Ω → ℂ قيحُق  

( ), zz e zϕ∀ ∈ Ω =  
Θ:مستمر ، كل تابع Ωعلى للزاوية مستمرّاً تعييناً ونسمّي    Ω → ℝ قيحُق  

i ( ),
| |

zz
z e

z

Θ∀ ∈ Ω =  

ϕ:يكون  إذْ  ،إنّ المفهومين السابقين مرتبطان معاً ارتباطاً وثيقاً  Ω → ℂ  ًللتابع مستمراًّ تعيينا
) ، إذا كانΩاللوغاريتمي على  )( )Imz zϕ֏  ًتعيينا ً التابع ، ويكون Ω للزاوية علىمستمراّ
:Θ Ω → ℝ  ًى للزاوية علمستمراًّ تعييناΩ  إذا كانln| | i ( )z z z+ Θ֏  ًمستمراًّ تعيينا

  .Ωللتابع اللوغاريتميّ على 

. وبقول Lريتمي على للتابع اللوغامستمر  تعيينٌ  Log إنّ تابع اللوغاريتم الأساسي .مبرهنة 7-2.
  .Lللزاوية على اموعة  مستمر  هو تعيين Argمكافئ إن التابع 

  :الإثبات
  إنّ هذه النتيجة واضحة بملاحظة أنّ   

Im
, Arg( ) 2arctan

Re | |

z
z z

z z
∀ ∈ =

+
L  

  �  .Lعلى  مستمرArg  فالتابع 

  النتيجة التالية واضحة : نرى أنّ وبناءً على ما سبق 

Log إنّ التابع .نتيجة 8-2. ( ) iz z− + π֏  ٌتعيين  موعة مستمرللتابع اللوغاريتمي على ا
\ +′ =L ℂ ℝ.  

′L

x

y
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. ولنفترض وجود تعيين ℂ∗ ة وغير خالية منمجموعة مفتوحة ومترابط Ω لتكن. مبرهنة 9-2.
 مستمرϕ  للتابع اللوغاريتمي علىΩتعيين عندئذ يكون كل ،  للتابع اللوغاريتمي  مستمر

  :صيغة ، من الΩعلى 
: , ( ) 2 ikf z z kΩ → ϕ + πℂ   ℤعددٌ من  kحيث   ֏

للزاوية مستمر ، كان كل تعيين Ωللزاوية على  Θ مستمر  وبقول مُكافئ: إذا وُجِدَ تعيينٌ   
  : صيغةمن ال Ωعلى 

: , ( ) 2kg z z kΩ → Θ + πℝ   .ℤعددٌ من  kحيث   ֏

  الإثبات
)من الواضح أنّ التوابع  في الحقيقة، يكفي أن نثُبت الجزء الأوّل من المبرهنة. )k kf ∈ℤ  هي

  .Ωتعيينات للتابع اللوغاريتمي على 
f:ومن جهة أخرى، إذا كان  Ω → ℂ تعييناً للتابع اللوغاريتمي على Ωعرفّنا التابع ،  

1
: , ( ) ( ( ) ( ))

2 i
z f z zλ Ω → λ = − ϕ

π
ℂ  

  ويحقق الخاصّة Ωعلى  تابع مستمرλ  إنّ 

2 i ( ) ( ) ( ) exp( ( ))
, 1

exp( ( ))
z f z z f z

z e e
z

π λ −ϕ∀ ∈ Ω = = =
ϕ

  

  وبناءً على هذا يكون
, ( )z z∀ ∈ Ω λ ∈ ℤ  

)عنصراً نتأمّل الآن ل , )a b  2منΩمّا كانت ـ. لΩ  مجموعة مفتوحة ومترابطة، استنتجنا
: ، أي تابعٍ مستمرΩ في محتوى  bإلى  a وجود طريق من [0,1]γ → ℂ قيحُق  

([0,1])γ ⊂ Ω  (0)و aγ (1)و  = bγ =  
) التابع وعندها يكون )t tλ γ֏ . فهو ℤ ويأخذ قيمه في [0,1] تابعاً مستمراً على اال �

  مة الوسطى. وبناءً على هذا يكون إذن تابع ثابتٌ استناداً إلى مبرهنة القي
( ) (1) (0) ( )b aλ = λ γ = λ γ = λ� �  

, يحُقّق ℤفي  kأي يوجد  Ωثابتاً على  λبذا يكون التابع  ( )z z k∀ ∈ Ω λ وهذا ، =
kfصحة المساواة  يقتضي f= المطلوب.إثبات ، ويتم  �  



  مفهوم اللوغاريتم العقدي 79

ة مجموعة اللوغاريتمي، أو للزاوية، على أيمن الخطأ الاعتقاد بوجود تعيين للتابع  .ملاحظة 10-2.
  .ℂمن  Ωوغير خالية  مترابطةٍ  مفتوحةٍ 

Ω∗على سبيل المثال اموعة  تأمّللن = ℂ مستمرّ  عيينت، ولنفترض وجود g للزاوية على 
Ωحينئذ يكون ، g L  ًللزاوية على مستمراً  تعيينا L إذن يوجد .k  فيℤ يحُقّق   

, ( ) Arg( ) 2z g z z k∀ ∈ = + πL  
  ينتج من ذلك أنّ 

1
Im 0

lim ( ) (2 1)
z

z

g z k
→−

>

= + π      و
1

Im 0

lim ( ) (2 1)
z

z

g z k
→−

<

= − π  

  .−1عند النقطة  gناقض استمرار يوهذا 

إذا وُجِدَ تعيينان مستمراّن . ℂ∗ مجموعة مفتوحة ومترابطة وغير خالية من Ω لتكن .نتيجة 11-2.
  . Ωكانا متساويين على   Ω، واتفقا في نقطة من Ωللتابع اللوغاريتمي على 

  الإثبات

. عندئذ نستنتج من المبرهنة Ωهما تعيينان مستمران للتابع اللوغاريتمي على  ψو ϕلنفترض أنّ 
  يحُقّق kعدد صحيح  ودالسابقة وج

, ( ) ( ) 2 iz z z k∀ ∈ Ω ψ = ϕ + π  

)، يحُقّــق Ωفي  0zيوجــدُ عـددٌ، ولــيكن  ولأنـّه، اســتناداً إلى الفــرْض، )0 0( )z zψ = ψ ، اســتنتجنا
0kأنّ     إذن =

, ( ) ( )z z z∀ ∈ Ω ψ = ϕ  
  �  .وهي الخاصّة المرجوّة

للتابع اللوغاريتمي  F الوحيد المستمر  هو التعيين Log فمثلاً تابع اللوغاريتم الأساسي  ����
) ، الذي يحُققL على )1 0F  للتابع اللوغاريتمي على الوحيد المستمر  . وهو أيضاً التعيين=
Lالذي يكون مقصوره على مجموعة الأعداد الحقيقيّة الموجبة تماماً مساوياً تابع اللوغاريتم الطبيعي ، 
ln.  



نظريةّ كوشي والتوابع الهولومورفيّة    80 

  

    هنةمبر   12-2.
1

1

( 1)
(0,1), Log(1 )

n
n

n

z D z z
n

∞ −

=

−
∀ ∈ + = ∑  

  الإثبات

)1 من الواضح أنّ نصف قطر تقارب المتسلسلة الصحيحة 1)n n

n
z

، فهي متقاربة 1 يساوي ∑−−
)لنرمز بالرمز  D(0,1) على القرص )f z المتسلسلة حين يكون ذه وع هإلى مجمz  عنصراً من
(0,1)D.  

  وأنّ  D(0,1)هولومورفي على  fنعلم أنّ 

1 1

1

1
(0,1), ( ) ( 1)

1
n n

n

z D f z z
z

∞
− −

=

′∀ ∈ = − =
+∑  

  . ولنعرّف1و نصف قطره  1كزه أي القرص المفتوح الذي مر  D=D(1,1)ليكن 
1

, ( ) exp( ( 1))z z f z
z

∀ ∈ ϕ = ⋅ −D  

  ويحُقق Dتابع هولومورفي على  ϕإن 

1 1
, ( ) ( ) exp( ( 1)) ( 1)

( ) ( )
0

z z z f z f z
z z

z z

z z

−′ ′∀ ∈ ϕ = ⋅ ϕ + − ⋅ −

ϕ ϕ
= − + =

D

  

)مّا كان ـ. ولDلمفتوحة والمترابطة فهو إذن تابع ثابتٌ على اموعة ا )1 1ϕ استنتجنا من  =
  ذلك أنّ 

, exp( ( 1))z f z z∀ ∈ − =D  
)فالتابع  )1z f z أخذ الذي ي D الوحيد للتابع اللوغاريتمي علىالمستمر هو التعيين  ֏−
D⊃مّا كان ـ. ول1عند  0القيمة  L  كان Log D  ًللتابع اللوغاريتمي علىمستمراًّ تعييناً أيضا 
D   وينتج من الوحدانيّة أنّ 1عند  0يأخذ القيمة ،  

, ( 1) Log( )z f z z∀ ∈ − =D  
  �  .ةالمطلوبالخاصة وهذا يُكافئ 
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فهو بوجه خاصّ ، Lتابعٌ تحليلي على  Logإنّ تابع اللوغاريتم الأساسي  .مبرهنة 13-2.
   هولومورفي، ويحُقّق

( )
1

, Logz z
z

′∀ ∈ =L  

  الإثبات
0 أي(ℝ−و 0zالمسافة بين  0r ولتكن ،Lعنصراً من  0zكن يل 0Imr z=  في حالة

0Re 0z 0، و≥ 0r z=  0في حالة(Re 0z   . عندئذ يكون<

0 0 0( , )D z r= ⊂D L  

)Logويكون التابعان  )z z֏  و( )0
0

0Log( ) Log 1
z z

z
z z

−+  مستمريّن تعيينين ֏+

  . لأنّ 0zيأخذان القيمة نفسها عند  ، وهما0Dللتابع اللوغاريتمي على القرص 

0 0
0 0 0

0 0

, exp Log( ) Log 1 1
z z z z

z z z z
z z

    − −    ∀ ∈ + + = + =            
D  

  نستنتج من ذلك صحة المساواة

0
0 0

0

, Log( ) Log( ) Log 1
z z

z z z
z

 −  ∀ ∈ = + +   
D  

0ولكن 

0

1
z z

z

−   :ما يأتيوهذا يؤدّي، بمقُتضى المبرهنة السابقة، إلى ، 0Dمن  zفي حالة  >
1

0 0 0
1 0

( 1)
, Log( ) Log( ) ( )

n
n

n
n

z z z z z
nz

∞ −

=

−
∀ ∈ = + −∑D  

. ونستنتج Lعلى  هولومورفي  هوص ، وبوجه خاLتحليلي على  Logبذا نكون قد أثبتنا أنّ التابع 
)المساواة طرفي من اشتقاق  )exp Log( )z z=  ّأن  

  0

1
, Log ( )z z

z
′∀ ∈ =L  �  

مستمراًّ تعييناً  f . وليكنℂ∗مجموعة مفتوحة ومترابطة وغير خالية من  Ω لتكن .نتيجة 14-2.
  ويكون Ωتابعاً تحليلياً على  f. عندئذ يكون Ωللتابع اللوغاريتمي على 

1
, ( )z f z

z
′∀ ∈ Ω =  
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  الإثبات
0z. إذا كان Ωعنصراً من  0zيكن ل −∉ ℝ 0، كانz  موعة المفتوحةعنصراً من اΩ ∩ L ،

)0ووجدنا قرصاً مفتوحاً  , )D z r=D امل في محتوى بالكΩ ∩ L 0. أمّا في حالةz
∗
−∈ ℝ ،

Ω′عنصراً من اموعة المفتوحة  0zفعندئذ يكون  ∩ L ً0، ووجدنا قرصاً مفتوحا( , )D z r=D 
Ω′محتوى بالكامل في  ∩ L .)  ّتذكّر أن( \ +′ = − =L L ℂ ℝ.  

D⊃في حالة  � L يكون التابعان ،f D وLog D للتابع اللوغاريتمي على مستمريّن تعيينين 
D  فهما يختلفان بثابت علىD.  

D⊃′ في حالةو  � L يكون التابعان f D وLog( ) iz z− + π֏ مستمريّن أيضاً تعيينين 
  .Dبثابت على ومن ثمَّ يختلفان فقط  Dللتابع اللوغاريتمي على 

حتى تتحقق  Ωأي يكفي تحققها في جوار كل نقطة من ( مّا كانت الخاصّة المطلوبة خاصّة محليّة،ـول
تابع اللوغاريتم لمطلوب أن يحُقّق اه يكفي لإثبات فإنّ المناقشة السابقة تبين أنّ  ،Ω) كامل  على

  �  .2-13.بناءً على المبرهنة يكتمل الإثبات و  .الخاصّة المرجوّة Logالأساسي 

  بأنهّ التابع α الرفع إلى الأسنعرّف تابع عقدياًّ. عدداً  α نكيل .تابع القوّة -  تعريف 15-2.

  

α في حالة ∈ ℝ أنّ مقصور التابع لاءنرى بج αP  على∗
+ℝ هو تابع الرفع إلى الأس α 

  . لنبحث كيف تنتقل خواص ذلك التابع الحقيقي إلى هذا التابع المعرّف في الساحة العقديةّ.المألوف

)مهما تكن  � , )α β  2منℂ  ومهما تكنz  منL  ّفإن z z zα β α+β⋅ . وذلك =
  لأنّ 

exp( Log ) exp( Log ) exp( Log Log )

exp(( )Log )

z z z z

z zα+β

α × β = α + β

= α + β =
  

0وبوجه خاصّ  1z z zα −α⋅ =   .Lمن  zوذلك أياً كان  =

0نرى، إذا كان  ℤمن  αفي الحالة الخاصّة الموافقة لأسّ صحيح  � < α ّه، أن  
( ) ( )exp Log exp Logz z z z zα

α
= × × = × ×⋯ ⋯�			
			�  

( )( ): , exp Logz z zα
α → = αP L ℂ ֏

  تعريف
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0αوإذا كان  0فإنّ  = 1z 0أخيراً حين يكون و ، = > α ّ1، فإن
z

z
α

−α= .
nz للتابع Lيتطابق مع المقصور على  αPفالتابع  z֏  المعرّف بأسلوب تقليدي على
ℂ  في حالةn ∈ ℕ، وعلى ∗ℂ  في حالةn ∗∈ −ℕ.  

  ، لأنه ناتج تركيب توابع هولومورفيّة، ولديناL هولومورفي على αPع إنّ التاب �
( ) ( ) ( )

( )1
1

exp Log Logz z z

z z z
z

α

α α−
α−

′′ ′= α ⋅ α

α
= ⋅ = α ⋅ = α ⋅

P

P

  

ائياً شتقاق عدداً لا. ونستنتج من ذلك أنّ هذا التابع يقبل الاLمن  zوذلك أياً كانت 
  لدينا Lمن  zو  ℕ∗من  nه في حالة من المرات، وأنّ 

( )( ) ( ) ( 1) ( 1)n nz n zα−α = α α − α − + ⋅P ⋯  

  . عندئذℂمن  α: لتكن مبرهنة  16-2.

1

( 1) ( 1)
(0,1), (1 ) 1

!
n

n

n
z D z z

n

∞
α

=

α α − α − +
∀ ∈ + = + ∑ ⋯  

  الإثبات
، توافق دستور ثنائي الحد لنيوتن وهي حالة تافهة. سنفترض إذن أنّ ℕمن  αإنّ حالة   
\α ∈ ℂ ℕن بسهولة أنّ نصف قطر تقارب المتسلسلة المدروسة يساوي . نترك للقارئ أن يتيق

  .D(0,1)الواحد، فهي متقاربة في القرص المفتوح 
  نعرف إذن التابع التحليلي 

1

( 1) ( 1)
: (0,1) , 1

!
n

n

n
f D z z

n

∞

=

α α − α − +
→ + ∑ ⋯
ℂ ֏  

  ، فلديناD(0,1)ن م zونلاحظ بالحساب المباشر أنهّ، مهما تكن 

1

1 1

1 1

1

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
(1 ) ( )

( 1)! ( 1)!

( 1) ( ) ( 1) ( 1)

! ( 1)!

( 1) ( 1)
( ) ( )

!

n n

n n

n n

n n

n

n

n n
z f z z z

n n

n n
z z

n n

n
n n z f z

n

∞ ∞
−

= =
∞ ∞

= =
∞

=

α α − α − + α α − α − +′+ = +
− −

α α − α − α α − α − +
= α + +

−

α α − α − +
= α + α − + = α ⋅

∑ ∑

∑ ∑

∑

⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋯
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  :الآتي Φلنتأمّل إذن التابع الهولومورفي 
( ) ( ): (0,1) , 1D z f z z −αΦ → ⋅ +ℂ ֏  

(0)نلاحظ من جهة أولى أنّ  1Φ   ومن جهة ثانية أنّ  =
1

1

( ) ( ) (1 ) ( ) ( ) (1 )

( ) (1 ) ( ) (1 ) (1 ) 0

z f z z f z z

f z z f z z z

−α −α−

−α −α−

′ ′Φ = ⋅ + + ⋅ −α ⋅ +

′ ′= ⋅ + − ⋅ + ⋅ + =
  

. نكون قد D(0,1) على اموعة 1ثابت ويساوي  Φ. فالتابع D(0,1)من  z وذلك أياً كان
  أثبتنا أنّ 

(0,1), ( ) (1 )z D f z z α∀ ∈ = +  
  � إثباته. وهذا هو المطلوب

  .Lتحليلياً على  αP. عندئذ يكون تابع القوّة ℂمن  αلتكن  .نتيجة 17-2.

  الإثبات
 0rأنهّ يوجد عدد حقيقي  2-13.في سياق إثبات المبرهنة  يـّنّا.لقد بLعنصراً من 0z كنيل  

0 ينيحقق الشرط 00 r z< 0و ≥ 0( , )D z r⊃L ويكون  
0

0 0 0
0

( , ), Log( ) Log( ) Log 1
z z

z D z r z z
z

− ∀ ∈ = + +   
  

0من  zكانت وعندها، أياً   0( , )D z rفلدينا ،  

( ) 0
0

0

0
0

0

exp Log exp Log 1

1

z z
z z

z

z z
z

z

α

α
α

−   = α α +     

− = +   

  

  مّا كانـول
0

0 0
0

( , ), 1
z z

z D z r
z

−
∀ ∈ <  

0من  zه مهما تكن استنتجنا، استناداً إلى المبرهنة السابقة، أنّ  0( , )D z r ،دينافل  

  0 0 0
1

( 1) ( 1)
( )

!
n n

n

n
z z z z z

n

∞
α α α−

=

α α − α − +
= + −∑ ⋯  

  �   .Lتحليلي على  αPبذا نكون قد أثبتنا أنّ التابع 
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والفضاء الشعاعي  ℂنطابق، كما فعلنا سابقاً، بين المستوي العقديّ  ات التاليةفي هذه الفقر   �
  .2ℝي الحقيق
  تكامل تابع عقدي على طريق 3.

f:، وليكن ℂمجموعة مفتوحة وغير خالية من  U لتكن .تعريف 1-3. U → ℂ  ًتابعاً عقديا 
، ومعطى بالتمثيل U قِطَعيّاً محتوى في 1Cريقاً من الصفط Γمستمراً، وأخيراً ليكن 

)الوسيطي  ) ( ) ( ): [ , ] , ia b t x t y tϕ → ϕ = +ℂعندئذ نضع بالتعريف .  

( )d ( ( )) ( )d
b

a
f z z f t t t

Γ
′= ϕ ϕ∫ ∫ 

) لاحظ أنّ التابع )t t′ϕ֏ القد لا يكون معرفّاً عند عدد منته من نقاط ا [ , ]a b ولكن ،
 قِطعَياًّ على يمكن تمديده إلى تابع مستمر [ , ]a b لنا وضع التعريف السابق. أتاح، وهذا ما  

iz في الحقيقة، إذا عرفّنا، أياً كانت x y= ) ، المقدارينU من + , ) Re ( )P x y f z= 
)و , ) Im ( )Q x y f z=كان لدينا ،  

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( , ) i ( , ) ( i )

( , ) ( , ) i ( , ) ( , )

( , )d ( , )d i ( , )d ( , )d

b b

a a
b b

a a

f P x y Q x y x y

P x y x Q x y y Q x y x P x y y

P x y x Q x y y Q x y x P x y y

Γ Γ

′ ′ ′ϕ ϕ = + ⋅ +

′ ′ ′ ′= − + +

= − + +

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

�

  

  بالعلاقتين: ℑωو ℜω ولى من المرتبة الأينْ الشكلين التفاضليـf  ومن ثمَّ إذا عرفّنا انطلاقاً من 
( , )

( , )

( , )d ( , )d

( , )d ( , )d

x y

x y

P x y x Q x y y

Q x y x P x y y

ℜ

ℑ

ω = −

ω = +
  

  صار لدينا بالتعريف
  ( )d if z z ℜ ℑ

Γ Γ Γ
= ω + ω∫ ∫ ∫  �  
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) التكاملين وبناءً على هذا نرى أنّ  )Re ( )df z z
Γ∫  و( )Im ( )df z z

Γ∫  هما تكاملان
، ومن ثمَّ يمُكننا الاستفادة من المبرهنات العامّة Γشكلين تفاضليين من المرتبة الأولى على الطريق ل

  .عند دراسة التوابع لعدّة متحولاتالمرتبة الأولى التي درسناها  المتعلّقة بالأشكال التفاضليّة من

)وأخيراً يمكننا تبرير الرمز  )df z z بوضع d d idz x y=   ، فيكون لدينا حينئذ تعريفاً  +
( ) ( ) ( , ) ( , )d ( , ) i ( , ) (d i d ) i

x y x y
f z z P x y Q x y x y ℜ ℑ= + ⋅ + = ω + ω  

  .�وهذا منسجم تماماً مع العلاقة 

f:، وليكن ℂمجموعة مفتوحة وغير خالية من  Uلتكن  .مبرهنة 2-3. U → ℂ  ًتابعاً عقديا
  عندئذ  .U قِطعَيّاً محتوى في 1Cطريقاً من الصف  Γمستمراً، وأخيراً ليكن 

( )d sup ( )f z z f L
ΓΓ

≤ ⋅ Γ∫  

) حيث   )L Γ هو طول الطريق Γ†و ،sup f
Γ

 لىع f هو الحد الأعلى للتابع المستمر 

  .Γاموعة المتراصّة 
  الإثبات
:ليكن  [ , ]a bϕ → ℂ 1 تمثيلاً وسيطياً من الصفC  قِطَعياًّ للطريقΓ في الحالة التي يكون .

) فيها )d 0f z z
Γ

  ، لا يوجد ما يجب إثباته.∫=

) لنفترض إذن أنّ  )d 0f z z
Γ

   العدد الحقيقي الذي يحُقّق θ، ولنعرّف ∫≠
i( )d ( )df z z f z z e θ

Γ Γ
= ⋅∫ ∫  

  عندئذ يكون لدينا

i

i

( )d Re ( ) ( )d

Re( ( ) ( ))d

b

a

b

a

f z z e f t t t

e f t t t

− θ

Γ

− θ

  ′= ϕ ϕ   

′= ϕ ϕ

∫ ∫

∫

�

�

  

                                              

: إذا كان † [ , ]a bϕ → ℂ 1 تمثيلاً وسيطياً من الصفC  قِطَعيّاً للطريقΓ  كان( ) ( ) d
b

a
L t t′Γ = ϕ∫.  
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  ومنه

i( )d ( ) ( ) d

( ) ( ) d sup ( ) d

sup ( )

b

a
b b

a a

f z z e f t t t

f t t t f t t

f L

− θ

Γ

Γ

Γ

′≤ ϕ ϕ

′ ′≤ ϕ ⋅ ϕ ≤ ⋅ ϕ

≤ ⋅ Γ

∫ ∫

∫ ∫

�

�  

  �  وهذه هي المتراجحة المطلوبة.
  :أمثلة  3-3.
a إذا كان � ∈ ℂ 0و r<  ّفإن  

( ) i: [0, 2 ] , tt a reγ π → γ = +ℂ  
0ونصف قطرها  aالتي مركزها للدائرة هو التمثيل الوسيطي  r< 

  اه الموجب. موجّهة بالاتج
)نرمز عادة إلى الطريق المغلق  )[0, 2 ]γ π بالرمز ( , )C a r+الطريق  . نلاحظ أنّ طول هذا

2يساوي  rπ  .وإذا كانت كما هو متوقّع U مجموعة مفتوحة تحوي ( , )C a r+ ان ك، و
:f U → ℂ تابعاً عقدياً مستمراً، كان  

( )
2

i i

0
( , )

( )d i d

C a r

f z z r f a re e
+

π θ θ= + θ∫ ∫  

) إذا كان � , )a b  2عنصراً منℂ  كان  
( ) ( ): [0,1] , 1t a t b tγ → γ = − +ℂ  

 b وايتها a التي بدايتها للقطعة المستقيمةهو التمثيل الوسيطي 
  . bإلى  a موجّهة من

) ولقد رمزنا سابقاً إلى الطريق المغلق )[0,1]γ بالرمز [ , ]a b نلاحظ أنّ طول هذا الطريق .
|يساوي  |b a− وإذا كانت .U  مجموعة مفتوحة تحوي[ , ]a b  وكان:f U → ℂ 

  تابعاً عقدياً مستمراً، كان
1

0
[ , ]

( )d ( ) ( ( ))d

a b

f z z b a f a t b a t= − + −∫ ∫  

 

x

y

a
r

( , )C a r
+

 

x

y

a

b
[ ],a b
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)إذا كانت  � , , )a b c  3عنصراً منℂ  فإننا نرمز بالرمز( , , )a b c∆  الذي  المثلثإلى
  أي أصغر مجموعة محدّبة تحوي هذه النقاط : cو bو aرؤوسه هي النقاط 

{ }3( , , ) : ( , , ) [0,1] : 1a b c a b c∆ = λ + µ + ν λ µ ν ∈ λ + µ + ν =  

)وعندئذ نرمز بالرمز  , , )a b c∂∆  ن من محيطإلى الطريق الموجّه المكو
: هذا المثلّث أي إلى الطريق [0, 3] ,γ → ℂ 1 من الصفC 

  : التالي قِطَعياًّ المعطى بالتمثيل الوسيطي

( )

( )( )

( )( )

: 0 1

( ) 1 : 1 2

2 : 2 3

a t b a t

t b t c b t

c t a c t

 + − ≤ ≤γ = + − − ≤ ≤ + − − ≤ ≤

  

)أو يمكننا أنّ نعرف  , , )a b c∂∆  َتجاوزاً  بأن نكتب  
( , , ) [ , ] [ , ] [ , ]a b c a b b c c a∂∆ = ∪ ∪  

ويتوثق القارئ بسهولة أنّ 
( , , )

( )d
a b c

f z z

∂∆
ى النقط تغير عند إجراء تبديل دائري عللا ي ∫

a وb وcفي حين يكون ،  

( , , ) ( , , )

( )d ( )d
a b c a c b

f z z f z z

∂∆ ∂∆

= −∫ ∫  

  

  دليل نقطة بالنسبة إلى طريق 4.

 لا ℂعنصراً من  ω. وليكن ℂقِطعيّاً في  1C من الصف مغلقاً طريقاً  Γليكن  .تعريف 1-4.
)Indالعدد  Γبالنسبة إلى  ωدليل . نسمّي Γينتمي إلى  , )ω Γ المعرّف بالتكامل  

1 d
Ind( , )

2 i

z

z
Γ

ω Γ =
π − ω∫  

  تلخص المبرهنة التالية بعض أهمّ خواص دليل منحن مغلق.

 

x

y

a

b

c
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Ω\، ولتكن ℂعياًّ في قِطَ  1C طريقاً مغلقاً من الصف Γ ليكن .ةمبرهن 2-4. = Γℂ.  عندئذ
  : تتحقق الخواص التالية

)Indيأخذ التابع  � , )ω ω Γ֏  قيمه في مجموعة الأعداد الصحيحةℤ.  

)Ind التابع � , )ω ω Γ֏  ٌثابت  مرك موعة المفتو على كلة حبة مترابطة في اΩ.  

)Indالتابع  � , )ω ω Γ֏  ٌبة المترابطة غير المحدودة في  معدوم على المركΩ.  

  الإثبات

)ليكن  � ): [ , ] ,a b t tγ → γℂ . Γ قِطعياًّ للطريق 1C تمثيلاً وسيطياً من الصف ֏
  عندئذ يكون

( )

( )

1
Ind( , ) d

2 i

b

a

t
t

t

′γ
ω Γ =

π γ − ω∫  

)مددنا التابع  إذ )t t′γ֏  ليصبح مستمراًّ قِطَعيّاً على[ , ]a b.  
  ، ولنعرّف التابع Ωعنصراً من  ωكن يل

( )
: [ , ] , ( ) exp d

( )

t

a

s
a b t s

s

 ′γ ϕ → ϕ =   γ − ω ∫ℂ  

]تابعاً مستمراً على  ϕفيكون  , ]a b  وقابلاً للاشتقاق علىcont( )′γ  أي نقاط استمرار التابع
′γ  الالتي تساوي ا[ , ]a b ياً من النقاط هي نقاط انقطاع التابع محذوفاً منه عدداً منته′γ  في

  ويكون لدينا حال وجودها.

( ) ( )
( )

( )
cont( ),

t
t t t

t

′γ′ ′∀ ∈ γ ϕ = ϕ
γ − ω

  

  أو
( )

( )

d
cont( ), 0

d

t
t

t t

 ϕ ′∀ ∈ γ =  γ − ω
  

)نستنتج من ذلك أنّ التابع  )

( )

t
t

t

ϕ
γ − ω

] تابعٌ مستمرٌ على ֏ , ]a bدداً منتهياً من ، ويأخذ ع

)cont)لأنهّ ثابت على كل مجال من (القيم،  )′γ .ٌفهو إذن تابعٌ ثابت ،  
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  ومنه

( )
[ , ], ( )

( )

t
t a b t

a

γ − ω
∀ ∈ ϕ =

γ − ω
  

ا كان 
ّ
)طريقاً مغلقاً، استنتجنا أنّ  Γولم ) ( )b aγ = γ ونكوبناءً عليه ي ( ) 1bϕ   . أي =

exp(2 i Ind( , )) 1π ω Γ =  

)Indوهذا يقتضي أنّ  , )ω Γ ∈ ℤ.ويثُبتُ النقطة الأولى ،  
ا كانت Ωعنصراً من  0ωكن يل �

ّ
لأا متممة اموعة المتراصّة (مجموعة مفتوحة،  Ω، لم

( ([ , ])a bΓ = γ 0، وجدنا < ρ 0 يحُقّق( , 2 )D ω ρ ⊂ Ωلدينا في حالة  . وحينئذ يكونω 
)من  )0,D ω ρ : ما يلي  

( )

( )

0
0

0

0

0 2

1 1 1
Ind( , ) Ind( , ) d

2

sup
2 ( )( )

2

z

z
z z

L

z z

L

Γ

∈Γ

 ω Γ − ω Γ = −   π − ω − ω

Γ ω − ω
≤ ⋅

π − ω − ω
Γ

≤ ω − ω ⋅
πρ

∫

  

)Indوهذا يثُبتُ استمرار التابع  , )ω ω Γ֏  علىΩ فإذا كانت .V  بة مترابطة فيمركΩ 
)Indا وفق التابع المستمر وجب أن تكون صور  , )ω ω Γ֏  مجالاً منℝ ووجب أن تكون ،
د أن تكون هذه الصورة مكونة من نقطة بُ  بق. إذن لابناءً على ما س ℤ هذه الصورة محتواة في

)Indواحدة. فالتابع  , )ω ω Γ֏  ثابتٌ علىV.  

0 مجموعة متراصّة وجدنا عدداً  Γكانت اموعة   لـمّاوأخيراً،  � R< يحُقّق الشرط 
(0, )D RΓ ُ أنّ ⊃ وهذا يبُين ،Ω  موعة المترابطةتحوي ا\ (0, )D Rℂ ويثُبتُ أنّ للمجموعة ،

Ω  بةٌ مترابطة وحيدة غير محدودةمركU  موعةوهي تحوي ا\ (0, )D Rℂ .  

) لنعرّف )2M R L= + Γ  ق، في حالة عندئذيتحقω ∈ ℂ ،الآتي الاقتضاء  
( ) ( )1

Ind( , ) sup 1
2 ( )z

LL
M

z R L∈Γ

ΓΓ
ω ≥ ⇒ ω Γ ≤ ⋅ < <

π − ω + Γ
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)Indكان   لـمّاو  , )ω ω Γ֏  يأخذ قيمه فيℤ  ّاستنتجنا أن  

, Ind( , ) 0M∀ω ∈ ω ≥ ⇒ ω Γ =ℂ  

)Ind التابع لأنّ وأخيراً  , )ω ω Γ֏  ٌعلى ثابت U موعة  معدوم، وعلى ا\ (0, )D Mℂ 
)Indاستنتجنا أنّ  Uالمحتواة في  , )ω ω Γ֏ يساوي الصفر على U.  �  

) لتكن .تيجةن 3-4. , )C a r+ الدائرة التي مركزها a 0 ونصف قطرها r<  موجّهة بالاتجاه
  الموجب. عندئذ يكون

1 : | |
Ind( , ( , ))

0 : | |

a r
C a r

a r
+

 ω − <ω =  ω − >
  

  الإثبات
\في الحقيقة، إنّ للمجموعة  ( , )C a r+Ω = ℂ بتين مترابطتين هما القرص المفتوح مرك( , )D a r 

)ومتممة القرص المغلق  , )D a r  أي\ ( , )D a rℂ.  

\كانت   لـمّاو  ( , )D a rℂ  بة المترابطة غير المحدودة في هي المركΩنا أنّ ، استنتج  

Ind( , ( , )) 0C a r+ω =  
|حين يكون  |a rω − >.  

)Indكان   لـمّاومن جهة أخرى  , )ω ω Γ֏  ثابتاً على( , )D a r  ّاستنتجنا أن  

( ) Ind( , ( , )) Ind( , ( , ))D a,r , C a r a C a r+ +∀ω ∈ ω =  
  ثمُّ نحصل على النتيجة المطلوبة بملاحظة أنّ 

  
2 i

i
( , ) 0

1 d 1 i
Ind( , ( , )) d 1

2 i 2 i
C a r

z r e
a C a r

z a a re a+

π θ
+

θ= = θ =
π − π + −∫ ∫  

  �  وهي الخاصّة التي أعلنّا عنها.
  بسهولة أنّ  مما سبقنستنتج 

1 : | |
Ind( , ( , ))

0 : | |

a r
C a r

a r
−

− ω − <ω =  ω − >
  

) حين تكون , )C a r− هي الدائرة التي مركزها a ونصف قطرها r لب.موجّهة بالاتجاه السا   
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  :  أمثلة 4-4.
  : الطريق المغلق المعطى بالمنحني الوسيطي التالي Γ ليكن �

( ) i: [ , ] , 2 sintt e tγ −π +π → γ =ℂ  
  نلاحظ بحساب بسيط أنّ 

( )

2 i

2 i

i i : [ , 0]

i i : [0, ]

t

t

e t
t

e t

−

+

− + ∈ −πγ = + − ∈ +π
  

 لنا أن نكتبَ  تيحوهذا ي

( i,1) ( i,1)C C+ −Γ = + ∪ −  
يأخذ القيم المبيّنة في الشكل ااور على المركبات المترابطة  Γلقارئ يتيقّن أنّ دليل الطريق اك ونتر 

  .Γℂ\ لمجموعةالثلاث ل

  الطريق المغلق المعطى بالمنحني الوسيطي Γ ليكن �
( ) i i: [0, 4 ] , ( 1)

2
t tt

t e e
 γ π → γ = + ⋅ − π 

ℂ  

xو   هو الجزء الصحيح للعدد x .  
  نلاحظ بحساب بسيط أنّ 

i

i

: [0, 2 ]
( )

1 2 : [2 , 4 ]

t

t

e t
t

e t

 ∈ πγ = − + ∈ π π
  

  لنا أن نكتبَ  تيحوهذا ي
(0,1) ( 1, 2)C C+ +Γ = ∪ −  

القيم المبينّة في الشكل ااور على المركبات المترابطة الثلاث  يأخذ Γويتيقن القارئ أنّ دليل الطريق 
  .Γℂ\ لمجموعةل

  
)Ind وبوجه عام، إنّ التعريف الذي وضعناه للمقدار  � , )ω Γ  هو الصياغة الرياضيّة الدقيقة

  .ωحول النقطة  Γفيها الطريق  لتفلما يمكن أن نسميّه العدد الجبريّ للمرات التي ي

 Γ

i

1−

01+

( ) Ind ,⋅ Γ

i−

 

Γ

1− 0

2+

0

1+

( ) Ind ,⋅ Γ
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  تكامل التوابع الهولومورفيّة على طريق 5.

F:. وليكن ℂمجموعة مفتوحة وغير خالية من  Ωلتكن  .مبرهنة 1-5. Ω → ℂ  ًتابعا
F. نفترض أنّ Ωهولومورفياً على  ′  على  تابعٌ مستمرΩعندئذ يكون ،  

( )d 0F z z

Γ

′ =∫  

  .Ωقِطعَِيّاً محتوى في  1C طريقاً مغلقاً من الصف Γوذلك مهما يكن 

  الإثبات

:ليكن  [ , ]a bγ → ℂ 1تمثيلاً وسيطياً من الصفC قِطعَِيّاً للمنحنيΓ يكون. عندئذ  

( )( )d ( ) ( )d
b

a
F z z F t t t

Γ

′ ′ ′= γ γ∫ ∫  

: ولكنّ التابع [ , ] ,G a b t F→ γℂ ֏ �  نقطةتابع مستمر وقابل للاشتقاق عند كل ، t 
  قابلاً للاشتقاق وتتحقق عندها المساواة  γيكون فيها التابع 

( ) ( )( ) ( )G t F t t′ ′ ′= γ γ  
)تابع أصليّ للتابع المستمر قِطَعياًّ  Gنستنتج من ذلك أنّ  )( ) ( )t F t t′ ′γ γ֏ ولأن .

( ) ( )a bγ = γ نجد  

( )( )d ( ) ( )d

( ) ( ( )) ( ( )) 0

b

a
b

a

F z z F t t t

G t F b F a

Γ

′ ′ ′= γ γ

 = = γ − γ =  

∫ ∫  

  �  وهي النتيجة المرجوّة.
  برهنة السابقة بملاحظة أنّ يمكننا استنتاج الم .ملاحظة 2-5.

( )d d i dF z z P Q

Γ Γ Γ

′ = +∫ ∫ ∫  

  هما التابعان الحقيقيان المعرفّان بالعلاقة Qو Pإذا كان 
( i ) ( , ) i ( , )F x y P x y Q x y+ = +  
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   أمثلة 3-5.
  فلدينا  ℂ قِطعَِيّاً ومحتوى في 1Cطريقاً مغلقاً من الصف Γمهما يكن  �

, d 0nn z z

Γ

∀ ∈ =∫ℕ  

يكفي أن نطبق المبرهنة السابقة على التابع الهولومورفي 
1

( )
1

nz
F z

n

+
=

+
.  

  فلدينا  ℂ∗ قِطعَِياًّ ومحتوى في 1Cطريقاً مغلقاً من الصف  Γمهما يكن  �
2, d 0nn z z− −

Γ

∀ ∈ =∫ℕ  

1يكفي أن نطبق المبرهنة السابقة على التابع الهولومورفي 

1 1
( )

1 n
F z

n z += − ⋅
+

.  

. وأخيراً ليكن Ωمن  ω، ولتكن ℂمجموعة مفتوحة وغير خالية من  Ω : لتكن نةمبره 4-5.
:f Ω → ℂ  تابعاً مستمراً علىΩ  رفياً على وهولومو\{ }Ω ωعندئذ يكون .  

( , , )

( )d 0
a b c

f z z

∂∆

=∫  

)وذلك أياً كان المثلّث    , , )a b c∆ ) المحتوى في  3-3.)راجع الأمثلة فيΩ.  

  الإثبات

) ليكن � , , )a b c∆ = في  ∆ محتوى  نّ Ωمثلّثاً  وّلاً أ ض أ هذا  ω. ولنفتر خارج  تقع 
  المثلّث.

aلنعرف   cو ′bو ′ ] مةمنتصفات القطع المستقي ′ , ]b c و[ , ]c a و[ , ]a b  ،على الترتيب
1عن ذلك الناتجة  لنتأمّل المثلثات الأربعةثمُّ  ( , , )a c b′ ′∆ = 2و ∆ ( , , )b a c′ ′∆ = ∆ 

3و ( , , )c b a′ ′∆ = 4و ∆ ( , , )a b c′ ′ ′∆ = ∆.  

  

4∆

3∆

2∆1∆

c ′

b ′
a ′

c

b
a

4∆

3∆

2∆1∆

c ′

b ′
a ′

c

b
a

⋅

⋅

⋅
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فإذا كان 
( , , )

( )d

a b c

J f z z

∂∆

=   استنتجنا أنّ  ∫

4

1

( )d
kk

J f z z
∂∆

=

= ∑ ∫  

وبناءً على هذا لا بد أن تكون واحدة على الأقل من القيم 
1 4

( )d
k k

f z z
∂∆ ≤ ≤

    ∫  أكبر أو

 تساوي
4

Jلنرمز إذن بالرمز ، ( 1 إلى مثلث من بين المثلثات ∆1( 4( )k k≤   يحُقِق  ∆≥

(1)
4 ( )dJ f z z

∂∆
≤ ∫  

)نكرر المناقشة السابقة، انطلاقاً من  ) ، فنحصل على مثلّث∆عوضاً عن  ∆1( يحُقق  ∆2(
(2) (1)∆ ⊂    وكذلك ∆

(1) (2)
( )d 4 ( )df z z f z z

∂∆ ∂∆
≤∫ ∫  

)وبالتدريج نبني متتالية من المثلثات  )( )n

n ∗∈∆
ℕ

  : تحقق الشروط التالية 

�  (0) ( , , )a b c∆ = ∆.  
�  ( 1) ( ), n nn +∀ ∈ ∆ ⊂ ∆ℕ.  

�  ( 1) ( )1
, ( ) ( )

2
n nn L L+∀ ∈ ∂∆ = ∂∆ℕ.  

	  
( ) ( 1)

, ( )d 4 ( )d
n n

n f z z f z z
+∂∆ ∂∆

∀ ∈ ≤∫ ∫ℕ.  
  وينتج من ذلك أنّ 


  ( ), ( ) 2 ( )n nn L L−∀ ∈ ∂∆ = ∂∆ℕ.  

�  
( )

, 4 ( )d
n

nn J f z z
∂∆

∀ ∈ ≤ ∫ℕ.  

)نقطة ما من nzلتكن  )n∆ إنّ المتتالية .( )n nz ∈ℕ  ق شرط كوشي فيتحُقℂ ّلأن .  

2 ( ) 2

( )

( , ) , ( , ) ( )

( ) 2 ( )

m
n m

m m
n m

n m n m z z

z z L L−

∀ ∈ > ⇒ ∈ ∆

⇒ − ≤ ∂∆ = ∂∆

ℕ  

من  افة بين أية نقطتين واقعتين داخل مثلّث أصغرُ استخدمنا خاصّة هندسيّة بسيطة، وهي أنّ المس إذ
  ، ونترك إثبات ذلك للقارئ.)في الحقيقة، نصف المحيط ولكن لا نحتاج إلى هذه الدقّة( محيطه
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)نستنتج إذن تقارب المتتالية  )n nz ∈ℕ  من عنصرξ  ينتمي إلىℂ .كانت  امّ ـول ( )n∆  مجموعة
)كان   لـمّامغلقة و  ) ( ), m n

mm n z∀ ≥ ∈ ∆ ⊂   استنتجنا أنّ  ∆

( )lim n
m

m
zξ

→∞
= ∈ ∆  

). ومنه ℕمن  nوهذه النتيجة صحيحة مهما تكن  )n

n
ξ

∈
∈ ∆

ℕ
∩.  

0لتكن  < ε .كان التابع   لـمّاf  قابلاً للاشتقاق عندξ 0، إذن يوجد r< قيحُق   

  ( , ), ( ) ( ) ( ) ( )z D r f z f f z zξ ξ ξ ξ ε ξ′∀ ∈ − − ⋅ − ≤ −  ( )1  

  وإذا استخدمنا الخاصّة الهندسية البسيطة التي ذكرناها سابقاً وجدنا أنّ 

  ( ) ( ), ( ) 2 ( )
n n nz z L Lξ −∀ ∈ ∆ − ≤ ∂∆ = ∂∆    

) تحُقّق ℕفي  kإذن توجد  ) ( ,2 ( )) ( , )k kD L D rξ ξ−∆ ⊂ ∂∆  ولكن باستخدام المثال .⊃
  نرى أنّ  3-5.

( )
( ( ) ( ) ( ))d 0

k
f f z zξ ξ ξ

∂∆
′+ ⋅ − =∫  

  ومن ثمَّ يكون

( ) ( )
( )d ( ( ) ( ) ( )( ))d

k k
f z z f z f f z zξ ξ ξ

∂∆ ∂∆
′= − − −∫ ∫  

)وباستخدام    نجد 1(

( )
( )

( )

( )

2

( )d ( ) sup ( ) ( ) ( ) ( )

2 ( )

k
k

k

z

k

f z z L f z f f z

L

ξ ξ ξ

ε

∂∆ ∈∆

−

′≤ ∂∆ ⋅ − − ⋅ −

≤ ∂∆

∫
  

  نجد  �وبالاستناد إلى الخاصّة 

( )
( )

2
4 ( )d ( )

k

kJ f z z L
∂∆

≤ ≤ ε ∂∆∫  

0Jاستنتجنا مما سبق أنّ  اً كيفيّ   اً موجب اً عدد εكان   لـمّاو  الإثبات في الحالة التي يكون  نجَزُ . ويُ =
)فيها  , , )a b cω ∉ ∆.  
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)هي أحد رؤوس المثلّث  ωلنفترض الآن أنّ  � , , )a b c∆ ًمثلا ،a = ω يمكننا أن .
aنفترض أنّ  b≠ وa c≠.قةوإلاّ كانت النتيجة المطلوبة محق ،  

0يوجد  R< يحُقّق ( , )D a R ⊂ Ω  ّوذلك لأنΩ  كان  لـمّامجموعة مفتوحة. و f  ًمستمرا
) على اموعة المتراصّة , )D a R عدداً  إذن ختراستنتجنا أنهّ محدود عليها. لنM يحقّق  

( , )

sup ( )
z D a R

M f z
∈

>  

0لتكن  < εالعدد  . عندئذ نختارt  : كما يلي  
( )

4
0,min , , | |, | |

M
t R b a c aε ∈ − −    

ة ونعرّف النقط
| |
b a

b a
x a t −

−
= ]القطعة المستقيمة  من + , ]a b،  النقطة و

| |
c a

c a
y a t −

−
= من  +

] القطعة المستقيمة , ]a c.   
) كان  لـمّا , , )x b yω ∉ )و ∆ , , )y b cω ∉   استنتجنا، استناداً إلى الحالة السابقة أنّ  ∆

( , , ) ( , , )
( )d ( )d 0

x b y y b c
f z z f z z

∂∆ ∂∆
= =∫ ∫  

كان  لـمّاو 
( , , )

( )d
a b c

f z z
  يساوي اموع : ∫∆∂

( , , ) ( , , ) ( , , )
( )d ( )d ( )d

a x y x b y y b c
f z z f z z f z z

∂∆ ∂∆ ∂∆
+ +∫ ∫ ∫  

  استنتجنا أنّ 

( , , ) ( , , )
( )d ( )d

( ( , , )) 4
4

a b c a x y
f z z f z z

M L a x y M
M

∂∆ ∂∆
=

ε
≤ ⋅ ∂∆ < ⋅ = ε

∫ ∫
  

  .تماماً موجب  كيفيعددٌ   εوهذا يثبتُ المطلوب في هذه الحالة أيضاً لأن 
)وأخيراً، لنفترض أنّ  � , , )a b cω ∈   . عندئذ نطبق الحالة السابقة على المثلثات∆

( , , )a b∆ ω   و( , , )b c∆ ω   و( , , )c a∆ ω  
التكامل  فنجد من جديد أنّ 

( , , )
( )d

a b c
f z z

  : الآتيالذي يساوي اموع  ∫∆∂

( , , ) ( , , ) ( , , )
( )d ( )d ( )d

a b b c c a
f z z f z z f z z

∂∆ ω ∂∆ ω ∂∆ ω
+ +∫ ∫ ∫  

  �  بذا نكون قد أثبتنا النتيجة المطلوبة في جميع الحالات.معدوم أيضاً. و 

 

y

c

x ba
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. وأخيراً ليكن Ωمن  ω، ولتكن ℂمن  نجميّةمجموعة مفتوحة و Ωلتكن  .رهنةمب 5-5.
:f Ω → ℂ  تابعاً مستمراً علىΩ ياً علىوهولومورف \{ }Ω ωعد تاب. عندئذ يوج 
:F Ω → ℂ  على  هولومورفيΩ ويحُقّق f F ′=.  

  الإثبات
 جميع القطع المستقيمة يحُقّق أنّ  Ωفي  a عنصراً  مجموعة نجميّة وجدنا Ω كانت  لـمّا  
[ , ]a z حيث z ∈ Ω  محتواة فيΩلنعرّف إذن التابع .  

[ , ]

: , ( ) ( )d
a z

F F z fΩ → = ζ ζ∫ℂ  

0عدداً  مجموعة مفتوحة وجدنا Ωكانت   لـمّا. Ωمن عنصراً  0z كنيل r<  يحُقّق
0( , )D z rΩ )0من  z اً كان. عندئذ، أيّ ⊂ , )D z r  0 المثلث كان( , , )a z z∆ محتوى في Ω .

  واستناداً إلى المبرهنة السابقة يكون

0 0 0[ , ] [ , ] [ , ] ( , , )

( )d ( )d ( )d ( )d 0

a z z z z a a z z

f f f fζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ

∂∆

+ + = =∫ ∫ ∫ ∫  

)0من  zوذلك أياً كان  , )D z r أو ،  

0

0

[ , ]

( )d ( ) ( )

z z

f F z F zζ ζ = −∫  

}من  zفي حالة  بَ وبناءً على هذا يمكننا أن نكت }0 0( , )\D z r z  

  ( )
0

0
0 0

0 0 [ , ]

( ) ( ) 1
( ) ( ) ( ) d

z z

F z F z
f z f f z

z z z z
ζ ζ

−
− = −

− − ∫  �  

0لتكن  < ε .كان   لـمّاf  0مستمراً عندz  وجدناη الفي ا ] [0,r تحُقّق   

0 0( , ), ( ) ( )D z f f zζ η ζ ε∀ ∈ − <  

  وجدنا �فإذا استفدنا من ذلك في العلاقة 

{ } ( )0
0 0 0 0

0 0

( ) ( )
( , )\ , ( ) [ , ]

F z F z
z D z z f z L z z

z z z z

− ε
∀ ∈ η − ≤ = ε

− −
  

Fوأنّ  Ωفي  هولومورفيF  وهذا يثُبت أنّ  f′ =.  �
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. وأخيراً ليكن Ωمن  ω، ولتكن ℂمن  نجميّةمجموعة مفتوحة و Ω لتكن .نتيجة6-5.
:f Ω → ℂ  تابعاً مستمراً علىΩ  وهولومورفياً على\{ }Ω ω عندئذ يكون .  

( )d 0f z z
Γ

=∫  
  .Ωقِطعَيّاً المحتوى في  1C من الصف Γوذلك أياً كان الطريق المغلق 

  الإثبات

  �  5-1.و 5-5.نتيجة مباشرة من المبرهنتين هذه 

  علاقة كوشي ونتائجها 6.

من  ةنجميّ مجموعة مفتوحة و Ω لتكن .علاقة كوشي في حالة مجموعة نجميّة-  مبرهنة 1-6.
ℂ وليكن ،:f Ω → ℂ  ق المغلق لومورفياً. عندئذ أياً كان الطريتابعاً هوΓ ن الصفم 
1C  قِطعَيّاً المحتوى فيΩ وأياً كانت ،ω  من\Ω Γ  ّفإن  

1 ( )
( ) Ind( , ) d

2 i

f z
f z

z
Γ

ω ⋅ ω Γ =
π − ω∫  

)Ind) حالةبالطبع، الحالة المهمّة هنا هي (   , ) 1ω Γ =.  
  الإثبات
Ω\من  ω، ولتكن Ωقِطَعيّاً محتوى في  1Cطريقاً مغلقاً من الصف  Γليكن  Γف التابعثمُّ لنعر .  

( ) )
:

: , ( )
) :

f z f
z

g g z z
f z

 − (ω ≠ ωΩ → =  − ω ′ (ω = ω

ℂ  

  وبناءً على ذلك يكون 5-6.شروط النتيجة  gعندئذ يحُقق التابع 
1

( )d 0
2 i

g z z

Γ

=
π ∫  

  �  نحصل على علاقة كوشي المطلوبة. fبقيمته بدلالة  gوبتعويض 
ع تحليلية. وْن هذه التوابك  ة تتعلّق بالتوابع الهولومورفيّة وهيإثبات نتيجة مهمّ في المبرهنة السابقة  فيدنات

  في التحليل الحقيقي. ما يُكافئهاوهذه نتيجة مُفاجِئة لعدم وجود 
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f:، وليكن ℂخالية من  مجموعة مفتوحة غير Ω لتكن .مبرهنة 2-6. Ω → ℂ اً تابع
  .Ωتحليلياً في  fذ يكون هولومورفياً. عندئ

  الإثبات

0. وليكن Ωعنصراً من  0zكن يل R< 0 عدداً يحُقّق( , )D z RΩ . وأخيراً ليكن ⊂
0( , )C z r+Γ 0 مع = r R< ونصف  0zهو الدائرة الموجّهة التي مركزها  Γ أي(. >

)0كانت   لـمّا. r)قطرها  , )D z R كان   لـمّاوحة ونجميّة، و مجموعة مفتf  هولومورفياً على
0( , )D z R ستنتجنا من المبرهنة السابقة أنّ ا  

0

0

( , )

1 ( )
( , ), ( ) d

2 i
C z r

f
z D z r f z

z

ζ
ζ

π ζ
+

∀ ∈ =
−∫  

0وذلك لأنّ  0( , ) ( , )D z R C z r+⊃  ّ0ولأنInd( , ( , )) 1z C z r+ في الحالة التي يكون  =
)0عنصراً من  zفيها  , )D z r.  ّنستنتج إذن أن  

( )0

2 i
i0

0 i
00

2 i
0

i
0

( )1
( , ), ( ) d

2

( )1
d

2 1
z z

r

rf z re
z D z r f z e

z re z

f z re

e

π θ
θ

θ

π θ

− − θ

+
∀ ∈ = θ

π + −

+
= θ

π −

∫

∫
  

)0من  zلتكن  ،ولكن , )D z r،  عندئذ، أياً كانتθ  منℝ وm  من∗ℕفلدينا ،  

( ) ( ) ( )
( )

i01
i0

i i0 0
0

1

1 1

m
mm

k
k

k

z z
erz z

erz z z z
e er r

− θ−
− θ

− θ − θ
=

−
−= +− −− −

∑  

  أو

1
0i0

i 1
0 00

1

( )

mkm
k

m
k

z zz zr
e

r r z zr z z e r

−
− θ

− θ −
=

  −−  − ≤   − − − −
∑  
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  ومن ثمَّ 
21

i i0
0

0 0

21
0 i

0
0 0

d
( ) ( )

2

d
( )

2

km
k

k

m m

z z
f z f z re e

r

z z r
f z re

r z z

π−
θ − θ

=

π− +
θ

 − θ − + ≤   π 

− θ
+

− − π

∑ ∫

∫

  

0limولكن  0
m

m
m

z z

r→∞

−
)0عنصراً من  zحين يكون  = , )D z r.  إذن بجعلm  تسعى

  نجد ∞+إلى 

0 0
0

( , ), ( ) ( )kk
k

z D z r f z a z z

∞

=

∀ ∈ = −∑  

  حيث

0

2

i i
0 1

00 ( , )

( )1 1
( ) d d

2 i2 ( )
k

k k k

C z r

f
a f z re e

r z+

π
θ − θ

+
ζ

= + θ = ζ
ππ ζ −∫ ∫  

  �  .Ωتابع تحليلي على  f. وهذا يثُبتُ أنّ ℕمن  k اً كانأيّ 

f:، وليكن ℂمجموعة مفتوحة غير خالية من  Ω لتكن .ملاحظة 3-6. Ω → ℂ  ًتابعا
 0zعند  f تابع تحليلي وأنّ متسلسلة تايلور للتابع fبرهنة السابقة أنّ هولومورفياً. لقد أثبتنا في الم

)0 تتقارب على كل قرص مفتوح , )D z r  0محتوى تماماً في قرص مفتوح( , )D z R ود داخل موج
Ωلتابع. وهذا يعني أنّ نصف قطر تقارب متسلسلة تايلور ل f 0 عندz  أكبر أو يساوي نصف

في  Ωℂ\و 0zي أكبر أو يساوي المسافة بين ، أΩومحتوى في  0zقطر أي قرص مفتوح مركزه 
≠حالة  Ωℂ،  في حالة  ∞+أو يساوي= Ωℂ  وبناءً على هذا نستنتج  

( )
0

0 0 0 0
0

( )
, ( , ( , \ )), ( ) ( )

!

n
n

n

f z
z z D z d z f z z z

n

∞

=

∀ ∈ Ω ∀ ∈ Ω = −∑ℂ  

)0 بالرمزرمزنا وقد  , \ )d z Ωℂ 0 افة بينسالم إلىz و\Ωℂ في حالة  ∞+تساوي هي ، و
= Ωℂ 0. ولقد أثبتنا أيضاً أنهّ في حالة( , )D z rΩ   يكون  ⊂

0

( )
0 1

0( , )

! ( )
, ( ) d

2 i ( )

n

n

C z r

n f
n f z

z

ζ
ζ

π ζ+
+

∀ ∈ =
−∫ℕ  
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f:، وليكن ℂمجموعة مفتوحة وغير خالية من  Ω لتكن .نتيجة 4-6. Ω → ℂ  ًتابعا
f هولومورفياً. عندئذ يكون   .هولومورفيّاً أيضاً  ′

  الإثبات

  الآتية، بسبب صحّة الاقتضاءات واضحةإنّ هذه النتيجة 

)f (1)هولومورفي
) (f (2)تحليلي ⇐

) (f ′ (3)تحليلي ⇐
) (f ′   )هولومورفي ⇐

)ينتج الاقتضاء  ) انوينتج الاقتضاء 6-2.من المبرهنة  1( )و 2( من دراستنا للمتسلسلات  3(
  �  الصحيحة.

، وليكن ℂ غير خالية منو مجموعة مفتوحة  Ω لتكن .Morera موريرا – مبرهنة 5-6.
:f Ω → ℂ  ًق  ،تابعاً مستمرايحُق( )d 0f z z

∂∆
 المحتوى في ∆ أياً كان المثلّث ∫=

Ωعندئذ يكون . f  هولومورفياًّ علىΩ.  

  الإثبات

) ليكن , )D a= ρD قرصاً مفتوحاً محتوى في Ωف كما5-5.إثبات المبرهنة فعلنا عند  . نعر 
  التابع 

[ , ]

: , ( ) ( )d
a z

F F z f→ = ζ ζ∫D ℂ  

نّ  ت تلك المبرهنة، نستنتج أ ت إثبا نّ  Dى لهولومورفي ع F وباتباع خطوا Fوأ f′ = D ُّثم .
اً على  قكان هذا محق   لـمّا. و D هو أيضاً هولومورفي على f نستفيد من المبرهنة السابقة لنستنتجَ أنّ 

  �  .Ωهولومورفي على  fاستنتجنا أنّ  Ωكل قرص مفتوح محتوى في 

: ليكن .متراجحات كوشي- نتيجة 6-6. (0, )f D R → ℂ  تابعاً هولومورفياً. نعلمُ أنهّ توجد
nمتسلسلة صحيحة 

na z∑  ا أكبر أو يساوينصف قطر تقارR تحُقّق  

0

(0, ), ( ) n
n

n

z D R f z a z

∞

=

∀ ∈ = ∑  
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[من  rذا كانت أنهّ إ 6-2.ولقد وجدنا، عند إثبات المبرهنة  [0,R  كان  
2

i i

0

1
, ( )d

2
n

n nn a e f re
r

π
− θ θ∀ ∈ = θ

π ∫ℕ  

)وبناءً على هذا، إذا عرفّنا  ) sup ( )
z r

M r f z
=

  كان لدينا  =
( )

, n n

M r
n a

r
∀ ∈ ≤ℕ  )متراجحات كوشي(  

f:ليكن  .Liouville ڤيلليو – مبرهنة 7-6. →ℂ ℂ تابعاً هولومورفياً، ومحدوداً على ℂ .
  .ℂ ثابتاً على fعندئذ يكون التابع 

  الإثبات
sup ليكن ( )

z

M f z
∈

=
ℂ

، أنهّ توجد متسلسلة صحيحة 6-3.. نعلم، استناداً إلى الملاحظة 
n

na z∑  ا يساويتحُقّق ∞+نصف قطر تقار  

0

, ( ) n
n

n

z f z a z

∞

=

∀ ∈ = ∑ℂ  

  لديناجحات كوشي واستناداً إلى مترا

0, , n n

M
r n a

r
∀ > ∀ ∈ ≤ℕ  

0naاستنتجنا أنّ  ∞+تسعى إلى  rفإذا جعلنا  0كانت   أياً  = n< وهذا يقتضي .  
0, ( )z f z a∀ ∈ =ℂ  

  �  لوبة.وهي النتيجة المط

:ليكن  .مبرهنة 8-6. ( , )f D a R → ℂ د متسلسلة صحيحة عاً هولومورفياً. نعلمُ أنهّ توجتاب
n

na z∑  ا أكبر أو يساوينصف قطر تقارR قتحُق  

0

( , ), ( ) ( )nn
n

z D a R f z a z a

∞

=

∀ ∈ = −∑  

  يكونعندئذ و 

] [
2

222 i

0 0

1
0, , ( ) d

2
n

n

n

r R a r f a re

π∞
θ

=
∀ ∈ = + θ

π∑ ∫  
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  الإثبات

0aيمكننا أن نفترض  في لنعرّف  .يأتيدون الإخلال بعموميّة الإثبات وهذا ما سنفعله فيما  =

,0)من  zو ℕمن  n حالة )D R  المقدار
0

( )
n

k
n k

k

S z a z
=

= ∑ .  

)كن يل , )k n  2عنصراًَ◌ منℕ  يحُقّقn k≥ عندئذ .  

1

( ) ( )
(0, )\{0}, p kn

pk
p n

f z S z
z D R a z

z

∞
−

= +

−
∀ ∈ = ∑  

)فالتابع  ) ( )n

k

f z S z
z

z

−
,0) هولومورفيّ على يقبل التمديد إلى تابع ֏ )D R ّنستنتج إذن أن .  

(0, )

( ) ( )
d 0n

k

C r

f z S z
z

z+

−
=∫  

0 الذي يحُقّق r العدد وذلك أياً كان r R< < .  

[من  rكن يل [0,R. ساواة السابقة أنّ نستنتج من الم  

( )
2

2 i i i

0

( , ) , ( ) ( ) d 0k
nn k k n f re S re e

π
θ θ − θ∀ ∈ ≤ ⇒ − θ =∫ℕ  

  وبناءً على ذلك يكون

( )
2

i i i

0

, ( ) ( ) ( )d 0n nn f re S re S re

π
θ θ θ∀ ∈ − θ =∫ℕ  

,0)من  z ولكن، أياً كان )D R،  كان   

( )2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) 2Re ( ( ) ( )) ( )n n n nf z f z S z S z f z S z S z= − + + − ⋅  

  ، ℕمن  n إذن، أياً كان
2 2 2

2 2 2i i i i

0 0 0

2

(0, )

0 ( ) d ( ) d ( ) ( ) d

2 sup ( ) ( )

n n

n
z D r

f re S re f re S re

f z S z

π π π
θ θ θ θ

∈

≤ θ − θ = − θ

 ≤ π −   

∫ ∫ ∫
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)كانت   لـمّاو  )n nS ∈ℕ تتقارب بانتظام من f  0)على القرص المغلق, )D rخواص  ىاءً عل، بن
  استنتجنا المتسلسلات الصحيحة،

2 2
2 2i i

0 0

( ) d lim ( ) dn
n

f re S re

π π
θ θ

→∞
θ = θ∫ ∫  

  كنول
2i i( )

0 0

( )
n n

k p k p
n k p

k p

S re a a r eθ + − θ

= =
= ∑∑  

2التكامل و 
i( )

0
dk pe

π − θ θ∫  2يساويπ  في حالةp k= في حالة  0يساوي ، وp k≠ .
  نستنتج من ذلك أنّ 

2
2 2i 2

00

( ) d lim 2
n

k
k

n
k

f re a r

π
θ

→∞ =
θ = π∑∫  

  �  وبذا يتمّ المطلوب.

  العظمى طويلةمبدأ ال 7.

. ℂمجموعة مفتوحة ومترابطة غير خالية من  Ω لتكن .العظمى طويلةمبدأ ال -مبرهنة  1-7.
f:وليكن  Ω → ℂ  تابعاً هولومورفياً. ولتكن( , )D a rΩ   . عندئذ يكون⊂

i( ) max ( )f a f a re θ
θ∈

≤ +
ℝ

  
  .Ωثابتاً في  fوتحدث المساواة إذا وفقط إذا كان 

  الإثبات
,iلنفترض جدلاً أنّ  ( ) ( )f a re f aθ∀θ ∈ + ≤ℝترض أنّ . ولنف  

0

( , ), ( ) ( )nn
n

z D a r f z a z a

∞

=

∀ ∈ = −∑  

  عندئذ يكون لدينا استناداً إلى المبرهنة السابقة،
2 2 22 22 i

0
00

1
( ) d ( )

2
n

n

n

a r f a re f a a

∞ π θ

=
= + θ ≤ =

π∑ ∫  

, وبناءً على هذا يكون  0nn a∗∀ ∈ =ℕ ،إذن ( ) ( )f z f a=  مهما تكنz  من
( , )D a r،  كانت   لـمّاوΩ  ّالتابع مترابطة نتج أنf  ثابتٌ علىΩ.  �  
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غير خالية من و طة مترابمحدودة و مجموعة مفتوحة و  Ω لتكن .العظمى طويلةمبدأ ال -ة نتيج 2-7.
ℂ وليكن .:f Ω → ℂ  ًعلى هولومورفياً و  ،مستمراًّ  تابعا Ω.حدود  نعرّفΩ بالصيغة 
\∂Ω = Ω Ω.  عندئذ  

, ( ) sup ( )z f z f
ξ∈∂Ω

∀ ∈ Ω ≤ ξ  

  .Ωثابتاً في  fدث المساواة إذا وفقط إذا كان وتح

  الإثبات

)مجموعة متراصّة لأا مغلقة ومحدودة، استنتجنا أنّ  Ωكانت   لـمّا )z f z֏  يبلغ حدّه الأعلى
  يحُقّق Ωفي  a. أي يوجد عنصر Ωعلى 

( ) sup ( )
z

f a f z
∈Ω

=  

  وهنا نناقش حالتين :

aحالة  � ∈ ∂Ω في هذه الحالة يكون .sup ( ) ( )f f a
ξ∈∂Ω

ξ  وتتحقّق المتراجحة  =

, ( ) sup ( )z f z f
ξ∈∂Ω

∀ ∈ Ω ≤ ξ 

aحالة  � ∈ Ω موعةعندئذ نستنتج من كون ا .Ω  ًمفتوحة، أنهّ يوجد عددٌ موجبٌ تماما
r  يحُقّق( ),D a r ⊂ Ω وعندئذ نستنتج من تعريف .a  ّأن 

i( ) max ( )f a f a re θ
θ∈

≥ +
ℝ

  

)iأنّ  7-1.ونستنتج من المبرهنة  ) max ( )f a f a re θ
θ∈

≤ +
ℝ

  . إذن

i( ) max ( )f a f a re θ
θ∈

= +
ℝ

  

لأنهّ  Ω، ومن ثمَّ على Ωثابتٌ على  fنفسها أنّ  7-1.وهذا يقتضي، بناءً على المبرهنة 
  مستمر عليها. 

  �  وبذا يكتمل الإثبات.
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]من  Pليكن كثير الحدود  .D'Alembert دالمبير – مبرهنة 3-7. ]Xℂ ّدرجة  . نفترض أن
)0 يحُقّق 0z عددٌ  ℂفي  عندئذ يوجد .1أكبر أو تساوي  Pكثير الحدود  ) 0P z =.  

  الإثبات
  دياً، أيواح Pيمكننا أن نفترض كثير الحدود 

1

0

( )
n

n k
k

k

P X X a X

−

=
= + ∑  

degمع  0P n= 1يحُقق  rختر عدداً . لن<
0 0

1
n

kk
r a a

−

=
> + . عندئذ أياً  ∑+

  فلدينا ℝمن  θ كان

( )

( )

1
i

0

1
1

0
0

1 0

n
n k

k

k

n
n

k

k

P re r a r

r r a a P

−
θ

=
−

−

=

≥ −

  ≥ − ≥ + >   

∑

∑
  

,فلو افترضنا جدلاً أنّ  ( ) 0z P z∀ ∈ ≠ℂ 1، استنتجنا أنّ التابع
( )

( )
z f z

P z
ع تاب ֏=

)، ويحُقق ℂ هولومورفي في ) i0 ( )f f r e θ> أياً كان θ  منℝ وهذا يتناقض مع نتيجة .
  �  المبرهنة السابقة.

  متتاليات ومتسلسلات التوابع الهولومورفيّة 8.

  .نأتي الآن إلى مبرهنة مهمّة ليس لها مُكافئ في التحليل الحقيقي

)، ثمُّ لتكن ℂمجموعة مفتوحة غير خالية من  Ωلتكن  .مبرهنة 1-8. )n nf ∈ℕ متتالية من التوابع 
). نفترض أنّ المتتالية Ωالهولومورفيّة على  )n nf ∈ℕ  مجموعة متراصّة متقاربة بانتظام على كل

)وتتقارب المتتالية  Ωهولومورفياً على  fون . عندئذ يكfمن تابع  Ωمن  )n nf ∈′ ℕ 
fن التابع م Ωبانتظام على كل مجموعة متراصّة من  ′.  

  الإثبات

)كانت المتتالية   لـمّا � )n nf ∈ℕ  مجموعة متراصّة من متقاربة بانتظام على كلΩ  من التابعf ،
  .Ωعلى  مستمرf  استنتجنا أنّ  Ωتمرةّ على مس nfكانت التوابع   لـمّاو 
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  أمكننا أن نكتبَ  Ωمجموعة متراصّة في  ∆كانت   لـمّا. Ωمثلثاً محتوى في  ∆ليكن  �

( )( )d ( )d ( ) ( ) d

( ) sup ( ) ( )

n n

n
z

f z z f z z f z f z z

L f z f z
∂∆ ∂∆ ∂∆

∈∆

− = −

≤ ∂∆ ⋅ −

∫ ∫ ∫  

)للمتتالية  ∆ونستنتج من التقارب المنتظم على  )n nf ∈ℕ من التابع f  ّأن  
(1)

( )d lim ( )d 0n
n

f z z f z z
→∞

∂∆ ∂∆

= =∫ ∫  

)تنتج المساواة  إذ   نكون بذلك قد أثبتنا أنّ  5-4.من المبرهنة  1(

( )d 0f z z

∂∆

=∫  

  6-5.بمقُتضى المبرهنة  Ωتابع هولومورفي على  f. إذن Ωالمحتوى في  ∆أياً كان المثلّث 
 في ν عددٌ  . يوجدΩ مجموعة متراصّة محتواة في K لنُثبت الجزء الثاني من المبرهنة. لتكن �
ℕ  قيحُق  

  { }: ( , ) 2z d z K −ν
ν = ∈ ≤ ⊂ ΩK ℂ    

)0يمكن إثبات ذلك بنقض الفرْض. لأنه إذا لم يكن ذلك صحيحاً وجدنا متتالية ( )zν ν≥  من
)0و متتالية  Ωℂ\عناصر  )tν ν≥ من عناصر K قانتحق  

10, 2z t −ν+
ν ν∀ν ≥ − ≤  

)متراصّة إذن توجد متتالية جزئيّة  K ولكنّ اموعة ) 0( )tϕ ν ν≥ متقاربة من عنصر t  منK، 
) لمتتاليةوعندئذ تتقارب ا ) 0( )zϕ ν ν≥  من العنصرt  موعةأيضاً، ولكنها متتالية من عناصر ا

t\، إذن Ωℂ\المغلقة  ∈ Ωℂ وهذا يتناقض مع كوْن .( KΩ ⊃.  

  .Ωمجموعة مغلقة ومحدودة استنتجنا أا مجموعة متراصة محتواة في  νKكانت   لـمّاو 

). عندئذ يكون Kعنصراً من  zكن يل , 2 )D z −ν
ν⊂ K  وبناءً على متراجحات كوشي مطبّقة

mfابع الهولومورفي على الت f− نجد  

( ,2 )
( ) ( ) 2 sup 2 supm m m

C z

f z f z f f f f
−ν

ν

ν ν′ ′− ≤ − ≤ −
K
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  وينتج من ذلك أنّ 
, sup 2 supm m

K

m f f f f
ν

ν′ ′∀ ∈ − ≤ −
K

ℕ  

) للمتتالية νK ونستنتج من التقارب المنتظم على )n nf ∈ℕ  منf تتالية أنّ الم( )n nf ∈′ ℕ  متقاربة
f من K بانتظام على   �  . وبذلك يتمُ المطلوب.′

  وتنتج الخاصّة التالية بالتدريج :  

)، ثمُ لتكن ℂ خالية من مجموعة مفتوحة غير Ωلتكن  .نتيجة 2-8. )n nf ∈ℕ  متتالية من التوابع
) . نفترض أنّ المتتاليةΩالهولومورفيّة على  )n nf ∈ℕ  مجموعة متراصّة متقاربة بانتظام على كل

) وتتقارب المتتالية Ωهولومورفياً على  f. عندئذ يكون fتابع  من Ωمن  )( )p
n nf ∈ℕ 

)التابع  من Ωبانتظام على كل مجموعة متراصّة من  )pfوذلك أياً كان ، p  من∗ℕ.  

)، ثمُ لتكن ℂمجموعة مفتوحة غير خالية من  Ωلتكن  .نتيجة 3-8. )n nf ∈ℕ  متتالية من التوابع
على كل  )أو بالنظيم(متقاربة بانتظام  ∑nf . نفترض أنّ المتسلسلةΩالهولومورفيّة على 

 ذ يكون مجموعها. عندئΩمجموعة متراصّة من 
0

n

n

f f

∞

=
= . Ωهولومورفياً على  ∑

)ويكون  ) ( )

0

p p
n

n

f f

∞

=
=   .ℕ∗من  p، وذلك أياً كانت ∑

  المعرف بالعلاقة  Riemann ريمان تابع أنّ  ،بتطبيق النتيجة السابقة ،فمثلاً، نترك للقارئ أن يتيقن

1

1
( ) z

n

z z
n

∞

=
ζ = ∑֏  

}هو تابع هولومورفيٌ في نصف المستوي  }1 : Re 1z z= ∈ >P ℂ.  

  الصيغة العامّة لعلاقة كوشي 9.

ونحتاج في  6-1.) المبرهنة( نعمم فيما يلي علاقة كوشي التكامليّة الخاصّة باموعات النجميّة
. لذلك عند دراسة التوابع لعدّة متحولاتصياغتها إلى مفهوم التشوّه المستمر للطريق الذي درسناه 

  ليتذكّر التعاريف الأساسيّة.الدراسة  لكتنحُيلُ القارئ الى 
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طريقين  1Γو 0Γ ، ثمُّ ليكنℂمجموعة مفتوحة ومترابطة وغير خالية من  Ωلتكن  .مبرهنة 1-9.
f: ، وأخيراً ليكنΩ قِطعَيّاً في 1C مغلقين من الصف Ω → ℂ  .ًتابعاً هولومورفيا
  . عندئذ1Γللطريق  Ωفي  هو تشويه مستمر0Γ  نفترض أنّ الطريق 

1 0

( )d ( )df z z f z z

Γ Γ

=∫ ∫  

  الإثبات
iz، أياً كانت لنعرف كما جرت العادة x y=   : Ωمن  +

( , ) Re ( ) ( , ) Im ( )P x y f z Q x y f z=   و=

  المعرفّين بالعلاقتين: ℑωو ℜω ولنتأمّل الشكلين التفاضليين من المرتبة الأولى

( , )

( , )

( , )d ( , )d

( , )d ( , )d

x y

x y

P x y x Q x y y

Q x y x P x y y

ℜ

ℑ

ω = −

ω = +
  

  نئذ نعلم أنهّ لدينا بالتعريفحي

  { } ( )0,1 , d i
k k k

k f z z ℜ ℑ

Γ Γ Γ
∈ = ω + ω∫ ∫ ∫  �  

ا يحققان شرطي  ، وهم∞Cمن الصف Qو Pاستنتجنا أنّ التابعين  Ωتحليلياً على fكان   لـمّا
  ريمان:-كوشي

P Q Q P

y x y x

∂ ∂ ∂ ∂
= − =

∂ ∂ ∂ ∂
  و

. فإذا Ω، فهما تامّان محلياً في Ωمغلقان في  ℑωو ℜωنستنتج من ذلك أنّ الشكلين التفاضليين 
  وجدنا. 1Γللطريق  Ωفي  هو تشويه مستمر0Γ  الطريق كون من  استفدنا 

1 0 1 0

ℜ ℜ ℑ ℑ

Γ Γ Γ Γ
ω = ω ω = ω∫ ∫ ∫   و∫

 �  نجد الخاصّة المطلوبة. �وبالعودة إلى 
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طريقاً  Γ . ثمُّ ليكنΩعنصراً من  ωكن ي، ولℂمجموعة مفتوحة من  Ω لتكن .مبرهنة 2-9.
}\قِطعَياًّ ومحتوى في  1C مغلقاً من الصف }Ω ωوأخيراً ليكن ، :f Ω → ℂ  ًتابعا

  . عندئذΩفي  لنقطة هو تشويه مستمرΓ   هولومورفياً. نفترض أنّ الطريق
( )1

( ) Ind( , ) d
2 i

f z
f z

z
Γ

ω ⋅ ω Γ =
π − ω∫  

  الإثبات
ساعد التالي

ُ
  ليكن التابع الم

( ) ( )
:

: , ( )

( ) :

f z f
z

zg g z

f z

 − ω ≠ ω − ωΩ → =  ′ ω = ω

ℂ  

النقطة الوحيدة التي يجب إثبات قابليّة الاشتقاق عندها هي ( .Ωهولومورفياً على  gعندئذ يكون 
ω  ٍولكن في جوار V لعنصرل ω لدينا  

( 1)

0

( )
, ( ) ( )

( 1)!

n
n

n

f
z V g z z

n

∞ +

=

ω
∀ ∈ = − ω

+∑  

  . وبناءً على المبرهنة السابقة يكونω)يقبل الاشتقاق عند  gوالتابع 
1

( )d 0
2 i

g z z

Γ

=
π ∫  

لنقطة. ونحصل على المطلوب بإصلاح العلاقة السابقة والعودة إلى  Ωتشويه مستمر في  Γلأنّ 
  �  .fالتابع 
f:كن ، وليℂمن  بسيطة الترابطومجموعة مفتوحة  Ωلتكن  .نتيجة 3-9. Ω → ℂ  ًتابعا

  هولومورفياً. عندئذ
  ، فلديناΩقِطعَيّاً ومحتوى في  1C من الصف Γ أياً كان الطريق المغلق �

( )d 0f z z
Γ

=∫  
قِطعَياًّ ومحتوى في  1C من الصف Γ . وأياً كان الطريق المغلقΩمن  ω أياً كانت �

\{ }Ω ωفلدينا ،  
1 ( )

( ) Ind( , ) d
2 i

f z
f z

zΓ
ω ⋅ ω Γ =

π − ω∫  
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  ات ـتمرين

Jالتوابع  1. التمرين ؟ لآتيةاأي هولومورفي  
1التابع  � :f →ℂ ℂ عرّف بالعلاقتينالم  

  ( )

( )

1

1

Re ( i ) cos s in

Im ( i ) cos s in

x

x

f x y e x y y y

f x y e y y x y

+ = −

+ = +
  

}التابع  � }2 : : Re 0f z z∈ > →ℂ ℂ رّف بالعلاقتينمع  

  
( )
( )

2 2
2 2 2

2 2
2 2 2

1
Re ( i ) ln( ) arctan

2

1
Im ( i ) arctan ln( )

2

x y
f x y x y y

xx y

y y
f x y x x y

xx y

+ = + +
+

+ = − +
+

  

3التابع  � :f →ℂ ℂ عرّف بالعلاقتينالم  

  ( )

( )

3

3

Re ( i ) cos s in

Im ( i ) s in cos

x

x

f x y e x y y y

f x y e x y y y

+ = +

+ = −
  

4التابع  � :f →ℂ ℂ عرّف بالعلاقتينالم  

  4

4

Re ( i ) ( cos s in ) ( cos s in )

Im ( i ) ( cos s in ) ( cos s in )

y y

y y

f x y e x x y x e x x y x

f x y e y x x x e y x x x

−

−

+ = + + −

+ = − + +
  

  الحـل

izضع لن � x y=   لاحظ أنّ ، ولن+
( ) ( )
( )

( )

1( ) cos s in i cos s in

( i )cos i( i )sin

( i ) cos i sin

x x

x

x z

f z e x y y y e y y x y

e x y y x y y

x y e y y z e

= − + +

= + + +

= + + = ⋅

  

  .ℂ هولومورفي في 1fإذن 
izلنضع  � x y=   حظ أنّ ، ولنلا+

( )

2 2 2

2

1 i
( ) ln| | arctan arctan ln| |

| | | |

1
ln| | iArg Log( )

| |

y y
f z x z y x y z

x xz z

z
z z z

zz

     = + + −        

= + =
  

} هولومورفي في 2fإذن  }: Re 0z z∈ >ℂ.  
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izلنضع  � x y=   ، ولنلاحظ أنّ +
( )
( )

3( ) ( i )cos ( i )sin

cos i sin

x

x z

f z e x y y y x y

z e y y z e

= − + +

= ⋅ + = ⋅
  

zفيّاً لكان هولومور  3fولو كان  z֏  ًوهذا غير صحيح لأنّ النهاية  ،هولومورفيّاً أيضا
0

lim
z

z

z→
 

  غير موجودة.

izلنضع  � x y=   ، ولنلاحظ أنّ +

( )
( )
( )

4

i i

i i

( ) ( cos sin ) ( cos sin )

(cos i sin ) (cos i sin )

2 cos

y y

y y

y x y x

z z

f z e z x z x e z x z x

z e x x e x x

z e e

z e e z z

−

−

− − +

−

= + + −

= − + +

= +

= + =

  

  ℂ.  úهولومورفي في 4fإذن 

Jليكن  2. التمرين:f Ω → ℂ  تابعاً هولومورفياً على مجموعة مفتوحة ومترابطةΩ في ℂ .
)Reنفترض أنّ التابع  )f تابعٌ ثابت على Ω ّأثبت أن .f ثابتٌ على Ω.  

  الحـل

RePلنفترض أنّ  f= وImQ f=ا ريمان م-. عندئذ يكون لدينا استناداً إلى دساتير كوشي
  يلي :

Q P

y x

∂ ∂
=

∂ ∂
Qو     P

x y

∂ ∂
= −

∂ ∂
  

0استنتجنا أنّ  Ωثابتاً على  Pفإذا كان 
Q Q

x y

∂ ∂
= =

∂ ∂
dأو. Ω على اموعة  0Q = 

نفسه  fثابتاً عليها. ومن ثمَّ يكون التابع  Qمترابطة، يكون  Ω. وعليه، لأنّ اموعة Ω على
  Ω.  ú ثابتاً على
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Jإذا كان  3. التمرين:f Ω → ℂ  تابعاً معرفّاً على مجموعة مفتوحة ومترابطةΩ  فيℂ عرفّنا ،
izأياً كانت  x y=   المقدارين Ωمن  +

( , ) Re ( i )P x y f x y= )و   + , ) Im ( i )Q x y f x y= +  

) التي تحُقق الشرط Ω على fعين التوابع الهولومورفيّة    , ) 0
P
x y

y

∂
=

∂
وذلك أياً كان  

iz x y=   .Ωمن +

  لالحـ

  تابعاً هولومورفيّاً عندئذ نعلم أنّ  fليكن 
1

i i
i

P Q P P
f

y y x y

 ∂ ∂ ∂ ∂′ = + = −  ∂ ∂ ∂ ∂ 
  

  ونستنتج من جديد أنّ  ريمان.-وذلك استناداً إلى معادلات كوشي
2 2 2 2

2 2

1
i i

i

P P P P
f

y x x yy y

 ∂ ∂ ∂ ∂′′ = − = − −  ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ 
  

  ائياًّ من المراّت.يقبل المفاضلة عدداً لا Pإذ استفدنا هنا من كون 

0إذا افترضنا أنّ 
P

y

∂
=

∂
0fاستنتجنا مما سبق أنّ   ′′  ℂمن  bو aومن ثمَّ يوجد عددان  ،=

  يحُقّقان
, ( )z f z az b∀ ∈ Ω = +  

)Imولأنّ  )
P

a
y

∂
= −

∂
,في هذه الحالة استنتجنا أنّ   ( )z f z z bα∀ ∈ Ω =  α حيث +

  . وبالطبع إنّ العكس صحيح وضوحاً. ℂمن  bو ℝمن 
} اموعة إنّ مجموعة التوابع المطلوبة هيوعليه ف }, : ( , )bf bα α ∈ ×ℝ ℂ مع  

  , : ,bf z z bα αΩ → +ℂ ֏  
  ú  .تعيين مجموعة التوابع المطلوبةوبذا يتمّ 
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Jليكن  4. التمرين:f Ω → ℂ طة تابعاً هولومورفيّاً على مجموعة مفتوحة مترابΩ نفترض أن .
)التابع  )z f z֏  ثابتٌ علىΩ ّأثبت أن ،f .ٌنفسه تابعٌ ثابت  

  الحـل

)لنضع كالعادة  , ) Re ( i )P x y f x y= )و + , ) Im ( i )Q x y f x y= لى .استناداً إ+
  يحُقّق Mالفرْض، يوجد ثابتٌ حقيقي 

( ) ( )2 2
( i ) , ( , ) ( , )x y P x y Q x y M∀ + ∈ Ω + =  

0Mفإذا كان  0fاستنتجنا مباشرة أنّ  =   .وتمّ الإثبات =

0Mلنفترض إذن أنّ    نستنتج yثمُّ بالنسبة إلى  x. بالاشتقاق بالنسبة إلى <

( i ) , ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0

P Q
x y P x y x y Q x y x y

x x
P Q

P x y x y Q x y x y
y y

∂ ∂
∀ + ∈ Ω + =

∂ ∂
∂ ∂

+ =
∂ ∂

  

Pوبالاستفادة من دستورَي كوشي ريمان :  Q

x y

∂ ∂
=

∂ ∂
Qو  P

x y

∂ ∂
= −

∂ ∂
  نستنتج أنّ  

( i ) , ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0

P Q
x y P x y x y Q x y x y

x x
Q P

P x y x y Q x y x y
x x

∂ ∂
∀ + ∈ Ω + =

∂ ∂
∂ ∂

− =
∂ ∂

  

)مّا كان ـول ) ( , ) i ( , )
P Q

f z x y x y
x x

∂ ∂′ = +
∂ ∂

  فإننا نرى أنّ جملة المساواتين السابقتين تُكافئ 

, ( ) ( ) 0z f z f z′∀ ∈ Ω =  
0Mولكن    يقتضي أنّ  ≠

, ( ) 0z f z∀ ∈ Ω ≠  
,والمساواة السابقة تكافئ إذن  ( ) 0z f z′∀ ∈ Ω  Ωثابتٌ لأنّ اموعة  f. وهذا يثبتُ أنّ =

  ú  مجموعة مفتوحة ومترابطة.
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Jإذا كان  5. التمرين:f Ω → ℂ  تابعاً معرّفاً على مجموعة مفتوحة ومترابطةΩ  فيℂ عرّفنا ،
izأياً كانت  x y=   المقدارين Ωمن  +

( , ) Re ( i )P x y f x y= )  و  + , ) Im ( i )Q x y f x y= +  

f:أوجد التوابع الهولومورفيّة    Ω → ℂ  الآتيةفي الحالات  
2 2

3 2 2 3

2 2

(0) 0 ( , )

(0) 0 ( , ) 6 3 2

(2) 0 ( , )

sin 
( , )

ch

.1

.2

.3

.
cos

4

f P x y x y xy

f P x y x x y xy y

y
f Q x y

x y

x
P x y

y x

= = − +

= = + − −

= =
+

=
−

و
و

  و

  حـلال

izلنضع  1. x y= 2، ولنلاحظ أنّ العلاقة + 2( , )P x y x y xy= −   تُكتب بالشكل  +

( )( )

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2i
2

( , )
2 2 i 2 2 i

2| | 2| | i i

4
1 2 i 2 i

Re 1
2 2 2

z z z z z z z z
P x y

z z z z z z z z

z z z

   + − + −  = − + ⋅        
+ + + + − − +

=

 − + = + = −  

  

(0)ومنه، لأنّ  0f )، نجد = ) 2i
2

( ) 1f z z= −.  
iz لنضع 2. x y= 3، ولنلاحظ أنّ العلاقة + 2 2 3( , ) 6 3 2P x y x x y xy y= + − − 

  تُكتب بالشكل 
3 2 2 3

3 2 2 2 2 3

3 2 2 3 2 2

( , ) 6 3 2 i
2 2 2 i 2 2 2

( ) 6 i( )( ) 3( )( ) 2 i( )

8
( ) 3( )( ) ( ) 3( )( )

i
8 4

z z z z z z z z z z z z
P x y

z z z z z z z z z z z z

z z z z z z z z z z z z

          + + − + − −          = + + −                                   
+ − + − + − − − −

=

+ + − − − + + −
= −
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  أو

( )

3 2 2 3 3 2 2 3

3 2 2 3 3 2 2 3

3 3
3 3 3 3

3 3 3 3 3 3
( , )

8
3 3 3 3 3 3

i
4

1
i( ) (1 2 i) (1 2 i)

2 2

z z z zz z z zz z z z
P x y

z z z zz z z zz z z z

z z
z z z z

+ + + + − − +
=

− + − + − + −
−

+
= − − = − + +

  

)3 ومنه , ) Re((1 2 i) )P x y z= (0)لأنّ و ، − 0f )3 وجدنا، = ) (1 2 i)f z z= −.  

iz لنضع 3. x y= ، ولنلاحظ أنّ العلاقة +
2 2

( , )
y

Q x y
x y

=
+

  تُكتب بالشكل  

1 1 1 1 1 1 1
( , ) Im

2 i 2 i 2 i

z z
Q x y

zz z z z z z

     −     = = − = − − = −               
  

)1كان   ℝمن  λكان   إذن أياًّ  , ) Im( )Q x y zλ −= من  λ. ويمكننا أن نأخذ في حالة −
ℝ ما يلي:  

1
( )f z

z
λ= −  

(2)الشرط  تفدنا منسافإذا  0f 1استنتجنا أنّ  = 1
( )

2
f z

z
= −.  

izلنضع  4. x y= و  +
2

z
ω   ، ولنلاحظ أنّ =

sin sin( ) sin cos cos sin

ch cos(i ) cos( ) cos cos sin sin

cos cos( ) cos cos sin sin

x

y y

x

ω ω ω ω ω ω

ω ω ω ω ω ω

ω ω ω ω ω ω

= + = +

= = − = +
= + = −

  

  ومنه
ch cos 2 sin siny x ω ω− =  

 sinإذن تُكتب العلاقة 
( , )

ch cos

x
P x y

y x
=

−
  بالشكل  

cos( /2)sin 1 cos cos
( , ) Re

ch cos 2 sin sin sin( /2)

zx
P x y

y x z

ω ω

ω ω

 = = + = −  
  

)ومنه  ) cot( /2) if z z λ= λ حيث + ∈ ℝ.  ú  
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Jأوجد تابعاً هولومورفيّاً  6. التمرين:f Ω → ℂ  معرفّاً على مجموعة مفتوحة غير خاليةΩ يحُقّق .
ixفي حالة  y+  منΩ واة التالية :المسا  

2 2

2 2 2 2 2

(1 )
Re ( i )

1 2( ) ( )

x x y
f x y

x y x y

+ +
+ =

+ − + +
  

)يجب إعطاء صيغة  .ملاحظة )f z  بدلالةz.  
  الحـل

izبوضع  x y= 2وملاحظة أنّ  + 2 2 2 iz x y xy= −   نرى أنّ  +
2 2 2 22( )z z x y+ = −  

)كتب المقدار ومن ثمَّ يُ  , ) Re ( i )P x y f x y=   بالصيغة   +

2 2 2 2

1
( , )

2 1

z z zz
P x y

z z z z

+ +
= ×

+ + +
  

  وعليه
2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

(1 ) (1 )
( , )

2(1 )(1 ) 2(1 )(1 )
1

Re
2 1 1 1

z zz z z z z z z z
P x y

z z z z

z z z

z z z

+ + + + + +
= =

+ + + +
     = + =        + + +

  

صيغة من النمط  fيمكن أن نختار للتابع  إذن
2

( ) i
1

z
f z

z
λ= +

+
λ حيث،  ∈ ℝ على ،

  Ω.  úأيّ مركّبة مترابطة في 

Jليكن  7. التمرينLog  تابع اللوغاريتم الأساسي. أوجد أكبر مجموعة مفتوحةD  يكون عليها
  التابع التالي هولومورفياً:

1 1 i
arctan : , arctan Log

2 i 1 i

z
z

z

+
→ =

−
D ℂ  

,  ثمُ أثبت أنهّ   tan(arctan )z z z∀ ∈ =D   

2  وأنّ  1

0

( 1)
(0,1), arctan

2 1

n
n

n

z D z z
n

∞
+

=

−
∀ ∈ =

+∑  
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لتحسب، عندما يكون  Abel وأخيراً استخدم مبرهنة
2 2

π π
− < θ   اموعين >

( )
0

( 1)
cos (2 1)

2 1

n

n

n
n

∞

=

−
+ θ

) و∑+ )
0

( 1)
s in (2 1)

2 1

n

n

n
n

∞

=

−
+ θ

+∑  

  الحـل

1نّ لنلاحظ أ i
Log

1 i

z

z

+
−

izلا يكون معرفّاً فقط في حالة   = 1أو  − i

1 i

z

z
−

+
∈

−
ℝولكن .  

( )

( )

( )

1 i
( i) ( i) 0, 1 i i

1 i
( i) 0, 1 (1 )i

1
( i) 0, i

1
\] 1,1[, i

z
z z z z

z

z z

z z

t z t

λ λ λ

λ λ λ

λ
λ

λ

−

 + = − ∨ ∈ ⇔ = − ∨ ∃ ≥ + = − +  − 
⇔ = − ∨ ∃ ≥ + = −

 + ⇔ = − ∨ ∃ ≥ =   − 
⇔ ∃ ∈ − =

ℝ

ℝ

  

  اً عليها هي معرفّ arctanيكون التابع  Dأكبر مجموعة مفتوحة وعليه فإنّ 

( )( )\ i \] 1,1[= −D ℂ ℝ  

   .الشكل ااورفي وهي مبينّة 

iيأخذ قيمه في اموعة Logمّا كان تابع اللوغاريتم الأساسي ـل ,π π + − ℝ  ّاستنتجنا أن
يأخذ قيمه في اموعة  arctanالتابع 

2 2
, iπ π − +   ℝ وتابع الظل ،tan  معرّف تماماً على

  هذه اموعة إذن
i arctan i arctan 2 i arctan

iarctan i arctan 2 iarctan

1 1
, tan(arctan ) i

i 1
1 i

1
2 i1 ii i

1 i 2
1

1 i

z z z

z z z

e e e
z z

e e e
z

zz z
z

z

−− −
∀ ∈ = ⋅ = − ⋅

+ +
+

−
−= − ⋅ = − ⋅ =
+

+
−

D

  

tan(arctanنلاحظ باشتقاق طرفي المساواة  )z z=  المحقّقة فيD  ّأن  

( ), tan arctan arctan 1z z z′ ′∀ ∈ ⋅ =D  

 i

i−

D

0
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  أو
( )2, 1 tan (arctan ) arctan 1z z z′∀ ∈ + ⋅ =D  

,2 وهذا يُكتب بالشكل (1 ) arctan 1z z z′∀ ∈ + ⋅ =D ، َّومن ثم  

2

2
0

1
(0,1), arctan ( 1)

1

n n

n

z D z z
z

∞

=

′∀ ∈ = = −
+

∑  

arctanفإذا تنبّهنا إلى أنّ  0   استنتحنا أنّ  =0

2 1

0

( 1)
(0,1), arctan

2 1

n
n

n

z D z z
n

∞
+

=

−
∀ ∈ =

+∑  

 -راجع الفصل الثالث في الجزء الأوّل- علقة بالمتسلسلات العدديةّالمت Abelواستناداً إلى مبرهنة 

2) نعلم أنّ المتسلسلة 1)i

0

( 1)

2 1

n
n

n

e
n

θ
∞

+

=

−
متقاربة في حالة  ∑+

2 2
,π πθ  ∈ −   وعليه بالاستفادة .

 -بع عشر في هذا الجزءراجع الفصل السا-المتعلّقة بالمتسلسلات الصحيحة Abelمن مبرهنة 
  نستنتج أنّ 

(2 1)i i i

1
0

i

i

( 1)
limarctan( ) arctan( )

2 1

1 1 i
Log

2 i 1 i

n
n

r
n

e re e
n

e

e

θ θ θ

θ

θ

∞
+

→=

−
= =

+
+

=
−

∑
  

فإذا عرفّنا 
2

2 πϕ θ= صارت  −
2

0, πϕ  ∈    وصار  
2 i i i

2 i i i

1 sin
i i tan
cos1

e e e

e e e

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ
ϕ

ϕ

− −

− −

− −
= = =

+ +
  

  إذن
i

i

1 1 i 1 i
Log ln tan i ln tan

2 i 2 i 2 4 2 4 21 i

e

e

θ

θ

π π π θ
ϕ

    +    = + = − −           −
  

  ومنه

(2 1) i

0

( 1) i
, , ln tan

2 2 2 1 4 2 4 2

n
n

n

e
n

θπ π π π θ
θ

∞
+

=

    −   ∀ ∈ − = − −      +    
∑  
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  وهذا يُكافئ

  
( )

( )
0

0

( 1)
, , cos (2 1)

2 2 2 1 4

( 1) 1 1 sin
sin (2 1) ln

2 1 2 cos

n

n

n

n

n
n

n
n

π π π
θ θ

θ
θ

θ

∞

=
∞

=

  − ∀ ∈ − + =
  + 

− +
+ =

+

∑

∑
  

  ú    وبذلك يكتمل حلّ التمرين.

Jموعات  8. التمرين1لتكن اF 2وF 3وF التالية :  

{ } ( )i
1 2[0,1] : 0 i [1, [ ,F e θ π= ∪ < θ < ∪ +∞  

{ }2 i sin2 : ,F u u uπ= + ∈ ℝ  

{ }2 i
3 : ,rF re rπ= ∈ ∈ℂ ℝ  

}من  k، أياًّ كان أثبت أنهّ   }1, 2, 3  للزاوية  يوجد تعيينٌ مستمرkΘ  من  على كل
k\ اموعات المفتوحة kFΩ = ℂ.  

  الحـل

izفي حالة  x y= iz، نكتب ℂ∗من  + re θ=  حيث| |r z=  0,2]و [θ π∈.  
1على  1Θنعرّف التابع  � 1\FΩ = ℂ   يأتيكما: 

1
1

2

:
( )

2 :

z
z

z

θ

θ π

 ∈Θ =  + ∈

D

D
  

1 حيث 2{ , }D D  1هي التجزئة للمجموعةΩ : المعرفّة كما يلي  
( ){ }

{ }
2 2

1

2 2
2

i : ( 0) ( 0) ( 0) ( 0) ( 1)

i : ( 0) ( 0) ( 1)

x y x y x y x y

x y x y x y

= + < ∨ < ∨ ≥ ∧ > ∧ + <

= + > ∧ ≥ ∧ + >

D

D

  

  يوضح هذا التعريف الآتيوالشكل 
 

0 1

1F
1D 2D
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2على  2Θونعرّف التابع   � 2\FΩ = ℂ  : كما يلي 

( )
1

2 2

3

:

2 :

2 :

z

z z

z

θ

θ π

θ π

 ∈Θ = + ∈ − ∈

D

D

D

  

1 حيث 2 3{ , , }D D D  2هي التجزئة للمجموعةΩ  يأتيالمعرفّة كما:  
( ){ }
( ){ }

( )

2

3

1 2 2 3

i : ( 0) 0 sin2

i : ( 0) sin2 0

\

x y x y x

x y x x y

π

π

= + > ∧ ≤ <

= + > ∧ < ≤
= Ω ∪

D

D

D D D

  

  .يوضح هذا التعريف الآتيوالشكل 

 
1D

2D 2D

3D

1F

  

3على  2Θوأخيراً نعرّف التابع  � 3\FΩ = ℂ  : كما يلي  

( )3 3( ) 2 card [0, ]z z Fθ πΘ = + ∩  
  .يوضح هذا التعريف الآتيوالشكل 

 

  
  ú  وبذا يتمّ المطلوب.
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Jليكن  9. التمرينz  عدداً من∗ℂلمقدار. أوجد جميع القيم الممكنة ل i / 2z.  

  الحـل

0izفي الحقيقة، لنفترض أنّ  re θ=عندئذ ،  

( )

0

i/2
0

/2

i i
exp log exp ln i 2 i

2 2
ln ln

cos i sin :
2 2

k

z z r

r r
e e k
θ π

θ π

−

     ∈ = + +        
     = + ∈      

ℤ

ℤ

  

  ú  وهي النتيجة المرجوّة.

Jليكن 10. التمرين :f →L ℂ  تابعاً هولومورفياً على\ −=L ℂ ℝ .فنعر  

i

i

( , ) ] , [, ( , ) Re( ( ))

( , ) Im( ( ))

r P r f re

Q r f re

θ

θ

θ π π θ

θ

∗
+∀ ∈ × − + =

=

ℝ  

π,أثبت أنهّ، على اموعة  1. π∗
+

 × − + ℝيكون لدينا ،  
1Q P

r r θ

∂ ∂
= −

∂ ∂
1Pو     Q

r r θ

∂ ∂
=

∂ ∂
  

| المقداروالتي لا يتعلّق جزؤها الحقيقي إلا ب Lعين التوابع الهولومورفيّة على  2. |z.  

  الحـل

cosxلنذكر أنّ  1. r θ= وsiny r θ=نلاحظ ما يلي :. ول  
P P P

r x y
r x y

∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂
Pو     P P

x y
y xθ

∂ ∂ ∂
= −

∂ ∂ ∂
  

Q Q Q
r x y
r x y

∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂
Qو     Q Q

x y
y xθ

∂ ∂ ∂
= −

∂ ∂ ∂
  

  ريمان لدينا–ولكن استناداً إلى دساتير كوشي
Q P

y x

∂ ∂
=

∂ ∂
Qو     P

x y

∂ ∂
= −

∂ ∂
  

  بالتعويض نجد إذن
1Q P

r r θ

∂ ∂
= −

∂ ∂
1Pو     Q

r r θ

∂ ∂
=

∂ ∂
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f: ليكن إذن 2. →L ℂ  ًالحقيقي ، ولنفترض أنّ جزأهَتابعاً هولومورفيّا ( , ) ( , )r P rθ θ֏ 
,0فقط أي  rيتبع  ( , ) ( )r P r rθ λ∀ > = .  

0في هذه الحالة نستنتج أنّ 
P

θ

∂
=

∂
0Q ومنه 

r

∂
=

∂
) ، وعليه , ) ( )Q r θ µ θ=  أياًّ كانتθ  

[من  , [π π− 1. فإذا استفدنا من الدستورP Q

r r θ

∂ ∂
=

∂ ∂
  ، استنتجنا أنّ نفاً آالمبرهَن عليه  

] , [, 0, ( ) ( )r r rθ π π λ µ θ′ ′∀ ∈ − ∀ > =  
  يحُقق κوهكذا نستنتج وجود ثابتٍ حقيقي 
0, ( )r r rλ κ′∀ > [   و   = , [, ( )θ π π µ θ κ′∀ ∈ − =  

)وعليه توجد ثوابت حقيقيّة  , , )κ α β تحُقّق  
0, ( ) lnr r rλ κ β∀ > = [و   + , [, ( )θ π π µ θ κθ α∀ ∈ − = +  

)وعليه يوجد  , )κ ω  في×ℝ ℂ قيحُق  
, ( ) Logz f z zκ ω∀ ∈ = +L  

  هي  zبالمقدار  لاّ إالتي لا يتعلّق جزؤها الحقيقي  Lإذن، مجموعة التوابع الهولومورفيّة على 
  { }Log : ( , )z zκ ω κ ω+ ∈ ×֏ ℝ ℂ  ú  

J1ليكن  11. التمرينΓ  2وΓ 1 طريقين مغلقين من الصفC َفي ينْ قِطعَِيّاً، ومحتوي ـ ∗ℂ ومعرفّين .
1 بالتمثيلين الوسيطيين : [0,1]ϕ → ℂ  2و : [0,1]ϕ → ℂ .على الترتيب  

  الطريق المغلق المعرّف بالتمثيل الوسيطي 3Γليكن  1.

3 3 1 2: [0,1] , ( ) ( ) ( )t t tϕ ϕ ϕϕ → =ℂ  
3ثبت أنّ أ   1 2Ind(0, ) Ind(0, ) Ind(0, )Γ = Γ + Γ.  
1نفترض أنّ 2. 2[0,1], ( ) ( )t t tϕ ϕ∀ ∈ بالتمثيل  4Γ . ونعرّف الطريق المغلق>

  الوسيطي :

4 4 1 2: [0,1] , ( ) ( ) ( )t t tϕ ϕ ϕ ϕ→ = +ℂ  
4أثبت أنّ    2Ind(0, ) Ind(0, )Γ = Γ.  
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قِطعَِياًّ ومعرّفين بالتمثيلين الوسيطيين  1C طريقين مغلقين من الصف 2Γو 1Γ ليكن 3.
1 : [0,1]ϕ → ℂ 2و : [0,1]ϕ → ℂ على الترتيب. وليكن ω  ًعدداً عقديا ق يحُق

  الشرط:
1 2 2[0,1], ( ) ( ) ( )t t t tϕ ϕ ω ϕ∀ ∈ − < −  

1 عندئذ يكون   2Ind( , ) Ind( , )ω ωΓ = Γ.  
  الحـل

  في الحقيقة لدينا 1.

3

1 2

1

3
3

30

1

1 2

1 20

1 2

( )1 d 1
Ind(0, ) d

2 i 2 i ( )

( ) ( )1
d

2 i ( ) ( )

1 d 1 d
Ind(0, ) Ind(0, )

2 i 2 i

tz
t

z t

t t
t

t t

z z

z z

ϕ

π π ϕ

ϕ ϕ

π ϕ ϕ

π π

Γ

Γ Γ

′
Γ = =

 ′ ′  = +   

= + = Γ + Γ

∫ ∫

∫

∫ ∫

  

1لنعرّف  2.
1 1

2

( )
: [0,1] , ( ) 1

( )

t
t

t

ϕ
ψ ψ

ϕ
→ = +ℂ1ذ يكون . عندئψ  التمثيل الوسيطي

  قِطَعياًّ. وهو يحُقّق المتراجحة 1Cلصف لى اينتمي إ 1Γɶلطريق مغلق 
1[0,1], ( ) 1 1t tψ∀ ∈ − <  

,1Ind(0ومن ثمَّ يكون  ،D(1,1)محتوى في القرص المفتوح  1Γɶإذن فالطريق  ) 0Γ =ɶ ولكن .
4لدينا وضوحاً  1 2ϕ ψ ϕ= ّفإذا استفدنا من نتيجة السؤال السابق استنتجنا أن ،  

4 2Ind(0, ) Ind(0, )Γ = Γ  

2تحُقّق  0tنلاحظ أنهّ إذا وُجدت  3. 0( )tϕ ω=  1لكان 0 2 0( ) ( ) 0t tϕ ϕ− وهذا  >
1تحُقّق  1tتناقضٌ، وكذلك إذا وُجدت  1( )tϕ ω=  2لكان 1 2 1( ) ( )t tω ϕ ω ϕ− < − 

}\محتويان في اموعة  2Γو 1Γ ينوهذا تناقضٌ أيضاً. نستنتج إذن أنّ الطريق }ωℂ لنتأمّل إذن .
  الطريقين :

1 1 1 2

2 1 2

: [0,1] , ( ) ( ) ( )

: [0,1] , ( ) ( )

t t t

t t

ψ ψ ϕ ϕ

ψ ψ ϕ ω

→ = −
→ = −
ℂ

ℂ
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التمثيل  1ψ قِطعياًّ، ويكون 1Cمن الصف  ℂ∗التمثيل الوسيطي لطريق مغلق في  2ψفيكون 
  قِطعياًّ ويحُقق هذا التمثيلان المتراجحة  1Cالوسيطي لطريق مغلق من الصف 

1 2[0,1], ( ) ( )t t tψ ψ∀ ∈ <  
  نجدوبالاستفادة من نتيجة الطلب السابق، 

( ) ( )( )2 2 1Ind 0, Im Ind 0, Imψ ψ ψ= +  

  أو
  ( ) ( )2 1Ind , Ind ,ω ωΓ = Γ  ú  

J12. التمرين  

0عدداً عقدياً يحُقق  aليكن  1. | | 1a<   . وليكن التابع>

{ }: \ 1/ , ( )
1

z a
m a m z

az

+
− → =

+
ℂ ℂ  

  أثبت صحة الاقتضاءين:  
| | 1 ( ) 1

| | 1 ( ) 1

z m z

z m z

< ⇒ <

= ⇒ =
  

: ليكن 2. (0,1)f D → ℂ  ّتابعاً هولومورفيّاً. نفترض أن  

(0,1), ( ) 1z D f z∀ ∈ <  
  ونعرف

( ) (0)
( )

1 (0) ( )

f z f
z

f f z

−
ϕ =

−
  

  .ϕ′(0)احسب  �

2استنتج، باستخدام تكاملٍ، أنّ  �
(0) 1 (0)f f′ ≤ −.  

  يكن، D(0,1)من  ωأثبت أنهّ، مهما تكن  �

2 2

( ) 1

1 | |1 ( )

f

f

ω

ωω

′
≤

−−
.  
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  الحـل

  حظ أنّ لنلا 1.

( )

2 2
2

2

2 2 2 2

2

2 2 2 2 2
2

2 2

|1 | | |
1 ( )

|1 |

1 2Re( ) | | | | | | 2Re( ) | |

|1 |

1 | | | | | | | | 1 | |
1 | |

|1 | |1 |

az a z
m z

az

az a z a az z

az

a z a z a
z

az az

+ − +
− =

+
+ + − − −

=
+

+ − − −
= = −

+ +

  

  إذن، لقد أثبتنا في آن معاً التكافؤين التاليين :
1 ( ) 1

1 ( ) 1

z m z

z m z

< ⇔ <

= ⇔ =
  

  دئذ يكون لديناالذي درسناه في الطلب السابق. عن mدلالة على التابع  am لنرمز بالرمز �2.
(0)fm fϕ −= �  

ويأخذ قيمه في  D(0,1)معرّفٌ على  ϕاستنتجنا أنّ  D(0,1)عنصراً من  −f(0)مّا كان ـول
(0,1)D  ًبحساب مباشر أنّ  ونلاحظ 1.إلى وذلك استنادا  

2

(0)
(0)

1 | (0)|

f

f
ϕ

′
′ =

−
  

استنتجنا من مبرهنة   D(0,1)هولومورفيّاً على  ϕا كان  ـّ. لم]0,1[عدداً ما من  rليكن  �2.
,0)من  ωكوشي أنهّ مهما يكن  )D r  يكن  

(0, )

1 ( )
( ) d

2 i
C r

ϕ ξ
ϕ ω ξ

π ξ ω
+

=
−∫  

  ومن ثمَّ 

2
(0, )

1 ( )
( ) d

2 i ( )
C r

ϕ ξ
ϕ ω ξ

π ξ ω+

′ =
−∫  

  إذن

( )

2

i i

2
00,

1 ( ) 1
(0) d ( ) d

2 i 2
C r

re e
r

π

θ θϕ ξ
ϕ ξ ϕ θ

π πξ+

−′ = =∫ ∫  
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  نستنتج من النتيجة السابقة أنّ  D(0,1) مه في القرصيأخذ قي ϕولأنّ 
2

i

0

1 1
(0) ( ) d

2
re

r r

π

θϕ ϕ θ
π

′ ≤ ≤∫  

(0)تسعى إلى الواحد أنّ  rنستنتج بجعل  ]0,1[عددٌ كيفي من  rولأنّ  1ϕ′   ، ومنه≥
2

(0) 1 (0)f f′ ≤ −  
g. ولنضع D(0,1)عنصراً من  ωليكن  �2. f mω= تابعاً هولومورفياًّ  g، عندئذ يكون �

)على  )0,1D  (0,1)ويحُقّق الشرط, ( ) 1z D g z∀ ∈ ثبتناه آنفاً أ. إذن استناداً إلى ما >
  يكون لدينا

2
(0) 1 (0)g g′ ≤ −  

  ، ما يلي :f وهذا يُكافئ، بالعودة إلى

  
2 2

( ) 1

1 | |1 ( )

f

f

ω

ωω

′
≤

−−
  

  ú    وهي النتيجة المرجوّة.

Jليكن  13. التمرين: (0,1)f D → ℂ ق الشرطينتابعاً هولومورفيّاً. نفترض أنهّ يحُق  
(0) 0f ,(0,1)و      = ( ) 1z D f z∀ ∈ ≤  

)أثبت أنّ التابع  1. )f z
z

z
  .D(0,1)ابع هولومورفي على يقبل التمديد إلى ت ֏

  . أثبت أنّ ]0,1[من  rلتكن  2.
( ) 1

0 | |
f z

z r
z r

< ≤ ⇒ ≤  

  واستنتج أنّ  
(0,1), ( ) | |z D f z z∀ ∈ ≤  

0عنصر  D(0,1)يوجد في نفترض أنه  3. 0z 0 يحُقّق ≠ 0( )f z z=أثبت أنهّ يوجد . 
   يحُقّق θ عددٌ حقيقي

i(0,1), ( )z D f z e zθ∀ ∈ =   
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  الحـل

استنتجنا أنهّ ينُشر بمتسلسلة صحيحة في هذا القرص  D(0,1)تحليلياًّ في القرص  fمّا كان ـل 1.
  نهّ يُكتب بالشكلإأي 

0

(0,1), ( ) n
n

n

z D f z a z

∞

=

∀ ∈ = ∑  

0ولكن  (0) 0a f=   إذن =

1
1

1 0

( )
(0,1)\{0}, n n

n n
n n

f z
z D a z a z

z

∞ ∞
−

+
= =

∀ ∈ = =∑ ∑  

10ولأنّ التابع 
n

nn
z a z

∞
في القرص ֏∑=+ نّ  D(0,1) تحليلي  )استنتجنا أ )f z

z
z

֏ 

  .D(0,1) يقبل التمديد إلى تابع تحليلي في القرص
يمكننا  gالعظمى مطبّقاً على التابع  طويلة. بالاستفادة من مبدأ ال]0,1[عدداً ما من  rليكن  2.

  أن نكتب

(0, ) | | | | | |

( ) 1 1
sup ( ) sup ( ) sup sup ( )
z D r z r z r z r

f z
g z g z f z

z r r∈ = = =
= = = ≤  

|:   ومن ثمَّ  |
(0, ), ( )

z
z D r f z

r
∀ ∈ ، ]0,1[عددٌ كيفي ما من  rوهذا يقتضي، لأنّ .≥

  أنّ 
(0,1), ( ) | |z D f z z∀ ∈ ≤  

)لقد رأينا أنّ التابع  3. )
( )

f z
z g z

z
وهو يحُقّق استناداً إلى ما  D(0,1)هولومورفي في  ֏=

  سبق
(0,1), ( ) 1z D g z∀ ∈ ≤  

0قق يحُ  D{0}\(0,1)في  0zلنفترض أنّ  0( )f z z=1 ، نضع، عندئذ
0 02

(1 | |)r z= − 
  فيكون 

0

0 0
| |

( ) sup ( )
r

g z g z
ξ

ξ
=

≥ +  
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وعليه يوجد ثابتٌ  .D(0,1)ثابتاً على القرص  gالعظمى، يكون التابع  طويلةواستناداً إلى مبدأ ال
λ  (0,1)يحُقّق, ( )z D g z λ∀ ∈ )0ولأنّ ، = ) 1g z ieاستنتجنا أنّ  = θλ  حيث =

θ ∈ ℝ .  
0يحُقق  D{0}\(0,1)في  0zوهكذا نكون قد أثبتنا أنهّ إذا وُجِدَ عددٌ عقدي  0( )f z z= ،

  يحُقّق  θفيوجد ثابتٌ حقيقي 
  i(0,1), ( )z D f z e zθ∀ ∈ =  ú  

:إذا كان  .ملاحظة � (0,1) (0,1)f D D→  ،معتقابلاً هولومورفياًّ هو وتابعه العكسي 
(0) 0f 1fو f ، استنتجنا بتطبيق ما سبق على التابعين= يحُقّق  ℝفي  θأنهّ يوجد  −

i( )f z e zθ=،  وذلك أياًّ كانتz  (0,1)منD وبالاستفادة من التابع .am  في التمرين
(0)السابق يمكن التخلّص من الشرط  0f وتعيين جميع التقابلات الهولومورفيّة هي وتوابعها  =

  إلى نفسه. D(0,1)العكسيّة من 

Jليكن  14. التمرين:f →ℂ ℂ  موجبة تماماً تابعاً هولومورفيّاً نفترض أنهّ توجد أعداد حقيقيّة

( , , )α β µ  تحقّق الشرط, ( )z f z z
µ

α β∀ ∈ ≤ +ℂ ّفي د ه يوج. أثبت أن
[ ]Xℂ   كثير حدودP قيحُق: , ( ) ( )z f z P z∀ ∈ =ℂ.  

  الحـل

: متسلسلة صحيحةإذن يُكتب  ℂتحليلي في  fالتابع 
0

( ) n nn
f z a z

∞

=
من  zفي حالة  ∑=

ℂ.  ليكنR عدداً موجباً تماماً، إذن استناداً إلى متراجحات كوشي لدينا  
( )

, n n

M R
n a

R
∀ ∈ ≤ℕ  

  حيث

| |

( ) sup ( )
z R

M R f z Rµα β
=

= ≤ +  

nكان   فإذا µ >    استنتجنا من المتراجحةn n
na R Rµα β− −≤ تسعى إلى  Rبجعل  +

0naاللااية أنّ  . إذن يكفي أن نأخذ =
0

( ) n
n

n

P X a X

µ  

=

=   ú  .الإثباتليتمّ  ∑
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Jليكن  15. التمرين:f Ω → ℂمحدّبةة وتابعاً هولومورفياًّ على مجموعة مفتوح Ω  فيℂ .
,نفترض أنّ  Re( ( )) 0z f z′∀ ∈ Ω تابع متباين. ثمُّ طبق هذه النتيجة  f. أثبت أنّ <

  متباينان: الآتيـَينْ لتثُبتَ أنّ التابعين 

{ }
1 1

2 2

: (0,1) : ( ) , ( 2)

: : Re 0 : ( )

n

z

f D z f z a nz z n

f z z z f z z e

→ = + + ≥

∈ < → = +

ℂ ֏

ℂ ℂ ֏
  

  الحـل

)يحُققان  Ωمن  ζو ξلنتأمّل عنصرين  ) ( )f fξ ζ=عندئذ يكون لدينا .  

,

( )d ( ) ( ) 0f z z f f

ζ ξ

ξ ζ

  

′ = − =∫  

)  أو )
1

0

( ) ( ) d 0f t tξ ζ ζ ξ ζ′− + − =∫  

ζفإذا كان  ξ≠  ّاستنتجنا مما سبق أن( )
1

0
( ) d 0f t tζ ξ ζ′ + −   ومن ثمَّ  ∫=

( )
1

0

Re ( ) d 0f t tζ ξ ζ′ + − =∫  

  ولكن استناداً إلى الفرضْ، التابع

( )Re ( )t f tζ ξ ζ′ + −֏  

ماً أيضاً. فلا بدُ أن يكون تكامله على هذا اال موجبٌ تما [0,1]على تابعٌ مستمر وموجبٌ تماماً 
ζوهذا التناقض يبرهن أنّ  ξ= والتابع .f .ٌتابعٌ متباين  

  ú  باشر لينُجزها القارئ. ـُنترك تفاصل التطبيق الموأخيراً 

  

Jليكن  16. التمرين:f →ℂ ℂ في يّاً غير ثابت وليس له أصفارورفتابعاً هولوم ℂ ّأثبت أن .  

( ) ( )2( , ) , , | | | ( )|z z f zα β α β∗
+∀ ∈ ∃ ∈ > ∧ <ℝ ℂ  
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  الحـل

g/1لنتأمّل التابع  f=  الهولومورفي فيℂ وليكن .α عدداً من ∗
+ℝا كان  ـّ. لمg  ّاً على مستمر

,0)القرص  )D α  استنتجنا أنهّ محدودٌ على هذا القرص، وأمكننا أن نعرّف
(0, )

sup | |
D

M gα
α

=.  

∗عدداً من  βليكن 
+ℝ 0)1. إذا كان, ), ( )z D g zα β−∀ ∉ استنتجنا في هذه الحالة  ≥

)1maxبالعدد  ℂمحدود في  gالتابع  أنّ  , )Mα β
، فهو ثابتٌ استناداً إلى مبرهنة −

Liouvilleناقض الفرْض. إذن يوجد . وهذا يz  0)خارج, )D α  1يحُقّق( )g z β−>  أو
( )f z β<.  ú  

  

Jليكن 17. التمرين { }: (0,1)\ 0f D → ℂ  التكاملتابعاً هولومورفياً. أثبت أنّ قيمة 
2

i

0
( )df re

π θ θ∫ العددلا تتعلّق ب r  من] [0,1.  

  الحـل

[عددين من اال  2rو 1rليكن  :لنتأمّل التابع الهولومورفي ، و 0,1] ( )/g z f z z֏  على
DΩ{0}\(0,1) اموعة 2لدائرة ا كانت ا ـّلم .= 2(0, )C r+Γ تشويهاً مستمراًّ للدائرة  =

1 1(0, )C r+Γ   ستنتجنا أنّ ا. Ωفي  =

1 2

( ) ( )
d d

f z f z
z z

z z
Γ Γ

=∫ ∫  

  وهذا يُكتب بالشكل
2 2i i

i i1 2
1 2i i

1 20 0

( ) ( )
i d i d

f r e f r e
r e r e

r e r e

π πθ θ
θ θ

θ θ
θ θ=∫ ∫  

  أو
2 2

i i
1 2

0 0

( )d ( )df r e f r e

π π

θ θθ θ=∫ ∫  

  ú  ة.وهي النتيجة المرجوّ 

0
1r

2r

2Γ

1Γ
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Jليكن  18. التمرين: [0,2 ]ρ π ∗
+→ ℝ 1تابعاً من الصفC  ق(0)ويحُق (2 )ρ ρ π= .

 الوسيطي  المعرّف بالتمثيل 1Cالطريق المغلق من الصف  Γوليكن 

i: [0,2 ] , ( ) ( )e θϕ π ϕ θ ρ θ→ =ℂ  
Ω\أثبت أنّ للمجموعة المفتوحة  � = Γℂ بتين مترابطت 0 ينمركΩ و∞Ω ،إحداهما ،

   ، غير محدودة. Ω∞ولتكن 
  ثمُّ أثبت أنّ  �

0

0 :
, Ind( , )

1 :

z
z z

z

∞
 ∈ Ω∀ ∈ Ω Γ =  ∈ Ω

  

  الحـل

  لنعرف اموعتين
{ }
{ }

i
0

i

: 0 0 ( )2 ,

2 ,: 0 ( )

re r

re r

θ

θ

π

π

θ ρ θ

θ ρ θ∞

Ω = ≤ ≤ <

Ω = ≤

≤

<≤
   

)0فنلاحظ وضوحاً أنّ  , )∞Ω Ω  تجزئة مفتوحة للمجموعة\Ω = Γℂ ّ0 . ونلاحظ أنΩ  مترابطة
  .0لأّا نجميّة بالنسبة إلى المبدأ 

مستمراًّ  ρا كان التابع  ـّلممترابطة أيضاً.  Ω∞لنثبتْ أنّ 
0,2]على اال المتراص  ]π   ًلنختر إذن  ،كان محدودا

يحُقّق  R عدداً 
0,2

supR
π

ρ
  

>.  

1iليكن 
1 1z r e θ= 2وi

2 2z r e θ=  عنصرين من

∞Ω 1. نعرّف النقطتينi
1 Re θξ = 

2iو
2 Re θξ ,0)من الدائرة  = )C R ،ونتأمّل الطريق  

�
1 1 1 2 2 2, , ,z zξ ξ ξ ξ   Γ = ∪ ∪   

ɶ  
�رمزنا بالرمز وقد 

1 2,ξ ξ  0)إلى القوس من الدائرة, )C R  1الذي يبدأ عندξ  2وينتهي عندξ 
. بذا Ω∞وموجود كاملاً في  2zبالنقطة  1zصل طريق ي Γɶ مرسوماً بالاتجاه الموجب، فنلاحظ أنّ 

  مترابطة، وهي وضوحاً غير محدودة. Ω∞ نكون قد أثبتنا أنّ اموعة

1z

2z

0Ω

∞Ω

1ξ

2ξ

Γ
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)Indأنّ التابع نعلم  , )⋅ Γ موعتين ثابتٌ عمن ا لى كل∞Ω 0وΩ وهو معدومٌ على ،∞Ω 
 ّ0ا غير محدودة. أمّا قيمته على لأΩ  فهي تساويInd(0, )Γ  ّ0ينتمي إلى  0لأنΩ.   

  ولكن
2 i i

i
0

2 2

0 0

1 d 1 ( ) i ( )
Ind(0, ) d

2 i 2 i ( )

1 ( ) 1 ( )
i d 1 d

2 i ( ) 2 i ( )

1 (2 )
1 ln 1

2 i (0)

z e e

z e

π
θ θ

θ

π π

ρ θ ρ θ
θ

π π ρ θ

ρ θ ρ θ
θ θ

π ρ θ π ρ θ

ρ π

π ρ

Γ

′ +
Γ = =

 ′ ′= + = +  

= + =

∫ ∫

∫ ∫  

  ú  وهذا يثبت النتيجة المطلوبة.

Jليكن 19. التمرين ( , )a b  2عنصراً منℂوليكن ، Γ 1 قاً من الصفطريقاً مغلC  قِطعَِياًّ في
{ }\ ,a bℂ ّنفترض أن .Ind( , ) Ind( , )a bΓ = Γ احسب .  

d

( )( )

z

z a z b
Γ

=
− −∫I 

) ثمُّ احسب، أياً كان   , )n m 2من∗ℕ ،التكامل  

,
d

( ) ( )n m n m

z

z a z b
Γ

=
− −∫I.  

  الحـل

aفي حالة  � b=  ّ2نعلم أن( )z z a )1هو مشتق التابع  ֏−− )z z a −− −֏ 
}\على  }aℂ ّ0، وعليه نستنتج أن=I .في هذه الحالة  
aأمّا في حالة  � b≠  ّفنلاحظ أن  

1 1 1 1

( )( )z a z b a b z a z b

 = −  − − − − − 
  

  ومنه
d Ind( , ) Ind( , )

2 i 0
( )( )

z a b

z a z b a b
π

Γ

Γ − Γ
= = =

− − −∫I  

aوبوجه عام، في حالة  � b=  ّنجد بأسلوب مماثل لما سبق أن, 0n m =I. 
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aلنفترض إذن أنّ  � b≠في حالةالآتيةتدريجيّة . ولنلاحظ العلاقة ال ، ( , )n m  2من∗ℕ: 

( )

,

1 1

1, , 1

d

( ) ( )

1 ( ) ( )
d

( ) ( )

1 d 1 d

( ) ( ) ( ) ( )

1

n m n m

n m

n m n m

n m n m

z

z a z b

z a z b
z

b a z a z b

z z

b a b az a z b z a z b

b a

Γ

Γ

− −
Γ Γ

− −

=
− −

− − −
=

− − −

= −
− −− − − −

= −
−

∫

∫

∫ ∫

I

I I

  

  :الخاصّة kPلتكن 

, 0n m =I  في حالة( , )n m  2منℕ  ُقّقتح n m k+ =.  
في حالة  1k−Pمحقّقة. لنفترض أنناّ أثبتنا صحّة الخاصّة  2Pاستناداً إلى الحالة السابقة أثبتنا أنّ 

3k 0,، وضوحاً لدينا ≤ 0, 0k k= =I I ع أصلي للتابع حيث يوجد تاب
( ) kz z c }في حالة  ֏−− , }c a b∈ لنتأمّل إذن .( , )n m  2من∗ℕ  تحقّق

n m k+ ,1. عندئذ يكون لدينا استناداً إلى فرض التدريج = , 1 0n m n m− −= =I� I ، ًوبناء
,على العلاقة التدريجية السابقة نستنتج أنّ  0n m =I  .ًوهكذا نكون قد أثبتنا في هذه الحالة أيضا

  . ومنه1أكبر تماماً من  kمحقّقة مهما كان  kP أنّ 
2

,( , ) , 0n mn m ∗∀ ∈ =Iℕ  
)Indوذلك عندما  , ) Ind( , )a bΓ = Γ.  ú  

  

Jليكن 20. التمرين ( , )a b  2عنصراً منℂ، قيحُق | | | |a b< ،العدد  وليكنr  المن ا
| | | |a b <  .احسب  

(0, )

d

( )( )
C r

z

z a z b+

=
− −∫I 

)اً كان أيّ ثمُّ احسب،    , )n m 2من∗ℕ ،التكامل  

,

(0, )

d

( ) ( )n m n m

C r

z

z a z b+

=
− −∫I  
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  الحـل

  التمرين السابق نجد أنّ باتبّاع أسلوب 

( )
( )

(0, )

d

( )( )

2 i
Ind( , (0, )) Ind( , (0, ))

2 i 2 i
1 0

C r

z

z a z b

a C r b C r
a b

a b a b

π

π π

+

+ +

=
− −

= −
−

= − =
− −

∫I

  

:لحالة العامّة نلاحظ أنّ التابع لدراسة ا ( ) mf z z b هولومورفي على قرص يحوي  ֏−−
(0, )C r+  وأنّ النقطةa  0)تنتمي إلى, )D r إذن  

( 1)
,

(0, )

( 1)! ( ) ( 1)!
( ) d

2 i 2 i( )

n
n mn

C r

n f z n
f a z

z aπ π
+

− − −
= =

−∫ I  

  ومن ثمَّ 
1

,1

( 1) ( 1) ( 2) ( 1)!

2 i( )

n

n mm n

m m m n n

a b π

−

+ −

− × + × × + − −
=

−
I

⋯  

  وعليه
1

, 1

( 1) ( 2)!
2 i

( ) ( 1)! ( 1)!

n

n m m n

m n

a b n m
π

−

+ −

− + −
=

− − ⋅ −
I  

  أو
1

1
, 21

( 1)
2 i

( )

n
n

n m n mm n
C

a b
π

−
−
+ −+ −

−
=

−
I  

  ú  وهي النتيجة المطلوبة.

J21. التمرين  

2احسب التكامل  �

cos
d

(1 )sin

ze z
z

z z
Γ

2) في حالة ∫+ i, 2)C+Γ = +.  
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2 احسب التكامل �

d

1

z

z
Γ
هو القطع الناقص الذي معادلته  Γعندما يكون الطريق ∫+

2 24 1x y+   موجهاً بالاتجاه الموجب. =
احسب التكامل  �

4
d

1

z
z

z
Γ

)عندما  ∫− , )C a a+Γ [، و= [1,a ∈ + +∞.  

2احسب التكامل  � 2 d
ze

z
z a

Γ
,0) عندما ∫+ 2 )C a+Γ a، و= ∗

+∈ ℝ.  

احسب التكامل �
3
d

(1 )

ze
z

z zΓ 1ا ـّلم ∫−
2(0, )C+Γ 1 أو =

2(1, )C+Γ =. 

  الحـل

التابع  �
2

cos
:

(1 )sin

ze z
f z

z z+
)هولومورفي في  ֏ )\ {i, i} π− ∪ℂ ℤ  موعةوهذه ا

)تحوي القرص المغلق  )2 , 2D i+  وعليه يكون
2

(2 , 2)

cos
d 0

(1 )s in

z

C i

e z
z

z z+ +

=
+∫.  

التابع  �
2

1
:

1
f z

z+
,i}\هولومورفي في  ֏ i}−ℂ  موعة تحوييالقطعالقرص وهذه ا 

2الذي معادلته  يالناقص 24 1x y+ وعليه يكون  ،≥
2

d
0

1

z

zΓ

=
+∫.  

التابع  �
2 3

:
1

z
f z

z z z+ + +
,i}\هولومورفي في  ֏ i, 1}− −ℂ  موعةوهذه ا

)تحوي القرص المغلق  , )D a a ينتمي إلى  1، ولأنّ العدد( , )D a a أمكننا أن نكتب  

( , )

1 ( )
(1)Ind(1, ( , )) d

2 i 1
C a a

f z
f C a a z

zπ
+

+ =
−∫  

  أو

4

i
d

21

z
z

z

π

Γ

=
−∫  
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التكامل  لحساب �
2 2

d
ze

z
z aΓ 0,2) عندما ∫+ )C a+Γ a، و= ∗

+∈ ℝ.  ّنلاحظ أن  

2 2

1

2 i i i

z z ze e e

a z a z az a

  = −   − ++  
  

   ولكن، بالاستفادة من دستور كوشي، لدينا

( )i i1
d Ind i ,

2 i i

z
a ae

z e a e
z aπ

Γ

= Γ =
−∫  

  و

( )i i1
d Ind i ,

2 i i

z
a ae

z e a e
z aπ

− −

Γ

= − Γ =
+∫  

  وعليه

( ) ( )i i i i

2 2

1 sin
d 2 i 2 i 2 i

2 i

z
a a a ae a

z e e e e
a a az a

π
π π π

Γ

= − = − =
+∫  

ب التكاملاسلح�
3
d

(1 )

ze
z

z zΓ 1 عندما ∫−
1 2

(0, )C+Γ 1 أو =
2 2

(1, )C +Γ =. 

 : يأتينلاحظ ما 

التابع  �
3

:
(1 )

ze
f z

z−
)هولومورفي على مجموعة مفتوحة تحوي  ֏ )1

2
0,D إذن 

1 1

13

( )
d d 2 i (0)Ind(0, ) 2 i

(1 )

ze f z
z z f

zz z
π π

Γ Γ

= = Γ =
−∫ ∫  

:التابع  � /zg z e z֏  هولومورفي على مجموعة مفتوحة تحوي القرص( )1
2

1,D إذن 

( )
2 2

23 3

1 ( ) 1
d 2 d (1)(2 i) Ind 1,

2 2(1 ) ( 1)

ze g z
z z g

z z z
π

Γ Γ

′′= − ⋅ = − Γ
− −∫ ∫  

  وعليه

  
2

3
d i

(1 )

ze
z e

z z
π

Γ

= −
−∫  ú  
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Jلتكن  22. التمرينa  من∗ℂ احسب .
2

i

0

ln dre a

π
θ − θ∫ 0 في حالة | |r a≤ <.  

  الحـل

|عدداً يحُقق  αليكن  | 1α Log(1التابع . = )z zα−֏  (0,1)هولومورفي في القرصD 

2تكامل نستنتج أنّ ال 15.إذن، بالاستفادة من نتيجة التمرين 
i

0
Log(1 )dre
π

θα θ−∫  لا
  تسعى إلى الصفر نستنتج أنّ  r، وبجعل ]0,1[من اال  rيتعلّق بالعدد 

2
i

0
Log(1 )d 0re
π

θα θ− =∫  
| يحُقق αوأياًّ كان  ]0,1]من  rوذلك أياًّ كان  | 1α   نستنتج إذن .=

2

i

0

(0,1), Log(1 )d 0z D ze

π

θ θ∀ ∈ − =∫  

  وبالنظر إلى الجزء الحقيقي فقط نرى أنّ 
2

i

0

(0,1), ln|1 | d 0z D ze

π

θ θ∀ ∈ − =∫  

z/فإذا اخترنا  r a= 0 حيث | |r a≤   استنتجنا أنّ  >
2

i

0

ln| |d 2 ln| |a re a

π

θ θ π− =∫  

  ú  يجة المرجوّة.وهي النت

  

Jلتكن  23. التمرينa  من∗ℂ  تحُقّق| | 1a   . احسب≠

(0,1)

d

( )( 1/ )
C

z

z a z a+ − −∫  

  ثمُّ استنتج قيمة التكامل
2

2
0

d
( )

1 2 cos
J a

a a

π
θ

θ
=

− +∫.  
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  الحـل

|تحُقق  ℂ∗من  a حالة لنعرّف في | 1a   التكامل ≠

(0,1)

d
( )

( )( 1/ )
C

z
I a

z a z a+

=
− −∫  

)نلاحظ أنّ  ) (1/ )I a I a=  إذن يمكننا أن نفترض| | 1a ، عندئذ يكون التابع >
1

:
1/

f z
z a−

  ومن ثمَّ  D(0,1)هولومورفيّاً على مجموعة مفتوحة تحوي  ֏

2
(0,1)

( )
( ) d 2 i ( ) Ind( , (0,1)) 2 i

1
C

f z a
I a z f a a C

z a a
π π

+

+= = ⋅ =
− −∫  

  إذن

2

(0,1)
2

2 i : | | 1
d 1( )

( )( 1/ )
2 i : | | 1

1
C

a
a

z aI a
az a z a

a
a

π

π+

 < −= = − −  > −

∫  

ittوإذا تأمّلنا التمثيل الوسيطي  e֏ (0,1) للدائرةC   استنتجنا أنّ  +
2 i

i i
0(0,1)

2

2
0

d i d
( )

( )( 1/ ) ( )( 1)

d
i i ( )

1 2 cos

t

t t

C

z a e t
I a

z a z a e a ae

t
a a J a

a t a

π

π

+

= =
− − − −

= − = −
− +

∫ ∫

∫

  

  وهكذا نستنتج أنّ 

  
2

2

2
0

2

2
: | | 1

d 1( )
21 2 cos : | | 1

1

a
t aJ a

a t a a
a

π
π

π

 < −= = − +  > −

∫  ú  
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Jلتكن 24. التمرين z  (0,1)منD ولنضع ،
i

i
, ( ) Rez

e z
P

e z

θ

θ
θ θ

 +  ∀ ∈ =    − 
ℝ .

:  حسب المقدارا
2

0

1
( )d

2 zP

π

θ θ
π ∫.  

  لحـلا

itzلنفترض أنّ  re=عندئذ ،  
i i i

i i i

i( )

i( )

i( ) i( )

i( ) i( )

2

2

( )( )

( )( )

1 2 i sin( )

1 2 cos( )

t

t

t

t

t t

t t

e z e re

e z e re
e r

e r
e r e r

e r e r

r r t

r t r

θ θ

θ θ

θ

θ

θ θ

θ θ

θ

θ

−

−

− − −

− − −

+ +
=

− −
+

=
−
+ −

=
− −

− − −
=

− − +

  

itz، في حالة ومن ثمَّ  re=لدينا ،  
2

2

1
( )

1 2 cos( )
z

r
P

r t r
θ

θ

−
=

− − +
  

)فإذا استفدنا من كون التابع  )zPθ θ֏  2يقبل العددπ  راً استنتجنا أنّ دو  
2 22

2
0 0

22

2
0

1 1 d
( )d

2 2 1 2 cos( )

1 d

2 1 2 cos

z

r
P

r t r

r

r r

π π

π

θ
θ θ

π π θ

ϕ

π ϕ

−
= ⋅

− − +

−
= ⋅

− +

∫ ∫

∫
  

  وأخيراً إذا استفدنا من نتيجة التمرين السابق استنتجنا أنّ 

( )
2 2

0

1 1
( )d 1

2 2z

r
P J r

π

θ θ
π π

−
= ⋅ =∫  

  ú  وهي النتيجة المرجوّة.
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Jليكن 25. التمرين P  من  غير ثابت كثير حدود[ ]Xℂ ولتكن .K  في  ℂمجموعة متراصّة 
KΩ\، وأخيراً نعرف Pتحوي جميع جذور كثير الحدود  = ℂ .  

f:هولومورفي  ، وتابعٌ ℕ∗من  nنفترض أنهّ يوجد  1. Ω → ℂ قانيحُق  
, ( ( )) ( )nz f z P z∀ ∈ Ω =  

.i    0)احسب حين يكون, )K D R⊂  التكامل
(0, )

( )
d

( )
C R

P z
z

P z+

′
∫.  

.ii  بمقُارنة قيمة 
(0, )

( )
d

( )
C R

P z
z

P z+

′
و ∫

(0, )

( )
d

( )
C R

f z
z

f z+

′
 في اةمحتو  K كونتعندما ∫

(0, )D R ّأثبت أن .n  يقسمdegP.  
g: هل يوجد تابع هولومورفيّ  2. Ω → ℂ يحُقّق  ( ), ( )g zz e P z∀ ∈ Ω   ؟ =
ϕ: ، وتابع مستمرℕ ∗من  nنفترض أنهّ يوجد  3. Ω → ℂ قانيحُق  

, ( ( )) ( )nz z P zϕ∀ ∈ Ω =  
  .degPتقسم  nتابع هولومورفي واستنتج من جديد أنّ  ϕأثبت أنّ   

  الحـل

. .1i  1لتكنa 2وa و…وda  جذور كثير الحدودP  ًّرنا كلامنها بقدر درجة مُضاعفته.وقد كر  
  عندئذ يمكننا أن نكتبَ 

1 2( ) ( )( ) ( )dP X X a X a X aλ= − − −⋯  
degd حيث P= . ّونجد بسهولة أن  

1 2

( ) 1 1 1

( ) d

P z

P z z a z a z a

′
= + + +

− − −
⋯  

,1,2}من  kاً كانت ولكن، أيّ  , }d…لدينا ،  

(0, )

1
d 2 i Ind( , (0, )) 2 ik
kC R

z a C R
z a

π π
+

+= ⋅ =
−∫  

  إذن

  
(0, )

( )
d 2 i deg

( )
C R

P z
z P

P z
π

+

′
= ⋅∫  �  
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. .1ii مّا كان ـل, ( ( )) ( )nz f z P z∀ ∈ Ω   استنتجنا أنّ  =
( ) ( )

,
( ) ( )

P z f z
z n

P z f z

′ ′
∀ ∈ Ω =  

  ومن ثمَّ 

  
(0, ) (0, )

( ) ( )
d d

( ) ( )
C R C R

P z f z
z n z

P z f z
+ +

′ ′
=∫ ∫  �  

  الذي يقبل التمثيل الوسيطي Γلنتأمّل الطريق المغلق 
i: 0,2 , ( )tt f Reϕ π   ֏ ℂ ֏  

,مّا كان ـل ( ) 0z f z∀ ∈ Ω 0استنتجنا أنّ  ≠ ∉ Γ أنّ  نالاحظ. و  

  
2 i

i

i
0(0, )

( ) ( ) d
d i d 2 i Ind(0, )

( ) ( )

t
t

t

C R

f z f Re z
z Re t

f z zf Re

π

π
+ Γ

′ ′
= = = ⋅ Γ∫ ∫ ∫  	  

deg أنّ  	و �و �وعليه نستنتج من  Ind(0, )P n= ⋅ Γ ، ّأي إنn  يقسمdegP.  

g: تابع هولومورفيّ  لنفترض جدلاً وجود 2. Ω → ℂ  يحُقّق( ), ( )g zz e P z∀ ∈ Ω = .
degdولتكن  P=  عندئذ نعرّف التابع الهولومورفي .  

( )
: , ( ) exp

2

g z
f f z

d

 Ω → =   
ℂ  

2dfعندئذ يكون لدينا  P=  2لا بدُّ أن يقسم  1.واستناداً إلىd  العددd،  ٌوهذا تناقض
g: تابع هولومورفيّ واضح. إذن لا يوجد  Ω → ℂ  يحُقّق( ), ( )g zz e P z∀ ∈ Ω =.  

ϕ:مستمر تابع  لنفترض وجود 3. Ω → ℂ  يحُقّق, ( ( )) ( )nz z P zϕ∀ ∈ Ω . ولتكن =
0z  نقطة ما منΩ.  0ينعدم كثير الحدود( )P P z−  0عندz  ،ويقبل عدداً منتهياً من الجذور

  موجبٌ تماماً يحُقق ρفيوجد عددٌ 
0 0 0( , ), ( ) ( ) 0z D z z z P z P zρ∀ ∈ ≠ ⇒ − ≠  

0من  z، أياًّ كان وعندئذ 0( , )\{ }D z zρكان ،  
0 0 0

0 00

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ( )) ( ( ))n n

z z z z P z P z

z z z zz z

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

− − −
= ×

− −−
  

0ولكن بوضع  0( ) 0u zϕ=   الآتيتين: النهايتين والاستفادة من ≠
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0

10
0

0

lim
n n

n

u u

u u
nu

u u

−

→

−
=

−
و 

0
0lim ( )

z z
z uϕ

→
=  

  نجد

( ) ( )0

0 0

1
000

( ) ( ) ( )1
lim

( )( ) ( )
n n nz z

z z z

nP znuz z

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ
−→

−
= =

−
  

 مّا كان أيضاً لديناـول
0

0
0

0

( ) ( )
lim ( )
z z

P z P z
P z

z z→

− ′=
−

  استنتجنا أنّ  

0

0 0 0

0 0

( ) ( ) ( ) ( )
lim

( )z z

z z z P z

z z n P z

ϕ ϕ ϕ

→

′−
= ⋅

−
  

)وأنّ  Ωهولومورفي في  ϕوعلى هذا نستنتج أنّ  ) ( )
( )

( )

z P z
z

n P z

ϕ
ϕ

′
′ = يق . ويمكننا من ثمَّ تطب⋅

  ú  أيضاً في هذه الحالة. degPيقسم  nنتيجة السؤال الأوّل واستنتاج أنّ 

  

Jنتأمّل التابع  26. التمرين( )2: , ( ) expf f z z→ = −ℂ ℂ ًت عددانثب .b  من∗ℝ ،
∗من  aوفي حالة 

+ℝ الآتية نتأمّل النقاط: ( ), 0A a و( ),B a b و( ),C a b− 
)و ), 0D a− والمستطيل ،R  يأتيالمعّرف كما  

[ ] [ ] [ ] [ ], , , ,A B B C C D D A= ∪ ∪ ∪R  

 من المقدارين أثبت أنّ كلاًّ   1.
,

( )d
AB
f z z

  
,و ∫

( )d
D C
f z z

  
عندما  0يسعى إلى  ∫

  .∞+ إلى aتسعى 
)علّل صحة المساواة   2. )d 0f z z =∫

R

  ، واستنتج أنّ 
2 2 22 i d dx xb b xe e x e e x

∞ ∞
− − − −

−∞ −∞
=∫ ∫  

2نقبل أنّ   3.

0
d

2
xe x

π∞ −   . استنتج مما سبق أنّ ∫=

( )2 2

0
cos 2 d

2
x be xb x e

π∞ − −=∫  
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  الحـل

  في الحقيقة، نلاحظ أنّ  1.

2 2

[ ] 0 0

( )d i ( i )d i exp( 2 i )d

b b

AB

f z z f a y y y a ay y= + = − −∫ ∫ ∫  

  ومن ثمَ،

2 2

2 2

[ ] 0

| |

2 2

0

( )d exp( 2 i )d

exp( 2 i ) d | |

b

AB

b

a b

f z z y a ay y

y a ay y e b e−

= − −

≤ − − ≤

∫ ∫

∫
  

وهذا يثبتُ أنّ 
[ ]

lim ( )d 0
ABa
f z z

→∞
  . وبأسلوب مماثل نجد أنّ ∫=

2 2

[ ] 0 0

( )d i ( i )d i exp( 2 i )d

b b

DC

f z z f a y y y a ay y= − + = − +∫ ∫ ∫  

  ومن ثمَ،

2 2

[ ]

( )d | |a b

DC

f z z e b e−≤∫  

نّ يقتضي أهذا و 
[ ]

lim ( )d 0
DCa
f z z

→∞
=∫.  

  عياًّ إذنطَ قِ  1Cهو منحنٍ مغلق من الصف  R، وℂهولومورفي في  fالتابع  2.
( )d 0f z z =∫

R

  
  وعليه 

[ ] [ ] [ ] [ ]

( )d ( )d ( )d ( )d

DA CB DC AB

f z z f z z f z z f z z− = −∫ ∫ ∫ ∫  

  ولكن

2

[ ]

( )d d

a

x

DA a

f z z e x−

−

=∫ ∫   

  و
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  2 2 2( i ) 2 i

[ ]

( )d d d

a a

x b b x bx

CB a a

f z z e x e e e x− + − −

− −

= =∫ ∫ ∫  

  إذن

2 2 2 2 i

[ ] [ ]

d d ( )d ( )d

a a

x b x bx

a a DC AB

e x e e e x f z z f z z− − −

− −

− = −∫ ∫ ∫ ∫  

  استنتجنا أنّ  ∞+تسعى إلى  aوجعلنا  1.فإذا استفدنا من نتيجة 

2 2 2 2 id dx b x bxe x e e e x

∞ ∞
− − −

−∞ −∞

=∫ ∫  

2xxوبأخذ الجزء الحقيقي، وملاحظة أنّ التابعين  e−֏  2و

cos(2 )xx e bx−֏  ّان زوجي
  نا أنّ ستنتجا

2 2 2

0 0

d cos(2 )dx b xe x e e bx x

∞ ∞
− −=∫ ∫  

2ولأنّ 

0

d
2

xe x
π

∞
−   وجدنا ∫=

2 2

0

cos(2 )d
2

x be bx x e
π

∞
− −=∫  

  ú  وبذا يتمّ المطلوب.

  

Jعينّ أكبر مجموعة مفتوحة  27. التمرينΩ  فيℂ يكون التابع  
sin

tan
cos

z
z z

z
=֏  

معرفّاً عليها. ثمُّ أثبت أنهّ توجد متسلسلة صحيحة 
1

n
n

n

a z

∞

=
يطُلب تعيين نصف قطر  ∑

  وتحُقّق  Rتقارا 

( )
1

0, , tan n
n

n

z D R z a z

∞

=
∀ ∈ = ∑  
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  الحـل

 tanيكون التابع  Ω، إذن أكبر مجموعة مفتوحة ℂهولومورفيان في  cosو sinالتابعان 
}هولومورفيّاً عليها هي  }: cos 0z zΩ = ∈ ≠ℂ .ولكن cos 0z  إذا وفقط إذا كان =

i iz ze e−= 2 وهذا يكُافئ − i i 1ze π− 2، أي انتماء = i iz π−  2إلى iπ ℤ. إذن  

cos 0
2

z z
π
π= ⇔ ∈ + ℤ  

)هولومورفي على اموعة المفتوحة والمترابطة  tanوعليه نجد أنّ التابع  )
2

\ π πΩ = +ℂ ℤ .
,0)و Ωينتمي إلى  0، ولأنّ Ωفي  تحليليّ  tanنستنتج من ذلك أنّ  \ ) /2d πΩ =ℂ  نجد

  بوجه خاصّ أنّ متسلسلة تايلور عند الصفر 
( )

0

tan (0)

!

k
k

k

z
k

∞

=
∑  

)تكون متقاربة في القرص  )
2

0,D π وي وأنّ مجموعها يساtan z  في هذا القرص. وبالطبع لا يمكن
وإلا نتج من ذلك أنّ النهاية  2π/أن يكون أكبر تماماً من  Rلنصف قطر تقارب هذه المتسلسلة 

( /2)
lim tan

x
x

π −→
2R/إذن  اقضٌ واضح.نستكون موجودة، وهذا ت  π=.  ú  

J28. التمرين   

0Rليكن     . احسب<
sin

sup 1 : (0, )R

z
M z D R

z

   = − ∈    
  

∗من  Rفي حالة 
+ℝ.  

  الحـل

|في حالة  |z R≤ ا المتراجحةلدين  

2 2

1 1

2

1

sin ( 1) 1
1 | |

(2 1)! (2 1)!

1 sh
1

(2 1)!

n
n n

n n

n

n

z
z z

z n n

R
R

n R

+∞ +∞

= =
+∞

=

−
− = ≤

+ +

= = −
+

∑ ∑

∑
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  إذن
sh

1R

R
M

R
≤ −  

izوتتحقّق المساواة عند النقطة  R= أي  
sh sin(i )

1 1
i

R R

R R
− = −  

shوعليه نستنتج أنّ 
1R

R
M

R
= −.  ú  

  

  

  
QWE 

AgD  
ZXC  
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  متسلسلات لوران  1.

   عموميات 1-1.

) لتكن )n na ∈ℤ  جماعة من الأعداد العقديةّ مجموعة أدلتّها هي مجموعة الأعداد الصحيحةℤ .

 من المتسلسلة الصحيحة كلاًّ ل  ولنتأمّ 
0

n
n

n

a z

∞

=
 1R التي نرمز إلى نصف قطر تقارا بالرمز ∑

المتسلسلة الصحيحة و 
1

n
n

n

a z

∞

−
=
 . ولنفترض أنّ R/21 التي نرمز إلى نصف قطر تقارا بالرمز ∑

  2 10 R R≤ < ≤ +∞  �  
2 : مُتعارفـمع الاصطلاح ال( 0”R )“2يعني  = 1/R = +∞.  
  :يأتيكما   gو 1f ينْ لنا هذا تعريف التابعين التحليليـ  تيحي

1 1
0

12

, | | , ( )

1
, | | , ( )

n
n

n

n
n

n

z z R f z a z

z z g z a z
R

∞

=
∞

−
=

∀ ∈ < =

∀ ∈ < =

∑

∑

ℂ

ℂ

  

,0)1 اً في القرص المفتوحهولومورفيّ  1f فيكون )D R،)أو في ℂ 1 حين يكون(R = +∞ ،
/0,1)2 في القرص المفتوحاً هولومورفيّ  gويكون  )D R .  

المتسلسلة إذن
1

n
n

n

a z

∞
−

−
=
|2متقاربة حين يكون  ∑ |z R>2 التابع . لنعرّفf بالعلاقة:  

2 2
1

, | | , ( ) n
n

n

z z R f z a z

∞
−

−
=

∀ ∈ > =∑ℂ  

)يكون ف )2 2
1(0, ), ( )z D R f z g z∀ ∉  كان  مهماه وأنّ  تابع هولومورفيّ  2fأنّ  بين يهذا و . =

z  قالذي2 يحُق| |z R>  كان  

( ) ( )
1

1
2 2 2

1 1

1 1 1 1
( ) ( )

n
n

n n

n n

f z g na n a z
z zz z

∞ ∞−
− −

− −
= =

′ ′= − = − = −∑ ∑  

  

 عشر التاسعالفصل 
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  الحلقة المعرّفة كما يلي: Aلتكن 

{ }2 1: | |z R z R= ∈ < <A ℂ  

 حينئذ تتقارب كلتا المتسلسلتين
0

n
n

n

a z

∞

=
و ∑

1

n
n

n

a z

∞
−

−
=
. نعرف A من zعند كل نقطة  ∑

nإذن الرمز
n

n

a z
+∞

=−∞
nأو∑

n
n

a z
∈
∑
ℤ

  للدلالة على 

0 1

n n
n n

n n

a z a z

∞ ∞
−

−
= =

     +        ∑ ∑  

  .Aمن  zوذلك مهما تكن 

n نسمي
n

n

a z
∈
∑
ℤ

) ذات الثوابت Laurentمتسلسلة لوران   )n na ∈ℤ ونقول إن متسلسلة .

 قاربت المتسلسلتانلوران متقاربة إذا وفقط إذا ت
0

n
n

n

a z

∞

=
و ∑

1

n
n

n

a z

∞
−

−
=
د . لقد وجدنا أنهّ عن∑

nمتسلسلة لوران تتقارب �تحقق الشرط 
n

n

a z
∈
∑
ℤ

التي  Aعند كل نقطة من نقاط الحلقة  

nنسمّيها حلقة تقارب المتسلسلة 
n

n

a z
∈
∑
ℤ

.  

) وعرفّنا Aمن  zفإذا كانت  ) n
n

n

f z a z
+∞

=−∞
=   لأنّ  Aتابعاً هولومورفياً في  f، كان ∑

1 2, ( ) ( ) ( )z f z f z f z∀ ∈ = +A  

nباشتقاق المتسلسلة  fتقّ ونحصل على مُش
n

n

a z
∈
∑
ℤ

  اً ويكوناً حدّ حدّ  

1, ( ) n
n

n

z f z na z
+∞

−

=−∞

′∀ ∈ = ∑A  

 عمم مفهوم المتسلسلات الصحيحةيُ متسلسلات لوران  مفهوم بناءً على المناقشة السابقة نرى أنّ 
  .الذي درسناه سابقاً 
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1ليكن  .تعريف 2-1. 2( , )R R  2من
ℝ 2 يحُقّق 10 R R≤ < ≤  A. ولتكن ∞+

}صيغة المعرفّة بال الحلقة }2 1: | |z R z R= ∈ < <A ℂوأخيراً ليكن . f  ًتابعا
يقبل النشر  f. نقول إنّ A الحلقة تحوي Ωعرفّاً على مجموعة مفتوحة عقدياً م

n، إذا وُجِدتْ متسلسلة لوران Aفي بمتسلسلة لوران 
n

n

a z
∈
∑
ℤ

  تحُقّق Aمتقاربة في  

, ( ) n
n

n

z f z a z
+∞

=−∞
∀ ∈ = ∑A  

f: ليكن .مبرهنة 3-1. Ω → ℂ تابعاً عقدياً يقبل النشر بمتسلسلة لوران n
n

n

a z
∈
∑
ℤ

في  

}حلقة  }2 1: | |z R z R= ∈ < <A ℂ ُوحيداً. . عندئذ يكون هذا النشر  
  الإثبات

2 عدداً حقيقياً يحُقق الشرط r ليكن 1R r R< 0,2] اال من θ . عندئذ أياً كان> ]π 
  فلدينا

ii( )
nn

n
n

f r e a r e

∞
θθ

=−∞
= ∑  

  ولكنّ متسلسلتي التوابع
i

0

nn
n

n

a r e

∞
θ

=
θ i   و   ֏∑

1

nn
n

n

a r e

∞
− θ−

−
=

θ ∑֏  

0,2]متقاربتان بالنظيم على  ]π ينتج من ذلك أنهّ، مهما تكن .p  منℤ: يكن ،  
2 2

ii i( )

0 0

( ) d d 2
p n n p p

n p
n

f re e a r e a r

π π

π

∞
− θθ − θ

=−∞

θ = θ =∑∫ ∫  

كوْن   فدنا مناست إذ
2

i( )

0

d 0n pe

π

− θ θ nعندما  ∫= p≠.  ّينتج من ذلك أن  

2

i i

0

1
, ( ) d

2

p
p p

p a f re e
r

π

π

θ − θ∀ ∈ = θ∫ℤ  

، وبناءً على هذا يتم إثبات f وحيد انطلاقاً من التابع أسلوبب عين تت fفثوابت نشر لوران للتابع 
  �  المبرهنة.
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يها، وبناءً عل ولومورفيّ ه A وجدنا فيما سبق أنّ مجموع متسلسلة لوران متقاربة في حلقةلقد 
بين . تُ Aاً في ولومورفيّ تابعاً ه f ، كانAالنشر بمتسلسلة لوران في حلقة  f عليه إذا قبَِلَ تابعٌ 

  المبرهنة التالية صحّة عكس هذه الخاصّة.

1ليكن  .مبرهنة4-1. 2( , )R R  2من
ℝ 2 يحُقّق 10 R R≤ < ≤ ة الحلق Aولتكن . ∞+

}صيغة المعرفّة بال }2 1: | |z R z R= ∈ < <A ℂوأخيراً ليكن . :f →A ℂ 
  .Aالنشرَ بمتسلسلة لوران في الحلقة  f. عندئذ يقبل Aتابعاً هولومورفياًّ في 

  تالإثبا

2. ولنعرّف في حالة ℤمن  pلتكن  1R r R<   المقدار >

1
(0, )

1 ( )
( ) d

2 ip p

C r

f
A r

π
+

+

ω
= ω

ω∫  

[عددين من  2rو 1rليكن و  [2 1,R R .ن ا كا ـّلم
1

( )
p

f
+

ω
ω

ω
ا كان  ـّ، ولمAهولومورفيّاً في  ֏

( )10,C r+  تشويهاً مستمراًّ للمنحني( )20,C r+  فيA ّاستنتجنا أن ،  
1 2( ) ( )p pA r A r=  

)إذن التابع  )pr A r֏  التابعٌ ثابتٌ على ا] [2 1,R R  لنرمز إلى قيمته بالرمزpa.  
2يحُقّق  ℂعدداً من  zكن يل 1| |R z R<    تحُقّق 2ρو 1ρ يقيّةحقعندئذ نختار أعداداً . >

2 2 1 1| |R z Rρ ρ< < < <  

)مّا كان التابع ـل ) ( )
:

f f z
g

z

ω −
ω

ω −
لى تابع  ֏  ا كان ـّ، ولمA في هولومورفيّ يقبل التمديد إ

2 2(0, )C ρ+Γ 1 لطريقمستمراً لتشويهاً  = 1(0, )C ρ+Γ   ، استنتجنا أنّ Aفي  =

1 2

1 1
( )d ( )d

2 i 2 i
g g

π
Γ Γ

ω ω = ω ω
π∫ ∫  

)1Indلكن  , ) 1z Γ )2Indو = , ) 0z Γ   إذن =

  
1 2

1 ( ) 1 ( )
( ) d d

2 i 2 i

f f
f z

z zπ π
Γ Γ

ω ω
= ω − ω

ω − ω −∫ ∫  �  
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  ولكن، من جهة أولى،

1 1

1 ( ) 1 1 ( )
d d

2 i 2 i 1 ( / )

f f

z zπ π
Γ Γ

ω ω
ω = ⋅ ω

ω − ω − ω∫ ∫  

1 التابعو  ( )

1 ( / )

f

z

ω
ω ⋅

ω − ω
هي ، 1Γ متقاربة بالنظيم على متسلسلة توابعهو مجموع  ֏

1
0

( ) n

n
n

f
z

∞

+
=

ω
ω

ω
,0)1 محدود على اموعة المتراصّة fلأنّ التابع  ֏∑ )C ρ 1و/ 1z ρ <. 

  نستنتج إذن أنّ 

1
1

1
0 0

1 ( ) 1 ( )
d d

2 i 2 i
n n

nn
n n

f f
z a z

zπ π

∞ ∞

+Γ
= =Γ

 ω ω ω = ω = ω −  ω
∑ ∑∫ ∫  

  ومن جهة ثانية

2 2

1 ( ) 1 1 ( )
d d

2 i 2 i 1 ( / )

f f

z z zπ π
Γ Γ

ω ω
ω = − ⋅ ω

ω − − ω∫ ∫  

) التابعو  )

1 ( / )

f

z

ω
ω

− ω
هي ، 2Γ متقاربة بالنظيم على توابعمتسلسلة هو مجموع  ֏

0

( )
n

n
n

f
z

∞

=

ω
ω ω∑֏  لأنّ التابعf موعة المتراصّة0)2 محدود على ا, )C ρ 2و / 1zρ < .

  نستنتج أنّ 

2
2

1
0 0

1 ( ) 1 1
d ( )d

2 i 2 i
n n

nn
n n

f
f a z

z zπ π

∞

+Γ
= <Γ

 ω − ω = ω ω ω = ω −  ∑ ∑∫ ∫  

2الشرط  تحُقّقالتي  ℂمن  zاً كانت نستنتج أنهّ أيّ  �وبالعودة إلى  1| |R z R<   كان  >

( ) n
n

n

f z a z

+∞

=−∞

= ∑  

)تعُطى الثوابت  إذ )n na ∈ℤ ةبالعلاق  

1
(0, )

1 ( )
d

2 in n

C r

f
a

π
+

+

ω
= ω

ω∫  

  �  بذا يتم الإثبات.و . fيساوي مجموعها و ، Aفي الحلقة متقاربة  إذن توجد متسلسلة لوران
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}تحوي  نفترض أا، ℂمجموعة جزئيّة من  Uلتكن  .تعريف5-1. }: | |z z r∈ >ℂ  عند
∗من  rقيمة 

+ℝكن، ولي :f U → ℂ تابعاً عقدياً. نقول إنّ التابع f العدد  يقبلℓ 
|سعى تعندما  ايةً ℂ من  |z  ونكتب ∞+إلى ،lim ( )

z
f z

→+∞
= ℓ إذا، وفقط إذا ،

  :التالي  تحقق الشرط

0, , | | ( )A r z A f z∀ε > ∃ > ≥ ⇒ − < εℓ  

1ليكن  .نتيجة 6-1. 2( , )R R  2من
ℝ 2 يحُقّق 10 R R≤ < ≤ ة الحلق Aولتكن . ∞+
{ }2 1: | |z R z R= ∈ < <A ℂ التابع الهولومورفيّ . وليكن :f →A ℂ .

}هولومورفيّ على اموعة  1fعندئذ يوجد تابع وحيد  }1 1: | |D z z R= ∈ <ℂ ،
} هولومورفيّ على 2f ويوجد تابع وحيد }2 2: | |D z z R= ∈ >ℂ ، قوانيحق 

  :الآتيين ينالشرط

1 2, ( ) ( ) ( )z f z f z f z∀ ∈ = +A    2و
| |
lim ( ) 0
z

f z
→∞

=  

  الإثبات

nنعلم أنهّ توجد متسلسلة لوران  �
nn
a z

∞

   تحُقق، Aمتقاربة في الحلقة  ∑∞−=

, ( ) n
n

n

z f z a z

∞

=−∞
∀ ∈ = ∑A  

مّا كانت المتسلسلة ـول
0

n
nn
a z

∞

  عرفّنا 1Dعنصراً من  zمتقاربة حين يكون  ∑=

1 1
0

, ( ) n
n

n

z D f z a z

∞

=
∀ ∈ = ∑  

  .1Dهولومورفياً في  1fفيكون 

مّا كانت المتسلسلة ـرى، لومن جهة أخ
0

n
n

n

a z
<
  عرفّنا2Dعنصراً من  zمتقاربة حين يكون  ∑

2 2
1

, ( ) n
n

n

z D f z a z

−∞

=−
∀ ∈ = ∑  

2limقق ، ويحُ 2Dهولومورفيّاً في  2fعندئذ يكون  ( ) 0
z

f z
→∞

  . وأخيراً يكون لدينا=

1 2, ( ) ( ) ( )z f z f z f z∀ ∈ = +A  
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، 1Dتابعاً هولومورفياًّ على اموعة المفتوحة  1g لنثبت وحدانيّة التفريق السابق. ليكن �
  ينالشرط يحُققان، 2Dاموعة المفتوحة  اً هولومورفيّاً علىتابع 2g وليكن

1 2, ( ) ( ) ( )z f z g z g z∀ ∈ = +A    2و
| |
lim ( ) 0
z

g z
→∞

=  

  عندئذ يكون لدينا
1 1 2 2, ( ) ( ) ( ) ( )z f z g z g z f z∀ ∈ − = −A  

  لنعرف إذن التابع العقديّ 
1 1 1

2 2 2

( ) ( ) :
: , ( )

( ) ( ) :

f z g z z D
h h z

g z f z z D

 − ∈→ =  − ∈
ℂ ℂ  

، ومحدود عليها، لأنّ ℂتابعٌ هولومورفي في  hإنّ 
| |
lim ( ) 0
z

h z
→∞

أنه ثابتٌ في  إذن . نستنتج=

ℂ  بمقُتضى مبرهنةLiouville ، والشرط
| |
lim ( ) 0
z

h z
→∞

  يقتضي  =
, ( ) 0z h z∀ ∈ =ℂ  

1وهذه النتيجة تُكافئ قولنا  1f g= 2و 2f g=.  �  

. نسمّي اموعة داً حقيقياًّ موجباً تماماً عد Rليكن ، و ℂعنصراً من  0z كنيل .تعريف 7-1.
� { }0 0 0( , ) ( , )\D z R D z R z= 0مركزه  نقوصاً قرصاً مz  ونصف قطرهR.  

∗من  R، وℂ عنصراً من 0z كنيل .نتيجة 8-1.
+ℝ .وليكن �

0: ( , )f D z R → ℂ  ًتابعا

nإذن توجد متسلسلة لوران  ،هولومورفيّاً 
n

n

a z

∞

=−∞
,0)�متقاربة في الحلقة  ∑ )D R ، قوتحُق  

�
0 0( , ), ( ) ( )nn

n

z D z R f z a z z
+∞

=−∞
∀ ∈ = −∑  

  إضافة إلى ذلك يكون   
2

ii
0

0

1
, ]0, [, ( ) d

2

n

n n
n r R a f z re e

r

π

π

− θθ∀ ∈ ∀ ∈ = + θ∫ℤ  

  الإثبات
)0على التابع  1-4. يكفي أن نطبق المبرهنة )z f z z+֏.  �  
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∗من  R، وℂعنصراً من  0z كنيل .ملاحظة 9-1.
+ℝ .وليكن �

0: ( , )f D z R → ℂ  ًتابعا

nوجدنا أنهّ توجد متسلسلة لوران  .هولومورفياًّ 
n

n

a z

∞

=−∞
,0)� متقاربة في الحلقة ∑ )D R ،تحُقّق  

�
0 0( , ), ( ) ( )nn

n

z D z R f z a z z
+∞

=−∞
∀ ∈ = −∑  

وإذا عرفّنا 
0( , )

( ) sup ( )
z C z r

M r f z
∈

[من  r في حالة = [0,R  ّاستنتجنا مما سبق أن  

( )
, n n

M r
n a

r
∀ ∈ ≤ℤ  

  وهذه النتيجة تعُمّم متراجحات كوشي.

  المعزولة النقاط الشاذّة تصنيف 2.

 fثمُّ لنتأمّل تابعاً هولومورفياً  .U عنصراً من 0z، وليكن ℂ مجموعة مفتوحة من U لتكن  
} على }0\U zا كانت ـّ. لم U 0 مجموعة مفتوحة وجدنا R< ق0 يحُق( , )D z R U⊂. 

� نقوصتابعاً هولومورفياً على القرص الم f وعندئذ يكون
0( , )D z Rلنا تطبيق  تيح، وهذا ما ي

�على  1-8.النتيجة 
0( , )D z Rf.  

ليصبح  0zعند  fيمكنُ تمديد التابع أَ : السؤال الذي يمُكن أن يطُرحَ علينا في مثل هذا الوضع هو
)0تابعاً هولومورفياً في القرص المفتوح  , )D z R 0؟ فإذا لم يكن هذا التمديد ممكناً قلنا إنّ النقطةz 

 يأتيلهذا التابع. لنتفحّص فيما  نقطة شاذّة كاذبة، وإلا فإا تكون fع للتاب نقطة شاذّة معزولة
  .هاتين الحالتين

� z0 ع اذبة للتابنقطة شاذّة كf   

فهو إذن تابع محدودٌ في  ،0zفي جوار للنقطة  إلى تابع مستمرf  في هذه الحالة يمُكن تمديد التابع 
  . 0zجوار النقطة 

[في  ρ ، عندئذ يوجد0zمحدودٌ في جوارٍ للنقطة  f بالعكس، لو افترضنا أنّ التابعو  [0,R ،
∗في  Mويوجد عددٌ 

+ℝ ، ّقيحُق ( )f z M≤  ًكانت   أياz  0من( , )D z ρɶ.  
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)مّا كانت ثوابت منشور لوران ـول )n na ∈ℤ  للتابعf 0 نقوصفي القرص الم( , )D z Rɶ  قتحُق  

, 0, , n n

M
n r a

r
ρ ∀ ∈ ∀ ∈ ≤ ℤ  

0 في حالة 0 تسعى إلى r استنتجنا، بجعل n> ّ0، أن, 0nn a∀ < . وبناءً على هذا =
  يكون

0 0
0

( , ), ( ) ( )nn
n

z D z R f z a z z

∞

=
∀ ∈ = −∑ɶ  

0 بوضع 0zالنقطة  عند f فإذا مددنا 0( )f z a= د هولومورفيّ ـصار التابع الاً في القرص مُمد
0( , )D z R.  
محدوداً  f التابع ، إذا وفقط إذا كانf تكون نقطة شاذّة كاذبة للتابع 0z إذن أثبتنا أنّ النقطة ����

  متسلسلة صحيحة. 0zبمتسلسلة لوران في جوار  f، وعندئذ يصبح منشور 0zفي جوار 

� z0 عنقطة شاذّة معزولة للتاب f  

 نقطة شاذّة معزولة للتابع 0zنرى، بناءً على المناقشة السابقة، أنّ الشرط اللازم والكافي حتىّ تكون 
f  ّ0 يكون هذا التابع محدوداً في جوار هو ألاz ّتكون جميع ثوابت منشور لوران ذات الدليل  ، أو ألا

� في f السالب تماماً للتابع
0( , )D z R ةً فريّ ص .  

  :ز بين حالتيني نموهنا 

)إنّ عدد ثوابت منشور لوران  � )n na ∈ℤ للتابع f نقوصفي القرص الم �
0( , )D z R  ذات

  منته. لصفريةاالدليل السالب تماماً وغير 
  في هذه الحالة نعرف العدد الطبيعيّ 

{ }max : 0km k a∗
−= ∈ ≠ℕ  

  ويكون عندئذ،
1 1

01
0 00 0

( ) ( )
( ) ( )

mm n
nm m

n

aa a
f z a z z

z z z zz z

∞
− +− −

−
=

= + + + + −
− −− ∑⋯  

�من  zكن يوذلك مهما 
0( , )D z R.  

  ل التابع بوبناءً على هذا يق
�

0 0: ( , ) , ( ) ( ) ( )mg D z R g z z z f z→ = −ℂ  
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)0على  التمديد إلى تابع هولومورفي , )D z R نرمز إليه أيضاً بالرمز ،g إذن يوجد تابع .g 
)0في القرص المفتوح هولومورفي  , )D z R  ق الشرطين ويحُق  

�
0

0

( )
( , ), ( )

( )m
g z

z D z R f z
z z

∀ ∈ =
−

)0و     ) 0g z ≠  

قطبٌ من  z0، ونقول إنّ النقطة z0 ميرومورفي في جوارتابعٌ  fنقول في هذه الحالة إنّ التابع 
  ، ونسمي التابع الكسريfللتابع  mالمرتبة 

1 1
1

0 00( ) ( )
mm

m m

aa a
z

z z z zz z

− +− −
−+ + +

− −−
֏ ⋯  

  .z0عند  fالجزء القطبيّ للتابع 

} هولومورفي على f وهكذا، فحتى يقبل تابعٌ  ���� }0\U z  قطباً من مرتبة أصغر أو تساويp 
 المعرّف بالعلاقة نقطة شاذّة كاذبة للتابع 0zالنقطة  ، يلزم ويكفي أن تكون0z عند

0( ) ( )pz z z f z−֏ 0، أو أن يكون التابع( ) ( )pz z z f z−֏  محدوداً في جوار النقطة
0z.  
  

)إنّ عدد ثوابت منشور لوران  � )n na ∈ℤ  للتابعf نقوصفي القرص الم �
0( , )D z R  ذات

  الدليل السالب تماماً وغير المعدومة لاائي.

 ة لا يكون أي ل. وفي مثل هذه الحاfللتابع  معزولة نقطة شاذّة أساسيّة 0zنقول في هذه الحالة إنّ 
)0من التوابع  ) ( )nz z z f z−֏، ( )n ∈ ℕ 0، محدوداً في جوار النقطةz.  

  .الفرق بين النوعين السابقين من النقاط الشاذّة المعزولة الآتيتانتوضح المبرهنتان 

. ثمُّ لنتأمّل تابعاً U عنصراً من 0z، وليكن ℂ مجموعة مفتوحة من U لتكن .مبرهنة 1-2.
} على fاً هولومورفيّ  }0\U z 0. حتى تكون النقطةz  قطباً للتابعf  يلزم ويكفي أن

يتحقق الشرط 
0

lim ( )
z z

f z
→

= +∞.  
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  الإثبات
g: يوجد تابع عندئذ. f لتابعل mقطبٌ من المرتبة  0zلنفترض أنّ  � U → ℂ 

  هولومورفيّ ويحُقق الشرطين

0

0

( )
\{ }, ( )

( )m
g z

z U z f z
z z

∀ ∈ =
−

)0و     ) 0g z ≠  

  ونستنتج من ذلك أنّ 

0 0

| ( )|
lim

| |mz z

g z

z z→
= +∞

−
  

  وهذا يثُبت لزوم الشرط.
وبالعكس، لنفترض أنّ  �

0

lim ( )
z z

f z
→

= 0. إذن يوجد ∞+ R< تحُقّق   

0( , ), ( ) 1z D z R f z∀ ∈ ≥ɶ  
  ناءً على ذلك يكون التابعوب

0

1
: ( , ) ,

( )
h D z R z

f z
→ɶ ℂ ֏  

 لشرطاتابعاً هولومورفياً محُققاً 
0

lim ( ) 0
z z

h z
→

نرمز ( . فهو يقبل إذن التمديد إلى تابع هولومورفي=

)0على القرص المفتوح  )نفسه hإليه بالرمز , )D z R0 ، ويكون( ) 0h z = .  
 kحينئذ يوجد تابع  .hللتابع  0zبأنهّ رتبة مضاعفة الصفر المعزول  mلنعرّف إذن العدد 

)0هولومورفي على القرص المفتوح  , )D z Rقويحُق ،  

0 0( , ), ( ) ( ) ( )mz D z R h z z z k z∀ ∈ = − )0و    ⋅ ) 0k z ≠  
,0[من  ρ يُبرر وجود عددٍ  0zعند kإنّ استمرار التابع  [R  التابعيجعل k  على القرص لا ينعدم

)0المفتوح  , )D z ρ وبناءً على هذا يكون .  

0

0

1/ ( )
( , ), ( )

( )m
k z

z D z f z
z z

ρ∀ ∈ =
−

ɶ  

/1لأنّ  fللتابع  mقطبٌ من المرتبة  0zوهذا يثُبتُ أنّ  ( )z k z֏  تابع هولومورفي على
0( , )D z ρ.  �  
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. Uعنصراً من  0z، وليكن ℂمجموعة مفتوحة من  U لتكن .-Weierstrassمبرهنة 2-2.
}على  fثمُّ لنتأمّل تابعاً هولومورفياً  }0\U z 0 ويقبل النقطةz  نقطة شاذّة أساسية

)0 نقوص. عندئذ مهما يكن القرص المfتابع ومعزولة لل , )D z εɶ المحتوى في U ،تكن 
)0صورته  ( , ))f D z εɶ   كثيفة في المستوي العقدي مجموعةℂ.  

  الإثبات

0كن يل ε< 0 يحُقّق( , )D z Uε ⊂ɶ ّ0. ولنفترض جدلاً أن( ( , ))f D z ε ≠ɶ ℂ عندئذ يوجد .
)0غير لاصق باموعة  aعدد عقدي  ( , ))f D z εɶ أي يوجد .a  فيℂ 0، ويوجد r< 

)0 يحُققان ( , )) ( , )f D z D a rε ∩ = ∅ɶأي ،  

0( , ), ( )z D z f z a rε∀ ∈ − ≥ɶ  

  لنعرّف إذن التابع 

0

1
: ( , ) ,

( )
h D z z

f z a
ε →

−
ɶ ℂ ֏  

)0تابعاً هولومورفياً ومحدوداً على  h مّا كانـل , )D z εɶ 0 نتجنا أنّ استz  نقطة شاذّة كاذبة للتابعh ،
)0ويمكننا تمديده إلى تابع هولومورفي على القرص المفتوح  , )D z ε ) نرمز إليه بالرمزh نفسه(.  

  وبناءً على ذلك يكون

0

1
( , ), ( )

( )
z D z f z a

h z
ε∀ ∈ = +ɶ  

)0 إذا كان ) 0h z إذن  وهذا يتناقض مع الفرْض، f نقطة شاذّة كاذبة للتابع 0z استنتجنا أنّ  ≠
)0لا بدُ أن يكون  ) 0h z  تبةَ ر  p . ولكن إذا كانتhصفر معزول للتابع  0z، والنقطة =

ناقض من وهذا ي ،f للتابع pقطبٌ من المرتبة  0z، استنتجنا أنّ hللتابع  0z مضاعفة الصفر
  نستنتج من هذه المناقشة أنّ  الفرْض.جديد 

0( ( , ))f D z ε =ɶ ℂ  
  �  .لإثباتوبذا يتم ا
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 قة فنثبتُ أنّ اموعةالمبرهنة الساب أعمق من نتيجةإثبات  وهنا نشير إلى أنهّ بالإمكان

0( ( , ))f D z εɶ  تساويℂ أو ،ℂ  عليه بيكار مبرهنةمحذوفاً منها نقطة واحدة، وهذا ما تنص 
Picard  .الكبرى  

)ابع الهولومورفي لنتأمّل الت .مثال 3-2. )1: , ( ) expf f z
z

∗ → =ℂ ℂ ّنعلم أن .  

0

1 1
, ( )

! n
n

z f z
n z

+∞
∗

=
∀ ∈ = ⋅∑ℂ  

0نستنتج من ذلك أنّ النقطة  0z   .fنقطة شاذّة أساسيّة للتابع  =
∗من  a ليكن

ℂال  ، عندئذ يوجد0,2]في ا [π  ٌعددα يحُقّقi| |a a e α=. إذن نعرّف 
) المتتالية )n n

z ∗∈ℕ بالعلاقة  
1

ln | | i ( 2 )nz
a nα π

=
+ +

  

)فنلاحظ بسهولة أنّ  )nf z a= أياً كان n  من∗
ℕ ّوكذلك أن ،lim 0n

n
z

→∞
نستنتج،  .=

  بناءً على ذلك أنّ 

( ) ( ), , | | ( )m mm z f z aε ε∗ ∗
+∀ ∈ ∃ ∈ < ∧ =ℝ ℕ  

∗من  عنصر كيفيّ  aومن ثمَّ، لأنّ 
ℂ ،أنّ  نستنتج  

, ( (0, ))f D∗ ∗
+∀ε ∈ ε =ɶℝ ℂ  

  .بيكاروهذا ما يتفق مع مبرهنة 

 . وأخيراً ليكنΩمجموعة جزئيّة من  P. ولتكن ℂ مجموعة مفتوحة في Ω لتكن .تعريف 4-2.
: \f Ω →P ℂ  ّن ي نقاط ابه هأقط Ωفي  تابعٌ ميرومورفيf  تابعاً عقدياً. نقول إ

  : . إذا تحقّقت الشروط التاليةPاموعة 
 ، أي Pلمجموعة أي نقطة تجمّع ل Ωليس في   �

, 0, ( , )D∀ω ∈ Ω ∃ε > ω ε ∩ = ∅Pɶ  
Ω\هولومورفي على fالتابع  � P.  
  .fهي قطبٌ للتابع  Pكل نقطة من  �
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 Ωنقاطاً معزولة، وأنّ كل مجموعة متراصّة في  P لاحظ أنّ الشرط الأوّل يقتضي كوْن عناصر ����
خالية،  Pيها اموعة . ثمُّ إننّا لم نستثنِ الحالة التي تكون فP عدداً منتهياً من عناصر لا تحوي إلاّ 

  وهكذا نرى أنّ مفهوم التابع الميرومورفي يعمّم مفهوم التابع الهولومورفي.

]من  Qو Pفمثلاً ليكن كثيرا الحدود  ]Xℂ ّ0. ولنفترض أنQ . عندئذ يكون التابع ≠

)الكسري  )

( )

P z
z

Q z
f:. وإذا كان ℂميرومورفياً في  ֏ Ω → ℂ  تابعاً هولومورفياً على

0f، وكان Ωاموعة المفتوحة والمترابطة  1، استنتجنا أنّ التابع ≠
f

 Ωتابع ميرومورفي في  

  ، وهي معزولة كما نعلم. fأقطابه هي أصفار التابع 

كون لتابع تط الشاذّة المعزولة، بالطبع قد اقتصرنا في دراستنا السابقة على النقالقد  .ملاحظة 5-2.
f:هولومورفي  Ω → ℂ  نقاطٌ شاذة غير معزولة في\Ω Ω .  

حيحة بالمتسلسلة الص D=D(0,1)المعرّف على القرص الواحدي  f فمثلاً إذا تأمّلنا التابع
2

0
( )

n

n
f z z

∞

=
= 1limأنّ لاحظنا ، ∑ ( )z f z→ = نقطة شاذّة للتابع  1، فالنقطة ∞+

f.  ّونجد مباشرة أن  
  2, ( ) ( )z f z z f z∀ ∈ = +D  ( )∗  

1limهي أيضاً نقطة شاذّة إذْ إنّ  −1ضاً أنّ النقطة وهذا يبرهن أي ( ) +z f z→− = لأنّ  ∞
2

1lim 1z z→− ∗من  m. وبوجه عام، في حالة =
ℕ نستنتج من ،(   أنّ  ∗(

12 2 2, ( ) ( )
m m

z f z z z z f z
−

∀ ∈ = + + + +D ⋯  
,وهذا يبرهن أنّ جميع النقاط  {0, ,2 1}

( ) mp m p
z ∈ −…

2 حيث،  i
, 2

exp( )
m

p
p mz

π= ًهي أيضا ،

نقاط شاذّة، إذْ إنّ 
,

lim | ( )| +
p mz z f z→ = ، وذلك لأنّ ∞

,

2lim 1
m

p mz z z→ . وهكذا =
   نكون قد أثبتنا أنّ جميع عناصر اموعة

( )2 i

2
{exp : ,0 2 }

m

p mm p
π ∗= ∈ ≤ <S ℕ  

}مجموعة كثيفة في الدائرة  S، ونرى أنّ fهي نقاط شاذّة للتابع  }: | | 1z z= =U وبالطبع .
  اذّة المعزولة.شاذّة معزولة ولا تنطبق عليها دراستنا للنقاط الش اً هذه النقاط الشاذّة ليست نقاط
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  نظريـّة الرواسب  3.

 Ω تابعاً ميرومورفياً في f. وليكن ℂمجموعة مفتوحة وغير خالية من  Ωلتكن  .تعريف 1-3.
الموافق  f لتابعالجزء القطبيّ ل وكان P منقطباً  p. إذا كان P مجموعة أقطابه هي

  معطى بالعلاقة  pللقطب 

1 1
1

1

( )
( ) ( ) ( )

m
mm k

p m m k
k

aa a a
Q z

z p z pz p z p

− +− − −
−

=
= + + + =

− −− −∑⋯  

)نقطة شاذّة كاذبة للتابع  pعندها تصبح (   pf Q− 1، أسمينا العددa−  َالتابع  راسب
f  عندpإليه بالرمز  ، ورمزناRes( , )f p.  
 Ωتابعاً ميرومورفياً في  f. وليكن ℂمجموعة مفتوحة وغير خالية من  Ωلتكن  .مبرهنة 2-3.

Ω\قِطعَِيّاً محتوى في  1Cطريقاً مغلقاً من الصف  Γ. وليكن P عة أقطابه هيمجمو  P .
  لنقطة. عندئذ يكون  Ωفي  تشويه مستمرΓ  نفترض أنّ 

1
( )d Res( , ) Ind( , )

2 i p

f z z f p p
∈Γ

= Γ
π ∑∫

P

  

  الإثبات
  اً ونجد تابعاً مستمرّ  Ωفي  a عنصراً نا نجد لنقطة، فإنّ  Ωتشويهاً مستمراً في  Γمّا كان ـل

: [0,1] [0,1] , ( , ) ( , )H t u H t u× → Ω ֏  
  الشروط التالية يحُققان

)التابع  � , 0)t H t֏  1من الصف تمثيل وسيطيC لطريققِطَعِيّاً ل Γ.  
� . [0,1], ( ,1)t H t a∀ ∈ =  
� . [0,1], (0, ) (1, )u H u H u∀ ∈ =  

[0,1]) ةوبناءً على ذلك تكون اموع [0,1])K H=   .Ωمجموعة متراصّة محتواة في  ×
  غير خالية، نتج من استمرار تابع المسافة Ωℂ\فإذا كانت اموعة المغلقة 

( , \ ) inf | |z d z z
ω∉Ω

Ω = − ω֏ ℂ 

   يحُقّق Kفي  0z، ومن ثمَّ بلوغه حده الأدنى عليها، أنهّ يوجد Kعلى اموعة المتراصّة 

0 0, ( , \ ) ( , \ )z K d z d z∀ ∈ ρ = Ω ≤ Ωℂ ℂ  
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00استنتجنا أنّ  Ωℂ\لا تنتمي إلى اموعة المغلقة  0zمّا كانت ـول < ρ أمّا في الحالة التي .
Ω\يكون فيها  = ∅ℂ ف0، فإننا نعر 1ρ   .)قيمة حقيقيّة موجبة تماماً  ةأو أي(مثلاً،  =

,0[0من  ρلتكن  [ρ موعتينف اولنعر  

{ }: ( , )z d z KρΩ = ∈ < ρℂ         و{ }: ( , )K z d z Kρ = ∈ ≤ ρℂ  
، فهي متراصّة، ويتحقّق �دودةومح �مجموعة مغلقة Kρ، وتكون�مجموعة مفتوحة ρΩفتكون 

  ةَ الاحتواءاتالقارئ بسهولة صح
K Kρ ρ⊂ Ω ⊂ ⊂ Ω  

1التابع عندئذ يكون ، ρΩعنصراً لا ينتمي إلى  zكن يل

z
ω

ω −
 ρΩعلى  اً هولومورفي ֏

  لنقطة، إذن  ρΩفي  تشويه مستمرΓ  والطريق المغلق 
1 d

Ind( , ) 0
2 i

z
z

Γ

ω
Γ = =

π ω −∫  

، أنهّ يمكن أن يقتصر اموع الوارد في نص المبرهنة على الأقطاب الواقعة في الملاحظةهذه نستنتج من 
ρΩ  موعة1أي على عناصر اρ∩ Ω =P P.  ّموعة  ولكن1اP لأنّ منتهية ، Kρ  مجموعة

 . وهذا ما يعُطي للمجموع الوارد في نص المبرهنة معناه.Ωمتراصّة محتواة في 

  . ولنعرّف p الموافق للقطب fإلى الجزء القطبي للتابع  pQبالرمز  1Pمن  p في حالةلنرمز 

1

: , ( ) ( ) ( )p

p

g g z f z Q zρ
∈

Ω → = − ∑
P

ℂ  

1في حالة ( = ∅P  يكون(g f
ρΩ= ّيمكننا القول إن .g في هولومورفي ρΩ  لأنّ جميع نقاطه

  لنقطة، استنتجنا أنّ  ρΩتشويهاً مستمراً في  Γا كان  ـّالشاذة كاذبة. ولم
( )d 0g z z

Γ

=∫  

  وبناءً على هذا نستنتج أنّ 

  
1

1 1
( )d ( )d

2 i 2 i p
p

f z z Q z z
π π∈Γ Γ

= ∑∫ ∫
P

  �  

                                              
)لأنّ  � , )z d z K֏  تابع مستمر علىℂ.  
11مجموعة متراصّة. Kلأنّ  �
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  علاقة :معطى بال pالموافق للقطب  fلتابع ، ولنفترض أنّ الجزء القطبيّ ل1Pمن  pليكن إذن 
1
1

1

Res( , )
( )

( ) ( ) ( )

m
mm k

p m m k
k

a f pa a
Q z

z p z pz p z p

− +− −
−

=
= + + + =

− −− −∑⋯  

  مّا كان ـل عندئذ،

1
2

( )
(1 )( )

m
k

k
k

a
z F z

k z p

−
−

=
=

− −∑֏  

}تابعاً هولومورفياً في }\ pΩ قيحُق ،  
Res( , )

( ) ( )p

f p
F z Q z

z p
′ = −

−
  

  استنتجنا، أنّ 
1 1

0 ( )d ( )d Res( , ) Ind( , )
2 i 2 i pF z z Q z z f p p

Γ Γ

′= = − Γ
π π∫ ∫  

  أو
1

( )d Res( , ) Ind( , )
2 i pQ z z f p p

Γ

= Γ
π ∫  

  :وجدنا �ه النتيجة في العلاقة فإذا عوّضنا هذ

1

1
( )d Res( , ) Ind( , ) Res( , ) Ind( , )

2 i p p

f z z f p p f p p
∈ ∈Γ

= Γ = Γ
π ∑ ∑∫

P P

  

)Indنتجت المساواة الأخيرة من كوْن إذ  , ) 0p Γ 1pحين يكون  = ∉ P ّوبذلك يتم .
  �  .الإثبات
عند قطبٍ لتابع ميرومورفي. في لنذكر بعض الطرائق العمليّة لحساب الراسب  .ملاحظة 3-3.

، نجُري نشراً محدوداً للتابع fلتابع ميرومورفي  kقطباً من المرتبة  p الحقيقة، إذا كان
: ( ) ( )kg z z p f z−֏  في جوارp 1تى المرتبة حk الراسب ، وعندئذ يكون −

Res( , )f p  1هو ثابتُ الحد( )kz p في هذا النشر. وغالباً ما نجُري تغيير المتحول  −−
t z p=   لتحقيق ذلك. −

، فيمكننا f لتابع ميرومورفي 1)من المرتبة (قطباً بسيطاً  p أمّا في الحالة الخاصّة التي يكون فيها
)Res ملاحظة أنّ  , ) lim ( ) ( )

z p
f p z p f z

→
=   وهي نتيجة مفيدة في بعض الأحيان.، −
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A معطـى بالشـكل f التـابععلى سبيل المثـال، إذا كـان ف

B
ان في جـوار ولومورفيـّهتابعـان  Bو Aو ،

p وكان ،p لتابعصفراً بسيطاً ل Bو ،( ) 0A p   ، استنتجنا أنّ ≠
( ) ( )

Res( , ) lim ( )
( ) ( )z p

z p A p
f p A z

B z B p→

−
= =

′
  

   وهكذا إذا طبّقنا هذه الملاحظة على التابع

{ }
2

2 2

1
: \ 0, i, i , ( )

( 1)

z z
f f z

z z

+ +
− → =

+
ℂ ℂ  

)Res راسبه fلتابع قطب بسيط ل 0وجدنا أنّ  , 0) 1f قطبٌ  −iو i من ، وأنّ كلاًّ =

1مضاعفٌ و i
Res( , i)

2 4
f = − 1و  − i

Res( , i)
2 4

f − = − + .  

  تطبيقات نظريةّ الرواسب في حساب بعض التكاملات 4.

بعض الأنماط التقليديّة لتكاملات يؤول حسابها إلى حساب ندرس في هذه الفقرة 
رواسب. ولكن نحتاج في مثل هذه المسائل إلى بعض التوطئات التي سنذكرها في 

  البداية تثبيتاً للأفكار. 

1ليكن  .توطئة 1-4. 2( , )θ θ  2عنصراً من
ℝ  ُقيح1 ق 2θ θ<كن ي. ول:f S → ℂ  ًتابعا

} معرفّاً على اموعة }i
1 2: ,S re rθ θ θ θ∗

+= ∈ ≤ ≤ℝ . وأخيراً ليكنRΓ ،
( 0)R   ، الطريق الممثّل وسيطياً كما يلي <

i
1 2: [ , ] , ( )R R Re θθ θ θϕ → ϕ =ℂ  

  عندئذ  
} مستمراً على مجموعة من النمط f إذا كان � }: | |z S z a∈ ∗من  aو <

+ℝ ،
وكان 

| |
lim ( ) 0
z

z f z
→∞

limفإنّ  ،= ( )d 0
RR
f z z

Γ→∞
=∫.  

} مستمراً على مجموعة من النمط f إذا كان � }: | |z S z a∈ ∗من  aو >
+ℝ ،

وكان 
0

lim ( ) 0
z

z f z
→

فإنّ  ،=
0

lim ( )d 0
RR
f z z

Γ→
=∫.  

  الإثبات

�  الإثبات بسيط ومتروك للقارئ.
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1: ليكن  توطئة 2-4. 2( , )θ θ  2من
ℝ 1 يحُقّق 20 θ θ π≤ <   تكن. ول≥

{ }i
1 2: ,S re rθ θ θ θ∗

+= ∈ ≤ ≤ℝ  
f:وليكن    S → ℂ موعة من النمطتابعاً مستمراً على مج { }: | |z S z a∈ > ،

∗من  a حيث
+ℝ قويحُق ،

| |
lim ( ) 0
z

f z
→∞

) ،RΓ. وأخيراً ليكن = 0)R ، الطريق <

iصيغة الالممثّل وسيطياً ب
1 2:[ , ] , ( )R R Re θθ θ θϕ → ϕ =ℂ عندئذ  

i, lim ( ) d 0

R

z

R
f z e zαα ∗

+ →∞
Γ

∀ ∈ =∫ℝ 

  الإثبات
0لتكن  α< ولنعرّف ،( ) sup ( )

Rz

M R f z
∈Γ

  . عندئذ يكون=

2

1

2

1

i i i (cos i sin ) i

sin

( ) d i ( ) d

( ) d

R

z R

R

f z e z Rf Re e e

M R Re

θ

α θ α θ θ θ

θ

θ

α θ

θ

θ

θ

+

Γ

−

≤

≤

∫ ∫

∫
  

 ولكن
2

2
0, , sinπθ θ θ

π
 ∀ ∈ ≤   . ّنستنتج إذن أن  

( )

2

1

/2

sin sin sin

0 0

/2

2 /

0

d d 2 d

2 d 1

R R R

R R

Re Re Re

Re e

πθ π

α θ α θ α θ

θ

π

α θ π α

θ θ θ

π π
θ
α α

− − −

− −

≤ =

≤ = − ≤

∫ ∫ ∫

∫

  

  ومن ثمَّ 

i( ) d ( )

R

zf z e z M Rα π

α
Γ

≤∫  

limا كان ـّولم ( ) 0
R

M R
→∞

ilim استنتجنا أنّ  ،= ( ) d 0

R

z

R
f z e zα

→∞
Γ

=∫.  �  
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∗من  R لتكن .توطئة 3-4.
+ℝ وليكن ،: (0, )f D R →ɶ ℂ  مورفياً يقبل قطباً تابعاً هولو

0 مع، εΓ. وليكن 0بسيطاً عند  Rε<   : ، الطريق المعطى بالتمثيل الوسيطي>
i: [0, ] , ( ) e θε επ θ εϕ → ϕ =ℂ  

  عندئذ  

0
lim ( )d iRes( , 0)f z z f

ε

ε
π

→
Γ

=∫  

  الإثبات

  ، استنتجنا أنهّ يوجد تابع هولومورفي fلتابع قطباً بسيطاً ل 0ا كان  ـّلم
: (0, )g D R → ℂ  

  يحُقق

(0, ), ( ) ( )
a

z D R f z g z
z

∀ ∈ = +ɶ  

)Resإلى  aرمزنا بالرمز  إذ , 0)fوبناءً على ذلك يكون .  

  ( )d d ( )d
a

f z z z g z z
z

ε ε εΓ Γ Γ

= +∫ ∫ ∫  �  

  ولكن، من جهة أولى، 

| |

( )d sup ( )
z

g z z g z

ε

ε

πε
=Γ

≤∫  

يقتضي  0محدوداً في جوار gوكوْن 
0

lim ( )d 0g z z

ε

ε→
Γ

=∫ .  

  ،ومن جهة ثانية

0

d id i
a

z a a
z

ε

π

θ π

Γ

= =∫ ∫  

  �  ج المطلوب.نستنت �وبالعودة إلى 
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  التكاملات المثلّثيّة  4-4.
  نريد حساب التكاملات من النمط

2

0

(sin , cos )dI F t t t

π

= ∫  

  واحديةّ ليس له أقطاب على الدائرة ال yو xبمتحولين  تابع كسري F إذ
{ }2 2 2

1 ( , ) : 1x y x y= ∈ + =S ℝ  
iإذا وضعنا  tz e=  0حين يكون 2t≤ ≤ π ّوجدنا أن ،  

2

1 1
2 i 2

0

1 1 1
( ( ) ), ( ( ) ) ( )d

i ( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1
, d

i 2 i 2

I F z t z t z t t
z t z t z t

F z z z
z z z

π

Γ

  ′= − +   
       = − +           

∫

∫
  

2يساوي جداء ضرب I. وبناءً على هذا نرى أنّ +C(0,1)هو الطريق  Γو iπ  بمجموع

) رواسب التابع ) ( )( )1 1 1 1 1
,

i 2 i 2
z F z z

z z z
−  عند أقطابه الواقعة في القرص ֏+

(0,1)D.  
  الآتيلنحسب، على سبيل المثال، التكامل  �

2

0

d
( )

1 cos

t
I a

a t

π

=
−∫  

[من  a يثح 1, 1[ 0}\{−   . نعلم استناداً إلى مناقشتنا السابقة أنّ +

(0,1)

( ) ( )d

C

I a f z z
+

= ∫  

  :هو التابع المعطى بالصيغة fو

( )1 2
2

1 1 2 i
( )

i 1 2a
f z

z z z az z a−
= ⋅ =

− + − +
  

 بسيطين هما قطبين fإنّ للتابع 
2

1
1 1 a

p
a

+ −
و =

2

2
1 1 a

p
a

− −
القطب و  ،=

2p  (0,1)هو القطب الوحيد الواقع داخلD .  
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  وبناءً على ذلك

2

(0,1)

( ) ( )d 2 iRes( , )

C

I a f z z f pπ
+

= =∫  

2    ولكن
2

2

2 i i
Res( , )

2 2 1
f p

ap a

−
= =

− −
  

إذن 
2

2
( )

1
I a

a

π
=

−
0aوتبقى هذه النتيجة صحيحة في حالة  ، =.  

  التكاملات المعمّمة لتوابع كسريةّ  5-4.
  نريد حساب التكاملات من النمط

( )
d

( )

S x
I x

Q x

+∞

−∞

= ∫  

]إلى  Qو Sينتمي كثيرا الحدود  إذ ]Xℝونفترض حتىّ يتقارب التكامل . I  ّأنQ  ليس له
degأصفار حقيقيّة، وأنّ  2 degQ S≥ +.  

)تابع نطبّق نظرية الرواسب على ال Iلحساب    )

( )

S z
z

Q z
 ℂوهو تابع ميرومورفي في  ֏

  قطعياً المعرّف بالتمثيل الوسيطي 1Cمن الصف  �RΓوعلى الطريق 

i( )

: [ , ]
: [ , ] ,

: [ , ]
R

t R

t t R R
R R t

Re t R R−

 ∈ −ϕ − + π →  ∈ + π
ℂ ֏  

]وهو مكوّن إذن من القطعة المستقيمة  , ]R R− ونصف الدائرة التي ،
 العلوي في نصف المستوي الموجود Rونصف قطرها  0مركزها 

{ }: Im 0z z+ = ∈ ≥P ℂ .والموجهة بالاتجاه الموجب  
 كبيرة بقدر كاف حتى تقع جميع أقطاب  Rكما سنفترض عند تطبيق نظريةّ الرواسب أنّ 

f،) عددها أصغر أو يساوي(degQ 0)، داخل القرص, )D R الرمزب. لنرمز+
P  إلى مجموعة

+ الموجودة في نصف المستوي fأقطاب 
P  أي+ += ∩P PP عندئذ نجد استناداً إلى .

  نظريةّ الرواسب أنّ 

( )( )d 2 i Res ,

R
p

f z z f p
+∈Γ

  = π    
∑∫
Pɶ

  

 RΓ

R0R−
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  وبناءً على ذلك نستنتج

( ) ( )
d d 2 i Res ,

( ) ( )
R

R

pR

S z S x S
z x p

Q z Q x Q+∈Γ −

    + = π     
∑∫ ∫
P

  

degمّا كانت ـل 2 degQ S≥ استنتجنا أنّ  +
| |

( )
lim 0

( )z

S z
z
Q z→∞

، وإذا استخدمنا =

)وجدنا  4-1.التوطئة  )
lim d 0

( )
R

R

S z
z

Q z→+∞
Γ

  . وينجم عن هذا أنّ ∫=

( )
d 2 i Res ,

( )
p

S x S
x p

Q x Q+

+∞

∈−∞

    = π      
∑∫
P

  

  لنحسب، على سبيل المثال، التكامل التالي �

4
0

d

1

x
I

x

+∞

=
+∫  

نلاحظ أوّلاً أنّ 
4

1 d

2 1

x
I

x

+∞

−∞

=
  ، فإذا طبّقنا الدراسة السابقة على التابع الكسري∫+

 
4

1
( )

1
f z

z
=

+
  

+الذي يقبل قطبين بسيطين في نصف المستوي
P هما  

3 i /4
2p e π=    وi /4

1p e π=  

  وتعطى رواسبهما بالعلاقة

3

1
Res( , ) , 1, 2

44
k

k
k

p
f p k

p
= = − =  

   :يأتيوجدنا، استناداً إلى ما سبق ما 

( )
1 2

i /4 3 i /4

i(Res( , ) Res( , ))

i i 2
( ) i 2

4 4 4

I f p f p

e e
π π

π

π π π

= +

= − + = − =
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)iالتكاملات المعمّمة من النمط :  6-4. ) dxI f x e xα

+∞

−∞

= ∫.  

∗من  α مع
+ℝو ،f  تابع ميرومورفي وله عدد منته من الأقطاب في مجموعة مفتوحة تحوي نصف

+المستوي العلوي
P  ّلتابعيحتوي المحور الحقيقي على أقطاب ل على ألا f ّنفترض أيضاً أن .

( )f x ∈ ℝ  أياً كانتx  منℝ ّوأن ،
| |
lim ( ) 0
z

f z
→∞

متقاربٌ. وهذا ما  I، وأنّ التكامل =

  لنا أن نكتبَ: تيحي

ilim ( ) d

R

x

R
R

I f x e xα

→∞
−

= ∫  

)i على التابع نطبق نظرية الرواسب ) ( ) zz g z f z e α→ ة مفتوحة تحوي مجموع فيالميرومورفي  =
  الذي درسناه في الفقرة السابقة، فنجد RΓɶنصف المستوي العلوي، وعلى الطريق 

i i( ) d ( ) d 2 i Res( , )

R

R

z x

pR

f z e z f x e x g pα α π
+∈Γ −

  + =    
∑∫ ∫
P

  

+و
P  هي مجموعة أقطابf  الموجودة في نصف المستوي العلوي+

P وإذا استخدمنا التوطئة .
ilimوجدنا  2-4. ( ) d 0

R

z

R
f z e zα

→+∞
Γ

  . وينجم عن هذا أنّ ∫=

i i( ) d 2 i Res( ( ) , )x z

p

f x e x z f z e pα απ
+

+∞

∈−∞

  =    
∑∫
P

֏  

  ، التكامل لنحسب، على سبيل المثال �

4
0

cos( )
( ) d ,

1

x
I x

x

α
α α

+∞
∗
+= ∈

+∫ ℝ  

  إنّ التابعفوكذلك   نلاحظ أوّلاً أنّ التكامل المدروس متقارب بالإطلاق.

4

1
( )

1
z f z

z
=

+
֏  

  ويقبل أربعة أقطابٍ بسيطة هي ،ℂميرومورفي في 
i /4

1p e
π=    3و i /4

2p e
π=    5و i /4

3p e
π=    7و i /4

4p e
π=  
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وهو يحُقق 
| |
lim ( ) 0
z

f z
→∞

1. فإذا كان = R< وكان ،RΓɶ  ًهو الطريق الذي درسناه سابقا

] والمكوّن من القطعة المستقيمة , ]R R−ونصف قطرها0 ، متبوعة بنصف الدائرة التي مركزها ، R ،
+ في نصف المستوي العلوي المتوضع

Pوجدنا استناداً إلى نظرية الرواسب ،  

  ( )
i i

1 24 4
d d 2 i Res( , ) Res( , )

1 1
R

R
z x

R

e e
z x g p g p

z x

α α

π

Γ −

+ = +
+ +∫ ∫  �  

 حيث
i

4
:

1

ze
g z

z

α

+
  . ولكن֏

i i i

4 4 4 4
0 0 0

cos( )
d d d 2 d

1 1 1 1

R R R R
x x x

R

e e e x
x x x x

x x x x

α α α α−

−

= + =
+ + + +∫ ∫ ∫ ∫  

  وجدنا � في ∞+تسعى إلى  Rفإذا جعلنا 

( )1 22 ( ) 2 i Res( , ) Res( , )I g p g pα π= +  

  ولكن
ii

3
Res( , ) , 1,2

44

kk
pp

k
k

k

p ee
g p k

p

αα

= = − =  

  نجدوبناءً على ذلك 

( )i /4 i /4 3 i /4 3 i /4

/ 2

/ 2

i
( ) exp(i ) exp(i )

4

sin
2 4 2

cos sin
2 2 2 2

I e e e e

e

e

π π π π

α

α

π
α α α

π π α

π α α

−

−

= − +

 = +   
 = ⋅ +   

  

  :بعض التكاملات المعمّمة من النمطيمكن تعميم الطريقة السابقة لحساب  .ملاحظة 7-4.

i( ) dxI f x e xα

+∞

−∞

= 0 و   ∫ α<  

  قطباً بسيطاً على المحور الحقيقي، ولتوضيح ذلك سنحسب التكامل  fعندما يقبل 

0

sin
d

x
I x

x

+∞

= ∫  
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 وهو من التكاملات الشهيرة التي أثبتنا تقارا في دراستنا السابقة.

  لنتأمّل التابع الهولومورفي �
i

: ,
ze

f z
z

∗ →ℂ ℂ ֏  

يحُققان عددين  εو R . ليكن0 قطباً بسيطاً عند ويقبلُ ، ℂتابع ميرومورفي في  f إنّ 
0 Rε< RεΓ,، وليكن الطريق >

ɶ  1من الصفC يل الوسيطي قِطعَِياًّ المعرّف بالتمث
: [ , 2 2 ]R R π εϕ − + − → ℂ مع  

i( )

i( 2 )

: [ , ]

: [ , ]
( )

2 : [ , 2 ]

: [ 2 , 2 2 ]

t

t R

t t R

e t
t

t t R

Re t R R

ε

ε

ε

ε ε π ε
ϕ

π ε π ε π ε

π ε π ε

− +

− +

 ∈ − −− ∈ − −=  − + ∈ − + −− ∈ + − + −

  

]وهو مكوّن إذن من القطعة المستقيمة  , ]R ε−  الدائرة ، ونصف−
εΓ  ونصف قطرها 0التي مركزها ε ف المستويلموجود في نصوا 

{ }: Im 0z z+ = ∈ ≥P ℂ، لسالب، ابالاتجاه  اً موجه
] بالقطعة المستقيمة متبوعة , ]Rε،  ثمُّ بنصف الدائرةRΓ  التي مركزها
+ والموجود في نصف المستوي Rونصف قطرها  0 النقطة

P اً موجّه 
   بالاتجاه الموجب.

RεΓ,والطريق  fبتطبيق نظريةّ الرواسب على التابع 
ɶ  ّنستنتج أن  

i i i i

d d d d 0

R

R
x z x z

R

e e e e
x z x z

x z x z
ε

ε

ε

−

− Γ Γ

+ + + =∫ ∫ ∫ ∫  

  ولكن، من جهة أولى، لدينا

i i i i sin
d d d 2 i d

R R R
x x x x

R

e e e e x
x x x x

x x x x

ε

ε ε ε

− −

−

−
+ = =∫ ∫ ∫ ∫  

 

εε−

ε
Γ

RΓ

RR−
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ومن جهة ثانية 
i

lim d 0
R

z

R

e
z

zΓ→∞
وأخيراً نجد استناداً إلى  4-2.استناداً إلى التوطئة  ∫=

   أنّ  4-3.التوطئة 
i

0
lim d iRes( , 0)

ze
z f

z
ε

ε
π

→
Γ

= −∫.  

ا كان  ـّولم
i

0
Res( ,0) lim 1

z

z

ze
f

z→
=   استنتجنا أنّ  =

0

sin
2 i lim d i 0

R

R

x
x

x
εε

π
→∞
→

− =∫  

نجد  اوبناءً على هذ
0

sin
d

2

x
I x

x

π
+∞

= =∫.  

حساب بعض التكاملات من النمط  8-4.
0

( )
d

F x
I x

xα

+∞

= [ من α مع ∫ [0,1.  

deg تابع كسري درجته تحُقق الشرط F نفترض أنّ  1F ≤ وذلك  ℝ+، ولا يقبل أقطاباً في−
  . Iحتىّ نضمن تقارب التكامل المعمّم 

وذلك بوضع  I دروسفي الحقيقة، من المفيد في مثل هذه الحالة أن نبدأ بتغيير المتحول في التكامل الم
tx e= فيصبح ،  

( ) dt t tI e F e e tα

+∞
−

−∞

= ∫  

:ولحساب هذا التكامل نتأمّل التابع الميرومورفي  ( ) ( )z z zf z f z e F e e α−=֏  الذي يقبل
}عدداً منتهياً من الأقطاب داخل الشريط  }: 0 Im 2S z z π= ∈ ≤ ≤ℂ )ثمُّ )لماذا؟ . 

  قِطعَِيّاً والمكون من 1Cمن الصف  RΓليكن الطريق 

[ , ] [ , 2 i] [ 2 i, 2 i] [ 2 i, ]R R R R R R R R Rπ π π πΓ = − ∪ + ∪ + − + ∪ − + −  
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 الموجودة في f يع أقطاب التابعتقع جمكبيرة بقدر كافٍ ل  0R نختارإذ 
S  داخل المستطيل] [ ] [0 0, 0, 2R R− × π .) هذا ممكن لأنّ عدد

 منها على المستقيم هذه الأقطاب منته ولا يقع أي Im 0z أو على  =
Im) ستقيمالم 2z π= .  

استنتجنا باستخدام نظريةّ الرواسب أنهّ أياً   Sالموجودة في  f هي مجموعة أقطاب SPفإذا كانت 
0Rكانت  R>  كان  

2

0
2

0

( )d i ( i )d ( 2 i)d

i ( i )d 2 i Res( , )

S

R R

R R

p

f x x f R t t f x x

f R t t f p

π

π

π

π

− −

∈

+ + − +

  − − + =    

∫ ∫ ∫

∑∫
P

  

  ولكن، من جهة أولى، لدينا

2 i( )d ( 2 i)d (1 ) ( )d

R R R

R R R

f x x f x x e f x xπ απ −

− − −

− + = −∫ ∫ ∫  

  ومن جهة ثانية
2 2

i

0 0

( i )d ( i ) d

2 sup ( )
R

R R t

R

z e

f R t t e e F R t t

e zF z

π π

α

απ

− +

−

=

+ ≤ +

≤

∫ ∫
  

)والتابع  )z zF z֏ محدود عندما يكون | |z  ّاية لأنفي جوار اللا deg 1F ≤ إذن  −

0αالشرط  2 :يقتضي <

0
lim ( i )d 0
R

f R t t
π

→∞
+   وأخيراً  .∫=

2 2

(1 )

0 0

(1 )

| |

( i )d ( i ) d

2 sup ( )
R

R

R

z e

f R t t e F R t t

e F z

π π

α

απ
−

− −

− −

=

− + ≤ − +

≤ ⋅

∫ ∫  

)والتابع  )z F z֏ 1الشرط ف 0 محدود في جوارα   يقتضي >
2

0
lim ( i )d 0
R

f R t t
π

→∞
− + =∫  

 2 iπ RΓ

R-R
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  ، أنّ ∞+تسعى إلى  R ق، نستنتج بجعلوبناءً على ما سب

2 i (1 )

0

( )
(1 ) d 2 i Res( ( ), )

S

z z

p

F x
e x z e F e p

x

π α α

α
π

+∞
− −

∈

  − =    
∑∫
P

֏  

  حساب التكامل المطلوب. يتيح لناوهذا ما 
  لنحسب على سبيل المثال التكامل �

(1 )

2 2
0

d
d

(1 ) 1

t

t

x e
I t

x x e

α

α

∞ +∞ −

−∞

= =
+ +∫ ∫  

إنّ للتابع 
(1 )

2
:

1

z

z

e
f z

e

α−

+
1قطبين بسيطين هما  ֏

i

2
p

π
2و =

3 i

2
p

π
، Sفي الشريط  =

  واستناداً إلى ما سبق يكون 
( ) ( )( )2 i

1 2(1 ) 2 i Res , Res ,e I f p f pπ α π−− = +  
,1  في حالةولكن  2k   لدينا =

(1 ) (1 ) (1 )

2 2Res ,
21 2

k k

k

z p p

kz p

e e e
z p

e e

−α −α −α  = = −  + 
֏  

  ومنه

( )i /2 3 i /22 i(1 ) i i ie I e e
πα παπ α π

− −−− = − −  

 وبالإصلاح نجد
2 cos

2

I
π

πα
=

    

.  

حساب بعض التكاملات  من النمط  9-4.
0

( ) ln dI F x x x

+∞

= ⋅∫   

)تابع كسري من  Fنفترض أنّ  إذ )Xℝ ق الشرطدرجته تحُق deg 2F ≤ ، ولا يقبل أقطاباً −
  .Iوذلك حتىّ نضمن تقارب التكامل المعمّم  ℝ+في 

وذلك بوضع  I من المفيد في مثل هذه الحالة أيضاً أن نبدأ بتغيير المتحول في التكامل المدروس
tx e= فيصبح ،  

( ) dt tI t F e e t

+∞

−∞

= ∫  
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)2 ولحساب هذا التكامل نتأمّل التابع الميرومورفي ) ( )
f

z zz f z z F e e=֏  ًالذي يقبل عددا
}منتهياً من الأقطاب داخل الشريط  }: 0 Im 2S z z π= ∈ ≤ ≤ℂثمُّ ليكن الطريق . 

RΓ  1من الصفC ن منقِطعَِيّاً والمكو  

[ , ] [ , 2 i] [ 2 i, 2 i] [ 2 i, ]R R R R R R R R Rπ π π πΓ = − ∪ + ∪ + − + ∪ − + −  

 الموجودة في f تقع جميع أقطاب التابعكبيرة بقدر كافٍ ل  0R نختارإذ 
S 0اخل المستطيل د 0, 0,2R R π   − ×    .) هذا ممكن لأنّ عدد

 منها على المستقيم هذه الأقطاب منته ولا يقع أي Im 0z أو على  =
Im) المستقيم 2z π= .  

استنتجنا باستخدام نظريةّ الرواسب أنهّ أياً   Sالموجودة في  f أقطابهي مجموعة  SPفإذا كانت 
0Rكانت  R> فلدينا  

2

0
2

0

( )d i ( i )d ( 2 i)d

i ( i )d 2 i Res( , )

S

R R

R R

p

f x x f R t t f x x

f R t t f p

π

π

π

π

− −

∈

+ + − +

  − − + =    

∫ ∫ ∫

∑∫
P

  

  ولكن، من جهة أولى، لدينا

2 2

2

( )d ( 2 i)d ( ( 2 i) ( ) d

( 4 i 4 ) ( ) d

R R R

x x

R R R
R

x x

R

f x x f x x x x F e e x

x F e e x

π π

π π

− − −

−

− + = − +

= − +

∫ ∫ ∫

∫
  

  ومن جهة ثانية
2 2

2 i

0 0

2 2

( i )d ( 2 ) ( i ) d

2 ( 2 ) sup ( )
R

R t

R

z e

f R t t R e F R t t

R e z F z

π π

π

π π

+

−

=

+ ≤ + +

≤ +

∫ ∫
  

2والتابع  ( )z z F z֏  محدود عندما يكون| |z  ّاية لأنفي جوار اللاdeg 2F ≤   إذن  −
2

0
lim ( i )d 0
R

f R t t
π

→∞
+ =∫  

  2 iπ RΓ

R-R
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  وأخيراً 
2 2

2

0 0

2

( i )d ( 2 ) ( i ) d

2 ( 2 ) sup ( )
R

R

R

z e

f R t t R e F R t t

R e F z

π π

π

π π
−

−

−

=

− + ≤ + − +

≤ ⋅ +

∫ ∫
  

)والتابع  )z F z֏  2إذن  ،0محدود في جوار

0
lim ( i )d 0
R

f R t t
π

→∞
− + بناءً على  .∫=

  ، أنّ ∞+تسعى إلى  R ما سبق، نستنتج بجعل

2

2

4 i ( ) d 4 ( ) d

2 i Res( ( ) , )

S

x x x x

z z

p

xF e e x F e e x

z z F e e p

π π

π

+∞ +∞

−∞ −∞

∈

− +

  =    

∫ ∫

∑
P

֏

  

  أو

2

0 0

1
( )ln d i ( )d Res( ( ) , )

2
S

z z

p

F x x x F x x z z F e e pπ

+∞ +∞

∈

  + = −    
∑∫ ∫
P

֏  

  ب التكامل المطلوب.حسا تيحوهذا ما ي

  لنحسب على سبيل المثال التكامل �

4 4
0

ln
d d

1 1

t

t

x te
I x t

x e

∞ +∞

−∞

= =
+ +∫ ∫  

ابع تإنّ لل
2

41

zf

z

z e
z

e+
  ، هيSأربعة أقطاب بسيطة في الشريط  ֏

i i

4 2k

k
p

π π
= 0مع   + 3k≤ ≤  

  واستناداً إلى ما سبق يكون 
3 2

4 4 4
00 0

ln d 1
d i Res( , )

21 1 1

z

kz
k

x x z e
x z p

x x e
π

+∞ +∞

=

  + = −   + + + 
∑∫ ∫ ֏  
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  ولكن 
2 22

4 4
Res( , )

41 4

k k

k

p pz
k k

kz p

p e p ez e
z p

e e
= = −

+
}  مع  ֏ }0,1,2,3k ∈.  

  ومنه
3

2

4
00

ln 1
d Re

81
kp

k
k

x
I x p e

x

∞

=

  = =   +  
∑∫  

 وبالإصلاح نجد
2

8 2
I

π
= −.  

  دف إلى حساب التكاملين. Fresnel تكاملا فرنيل - مثال 10-4.

2

0

cos dI x x

+∞

= 2و    ∫

0

sin dJ x x

+∞

= ∫  

:2 لنتأمّل التابع الهولومورفيّ  , ( ) zf f z e−→ =ℂ ℂ، كنيول 
0 R<و ،RΓɶ ن0]من القطعة المستقيمة  الطريق المغلق المكو, ]R 

، Rونصف قطرها  0من الدائرة التي مركزها  RΓ متبوعة بالقوس
iو R والتي تصل بين النقطتين /4Re π ثمُّ بالقطعة المستقيمة ،

i /4[ , 0]Re π.  
) استنتجنا أنّ  ℂهولومورفياً في  fمّا كان ـل )d 0

R

f z z

Γ

=∫
ɶ

  أو،  

  
i /4[0, ] [0, ]

( )d ( )d ( )d 0

RR Re

f z z f z z f z z
πΓ

+ − =∫ ∫ ∫  �  

  ولكن من جهة أولى
2

[0, ] 0

( )d d

R

x

R

f z z e x−=∫ ∫  

  ومن جهة ثانية 

  i /4 2

i /4

( ) i /4 2

0 0[0, ]

1 i
( )d d exp( i )d

2

R R

re

Re

f z z e e r r r
π

π

π− +
= = −∫ ∫ ∫  �  

  

 

O

RΓ

R

4
π
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  مّا كانـوأخيراً، ل

( )
/4

i 2 i

0

( )d exp ( ) i d

R

f z z Re Re

π
θ θ

Γ

= − θ∫ ∫  

  استنتجنا

2 2

/4 /2

cos2 s

0

2
2

in

0

( )d d d
2

R

R RR
f z z R e e

π π

θ

π θ

θ− − ϕ

ϕ −

Γ

=

≤ = ϕ∫ ∫ ∫  

  ومنه
2

/2
2 /

0

( )d d
2 4

R

RR
f z z e

R

π
ϕ π π−

Γ

≤ ϕ ≤∫ ∫  

  إذن
  lim ( )d 0

R

R
f z z

→∞
Γ

=∫  �  

  نستنتج  ،∞+إلى  تسعى R، وبجعل �و �و �ومن 

2 2

0 0

1 i
exp( i )d exp( )d

22
r r x x

π
+∞ +∞

+
− = − =∫ ∫  

2استخدمنا النتيجة المعروفة  وقد

20
dxe x π

+∞ − . بفصل الجزأين الحقيقي والتخيّلي في ∫=
  العلاقة السابقة نستنتج أنّ 

I J=   و 
2

I J
π

+ =  

  ومنه

2 2

0 0

2
sin d cos d

4
x x x x

π
+∞ +∞

= =∫ ∫  
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  تمرينات

Jالآتي أوجد النشر بمتسلسلة لوران للتابع 1. التمرين 
2 1

( 2)( 3)

z
z

z z

−
+ +

֏.  

}الحلقة  لاً فيأوّ  }1 : 2 | | 3z z∆ = ∈ < <ℂ.  
}الحلقة في  ثمُّ  }2 : 3 | |z z∆ = ∈ <ℂ.  

  الحـل

  لنلاحظ أوّلاً أنّ 
2 1 ( 2)( 3) 8( 2) 3( 3)

( 2)( 3) ( 2)( 3)
8 3

1
3 2

z z z z z

z z z z

z z

− + + − + + +
=

+ + + +

= − +
+ +

  

1z حالة في ∈ 2نلاحظ أنّ  ∆
1

| |z
|و > |

1
3

z
 ومنه >

0 1

0

3 3 1 3 3
( 1) 2 ( 1) 2

2 1 2/ 2

8 8 1 8
( 1) 3

3 3 1 /3 3

n n n n n n

n n

n n n

n

z z
z z z z

z
z z

∞ ∞
− −

= =
∞

−

=

= ⋅ = − = − −
+ +

= ⋅ = −
+ +

∑ ∑

∑
  

  إذن 
2

1

1
,

( 2)( 3)
n

n
n

z
z a z

z z ∈

−
∀ ∈ ∆ =

+ + ∑
ℤ

  

  حيث
1

1

8( 3) : 0

5/3 : 0

3( 2) : 0

n

n

n

n

a n

n

− −

− −

 − >= − = − <
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2zأمّا في حالة  � ∈ 2فنلاحظ أنّ  ∆
1

| |z
3و >

1
| |z
 ومنه >

1

0

1

0

3 3 1
( 1) 3 2

2 1 2/

8 8 1
( 1) 8 3

3 1 3/

n n n

n

n n n

n

z
z z z

z
z z z

∞
− −

=
∞

− −

=

= ⋅ = − ⋅
+ +

= ⋅ = − ⋅
+ +

∑

∑
  

  إذن
2

2 1
0

1 3 2 8 3
, 1 ( 1)

( 2)( 3)

n n
n

n
n

z
z

z z z

∞

+
=

− ⋅ − ⋅
∀ ∈ ∆ = + −

+ + ∑  

  ú  وهو المطلوب.

Jنفترض أنّ  2. التمرين ( , )a b 2 عنصراً منℂ ق0 يحُق | | | |a b< أوجد النشر بمتسلسلة ، >

1 لوران للتابع

( )( )
z

z a z b− −
  :  الآتيتين ∆2و ∆1كل من الحلقتين   في، ֏

{ }1 : | | | | | |z a z b∆ = ∈ < <ℂ و { }2 : | | | |z b z∆ = ∈ <ℂ.  
  الحـل

  أنّ  لنلاحظ أوّلاً 

1 1 1 1
( )

( )( )
f z

z a z b a b z a z b

 = = −  − − − − − 
  

1zفي حالة  ∈ |نلاحظ أنّ  ∆ | | | | |a z b<  إذن >

1

1 1
0 0

1

1 1
0

1

1 1 1 1 1
, ( )

1 / 1 /

1

1 1

: 0
:

: 0( )

n n

n n
n n

n
n

n n
n n

n

n
n

z f z
a b z a z b z b

a z

a b z b

z
z

a b a b

b nz
c

a na b c

∞ ∞

+ +
= =
− ∞

+ +
=−∞ =

+
∈

 ∀ ∈ ∆ = ⋅ + ⋅  − − − 
  = +  −  
  = +  −  

 ≥= =  <− 

∑ ∑

∑ ∑

∑
ℤ

  



نظريةّ الرواسبو  متسلسلات لوران  184 

2zوفي حالة  � ∈ |نلاحظ أنّ  ∆ | | |b z< إذن 

2

1 1
0 0

1
1

1 1 1 1 1
, ( )

1 / 1 /

1

1

n n

n n
n n

n n

n
n

z f z
a b z a z z b z

a b

a b z z

a b

a b z

∞ ∞

+ +
= =

∞

+
=

 ∀ ∈ ∆ = ⋅ − ⋅  − − − 
  = −  −  
 −  = ⋅   − 

∑ ∑

∑

  

  ú  جة المرجوّة.وهي النتي

 

Jأوجد النشر بمتسلسلة لوران للتابع 3. التمرين 
2 2

1

( 1)( 2)
z

z z+ +
֏.  

}  أولاً في }1 : 1 | | 2z z∆ = ∈ < <ℂ،  
}  ثمُ في }2 : 2 | |z z∆ = ∈ <ℂ.  

  
  الحـل

  لنلاحظ أوّلاً أنّ 

2 2 2 2

1 1 1
( )

( 1)( 2) 1 2
f z

z z z z
= = −

+ + + +
  

1zفي حالة  � ∈ 21نلاحظ أنّ  ∆ | | 2z<  إذن   >

1 2 2 2

2

2 2 1
0 0
1 1

1 2 2

1
0

1
2

1

1 1 1 1
, ( )

21 1/ 1 /2

( 1) ( 1)

2

( 1)
( 1)

2

2 : 0( 1)
:

1 : 0

n n n

n n
n n

n
n n n

n
n n

n
n

n
n

z f z
z z z

z

z

z z

n
z c

nc

∞ ∞

+ +
= =
− ∞ −

−
+

=−∞ =
−

+
∈

∀ ∈ ∆ = ⋅ − ⋅
+ +

− −
= −

 −  = − +    
 ≥− = =  <

∑ ∑

∑ ∑

∑
ℤ
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2zوفي حالة  � ∈ 22نلاحظ أنّ  ∆ | |z<   إذن 

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
0 0 1

1 1 1 1
, ( )

1 1/ 1 2/

( 1) ( 2) ( 1) ( 2)n n n n

n n n
n n n

z f z
z z z z

z z z

∞ ∞ ∞

+ + +
= = =

∀ ∈ ∆ = ⋅ − ⋅
+ +

− − − − −
= − =∑ ∑ ∑

  

  ú  وهي النتيجة المرجوّة.

 

Jأوجد النشر بمتسلسلة لوران للتابع 4. التمرين 
2

2
Log

1

z
z

z −
  في الحلقة ֏

{ }: 1 | |z z∆ = ∈ <ℂ  

  الحـل

 لنلاحظ أوّلاً أنّ 
2

2 1

z

z
−∈

−
ℝ  يُكافئ] 1,1[z ∈ فإن  ∆من  zوعليه يكون مهما تكن  −

المقدار 
2

2 1

z

z −
. ولأنّ Lالتي رمزنا إليها  ينتمي إلى مجموعة تعريف تابع اللوغاريتم الأساسي 

1
Log( ) Logw

w

 = −   
  ناستنتجا ،Lمن  w، في حالة 

2 2

1 1
, ( ) Log Log 1

1 1/
z f z

z z

    ∀ ∈ ∆ = = − −      − 
  

  إذن

2
1

1
, ( )

n
n

z f z
nz

∞

=

∀ ∈ ∆ = ∑  

  ú  وهي النتيجة المرجوّة.

 

Jعبرّ عن ثوابت النشر بمتسلسلة لوران للتابع 5. التمرين ( )1expz z
z

تكاملات  بواسطة ֏+

)مثلثّيّة، ثمُّ بالاستفادة من المتطابقة  ) 1/1
exp zzz e e

z
+ = ⋅.  

  

  الحـل
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  الآتي بمتسلسلة لوران: النشر ℂ∗في الحقيقة، لدينا في 
1

( ) exp n
n

n

f z z a z
z

∞

=−∞

 = + =   ∑  

  على الخصوصو 

i i i, exp( ) n
n

n

e e a eθ θ θθ

∞
−

=−∞

∀ ∈ + = ∑ℝ  

  . ومنه θ لىبالنسبة إ اً التقارب منتظمحيث يكون 

( )

i i i

2 cos

2 cos 2 cos

0

1
, exp( ) d

2

1
cos i sin d

2

1 1
cos d cos d

2

p
pp a e e e

e p p

e p e p

π

θ θ θ

π
π

θ

π
π π

θ θ

π

θ
π

θ θ θ
π

θ θ θ θ
π π

− −

−

−

−

∀ ∈ = +

= +

= =

∫

∫

∫ ∫

ℤ

  

  أخرى ناحيةومن 

1/

0 0

1 1 1
exp

! !

zz k p n
n

k p n

z e e z z a z
z k p

∞ ∞
−

= = ∈

          + = ⋅ = ⋅ =               
∑ ∑ ∑

ℤ

  

0nوعليه في حالة    لدينا ≤

0

1 1 1 1 1 1

! ! ! ! ! ( )!n
k p n k p n p

a
k p k p p n p

∞

− = = + =

= ⋅ = ⋅ = ⋅
+∑ ∑ ∑  

0nوفي حالة    لدينا >

0

1 1 1 1 1 1

! ! ! ! ! ( )!n
k p n k n p k

a
k p k p k k n

∞

− = − = =

= ⋅ = ⋅ = ⋅
−∑ ∑ ∑  

  وعليه

  
( )0

1 1
,

! | | !n
k

n a
k k n

∞

=

∀ ∈ = ⋅
+∑ℤ  ú  

J التابعيننتأمّل  6. ينالتمر  
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2

2
:

sin
f z

z

π

π
  و   ֏

2

1
:

( )n

g z
z n

+∞

=−∞ −
∑֏  

   ّان فيهولومورفيّ  ماأثبت أ \ℂ ℤ نقطة وأثبت أنّ الأجزاء القطبيّة لهذين التابعين عند كل ،
)اوية. ثمُّ أثبت أنّ متس ℤمن  ) ( )z g z f z−֏  محدود فيℂ؟ . ماذا تستنتج  

  الحـل

ℂ\عنصراً من  zليكن  � ℤ عندئذ نستنتج من كون . 

2 2| | | |
lim lim 1

| | | |n nn n

n n

z n z n→∞ →∞
= =

− +
  

أنّ المتسلسلتين 
2

0

1

( )n z n

+∞

= −
2و ∑

1

1

( )n z n

+∞

= +
  طلاق. وهذا يتيح لنا تعريف التابعلإمتقاربتان با ∑

2

1
: \ , ( )

( )n

g g z
z n

+∞

=−∞

→ =
−

∑ℂ ℤ ℂ  

ℂ\تابعٌ هولومورفي في  gلنبرهن أنّ  ℤ.  
)، ولنتأمّل القرص ℕمن  mلتكن  )1

2
0,mK D m=  mKمن  z. عندئذ، مهما كان +

|الذي يحقّق  nومهما كان العدد الصحيح  |n m>  كان  
1

| | | | | | | | 0
2

z n n z n m− ≥ − ≥ − − >  

  ومن ثمَّ 

( )2 2

1 1
sup

| | | | 1/2mz K z n n m∈
≤

− − −
  

  المتسلسلتان تتقارب إذن

2
1

1

( )n m z n

+∞

= + −
   و   ∑

2
1

1

( )n m z n

+∞

= + +
∑  

مّا كان اموع المنتهي ـول .mK، فمجموعهما هولومورفي في mKبالنظيم على 

2

1

( )

m

n m z n=− −
ℂ\هولومورفيّاً في  ∑ ℤ  ّاستنتجنا أنg ل مجموع التوابع الثلاثةالسابقة الذي يمث 

mK\هو أيضاً هولومورفي في  ℤ قٌ  ،أخيراً . واً كانت قيمة أيّ  لأنّ هذا الأمر محقm  من∗ℕ ،
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ℂ\هولومورفي في  gاستنتجنا أنّ  ℤ،  ّوأنg  ميرومورفي فيℂ  مجموعة أقطابه هيمجموعة و 

هو  ℤمن  nلمتعلّق بالقطب الأعداد الصحيحة، والجزء القطبي ا
2

1

( )z n−
.  

ℂ\هولومورفي في   fومن جهة أخرى، من الواضح أنّ التابع  � ℤ لتكن .n  منℤ  عندئذ
) نرى، بالاستفادة من النشر )2 4 62

3
cos2 1 2w w w O w= − +  أنّ  +

2

2 2 2

2

2 2

2 2
2

02 2

1 1
( )

( ) sin ( ( )) ( )
1 1

sin
2 1 cos2

32 si

)

n

(

w

w z

f z
z n z n z n

w w

w w

w w

n

π

π

π

ππ

π
→

− = −
− − −

 = −   
 − +  = →   

← −
�

  

إذن التابع 
2

1
( )

( )
z f z

z n
−

−
)تابعٌ هولومورفي في الجوار المحذوف  ֏ )1

2
,D nɶ  ومحدودٌ في

. ومن ثمَّ يكون المقدار nتابع هولومورفي في جوار النقطة  لىإهذا الجوار، فهو يقبل التمديد 

2

1

( )z n−
  .nعند القطب  fهو الجزء القطبي للتابع  

)التابع  � ) ( ) ( )z h z g z f z= ℂ\هولومورفي في  ֏− ℤ ونقاط ،ℤ   نقاط شاذّة
 بملاحظة أنّ  .ℂإلى تابع هولومورفي في  hكاذبة استناداً إلى ما سبق، إذن يمكن تمديد التابع 

22 2 2( , ) , sin( i ) sin shx y x y x y∀ ∈ + = +ℝ  

izفي حالة نرى،  x y= 1 حيث، +

2
x 0zو  ≥   يكون لدينا ،≠

2

2 2

2

2 2 2 2

2

2 2 2 2 2 2
1

1
( )

|sin( i )| | i |

1

sin sh ( )

1 1
2

sin sh ( 1/2)

n

n

n

h z
x y x n y

x y n x y

x y x y n y

π

π π

π

π π

π

π π

∈

∈
∞

=

≤ +
+ − +

≤ +
+ − +

≤ + +
+ + − +

∑

∑

∑

ℤ

ℤ

  

  أو
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2

2 2 2 2 2
1

1 1
( ) 8

sin sh (2 1)n

h z
x y x y n

π

π π

∞

=

≤ + +
+ + −

∑  

)الذي رؤوسه  المستطيل داخل ومحيط هو Rαفإذا كان  )1
2

iA α+ و( )1
2

iB α− + 
)و )1

2
iC α− )و − )1

2
iD α− 1 في حالةα   ، كان≤

2

12 2
[ ] [ ] 1

2
22

[ ] [ ] 1

1
sup ( ) sup ( ) 1 8

sh (2 1)

1
sup ( ) sup ( ) 4 8

(2 1)

z CD z AB n

z DA z BC n

h z h z M
n

h z h z M
n

π

π

π

∞

∈ ∈ =
∞

∈ ∈ =

= ≤ + + ≡
−

= ≤ + + ≡
−

∑

∑
  

)فإذا عرفّنا  )1 2max ,M M M=  كان لدينا sup ( )
z R

h z M
α∈∂

واستناداً إلى مبدأ ، ≥

supالعظمى يكون لدينا  ةالطويل ( )
z R

h z M
α∈

التي تحُقّق الشرط  αوذلك مهما كانت قيمة  ≥

1α   ، وعليه≤
1

, Re ( )
2

z z h z M∀ ∈ ≤ ⇒ ≤ℂ  

, : hدورٌ للتابع  1العدد  ولكن نجد بحساب بسيط ومباشر أنّ  ( 1) ( )z h z h z∀ ∈ + =ℂ ،
)وعليه يكون  )h z M≤ أياًّ كان z  منℂ إذن التابع .h  تابعٌ هولومورفي ومحدود فيℂ ،

lim من اليسير التحقّق أنّ  فهو ثابت. ولكن (i ) 0
y

h y
→+∞

,إذن  ،= ( ) 0z h z∀ ∈ =ℂ أو ،  

  
2

2 2

1
\ ,

sin ( )n

z
z z n

π

π

+∞

=−∞

∀ ∈ =
−

∑ℂ ℤ.  ú  

  النتيجة بأسلوب أسرع إذا لاحظنا أنّ  هذه يمكن الوصول إلى .ملاحظة ����
1

, 4 ( )
2 2

z z
z h h h z

   +  ∀ ∈ + =        
ℂ  

فإذا عرفّنا 
| |

sup ( )R
z R

M h z
≤

4. استنتجنا مما سبق أنّ = 2R RM M≤  1في حالةR ≥ 

0RMه ومن =.  

  

Jالآتيةاذكر طبيعة النقاط الشاذّة للتوابع  7. التمرين:  
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( )
( ) ( )

5

3 2

2

1

1
1. , 2. ,

(1 )

1
3. , 4. ,

11

1 1
5. exp , 6. exp ,

1 1 1

1 1
7. exp tan , 8. sin ,

cos

z z

z

z

z

z
z z

z z z

e e
z z

ez

z
z z

z e z

z z
z

− −
−
++

− − −

֏ ֏

֏ ֏

֏ ֏

֏ ֏

  

  الحـل

النقاط الشاذّة للتابع  1.
3

1
z

z z−
,0,1}، هي ֏   وهي أقطابٌ بسيطة. −{1

النقاط الشاذّة للتابع  2.
5

2(1 )

z
z

z−
  .2ه ، وهو قطبٌ رتبة مضاعفت{1} فقط ، هي֏

النقاط الشاذّة للتابع  3.
21

ze
z

z+
,i} ، هي֏ i}−.وهما قطبان بسيطان ،  

1النقاط الشاذّة للتابع  4.

1

z

z

e
z

e

−

+
i}، هي ֏ (2 1) : }k kπ + ∈ ℤ  ٌوهي أقطاب

  بسيطة.

expالنقاط الشاذّة للتابع  5.
1

z
z

z−
  وهي نقطة شاذّة أساسيّة. لأنهّ لدينا {1}، هي ֏

0

( 1) 1
\{1}, exp

1 ! ( 1)

n

n
n

z
z

z n e z

∞

=

−
∀ ∈ = ⋅

− −
∑ℂ  

1 النقاط الشاذّة للتابع 6. 1
exp

11z
z

ze −−
وهي نقطة شاذّة  {1} ، تتكوّن من النقطة֏

}قاط ومن النّ  ،أساسيّة }2 i :k kπ ∈ ℤ  ٌبسيطة. وهي أقطاب  

1النقاط الشاذّة للتابع  7.
exp tanz

z
2النقاط هي ، ֏

:
(1 2 )

k
kπ

   ∈  +  
ℤ  وهي

  وهي نقطة شاذّة غير معزولة. {0}، والنقطة شاذّة أساسيّة جميعاً نقاط
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النقاط الشاذّة للتابع  8.
( )1
1

sin
cos

z

z 2النقاط هي ، ֏
:

(1 2 )
k

kπ

   ∈  +  
ℤ  وهي

  ú  وهي نقطة شاذّة غير معزولة. {0}، والنقطة ةأساسيّ  جميعاً نقاط شاذّة

Jأقطاب التوابع  8. التمرين االآتيةعينمن أقطا واحسب رواسب هذه التوابع عند كل ، :  
2

3 5 2 2

2

2 2

4 4

1

2

1
1. , 2. ,

(1 )

3. , 4. ,
(1 ) (9 )

1
5. , 6. , 0

( 1)

7. , 8. ,
1

n z

n

z

z n

n n

z
z z

z z z

z e
z n z

z z z

e
z z a

z z z a

e z
z z n

z az

∗

π −
∗

− +

∈
+ +

≠
− +

∈
++

֏ ֏

֏ ℕ ֏

֏ ֏

֏ ֏ ℕ

  

  الحـل

 لنتأمّل التابع 1.
3 5

1
( )z f z

z z
=

−
  . نلاحظ أنّ ֏

4
2

3 5 3 2 3 2

1 1
2 2

3 2 3

1 1 1
( ) 1

(1 ) 1

1 1 1 1

1 11

z
f z z

z z z z z z

z

z z z zz z z

  = = = + +  − − − 

= + + = + + −
− +−

  

  وأخيراً 
1 1
2 2

3

1 1
( )

1 1
f z

z z zz
= + − −

− +
  

,0,1}هي  fإذن أقطاب    لديناو ، −{1

Res( , 0) 1f 1 و  =
Res( ,1)

2
f = )1Res و  − , 1)

2
f − = −  

لنتأمّل التابع  2.
2

2 2
( )

(1 )

z
z f z

z
=

+
  . نلاحظ أنّ ֏

( )
2 2

2 2 2 2 2 2 2

1 1 1
2 2

1 (1 ) 1 (1 ) 1

z z z
f z

z z z z z

′  − = = − = −  + + + + +
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  إذن

2 2

2 2

1 1 1
( )

2 21 1

1 1 1 1 1 1

4 i i i 4 i i

i 1 1 1 1 1

4 i i 4 ( i) ( i)

z
f z

z z

z z z z

z z z z

′ = ⋅ −   + +
′     = − − +     − + − +   

    = − + +    + −   − + 

  

,i}هي  fأقطاب ف i}− ولدينا  
i

Res( , i)
4

f = )iRes و − , i)
4

f − =  

nلنتأمّل في حالة  3. ∗∈ ℕ  التابع
2

( )
(1 )

n

n

z
z f z

z
=

+
  . نلاحظ أنّ ֏

( )

2 2

2

2
0

2

2
0

(1 1)
( )

(1 ) (1 )

1
( 1) 1

(1 )

1
( 1)

(1 )

n n

n n

n
kk k

nn
k

n
k k
n n k

k

z z
f z

z z

C z
z

C
z

=

−
=

+ −
= =

+ +

= − +
+

= −
+

∑

∑

  

}قطبٌ وحيد  fإذن للتابع  1لدينا و  −{1 1
2Res( , 1) ( 1)n n
nf C− −− = −.  

لنتأمّل التابع  4.
2 2

( )
(9 )

ze
z f z

z z
=

+
0,3}هي  fنّ أقطاب التابع إ. ֏ i, 3 i}− .

  لديناالصفر قطبٌ مضاعفٌ، و 

2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2

1 1 1
( )

9 (9 )

1 1 1 1 1 1

99 9 9
1 1 1 1 1

99 9(9 ) 9

z

z

z

e z z
f z

z z z z

e z z z

z z z z z

e z z

zz z z z

− − +
= ⋅ +

+ +
 − − + += ⋅ + − +  + +

− − +
= ⋅ + + +

+ +
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  ، لأنّ التابعإذن

2 2 2

1 1 1

9 9(9 )

ze z z
z

z z z

− − +
⋅ +
+ +

֏  

0أنّ الجزء القطبي الموافق للصفر هو  ناستنتجا، 0هولومورفي عند  2

1 1
( )

9 9
Q z

z z
=   ومن ثمَّ  +

1
Res( , 0)

9
f =  

  : يأتيأمّا الرواسب عند الأقطاب البسيطة، فتُحسب كما 
3 i 3 i

32 4
3 i

3 i 3 i

32 4
3 i

i
Res( , 3 i)

5418(3 i) 4(3 i)(9 )

i
Res( , 3 i)

5418( 3 i) 4( 3 i)(9 )

z

z
z

z

e e e
f

z z

e e e
f

z z

=
− −

=−

 
 = = = ′ ++  
 
 − = = = − ′ − + −+  

  

) لنتأمّل التابع 5. )
( 1)

ze
z f z

z z
=

−
ب التابع ֏ نّ أقطا وهما  .{0,1} هي f. نلاحظ أ

  إذن ،fقطبان بسيطان للتابع 
0

2
0

1

2
1

Res( ,0) 1
2 0 1( )

Res( ,1)
2 1 1( )

z

z
z

z

e e
f

z z

e e
f e

z z

=

=

 
 = = = −  × −′− 
 
 = = =  × −′− 

  

لنتأمّل التابع 6.
4 4

1
( )z f z

z a
=

+
   هي f. نلاحظ أنّ أقطاب التابع ֏

{ }: {0,1,2, 3}kp k ∈  

iوقد عرفّنا  k
kp ae θ= 1) حيث 2 )

4k k
π

θ =   وهي أقطاب بسيطة إذن نجد .+

{ }

3 4

i(2 1) /4

3

1
Res( , )

4 4

1
, 0,1,2,3

4

k
k

k

k

p
f p

p a

e k
a

π+

= = −

= − ∈
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لنتأمّل التابع 7.
2

( )
1

ze
z f z

z

π

=
+

,i} هي f. نلاحظ أنّ أقطاب التابع ֏ i}− وهي .

  أقطاب بسيطة إذن نجد
i i

Res( , i)
2 i 2

e
f

π

= و    =
i i

Res( , i)
2 i 2

e
f

π−
− = = −

−
  

nلنتأمّل، في حالة  8. ∗∈ ℕ التابع ،
1

( )
n

n n

z
z f z

z a

−
=

+
. نلاحظ أنّ أقطاب التابع ֏

f  أقطاب بسيطة وهي{ }: {0,1, , 1}kp k n∈ i. وقد عرفّنا …− k
kp ae θ=  مع

(1 2 )/k k nθ π=   نجد . إذن+

  { }
1

1

1
Res( , ) , 0,1, , 1

n
k

k n
k

p
f p k n

nnp

−

−
= = ∈ −…  

  ú  .يكتمل حلّ التمرينوبذا 

Jلتكن 9. التمرينk  من∗ℕوليكن ، f تابعاً هولومورفياً في جوار a  منℂ.  ّأثبت أن  
( )

1

( ) ( )
Res ,

!( )

k

k

f z f a
z a

kz a +

   =   − 
֏  

  الحـل

  يحُقق rوُجِدَ عددٌ موجبٌ تماماً  aهولومورفياًّ في جوار  fمّا كان ـل
( )

0

( )
( , ), ( ) ( )

!

n
n

n

f a
z D a r f z z a

n

∞

=

∀ ∈ = −∑  

عطى منشور لوران للتابع وعليه ي
1

( )

( )k
f z

z
z a +−

  بالصيغة الآتية aفي جوار  ֏

( )
1

1
0

( ) ( )
( , ), ( )

!( )

n
n k

k
n

f z f a
z D a r z a

nz a

∞
− −

+
=

∀ ∈ = −
−

∑ɶ  

1وأمثال 

z a−
هي   

( )( )

!

kf a

k
  ومنه

  
( )

1

( ) ( )
Res ,

!( )

k

k

f z f a
z a

kz a +

   =   − 
֏  ú  
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Jالآتيةاحسب الرواسب  10. التمرين :  

( )

( ) ( )

( ) ( )

3 4

Log i

2 22 2 2

2
2

sin
1. Res , 0 , 0 2. Res ,1

1sin

3. Res , i , 4. Res , i
1

1 1
5. Res , i 6. Res ,

( ) ( )1 ch

1
7. Res

z

a z mz

nz

z e
z z

zz z

e e
z a z a

z z a

z z a
z a z bz

z

π

   α   β ≠       −β
       ∈     + +   
         − − + 

֏ ֏

֏ ℝ ֏

֏ ֏

֏
( ) ( )2 2

2
, i , 8. Res ,

sin1
n

z
n z n

zz

∗
   ∈ π   + 

ℕ ֏

  

  الحـل

لنتأمّل التابع  1.
3

sin
( )

sin

z
z f z

z z

α

β
 3قُطبٌ مضاعف من المرتبة  0أنّ نلاحظ ول. ֏=

0αبافتراض أنّ  لهذا لتابع، sinالتابع  بعاً، وإلاّ كانت المسألة تافهة.ط ≠

sin

z
z

z

α

β
تابعٌ  ֏

  يحُقق r، فيوجد عددٌ حقيقي موجبٌ تماماً 0في جوار زوجي هولومورفي 

2
2

0

sin
(0, ),

sin
n

n
n

z
z D r a z

z

α

β

∞

=

∀ ∈ = ∑  

  . نستنتج من المساواة السابقة أنهّ في جوار الصفر لدينا  2aوالراسب المطلوب هو الثابت 

( ) ( )
2 1 2 1

2 2 2
2

0 0 0

( 1) ( 1)

2 1 ! 2 1 !

n n n n
n n n

n
n n n

z z a z
n n

α β
∞ ∞ ∞+ +

= = =

  − −     =     + +     
∑ ∑ ∑  

  نستنتج أنّ  2zوبمقُارنة الحدين الثابتين والحدين اللذين يحويان 

0a
α

β
و    =

3

2 6 6
a

αβ α

β
= −  

  يكون لدينا ومن ثمَّ 
2 3

3

sin
Res , 0

6sin

z
z

z z

α αβ α

ββ

  −  =   
֏  
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لنتأمّل التابع  2.
4

( )
( 1)

ze
z f z

z
=

−
لهذا  4قُطبٌ مضاعف من المرتبة  1. ولنلاحظ أنّ ֏

  :خواص التابع الأسّي تنقذنا بع. ولكنّ لتا

4 4
0

( 1)
1, ( )

!( 1) ( 1)

z n

n

e e z
z f z

nz z

∞

=

−
∀ ≠ = =

− −
∑  

  إذن 

4
Res ,1

6( 1)

ze e
z

z

   =   − 
֏.  

لنتأمّل التابع  3.
Log

2 2
( )

( 1)

a ze
z f z

z
=

+
aفي حالة  ֏ ∈ ℝ ّولنلاحظ أن .i  ٌقُطب

  لهذا لتابع. ولكن 2اعف من المرتبة مض

2

2

2 2 2 2 2

2 2

1 1 1 1

2 i i i1

1 1 1 1 1 1 1 2

4 i i 4(1 ) ( i) ( i) 1

1 1 1 1 1

4 i( i) i( i)( i) ( i)

z zz

z zz z z z

z zz z

 = −   − + +
    = − − = − + −    − + +  − + + 

  = − + − +   − + − + 

  

  لدينا iإذن في جوار 

( )
2 2 2

1 1 1
1

4 i( i)(1 ) 4( i)
O

zz z
= − + +

−+ −
  

  لدينا أيضاً  iوفي جوار 

( ) ( )2i
Log Log i Log 1 i i( i) ( i)

i 2

z
z z O z

π − = + + = − − + −  
  

   إذن
Log i /2 2(1 i ( i) (( i) ))a z ae e a z O zπ= − − + −  

1ومن ثمَّ فإنّ أمثال 

iz −
في منشور لوران للتابع  

Log

2 2(1 )

a ze
z

z+
  :ساويت ֏

i /2

2 2

i( 1)
Res , i

4(1 )

a
az a

z e
z

π
  −  =   + 
֏  
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لنتأمّل التابع  4.
i

2 2 2
( )

( )

mze
z f z

z a
=

+
aفي حالة  ֏ ∈ ℝ.  ّولنلاحظ أنia  ٌقُطب

  لدينا 3.كما فعلنا في   لهذا لتابع. ولكن 2مضاعف من المرتبة 

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1

i ( i ) i ( i )( ) 4 ( i ) ( i ) a z a a z aa z a z a z a

  = − + − +   − ++  − + 
  

  لدينا iaإذن في جوار 

( )
2 2 2 3 2

1 1 1
1

( ) 4 i ( i ) 4 ( i )
O

a z a z a a z a
= − +

+ − −
  

  ومن جهة أخرى لدينا
( )i i ( i ) 2i ( i ) ( i )mz ma m z a ma mae e e e me z a O z a− − − −= ⋅ = + − + −  

1ومن ثمَّ فإنّ أمثال 

iz a−
في منشور لوران للتابع  

i

2 2 2( )

mze
z

z a+
  تساوي  ֏

i

2 2 2 3

( 1)
Res , i i

( ) 4

mz mae ma e
z a

z a a

−  +  = −   + 
֏  

لنتأمّل التابع  5.
( )2

1
( )

( 1)ch /2
z f z

z zπ
=

+
قُطبٌ لهذا لتابع.  iنلاحظ أنّ ول ،֏

izإذن تغيير المتحوّل  جرِ لنُ  w=   ، فنجد أنّ +

( ) ( )

( ) ( )

( )( )

( )( )

( )

3 3

2 2

2 i
22 2

2 i 2

5
2 i 2 48

2 4

2 i 24

2

2 2 2

2 i

2

1 1
( )

i ( 2 i)sh( 2 i )ch

1

2 1 sh

1

2 1 ( )

1

1 1 ( )

1 1
1 ( )

2 i1 ( )

1 1
(1)

2 i

ww

w w

w w w

w w

w

f z
w ww w

w

w O w

w O w

w
O w

w O w w

O
ww

ππ π

π

π π

ππ

π π

ππ

= =
++ +

= −
+

= −
+ + +

= −
+ + +

 = − = − − +   + +

= − + +
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  وعليه يكون

( )2

1 1
Res , i

2 i( 1)ch /2
z

z z ππ

   =   + 
֏  

1لنتأمّل التابع  6.
( )

( ) ( )n
z f z

z a z b
=

− −
قُطبٌ لهذا لتابع،  a، ولنلاحظ أنّ ֏

aسنفترض أنّ  b≠ تغيير المتحوّل  عندئذ ي. نجرz a w= 0wفي جوار ، فنجد +   أنّ  =

0

1
0

1 1 1
( )

1

1 1 1

( )

1

( )

n w

b a

k

n k
k

k n

k
k

f z
a b w

w
a b w b a

w
b a

−
∞

=
∞

−
+

=

= ⋅ ⋅
− −

= ⋅
− −

= −
−

∑

∑

  

  ومنه 
1 1

Res ,
( ) ( ) ( )n n

z a
z a z b b a

  −  =   − −  −
֏  

لنتأمّل التابع  7.
2

1
( )

( 1)n
z f z

z
=

+
إذن تغيير  قُطبٌ لهذا لتابع، لنجرِ  i، ولنلاحظ أنّ ֏

izالمتحوّل  w= 0w، فنجد  في جوار +   أنّ  =

( )
2 i

1
0

1

0

1 1
( )

(2 i) 1

1
( 1)

2 i(2 i)

( 1)

(2 i)

n n n
w

k

k k
k nn n

k

k k
k n k n

k n
k

f z
w

w
C

w

C
w

∞

+ −
=

∞
+ − −
+

=

= ⋅
+

 = −   

−
=

∑

∑

  

  وعليه
1

2 22 2 1

1 i
Res , i

( 1) 2

n
nn n

z C
z

−
−−

   = −   + 
֏  
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)لنتأمّل التابع  8. )
sin

z
z f z

z
2، ولنلاحظ أنّ ֏= 2n π في حالة  قُطبٌ لهذا لتابع

n ∗∈ ℕ ، َقطبٌ بسيط، ومن ثمَّ  في الحقيقة، إنّ هذا القطب  

  
2 2

2 2 2 2

2 2

2 2

Res , ( 1) 2
1sin cos

2

nz n
z n n

z
n

n

π
π π

π
π

   = = −   
֏  ú  

Jنظرية الرواسب:  مستفيداً من الآتيةالتكاملات  احسب 11. التمرين  
2 22 2

2
0 0

2 2 2

2 2
0 0

2 2

2 2 2
0 0

sin cos d
1. d , 2. ,

cos 1 2 cos( )

0 0 | | 1

d cos 3 d
3. , 4. ,

(1 cos ) 1 2 cos2

| | 1 0 | | 1

d d
5. , 6. ,

1 2 cos (1 cos )

| | 1 0

a b a a

b a a

a a a

a a

a a a

a a

π π

π π

π π

θ θ θ
θ

θ θ

θ θ θ

θ θ

θ θ

θ θ

+ + − − ϕ
< < < <

+ + −
< < <

+ − +
≠ >

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

� �

� �

� �

  

  الحـل

حساب  1.
22

0

sin
d

cos
I

a b

π θ
θ

θ
=

0في حالة  ∫+ b a<   أنّ  لنلاحظ .>

( )
( )

( )

2
11

2 i

1
0,1 2

2 4

2 2 2
0,1

( ) d

i( )

i 1 2
d

2 ( 1)

b
C

a
C b

z z z
I

za z z

z z
z

b z z z

+

+

−

−

−
= ⋅

+ +

− +
=

+ +

∫

∫
  

لنتأمّل إذن التابع الميرومورفي 
2 4

2 2 2

1 2
( )

( 1)a
b

z z
z f z

z z z

− +
=

+ +
الذي يقبل في القرص  ֏

(0,1)D  2و  0قطبين هما 2( )/p a a b b= − + −.  
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  نلاحظ أنّ  0عند  fلحساب راسب  �

2

2 2 2 22 2

1 2 1 2
( ) (1)

(1 ) 1a a
b b

z a
f z O

bzz z z z z z

− +
= + = − +

+ + + +
  

)Resومن ثمَ نجد أنّ    , 0) 2 /f a b= −. 

 قطباً بسيطاً فنكتب pنستفيد من كون  pعند  fولحساب راسب  �

( )

( )
( )

( )
2

2

2 4 2 4

2 2 22 2

21 2 1
2

4 2 2 2

22 2 2 22

1 2 1 2
Res( , )

( 1) 2

2 4

2 2

4 4( )
2 1

2

a a
b bz p

a
p b p

a a
b b

a

b

b

z z p p
f p

z z z p p

p p

p p

a b a

ba b b a b

=

 − + − + = = ′+ + +  
− + − − +

= =
+ +

− + −
= = = −

− −

  

  إذن

( )

( )

2 2

2 2

2

i 2
2 i Res( ,0) Res( , ) 2

2

2

a b a
I f f p

b b b b

a a b
b

π
π

π

 −  = × + = − −    

= − −

  

  وأخيراً 
2 2

2 2
0

sin 2
d , 0

cos
b a

a b a a b

π
θ π

θ
θ

= < <
+ + −

∫  

حساب  2.
2 2

2
0

cos d

1 2 cos( )
I

a a

π
θ θ

θ ϕ
=

+ − 0في حالة  ∫− | | 1a<   . لنلاحظ أنّ >

( )( )
( )

( )2

2
11

2

2 i i 1
(0,1)

i 2 4

2 2 2 i i1
(0,1)

d

i1

i 1 2
d

4 1

C

a
C a

z z z
I

za a ze e z

e z z
z

a z z e ze

ϕ ϕ

ϕ

ϕ ϕ

+

+

−

− −

−

− −+

+
= ⋅

+ − +

+ +
=

− +

∫

∫
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  لنتأمّل إذن التابع الميرومورفي

( )2

2 4

2 2 2 i i1

1 2
( )

1a

a

z z
z f z

z z e zeϕ ϕ− −+

+ +
=

− +
֏  

ipو 0قطبين هما  D(0,1)الذي يقبل في القرص  ae ϕ=.  

 نلاحظ أنّ  0عند  fلحساب راسب  �

( )22 2 2 i i1

2
i

1
Res( , 0) Res ,0

1

1

a

a

f
z z e ze

a
e

a

ϕ ϕ

ϕ

− −+

−

   =   − +  
+

=

  

 قطباً بسيطاً فنكتب pنستفيد من كون  pعند  fراسب  ولحساب �

( )

2

2

21

2 i i1
2

i 2 2 i 2 i 2

2

2
Res( , )

2

2
1

p

a

a

p
f p

pe e

a
e a e e a

a

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

− −+

− −

+ +
=

−

= + +
−

  

  وعليه يكون لدينا

( ) ( )( )

( )

i

i 2 i 2
i 2 2 i i

2 2

2

2

i
2 i Res ,0 Res ,

4
1

2
2 1

1 cos2
1

e
I f f p

a
e a e a

e a e e
a aa a

a
a

ϕ

ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ

π

π

π
ϕ

−

− −
−

= × +

   +    = − + + +       −   

= +
−

  

  نجد وأخيراً 

( )
2 2

2

2 2
0

cos d
1 cos2 , 0 1

1 2 cos( ) 1
a a

a a a

π
θ θ π

ϕ
θ ϕ

= + < <
+ − − −∫  
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حساب  3.
2

2
0

d

(1 cos )
I

a

π
θ

θ
=

+∫
0,1aفي حالة    ∈   ّلنلاحظ أن .  

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( ) ( )( )

2

2 2

2 2
1 2

0,1 0,1
2 2 2

2 2 2 2
2 22 1 1

0,1 0,1

2 2 2
1 1 1 10,1

1 d 1
d

i i1 ( )

4 4
d d

i i1 ( ) ( 1)

4
d

i 1 1

a a a
C C

C C
a a a

C
a aa a

z z
I z

z
z z z z

z z
z z

a az z z

z
z

a z z

+ +

+ +

+

−
= ⋅ =

+ + + +

= =
+ + + − −

=
+ − − + + −

∫ ∫

∫ ∫

∫

  

فإذا عرفّنا 
1 2 2

( )
( 1)

z
G z

z a a− −
=

+ + −
مجموعة مفتوحة تحوي وهو هولومورفي في  

(0,1)D 1، ووضعنا 2 1p a a− −= − +   استنتجنا أنّ  −

( )
2 2 2 2 2

0,1

4 ( ) 8 2
d ( )

i ( ) (1 ) 1C

G z
I z G p

a z p a a a

π π

+

′= = =
− − −

∫  

  وهي النتيجة المرجوّة.

حساب  4.
2 2

2
0

cos 3 d

1 2 cos2
I

a a

π
θ θ

θ
=

+ 0في حالة  ∫− | | 1a<   . لنلاحظ أنّ >

( )

( )

2 4

2 2
0 0
2 3 31

2

2 2 1
0 0,1

6 3

3
0,1

1 1 cos6 1 1 cos 3
d d

2 41 2 cos2 1 2 cos

1 ( )1 1 cos 3 1 d
d

2 2 i1 2 cos 1 ( )

1 2 1
d

4 i ( )( 1)

C

C

I
a a a a

z z z

za a a a z z

z z
z

z z a az

π π

π

θ ϕ
θ ϕ

θ ϕ

ϕ
ϕ

ϕ +

+

−

−

+ +
= =

+ − + −

+ ++
= = ⋅

+ − + − +

+ +
= −

− −

∫ ∫

∫ ∫

∫

  

  لنتأمّل إذن التابع الميرومورفي
6 3

3

2 1
( )

( )( 1)

z z
z f z

z z a az

+ +
=

− −
֏  

)الذي يقبل في القرص  )0,1D  و 0قطبين هماa.  
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 نلاحظ أنّ  0عند  fلحساب راسب  �

2 4

3 3

1 1
Res( , 0) Res ,0

( )( 1)

a a
f

z z a az a

  + + = =   − − 
  

 ببساطة aعند  fراسب  نجدو  �

6 3 3 2

3 2 3

2 1 ( 1)(1 )
Res( , )

( 1) ( 1)

a a a a a
f a

a a a a

+ + + − +
= =

− −
  

  وعليه يكون لدينا

( )

( )
( )

3 2 2 4

3 3

2
3 2

3

2

1
2 i Res( , 0) Res( , )

4 i
( 1)(1 ) 1

2 ( 1)

(1 )
1 ( 1)(1 )

2 1

1

1

I f f a

a a a a a

a a a

a a
a a a a

a a

a a

a

π

π

π

π

= ×− +

 + − + + +  = − +   − 
− +

= − + + − + +
−

 − +  =    − 

  

  نجد وأخيراً 
2 2

2
0

cos 3 d 1
, 0 | | 1

11 2 cos2
a a

aa a

π
θ θ

π
θ

 = − < <  − + −∫  

حساب  5.
2

2
0

d

1 2 cos
I

a a

π
θ

θ
=

+ 1aفي حالة  ∫−   . لنلاحظ أنّ ≠

22 1 2 1
(0,1) (0,1)

1 1 1
(0,1) (0,1)

2 1

(0,1)

1

2

1 1 d i 1
d

i 1 ( ) 1

i 1 i 1 1
d d

( )( ) ( )

2 1 1 1
d

2 i1

2
Ind( , (0,1)) Ind( , (

1

a
C C a

C C

C

z
I z

z aa a z z z z

z z
a z az a z a a a a z a

z
z aa z a

a C a C
a

π

π

π

+ +

+ +

+

− +

− − −

−

+ − +

= ⋅ =
+ − + − +

 = = −   − − − − −
 = ⋅ −   − − −

= −
−

∫ ∫

∫ ∫

∫

( )0,1))
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  وعليه
2

2 2
0

d 2
sgn(| | 1)

1 2 cos 1
a

a a a

π
θ π

θ
= −

+ − −∫  

حساب  6.
2

2 2
0

d

(1 cos )
I

a

π
θ

θ
=

+∫
0في حالة   a< ّلنلاحظ أن .  

�

( ) ( )

2 4

2 2
0 02 2 2
2 2

2 2 22
0 02 2

2 2 2 2
1 21

(0,1) (0,1)
2

2 2 2 2 2
(0,1)

2

d 1 d

2(1 (1 cos2 )) (1 cos )

d 4 d

(1 cos ) ( 1 cos )

4 1 d 16
d

i i( ) 2 1

32 1
d

2 i ( 1) ( 1)

32

(

a a a

a a
a

b

C C

C

I

a

z z
z

za ab z z z bz

z
z

a z b b z b b

z

a

π π

π π

θ ϕ

θ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

π

π

π

+ +

+

−

= =
+ + + +

= =
+ + + +

= ⋅ =
+ + + +

= ⋅
+ − − + + −

= ⋅

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

2

22 2 2 2

1

8

1) ( 1) 1
z b b

b

az b b b b

π

= − −

 ′     = ⋅    + + −  − −  

  

  وعليه
2

2 2
0

d ( 2)

(1 cos ) (1 ) 1

a

a a a

π
θ π

θ

+
=

+ + +∫  

  ú  وبذا يتم المطلوب.

Jبمكُاملة التابع  12. التمرين
i

( )
z

z
z f z

a e−
=
−

محيط الذي يمثّل  nΓ على الطريق ֏

,ي رؤوسه هي النقاط ذالمستطيل ال inπ π± ± n حيث، + ∗∈ ℕ التكامل، احسب  

2

sin
d

1 2 cos

x x
x

a a x

π

π− + −∫  

1ابدأ أولاً بحالة ( a<  0).ثمُ عالج حالة 1a< <  
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  الحـل

1لنفترض أنّ  a< ولنلاحظ أنّ التابع .f ابه هي ميرومورفي أقط{ }i ln 2 :a k kπ+ ∈ ℤ 
iحدٌ هو افيوجد قطبٌ و  nΓوهي جميعاً بسيطة. أمّا داخل المستطيل  lna  ّبافتراض أن

lnn a>ا كان ـّ. ولم  

( ) ( )i i ln

i ln ln
Res , i ln

i
a

a a
f a

ae
−

= =  

  استنتجنا أنّ 
ln

( )d 2 i

n

a
f z z

a
π

Γ

=∫  

  لكنو 

i i( i ) i( i ) i( i )
0 0

i i
0

d ( i )d ( i )d ( i )d
( )d i i

d d ( i )d
2 i

n

n n

n n

x x x n x

n

x x n x

A B C

x x x x x n x x x
f z z

a e a e a e a e

x x x x n x

a e a e a e

π π

π π
π π

π π

π π

π π

π

− − + − + − − +
Γ − −

− −
− −

+ + − +
= + − −

− − − −

+
= + −

− + −

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
	



�



� 	


�


� 	





�





�

  

  لكنو 
i

i 2 ( )
d 0n nn x n

x n n
C x

a e e a

π

π

π π
→∞−

−

+ +
≤ ≤ →

− −∫  

  تسعى إلى اللااية نستنتج nإذن بجعل 

i
0

ln d d
2 i 2 i

x x

a x x x

a a e a e

π

π

π π

∞

−
−

= +
− +∫ ∫  

  ولكن
i

i i i

2 2

0

d ( )
d

( )( )

( cos ) sin
d i d

1 2 cos 1 2 cos

x

x x x

x x x a e
x

a e a e a e

x a x x x
x x

a a x a a x

π π

π π
π π

π π

− −
− −

− −
↵

−
=

− − −

−
= −

+ − + −

∫ ∫

∫ ∫
	






�






�

  

  . فردي مُكامل ـالتكامل الأوّل معدوم لأنّ التابع ال



نظريةّ الرواسبو  متسلسلات لوران  206 

  نستنتج أنّ  عليهو 

2
0

ln sin d
2 d 2

1 2 cos x

a x x x
x

a a a x a e

π

π

π π

∞

−

= − +
+ − +∫ ∫  

  أو

2
0

sin d ln
d 2 2

1 2 cos x

x x x a
x

aa a x a e

π

π

π π

∞

−

= −
+ − +∫ ∫  

  ومن جهة ثانية
1 1

00 0

d d ln(1 ) ln(1 )

1x

x t at a

at a aa e

∞  + + = = =
 ++  

∫ ∫  

  إذن

2

sin 2 1
d ln 1

1 2 cos

x x
x

a aa a x

π

π

π

−

 = +   + −∫  

0أمّا في حالة  1a<   فنلاحظ أنّ  >

( )2 2 2
1 2

2

sin 1 sin
d d

1 2 cos 1 cos

1
2 ln(1 )

2
ln(1 )

a a

x x x x
x x

a a x a x

a a
a

a
a

π π

π π

π

π

− −

=
+ − + −

= × +

= +

∫ ∫

  

  وهكذا نستنتج أنّ 

2
1

2
ln(1 ) : 0 1sin

d
21 2 cos ln(1 ) : 1

a ax x ax
a a x a a

a

π

π

π

π −−

 + < <= + −  + <

∫  

1aعند  aبالنسبة إلى  مُكامل مستمر ـونجد بدراسة بسيطة أنّ التابع ال ، إذن تبقى النتيجة التي =
  وجدناها صالحة عند هذه القيمة، ونستنتج من ذلك أنّ 

  
/2

0

2
d ln2

tan

u
u

u

π

π
=∫  ú  
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Jنظرية الرواسب: فيداً منمست الآتيةالتكاملات احسب  13. التمرين   

2

4 2 6
0 0

2

2 2 3 2 2 2 2 2
0

2

6 2

4 4 2 2
0

2

d
1. d , 2. ,

6 13 1

d
3. d , 4. ,

( ) ( )( )

0 ( , )

5. d , 6. d ,
( ) 1

0 ( , ) ,

m

n

x x
x

x x x

x x
x

x a x a x b

a a b

x x
x x

x a x

a n m n m

+∞ +∞

∞ +∞

−∞
∗
+

+∞ +∞

−∞
∗

+ + +

+ + +
> ∈

+ +
> ∈ >

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

ℝ

ℕ

� �

� �

  

  الحـل

حساب  1.
2

4 2
0

d
6 13

x
I x

x x

+∞

=
+  ، إذن، والتكامل متقاربٌ كامَل زوجي ـُ. التابع الم∫+

  يمكننا أن نكتبَ  3-5.بالاستفادة من الفقرة 
2 2

4 2 4 2

1
d i Res ,

2 6 13 6 13p

x z
I x p

x x z z
π

+

+∞

∈−∞

  = =   + + + + 
∑∫
P

  

علينا إذن تعيين أقطاب التابع 
2

4 2
( )

6 13

z
f z

z z
=

+ +
  . ولكن

4 2 2 2 2 26 13 ( 3) 4 ( 3 2 i)( 3 2 i)z z z z z+ + = + + = + + + −  
ixعلينا إذن إيجاد الجذر التربيعي  y+  3للعددين العقديين i2ε− في حالة  +

{ 1,1}ε ∈ 2 حلّ جملة المعادلتين: . وهذا يُكافئ− 2 3y x− xyو = ε= أي .
4 23 1 0y y− − xyو = ε= .مجموعة أقطاب التابع  إذنf هي  

2i : ( , ) { 1,1}
εε

ε ω ε ε
ω

 ′  ′ ′+ ∈ −    
  

3حيث  13

2
ω

+
  . أمّا القطبان الموجودان في نصف المستوي العلوي فهما=

1

1
ip ω

ω
= 2و    +

1
ip ω

ω
= − +  
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ikأو 
kp

ε
ω

ω
= 1 حيث + 1ε 2و = 1ε =   ين بسيطان استنتجنا أنّ ولأنّ هذين القطب. −

2

3 2
Res( , ) i

84 12 4 12

k k k k
k

k k k

p p p
f p

p p p

ε
= = = −

+ +
  

  ومنه 

( ) ( ) ( )1 2 1 1 2 2

i i
Res , Res ,

8 4
f p f p p pε ε

ω
+ = − + = −  

2

4 2
0

d
46 13 2 6 2 13

x
x

x x

π π

ω

+∞

= =
+ + +

∫  

حساب  2.
6

0

d

1

x
I

x

+∞

=
كامَل زوجي، والتكامل متقاربٌ، إذن بالاستفادة من  ـُ. التابع الم∫+

  يمكننا أن نكتبَ  3-5.الفقرة 

6 6

1 d 1
i Res ,

2 1 1p

x
I p

x z
π

+

+∞

∈−∞

 = =   + +
∑∫
P

  

+وتتكون اموعة 
P  من الأقطاب( )1 6

exp ip π= 2و ip )و = )5
3 6

exp ip π= ،
  ولكن

6 5

1 1
Res , ,

61 6

p
p p

z p

  = = − ∈  +
P  

  إذن

( )1 2 3

i
1 2 sin

6 6 6 3
I p p p

π π π π = − + + = + =  
  

حساب  3.
2

2 2 3
0

d
( )

x
I x

x a

∞

=
0 حيث ∫+ a<كامَل زوجي، والتكامل  ـُ. التابع الم

  يمكننا أن نكتبَ  4-5.متقاربٌ، إذن بالاستفادة من الفقرة 
2 2

2 2 3 2 2 3

1
d i Res ,

2 ( ) ( )p

x z
I x p

x a z a
π

+

∞

∈−∞

  = =   + + 
∑∫
P
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  أو
2

2 2 3
iRes , i

( )

z
I a

z a
π

  =    + 
  

} لأنّ  }ia+ =P ولكن، بوضع .iz a w=   يمكننا أن نكتب +

( )
( )

( )

( )

2 2 32

2 2 3 3 33

2 2
3

3 2 2

2
3

3 2

i 1 1
1 1

i 8 i 2 i( ) i2

1 1 2 3 3
1 1

i 8 i 2 i 2

1 1
1

i 8 2 i 2

a wz w w

a a az a ww w a

w w w w
O w

a a aw a a

w w
O w

a aw a

−   +   = = ⋅ ⋅ + +        + +
     = ⋅ + − − − +       
  = ⋅ + + +   

  

  ومن ثمَّ 
2

2 2 3 3

i
Res , i

( ) 16

z
a

z a a

   = −   + 
  

  ومنه
2

2 2 3 3
0

d
( ) 16

x
I x

x a a

π
∞

= =
+∫  

حساب  4.
2 2 2 2 2

d

( )( )

x
I

x a x b

+∞

−∞

=
+ 0 حيث ∫+ a< 0و b< التكامل .

متقاربٌ. لنحسب بوجه أعمّ 
2 2 2 2 2 2

d

( )( )( )

x
I

x a x b x c

+∞

−∞

=
+ +   فنجد ∫+

( ) ( ) ( )( )2 i Res , i Res , i Res , iI f a f b f cπ= + +  
  وقد عرّفنا

2 2 2 2 2 2

1
( )

( )( )( )
f z

z a z b z c
=

+ + +
  

  ولكن

2 2 2 2

1
Res( , i )

2 i ( )( )
f a

a b a c a
=

− −
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  إذن

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1

( )( ) ( )( ) ( )( )
I

a b a c a b c b a b c a c b c
π
  = + +   − − − − − − 

  

  فإذا عرفّنا 
( )( )( )abc a b b c c a

J I
π

+ + +
=  

  بعد الإصلاح والاختصار ما يأتي وجدنا

2 2 2 2 2 2

3 3 3 2 2

3

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( )( )

( ) ( ) ( )

( )( )( )

( ) ( ) ( )

( )( )( )

bc b c ac c a ab a b
J

b a c a c b a b a c b c

c b b c a a c ab a b

b a c a c b a c b c

cb c b ca a c ab b a

b a c a c b

c b a c b a ab b a

b a c a c b

c c

+ + +
= + +

− − − − − −
 + + += − + − − − − − 
− + − + −

=
− − −

− − − + −
=

− − −
−

=
2 2( ) ( )

( )( )
( )( )( )

( )( )

b ab a ab b a

c a c b

c a c b c a b
c a b

c a c b

+ + + +
− −

− − + +
= = + +

− −

  

  إذن

2 2 2 2 2 2

d ( )

( )( )( )( )( )( )

x b c a
I

abc b a c a c bx a x b x c

π
+∞

−∞

+ +
= =

+ + ++ + +∫  

c، بوضع ومنه b= نجد  

2 2 2 2 2 3 2

d (2 )

( )( ) 2 ( )

x b a

x a x b ab b a

π
+∞

−∞

+
=

+ + +∫  
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حساب  5.
6

4 4 2
d

( )

x
I x

x a

+∞

−∞

=
0 حيث ∫+ a< .ٌولدينا. التكامل متقارب  

6 6

4 4 2 4 4 2

1 i 1 i
2 i Res , Res ,

( ) ( )2 2

z z
I a a

z a z a
π
    + − +    = +        + +    

  

4يحُقق  pليكن  4 0p a+ zولنجر تغيير المتحول  = p w=   . عندئذ+

( )

( )

( )
( )( )

6 6

4 4 2 4 4 2

6 5 2

2
4 3 2 2 2 4

6 5 2

2
3 2 2 2

26

2
2 23

2

6 3
2

2

( )

( ) (( ) )

6 ( )

4 6 ( )

6 ( )

4 6 ( )

1 ( )

16 1 ( )

1
1 1 (1)

16
1 3

(1)
1616

p

p

p p

z p w

z a p w a

p p w O w

p p w p w O w a

p p w O w

p w p w O w

w O w

w w O w

w w O
w

O
pww

+
=

+ + +
+ +

=
+ + + +

+ +
=

+ +

+ +
=

+ +

= + − +

= + +

  

  إذن 
6

4 4 2

3
Res ,

16( )

z
p

pz a

   =   + 
  

  ومنه
3 i 1 i 1 i 3 2

8 82 2
I

a a

π π − − − = + =  
  

حساب  6.
2

2
0

d
1

m

n

x
I x

x

+∞

=
+∫

)2 حيث  , )n m ∗∈ ℕ وn m> ٌالتكامل متقارب .

  مُكامَل زوجي.ـوالتابع ال
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  إذن

2 2

2 2

1
d i Res ,

2 1 1

m m

n n
p

x z
I x p

x z
π

+

+∞

∈−∞

  = =   + + 
∑∫
P

  

+الأقطاب الموجودة في 
P  هي( )exp ik kp θ= 2 حيث 1

2

k
k n
θ π+= 0و k n≤ < .

  ولكن
2 2 12

2 2 1
Res ,

21 2

m mm
k k

kn n
k

p pz
p

nz np

+

−

   = = −   + 
  

  وعليه

2

2

1

0
1

0
i(2 1)

i(2 1) /(2 )

i(2 1) /

i(2 1) /(2 ) i(2 1) /(2

1
d

2 1

i (2 1)(2 1)
exp i

2 2

i 2 1 (2 1)
exp i exp i

2 2

i 1

2 1
2 i

2

m

n

n

k
n

k
m

m n

m n

m n m

x
I x

x

m k

n n

m m k

n n n

e
e

n e

n e e

π
π

π

π π

π
π

π
π π

π

π

+∞

−∞
−

=
−

=
+

+
+

+ − +

=
+

 + + = −   
   + +  = −         

−
= −

−

= ⋅
−

∫

∑

∑

( )) 2 1
2

1

2 sinn m

n
n

π

π+
= ⋅

  

)، في حالة وبالنتيجة , )n m  2من∗ℕ  يحقّقانm n< تتحقّق المساواة  

( )
2

2 2 1
0 2

1
d

2 sin1

m

n m

n

x
x

nx

π

π

+∞

+
= ⋅

+∫
  

  ú  وهي النتيجة المرجوّة.
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Jفيما يلي الوسيطان  14. التمرينα وβ  .ًالآتيـةالتكاملات  احسبعددان حقيقيّان موجبان تماما 
   نظرية الرواسب:فيداً من مست

2 2

2 2 2 2
0 0

2 2

2 2 2 2 2
0 0

cos sin
1. d , 2. d ,

1 1

sin( ) cos( )d
3. d , 4. ,

( 1)

sin( ) sin
5. d , 6. d ,

( )

x x
x x

x x x x

x x x x
x

x x

x x x
x x

xx x x

α α

β

α α

β α

+∞ +∞

−∞ −∞
∞ +∞

+∞ +∞

+ + + +

+ +

−

+ +

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

  

  الحـل

  4-6.سنستخدم في هذا التمرين ما درسناه في الفقرة 
  سابلح 2.و1.

2

cos
d

1

x
x

x x

+∞

−∞ +    و   ∫+
2

sin
d

1

x
x

x x

+∞

−∞ + +∫  

 ّمتقاربان ولديناما نلاحظ أ  

( )

( )( )
( )
( ) ( ) ( )( )

i i
2 i
32 2

1 3
2 2

1 3
2 2

3 1 1
2 2 2

d 2 i Res , exp
1 1

exp i i
2 i

2 i 1

exp cos i sin
2

3

x ze e
x

x x z z

ππ

π

π

+∞

−∞

  =   + + + + 

− +
=

− + +

− −
=

∫

  

  ومنه

( )

( )

3/2 1
22

3/2 1
22

cos 2
d cos

1 3

sin 2
d sin

1 3

x
x e

x x

x
x e

x x

π

π

+∞
−

−∞
+∞

−

−∞

=
+ +

= −
+ +

∫

∫
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حساب  3.
2 2

0

sin( )
d

x x
I x

x

α

β

∞

=
  مُكامَل زوجي. إذنـ. التكامل متقاربٌ والتابع ال∫+

i i

2 2 2 2

1
Im d Re Res , i

2 2

x zxe ze
I x e

x z

α α
αβπ

π β
β β

∞
−

−∞

        = = =       + +    
∫  

حساب  4.
2 2

0

cos( )d

( 1)

x x
I

x

α
+∞

=
  كامَل زوجي. إذن ـُ. التكامل متقاربٌ والتابع الم∫+

i i

2 2 2 2

1
Re d Im Res , i

2 ( 1) ( 1)

x ze e
I x

x z

α α

π

∞

−∞

        = = −        + +    
∫  

izولكن بوضع  w= 0wبجوار  نجد +   ما يلي =

( )

i ( 1 i ) i

2 2 2 2 2 2i
2

2

2

( 1) ( 2 i) 4 (1 )

(1 i )(1 i ) (1)
4

1 i( 1) (1)
4

z w w

w

e e e
e

z w w w

e
w w O

w
e

w O
w

α α α
α

α

α

α

α

− +
−

−

−

= = −
+ + −

= − + + +

= − + + +

  

  ومنه 
i

2 2

i
Res , i ( 1)

4( 1)

ze
e

z

α
αα −

   = − +   + 
  

  إذن

2 2
0

cos( )d
( 1) , 0

4( 1)

x x
e

x

αα π
α α

+∞
−= + >

+∫  

 حساب 5.
2 2 2

0

sin( )
d

( )

x
I x

x x

α

β

+∞

=
لنتأمّل مُكامَل زوجي. ـ. التكامل متقاربٌ والتابع ال∫+

  إذن التابع الميرومورفي 
i

2 2 2
:

( )

ze
f z

z z

α

β+
֏  

  أقطاباً. −iβو iβو 0النقاط  الذي يقبل
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0يحُققان عددين  εو R يكنل Rε< RεΓ,، وليكن الطريق >
ɶ 

]كوّن من القطعة المستقيمة المقِطعَِياًّ  1Cلصف من ا , ]R ε− − ،
والموجود في نصف ، ε ونصف قطرها 0التي مركزها  εΓ الدائرة ونصف
] بالقطعة المستقيمة لسالب، متبوعةابالاتجاه  اً موجه ،P+ المستوي , ]Rε،  ثمُّ بنصف الدائرةRΓ 

  بالاتجاه الموجب. اً موجّه P+ والموجود في نصف المستوي Rونصف قطرها  0 التي مركزها النقطة
RεΓ,والطريق  fبتطبيق نظريةّ الرواسب على التابع 

ɶ  ّنستنتج أن  

i

2 2 2

i

2 2 2

d ( )d
( )

d ( )d 2 i Res( , i )
( )

R

x

R

R
x

e
x f z z

x x

e
x f z z f

x x

ε

ε
α

α

ε

β

π β
β

−

− Γ

Γ

+
+

+ + =
+

∫ ∫

∫ ∫
  

  ولكن، من جهة أولى، لدينا
i i i i

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

d d d
( ) ( ) ( )

sin( )
2 i d

( )

R R
x x x x

R
R

e e e e
x x x

x x x x x x

x
x

x x

ε
α α α α

ε ε

ε

β β β

α

β

− −

−

−
+ =

+ + +

=
+

∫ ∫ ∫

∫
  

limومن جهة ثانية  ( )d 0
RR
f z z

Γ→∞
وأخيراً نجد استناداً إلى  4-2.استناداً إلى التوطئة  ∫=

 أنّ  4-3.التوطئة 
0

lim ( )d iRes( , 0)f z z f

ε

ε
π

→
Γ

=   وعليه .∫−

2 2 20

sin( )
2 i lim d iRes( , 0) 2 i Res( , i )

( )

R

R

x
x f f

x xε
ε

α
π π β

β+→
→∞

− =
+∫

  

  أو

2 2 2
0

sin( )
d Res( , 0) Res( , i )

2( )

x
x f f

x x

α π
π β

β

∞

= +
+∫  

 

εε−

ε
Γ

RΓ

RR−
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  من جهة أولى ،ولكن
i

2 2 2 40 0

1
Res( , 0) lim ( ) lim

( )

z

z z

e
f zf z

z

α

β β→ →
= = =

+
  

izومن جهة ثانية، بوضع  wβ= 0wنجد في جوار  +   ما يلي =

( )( )
( )( ) ( )

i

3 2
2

2

2
3 2

( ) i
4 1 i 1 i

i 1 i 1
4

w

w w

e e
f z

w

e
w O

w

αβ α

β β

αβ

β

β

α
β

−

−

= ⋅
− −

= ⋅ + + +

  

  إذن

( )
3

2
Res , i

4

e
f

αβ

β α
ββ

−  = − +   
  

  ومنه

2

2 2 2 4 3
0

sin( ) (1 )
d , ( , )

( ) 2 4

x e e
x

x x

αβ αβα π πα
α β

β β β

∞ − −
∗
+

−
= − ∈

+∫ ℝ  

حساب  6.
2 2

2 2
0

sin
d

x x
I x

xx

α

α

+∞
−

= ⋅
كامَل زوجي. لنتأمّل  ـُ. التكامل متقاربٌ والتابع الم∫+

  إذن التابع الميرومورفي 
2 2 i

2 2
:

zz e
f z

zz

α

α

−
⋅

+
֏  

  أقطاباً.  −iαو iαو 0الذي يقبل النقاط 
0يحُققان عددين  εو R يكنل Rε< RεΓ,، وليكن الطريق >

ɶ 
]كوّن من القطعة المستقيمة المقِطعَِيّاً  1Cمن الصف  , ]R ε−  ، ونصف−

 والموجود في نصف المستوي، ε ونصف قطرها 0التي مركزها  εΓ الدائرة
+
P، بالقطعة المستقيمة لسالب، متبوعةابالاتجاه  اً موجه [ , ]Rε،  ُّثم

 P+ والموجود في نصف المستوي Rونصف قطرها  0 التي مركزها النقطة RΓبنصف الدائرة 
  بالاتجاه الموجب. اً موجّه

 

εε−

ε
Γ

RΓ

RR−
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RεΓ,والطريق  fبتطبيق نظريةّ الرواسب على التابع 
ɶ  ّنستنتج أن  

( )d ( )d ( )d ( )d 2 i Res( , i )

R

R

R

f x x f z z f x x f z z f

ε

ε

ε

π α

−

− Γ Γ

+ + + =∫ ∫ ∫ ∫  

  ولكن، من جهة أولى، لدينا

( )

2 2

2 2

( )d ( )d ( ) ( ) d

sin
2 i d

R R

R
R

f x x f x x f x f x x

x x
x

xx

ε

ε ε

ε

α

α

−

−

+ = − +

−
= ⋅

+

∫ ∫ ∫

∫
  

limومن جهة ثانية  ( )d 0
RR
f z z

Γ→∞
وأخيراً نجد استناداً إلى  3-2.استناداً إلى التوطئة  ∫=

 أنّ  3-3.التوطئة 
0

lim ( )d iRes( , 0)f z z f

ε

ε
π

→
Γ

=   وعليه.∫−

2 2

2 2
0

sin
d Res( , 0) Res( , i )

2

x x
x f f

xx

α π
π α

α

∞
−

⋅ = +
+∫  

  ولكن، من جهة أولى

0
Res( , 0) lim ( ) 1

z
f zf z

→
= = −  

  ومن جهة ثانية، 
2 2 i

i
Res( , i ) lim

i

z

z

z e
f e

z z

α

α

α
α

α

−

→

−
= ⋅ =

+
  

  إذن

  
2 2

2 2
0

sin
d

2

x x
x e

xx

αα π
π

α

∞
−−

⋅ = − +
+∫  ú  

J0نفترض أنّ  15.التمرين 1α<   : احسب مستخدماً نظرية الرواسب التكاملات التالية .>

2 2 2
0 0

3 3
0 0

d d
1. , 2. ,

( 1)( 1) ( )

d d
3. , 4. ,

( ) ( 1)n

x x
a

x x x x a x

x x
a n

x a x x x

α α

α α

+∞ +∞
∗
+

+∞ +∞
∗ ∗
+

∈
+ + +

∈ ∈
+ +

∫ ∫

∫ ∫

ℝ

ℝ ℕ
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  الحـل

  4-8.سنتبع في هذه التمرين الطريقة المبينّة في الفقرة 

لحساب التكامل  1.
2

0

d

( 1)( 1)

x
I

x x xα

+∞

=
+ txالمتحول  نجُري تغيير ∫+ e= فنجد  

(1 )

2
d

( 1)( 1)

t

t t

e
I t

e e

α
+∞ −

−∞

=
+ +∫  

  فإذا عرفّنا
(1 )

2
:

( 1)( 1)

z

z z

e
f z

e e

α−

+ +
֏  

  أنّ  4-8.استنتجنا بناءً على 
2 i(1 ) 2 i Res( , )

Sp

e I f pπ α π−

∈

− = ∑
P

  

0 الموجودة في الشريط fهي مجموعة أقطاب  SPو Im 2z π≤   أي  .≥
{ }3

2 2
i , i , iS
π ππ=P  

  إذن fوهي أقطاب بسيطة للتابع 

( )

( )

( )

2 2

3 2
2 2 2

3 3
2 2

9 6 3
2 2 2

i(1 ) i

2 i i i

i(1 ) i

i 3 i2 i

i(1 ) i
3
2 i i i

( 1 i)
Res , i

43 2

Res , i
23 2

( 1 i)
Res , i

43 2

e e
f

e e e

e e
f

e e e

e e
f

e e e

π π

π π π

π π

π π π

α α

π

α π απ

π π π

α α

π

π

− −

− −

− −

− −
= =

+ +

= =
+ +

− +
= =

+ +

  

  إذن
3

2 2
i ii

2 i ( 1 i) ( 1 i)
(1 ) 2 i

4 2 4

e e e
e I

π πα ααπ
π α π

− −−
−

  − − − + − = + +    
  

  أو
2 2 2 2

i i i ii i

1
2 i 2 2 2 i

e e e e e e
I

π π π πα α α απ α π α π
− −−    − + −  = − + +        
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  وبصيغة مُكافئة

sin( ) 1 cos sin
2 2 2

I
π απ απ

πα
 = − +   

  

  أو

2
0

1 cos( /2) sin( /2)d

2 sin( )( 1)( 1)

x
I

x x xα
απ αππ

πα

+∞
− +

= = ⋅
+ +∫  

لحساب التكامل  2.
2 2

0

d

( )

x
I

x a xα

+∞

=
0و ∫+ a< لنجُري تغيير المتحو .tx e= 

  فنجد
(1 )

2 2
d

t

t

e
I t

e a

α
+∞ −

−∞

=
+∫  

  فإذا عرفّنا 
(1 )

2 2
:

z

z

e
f z

e a

α−

+
֏  

  أنّ  4-8.نا بناءً على استنتج
2 i(1 ) 2 i Res( , )

Sp

e I f pπ α π−

∈

− = ∑
P

  

0الموجودة في الشريط  fهي مجموعة أقطاب  SPو Im 2z π≤   . أي ≥
{ }3

2 2
ln i , ln iS a aπ π= + +P  

  إذن fوهي أقطاب بسيطة للتابع 

( )

( )

2 2

3 3
2 2

i(1 ) i1

2 2 1

i(1 ) i1
3
2 2 1

Res , ln i i
2 2

Res , ln i i
2 2

a e e
f a

a a

a e e
f a

a a

π π

π π

α αα
π

α

α αα
π

α

− −−

+

− −−

+

+ = = −
−

+ = =
−

  

  ومنه

( )
3

2 2
i i

2 i

1 1
1 2 i i i

2 2

e e
e I

a a

π πα α

π α

α α
π

− −
−

+ +

  − = − +    
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  أو
2 2

i ii i

12 i 2 i

e e e e
I

a

π πα απ α π α

α

π
−−

+

− −
⋅ = ⋅  

  وبصيغة مُكافئة

1
sin( ) sin

2
I

a α

π απ
πα

+
=  

  أو

2 2 1
0

d 1

cos( /2)( ) 2

x

x a x aα α

π

απ

+∞

+
= ⋅

+∫  

لحساب التكامل  3.
3 3

0

d

( )

x
I

x a xα

+∞

=
0يث ح ∫+ a<،  لنجُري تغيير المتحوtx e= 

  فنجد
(1 )

3 3
d

t

t

e
I t

e a

α
+∞ −

−∞

=
+∫  

فإذا عرفّنا 
(1 )

3 3
:

z

z

e
f z

e a

α−

+
  أنّ  4-8.استنتجنا بناءً على  ֏

2 i(1 ) 2 i Res( , )

Sp

e I f pπ α π−

∈

− = ∑
P

  

0الموجودة في الشريط  fهي مجموعة أقطاب  SPو Im 2z π≤   . أي ≥
{ }5

3 3
ln i , ln i , ln iS a a aπ ππ= + + +P  

  إذن fوهي أقطاب بسيطة للتابع 

( )

( )

( )

3 3

5 5
3 3

i(1 ) i1

3 3 2

1 i(1 ) i

3 2

i(1 ) i1
5
3 3 2

1 3
Res , ln i i

2 23 3

Res , ln i
3 3

1 3
Res , ln i i

2 23 3

a e e
f a

a a

a e e
f a

a a

a e e
f a

a a

π π

π π

α αα
π

α

α α π απ

α

α αα
π

α

π

− −−

+

− − −

+

− −−

+

  + = = − + ⋅  −  

+ = =
−

  + = = − − ⋅  −  
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  ومنه

( ) ( ) ( )
5

3 3
i ii

2 i 1 3 1 3
2 2 2 22 2 2

1 2 i i i
3 3 3

e e e
e I

a a a

π πα ααπ
π α

α α α
π

− −−
−

+ + +

  − = − + ⋅ − + − ⋅    
  

  أو

2

2 2
sin( ) 1 cos 3 sin

3 33
I

a α

π πα πα
απ

+

 = − +   
  

  وعليه

3 3 2
0

1 cos(2 /3) 3 sin(2 /3)d

sin( )( ) 3

x

x a x aα α

πα παπ

απ

+∞

+

− +
= ⋅

+∫  

  أو بصيغة مُكافِئة

3 3 2
0

sin( /3)sin( (1 )/3)d 4

sin( ) 3

x

x a x aα α

πα π απ

απ

+∞

+

+
= ⋅

+∫  

لحساب التكامل  4.
0

d

( 1)n
x

I
x xα

+∞

=
nو ∫+ ∗∈ ℕ لنجُري تغيير المتحو .tx e= 

  فنجد
(1 )

d
( 1)

t

t n

e
I t

e

α
+∞ −

−∞

=
+∫  

  فإذا عرفّنا 
(1 )

:
( 1)

z

z n

e
F z

e

α−

+
֏  

  أنّ  4-8.استنتجنا بناءً على 
2 i(1 ) 2 i Res( , )

Sp

e I f pπ α π−

∈

− = ∑
P

  

0الموجودة في الشريط   fهي مجموعة أقطاب  SPو Im 2z π≤ }. أي ≥ }iS π=P ،
  ولكنّ حساب الراسب هنا صعبٌ لذلك سنلجأ إلى طريقة أخرى.  مرةّ. nو قطب مضاعف وه
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1عدداً من اال  tليكن  1
2 2
, −    ولنرمز بالرمزnI إلى التكامل المطلوب عندئذ  

( )

( )

1

1 1

1 10 0 1

1

0 0

d d

1 1

d d

1 1

m
n t tm m

x xn
n t

n n x
m

t
x

t x x
t I

x x x

tt x x

x t x tx x

α α

α α

+∞ ∞
+ +

= = +

∞ ∞
+

− = = ⋅  +  −

= ⋅ − ⋅
+ − + −

∑ ∑∫ ∫

∫ ∫

  

  ومنه

1

1 0 0

0

1 d 1 d

1 1 1

1 1 d

12

mm
n

n
n

m

x t x
t I

x t x x tx x

x

x t x

α α

α

∞ ∞
−

=

∞

 − ⋅ ≤ ⋅ + − + + − 

≤ ⋅
+ −

∑ ∫ ∫

∫
  

1وعليه فالمتسلسلة الصحيحة 

1

n
n

n

t I

∞
−

=
1متقاربة في اال  ∑ 1

2 2
, −   ولدينا  

11 1
2 2

1 0

1 d
, , ( )

1
n

n
n

x
t t I J t

x t xα

∞∞
−

=

 ∀ ∈ − = ⋅ =   + −∑ ∫  

لحساب التكامل 
0

1 d
( )

1

x
J t

x t xα

∞

= ⋅
+ ux. نجُري تغيير المتحول ∫− e= فنجد  

(1 )

( ) d
1

u

u

e
J t u

e t

α
+∞ −

−∞

=
+ −∫  

  فإذا عرفّنا
(1 )

:
1

z

z

e
f z

e t

α−

+ −
֏  

  أنّ  4-8.استنتجنا بناءً على 
2 i(1 ) ( ) 2 i Res( , )

Sp

e J t f pπ α π−

∈

− = ∑
P

  

0الموجودة في الشريط  fهي مجموعة أقطاب  SPو Im 2z π≤ ولكن هناك قطب واحد  .≥
ln(1لهذا التابع في هذا الشريط هو  ) it π−   .fهو قطب بسيط للتابع ، +
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  إذن

( )
( )(1 ) ln(1 ) i

iRes , ln(1 ) i (1 )
1

t
e

f t t e
t

α π
α αππ

− − +
− −− + = = −

−
  

  ومنه
sin( ) ( ) (1 )J t t απα π −= −  

  أو

1

1
1 0

( ) (1 )
sin( )

( )( 1) ( 1)
1 ( )

sin( ) !

( 1) ( 1)
1

sin( ) !

n

n

n n
n

n n

J t t

n
t

n

n
t I t

n

απ

πα

π α α α

πα

π α α α

πα

−

∞

=
∞ ∞

+
= =

= −

 − − − − − +  = + −    
 + + −  = + =   

∑

∑ ∑

⋯

⋯

  

  نستنتج أنّ وبسبب وحدانيّة النشر 

1 sin( )
( 1) ( 2)

, 2
sin( ) ( 1)!n

I

n
I n

n

π

απ

π α α α

απ

=

+ + −
= ⋅ ≥

−
⋯

  

  ú  وهي النتيجة المرجوّة.

  

Jنظرية الرواسبالآتية مستفيداً من احسب التكاملات  16. التمرين :  

4 2 2
0 0

2 2 3
0 0

2 2

4 2 2
0 0

ln ln
1. d , 2. d ,

1 ( 1)( 1)

ln ln
3. d , 4. d ,

( 1) ( )

(ln ) (ln )
5. d , 6. d ,

1

x x
x x

x x x x

x x
x x a

x x a

x x
x x a

x x a

+∞ +∞

+∞ +∞
∗
+

+∞ +∞
∗
+

+ + + +

∈
+ +

∈
+ +

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

ℝ

ℝ
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  الحـل

  4-9.سنتبع في هذا التمرين طرائق الحلّ المشار إليها في الفقرة 
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− − + − − +

− + +

− −
− −

−

= ≤
+ +

≤ =
−

∫ ∫
  

limإذن نجد  ( ) 0
R

S R
→∞

2لأنّ  = 0α−   وأخيراً نلاحظ أنّ . <
(2 )

2 i

3
( ) ( 2 i ) (1 )

(2 1)

x

x

e
f x f x e

e

α
π απ

−
−− + = −

+
  

  تسعى إلى اللااية نستنتج أنّ  Rبجعل  إذن
2 i(1 ) 2 i Res( , ln2 i )e I fπ α π π−− = − +  
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zنضع  pعند  fلحساب راسب بقي إذن حساب الراسب.  p w=   فيكون +

( )( )

( )( )

(2 )( ) (2 )
(2 )

3 3

2 2 31(2 )
2

3 2 3 31 1
2 6

(2 ) 3
2 2 21 1 1

2 2 63

(2 )
2 2 21 3

2 23

( )
(2 1) ( 1)

1 (2 ) (2 ) ( )

(1 ( ))

1 (2 ) (2 ) 1 (1)

1 (2 ) (2 ) 1 (1)

p w w
p

p w w

p

p

p

e e
f z e

e e

w w O we

w w w O w

e
w w w w O

w
e

w w w w O
w

e

α α
α

α

α

α

α α

α α

α α

− + −
−

+

−

− −

−

= =
+ − +
+ − + − +

= − ⋅
+ + +

= − ⋅ + − + − + + +

= − ⋅ + − + − − + +

= − ( )
(2 )

2 21 1
2 23

1 ( ) ( ) (1)
p

w w O
w

α

α α α
−

⋅ + − + − +

  

  ومنه

( )
2

iRes , 2
8

f p eα παα α −−
=  

  إذن
2 3( ) (sin )2I απα π α α −= −  

  وأخيراً 
1 1

3

3
0

(1 )
d (1 )2

sin( 1)

x x
x

x

α α
απα

α
πα

−
−−

= −
+∫  

 لحساب التكامل 2.
1 1

2
0

(1 )
d

1

x x
I x

x

α α− −
=

تغيير المتحول نجُري  ∫+
1

t

t

e
x

e
=

+
  فنجد 

1
2

2 2 2

(2 )

2

1 ( 1)
d

1 1 ( 1) ( 1)

d
( 1)(2 2 1)

t t t

t t t t t

t

t t t

e e e
I t

e e e e e

e
t

e e e

α α

α

−∞

−∞
∞ −

−∞

    + = ⋅     + + + + + 

=
+ + +

∫

∫
  

  لنعرّف
(2 )

2
:

( 1)(2 2 1)

z

z z z

e
f z

e e e

α−

+ + +
֏  
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ABCDΓولنتأمّل المستطيل  2و Rو −Rالترتيب ممثلّة بالأعداد بالذي رؤوسه  = iR π+ 
2يراً وأخ iR π− 0داخل الشريط ثلاثة أقطاب  fلتابع لكون ي. عندئذ + Im 2z π≤ ≤ 
  هي

1 3 1 5
0 1 22 4 2 4

{ i , ln2 i , ln2 i }S p p pπ π π= = = − + = − +P  
  . واستناداً إلى مبرهنة الرواسب يكون لديناابٌ بسيطةقطأ يوه

( )d 2 i Res( , )

Sp

f z z f pπ
∈Γ

= ∑∫
P

  

  ولكن

2 i( )d (1 ) ( )d ( ) ( )

R

R

f z z e f x x T R S Rπα−

Γ −

= − + +∫ ∫  

  حيث
2

0

( ) i ( i )dT R f R y y

π

= و    ∫+
2

0

( ) i ( i )dS R f R y y

π

= − − +∫  

  ولكن
2 (2 )( i )

i 2( i ) i
0

2 (2 )( i )

i 2( i ) i
0

(2 )
(1 )

2

( ) d
( 1)(2 2 1)

d
( 1)(2 2 1)

2 ( )
( 1)(2 2 1)

R y

R y R y R y

R y

R y R y R y

R
R

R R R

e
T R y

e e e

e
y

e e e

e
O e

e e e

π
α

π
α

α
απ

− +

+ + +

− +

+ + +

−
− +

=
+ + +

≤
+ + +

≤ =
− − −

∫

∫  

limإذن  ( ) 0
R

T R
→∞

1لأنّ  = 0α+ lim وكذلك .< ( ) 0
R

S R
→∞

2لأنّ  = 0α− >:  
2 (2 )( i )

i 2( i ) i
0

2 (2 )( i )

i 2( i ) i
0

(2 )
(2 )

2

( ) d
( 1)(2 2 1)

d
( 1)(2 2 1)

2 ( )
(1 )(1 2 2 )

R y

R y R y R y

R y

R y R y R y

R
R

R R R

e
S R y

e e e

e
y

e e e

e
O e

e e e

π
α

π
α

α
απ

− − +

− + − + − +

− +

− + − + − +

− −
− −

− − −

=
+ + +

≤
+ + +

≤ =
− − −

∫

∫  



نظريةّ الرواسبو  متسلسلات لوران  236 

  إذن

2 i(1 ) ( )d 2 i Res( , )

Sp

e f x x f pπα π

∞
−

∈−∞

− = ∑∫
P

  

  أحدها كان p، فإذا كان بسيطة fولكنّ أقطاب 
(2 )

3 2 2
Res( , )

6 8 3 6 8 3

p p
p

p p p p p

e e
f p e

e e e e e

α
α

−
= =

+ + + +
  

)، بملاحظة أنّ ومنه ) 1 i 1 i
exp , , 1

2 2S

 − + − −  = −    
P نجد  

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

/21 3 3
2 4 4

/21 5 5
2 4 4

1
Res , ln2 i 2 exp i

2
1

Res , ln2 i 2 exp i
2

Res , i exp i

f

f

f

απ πα

απ πα

π πα

− + = ⋅ −

− + = ⋅ −

= − −

  

  ومنه
i /4 i /4

/2 i

/2 i

Res( , ) 2 1
2

2 cos 1
4

Sp

e e
f p e

e

πα πα
α πα

α παπα

−
−

∈

−

 +  = −   
 = −   

∑
P  

  إذن 
/2sin 2 cos 1

4
I

α πα
πα π

 ⋅ = ⋅ −   
  

  وأخيراً 
1 1

/2

2
0

(1 )
d 2 cos 1

sin 41

x x
x

x

α α
απ πα

πα

−  − = ⋅ −   +∫  

لحساب التكامل  3.
1 1

2
0

(1 )
d

( )

x x
I x

x

α α

β

− −
=

0β حيث ∫+ تغيير كما سبق ، نجُري  <

المتحول 
1

t

t

e
x

e
=

+
  فنجد 
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1
2

2 2

(2 )

2 2

1 ( 1)
d

1 1 ((1 ) ) ( 1)

1
d

(1 ) ( 1)( )

t t t

t t t t

t

t t

e e e
I t

e e e e

e
t

e e

α α

α

β β

β γ

−∞

−∞
∞ −

−∞

    + = ⋅     + + + + + 

=
+ + +

∫

∫
  

حيث وضعنا 
1

β
γ

β
=
+

  لنعرّف . 
(2 )

2
:

( 1)( )

z

z z

e
f z

e e

α

γ

−

+ +
֏  

ABCDΓولنتأمّل المستطيل  2و Rو −Rالترتيب ممثلّة بالأعداد بالذي رؤوسه  = iR π+ 
2وأخيراً  iR π− قطبان داخل الشريط  fلتابع لكون يعندئذ  كبيرة بقدر كافٍ.  R حيث ،+

0 Im 2z π≤   هما ≥
{ }0 1i , ln iS p pπ γ π= = = +P  

  مبرهنة الرواسب يكون لديناواستناداً إلى 
( )d 2 i Res( , )

Sp

f z z f pπ
∈Γ

= ∑∫
P

  

  ولكن

2 i( )d (1 ) ( )d ( ) ( )

R

R

f z z e f x x T R S Rπα−

Γ −

= − + +∫ ∫  

  حيث
2

0

( ) i ( i )dT R f R y y

π

= و    ∫+
2

0

( ) i ( i )dS R f R y y

π

= − − +∫  

  ولكن
2 2 (2 )( i )

i i 2
0 0

(2 )
(1 )

2

( ) ( i )d d
( 1)( )

2 ( )
( 1)( )

R y

R y R y

R
R

R R

e
T R f R y y y

e e

e
O e

e e

π π
α

α
α

γ

π
γ

− +

+ +

−
− +

= + ≤
+ +

≤ =
− −

∫ ∫
  

limإذن  ( ) 0
R

T R
→∞

1لأنّ  = 0α+ >.  
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   وكذلك
2 2 (2 )( i )

i i 2
0 0

(2 )
(2 )

2

( ) ( i )d d
( 1)( )

2 ( )
(1 )( )

R y

R y R y

R
R

R R

e
S R f R y y y

e e

e
O e

e e

π π
α

α
α

γ

π
γ

− − +

− + − +

− −
− −

− −

= − + ≤
+ +

≤ =
− −

∫ ∫
  

limإذن  ( ) 0
R

S R
→∞

2لأنّ  = 0α−   . وعليه<

( )2 i
0 1(1 ) ( )d 2 i Res( , ) Res( , )e f x x f p f pπα π

∞
−

−∞

− = +∫  

0ولكن  ip π=  قطب بسيط للتابعf  ،إذن  
(2 )i i

2 i
0 i i 2 2

Res( , ) (1 )
( ) ( 1)

e e
f p e

e e

α π πα
πα

π π
β

γ γ

− −
−= = − = − +

+ −
  

1 أمّا ln ip γ π= 1z عرفّنافهو من المرتبة الثانية وإذا  + p w=   ناجدو  +

( )( )
( )( ) ( )

( )( )( )

( )

(2 )

2

2

2 2
2 21

2

21 1
22

2

2

( )
(1 )( 1)

1 (2 ) ( )

1 ( ) 1 ( )

(1 )
1 (2 ) 1 1 (1)

(1 )
1 (2 ) 1 1 (1)

(1 )
1 (1 ) (1)

w
p

w w

p

p

p

p

e
f z e

e e

e w O w

w O w w O w

e
w w w O

w
e

w w w O
w

e
w O

w

α
α

α

α

α

α

γ

α

γ γω

β
α β

β
α β

β
β α

−
−

−

− −−

−

−

= ⋅
− −

+ − +
= ⋅

− − + + +

+
= ⋅ + − − + +

+
= ⋅ + − + − +

+
= ⋅ + + − +

  

  ومنه
( ) 1 i

1Res , (1 ) (1 )f p eα α παβ β β α− + −= + + −  
  إذن

1 i 2 iRes( , ) (1 ) (1 ) (1 )

Sp

f p e eα α πα παβ β β α β− + − −

∈

= + + − − +∑
P
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   وهذا يقتضي أنّ 

( )1 2sin ( )d (1 ) (1 ) (1 )f x x α ααπ π β β β α β

∞
− +

−∞

= + + − − +∫  

  ومنه

2 1

1 1
( )d 1

sin(1 ) (1 )
f x x

α α

π β α

απβ β β

∞

−
−∞

 + −  = −  +  + ∫  

  وأخيراً 
1 1

2 1
0

(1 ) 1
d 1

sin( ) (1 )

x x
x

x

α α

α α

π β α

απβ β β

−

−

 − + −  = −  +  + ∫  

 لحساب التكامل 4.
1 1

0

(1 )
d ,

1

x x
I x

x

α α− −
=

، نجُري تغيير المتحول  ∫+
1

t

t

e
x

e
=

+
 

  فنجد
(2 )

2
d

( 1) (2 1)

t

t t

e
I t

e e

α
∞ −

−∞

=
+ +∫  

  إذن لنعرّف
(2 )

2
:

( 1) (2 1)

z

z z

e
f z

e e

α−

+ +
֏  

  قطبان هما  fلتابع لكون يعندئذ 

{ }0 1i , ln2 iS p pπ π= = = − +P  

0داخل الشريط  Im 2z π≤ ABCDΓلنتأمّل المستطيل . ≥ الترتيب بالذي رؤوسه  =
2و Rو −Rممثلّة بالأعداد  iR π+  ً2وأخيرا iR π−  .كبيرة بقدر كافٍ   R، حيث +

  استناداً إلى مبرهنة الرواسب يكون لدينا

( )0 1( )d 2 i Res( , ) Res( , )f z z f p f pπ

Γ

= +∫  
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  ولكن

2 i( )d (1 ) ( )d ( ) ( )

R

R

f z z e f x x T R S Rπα−

Γ −

= − + +∫ ∫  

  حيث
2

0

( ) i ( i )dT R f R y y

π

= و    ∫+
2

0

( ) i ( i )dS R f R y y

π

= − − +∫  

  هنا نلاحظ أنّ و 
(2 )

(1 )

2
( ) 2 ( )

( 1) (2 1)

R
R

R R

e
T R O e

e e

α
απ

−
− +=≤

− −
  

limإذن  ( ) 0
R

T R
→∞

1لأنّ  = 0α+   وكذلك .<
(2 )

(2 )

2
( ) 2 ( )

(1 ) (1 2 )

R
R

R R

e
S R O e

e e

α
απ

− −
− −

− −
≤ =

− −
  

2لأنّ  0α−   . إذن<

( )2 i
0 1(1 ) ( )d 2 i Res( , ) Res( , )e f x x f p f pπα π

∞
−

−∞

− = +∫  

1ولكن  ln2 ip π= −   إذن،  fط للتابع قطب بسي +
i

1Res( , ) 2f p eα πα−= −  
0أمّا  ip π= ،0 لنضع فهو جذر مضاعفz p w=   نجدف +

( )( ) ( )

( )( )( )

( )

(2 )
i

2

i 2 11
22

i

2

i

2

( )
( 1) ( 2 1)

1 (2 ) 1 1 2 (1)

1 (2 ) 1 1 2 (1)

1 (1 ) (1)

w

w w

e
f z e

e e

e
w w w O

w
e

w w w O
w
e

w O
w

α
απ

απ

απ

απ

α

α

α

−
−

− − −

−

−

=
− − +

= − + − + + +

= − + − − − +

= − − + +

  

  ومنه
i

0Res( , ) (1 )f p e παα −= +  
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  إذن
iRes( , ) (1 2 )

Sp

f p eα παα −

∈

= + −∑
P

  

   ومنه
( )i 2 i1 2 i (1 2 )e I eπα α παπ α− −− = + −  

  أو
sin (1 2 )I ααπ π α⋅ = + −  

  أخيراً و 
1 1

0

(1 )
d (1 2 )

1 sin

x x
x

x

α α
απ

α
απ

− −
= + −

+∫  

لحساب  5.
1 1

2
1

(1 ) (1 )
d

1

x x
I x

x

α α−

−

+ −
=

1، نجُري تغيير المتحول ∫+

1

t

t

e
x

e

−
=

+
 

  فنجد
(2 )

2
2 d

( 1)( 1)

t

t t

e
I t

e e

α
∞ −

−∞

=
+ +∫  

  لنعرّف
(2 )

2
:

( 1)( 1)

z

z z

e
f z

e e

α−

+ +
֏  

  ثلاثة أقطاب بسيطة هي fلتابع لكون يعندئذ 
{ }3

0 1 22 2
i , i , iS p p pπ ππ= = = =P  

خل الشريط  0دا Im 2z π≤ مّل المستطيل  .≥ ABCDΓلنتأ ي رؤوسه  = لترتيب باالذ
2و Rو −Rممثلّة بالأعداد  iR π+  ً2وأخيرا iR π−   عندئذ .+

( )0 1 2( )d 2 i Res( , ) Res( , ) Res( , )f z z f p f p f pπ

Γ

= + +∫  

  ولكن

2 i( )d (1 ) ( )d ( ) ( )

R

R

f z z e f x x T R S Rπα−

Γ −

= − + +∫ ∫  
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  حيث
2

0

( ) i ( i )dT R f R y y

π

= و    ∫+
2

0

( ) i ( i )dS R f R y y

π

= − − +∫  

  وهنا نلاحظ أنّ 
(2 )

2
( ) 2 0

( 1)( 1)

R

RR R

e
T R

e e

α

π
−

→∞
≤ →

− −
  

1لأنّ  0α+   وكذلك .<
(2 )

2
( ) 2 0

(1 )(1 )

R

RR R

e
S R

e e

α

π
− −

→∞− −
≤ →

− −
  

2لأنّ  0α−   . إذن<

2 i(1 ) ( )d 2 i Res( , )

Sp

e f x x f pπα π

∞
−

∈−∞

− = ∑∫
P

  

   أحدها كان  pبسيطة، وإذا كان  fلتابع أقطاب اولكن 

2
Res( , )

3 2 1

p
p

p p

e
f p e

e e

α−=
+ +

  

  إذن

( )

( )

( )

i /2

2

i

3 i /23
2

1 i
Res , i

4
1

Res , i
2
1 i

Res , i
4

f e

f e

f e

παπ

πα

παπ

π

−

−

−

−
=

−
=

+
=

  

  إذن

sin ( )d cos sin 1
2 2 2

f x x
π απ απ

απ

∞

−∞

 = + −   ∫  

  وأخيراً 
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1 1

2
1

(1 ) (1 )
d cos sin 1

sin 2 21

1 cos sin
2 2

x x
x

x

α α π απ απ

απ

π

απ απ

−

−

 + − = + −   +

=
+ +

∫
  

  ú   وبذا يتم المطلوب.

Jكن يل 18. التمرينa  منℝب التكامل ، احس
0

sin( )
d

sh

ax
x

x

+∞

ة التابع ك بمكُاملوذل ∫

الميرومورفي 
i

sh

aze
z

z
  الشكل التالي:في على طول الطريق المبينّ  ֏

  
  الحـل

R, سنرمز بالرمز εΓ  1يث ح، كلشفي الإلى الطريق المبين
2

0 ε< Rεو > . عندئذ يكون >

iπ  القطب الوحيد، وهو بسيط، للتابع
i

( )
sh

aze
z f z

z
  ، وعليه֏=

,

( )d 2 i Res( , i )

R

f z z f

ε

π π

Γ

=∫  

 ولكن لدينا من جهة أولى :
i (i )

Res( , i )
ch(i )

a
ae

f e
π

ππ
π

−= =   ومن جهة ثانية: .−

1 2
,

2 sin( )
( )d 2 i(1 ) d ( )d ( )d

sh
R

R

a ax
f z z e x f z z f z z

x
ε ε ε

π

ε γ γ

−

Γ

= − − −∫ ∫ ∫ ∫  

1وقد رمزنا بالرمز 
εγ لة وسيطيّاً بالتمثيلإلى نصف الدائرة الممث  

i: 0, , e θϕ π θ ε  →  ℂ ֏  
2وبالرمز 
εγ لة وسيطيّاً بالتمثيلإلى نصف الدائرة الممث  

i: ,2 , 2 i e θψ π π θ π ε  → +  ℂ ֏  

2 iπ

iπ

ε

0 RεR−
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1بع ولكنّ التا
( )z f z

z
فهو محدود في جوار الصفر، ولأنّ طول الطريق  0يقبل اية عند  ֏−

1
εγ  ّيسعى إلى الصفر استنتجنا أن  

1
0

1
lim ( ) d 0f z z

z
ε

ε
γ

→

  − =  ∫  

ولكن 
1 0

d
i d i

z

z
ε

π

γ

θ π= =∫   إذن ∫

1
0

lim ( )d if z z

ε

ε
γ

π
→

=∫  

وكذلك التابع 
2

( )
2 i

ae
z f z

z

π

π

−
−
−

2يقبل اية عند  ֏ iπ  2فهو محدود في جوار iπ ،

2ولأنّ طول الطريق 
εγ  ّيسعى إلى الصفر استنتجنا أن  

2

2

0
lim ( ) d 0

2 i

ae
f z z

z
ε

π

ε
γ

π

−

→

  − =   − ∫  

ولكن 
2

22
2 2d i d i

2 i

a
a ae

z e e
z

ε

π
π

π π

πγ

θ π
π

−
− −= ⋅ =

−∫   إذن ∫

2

2

0
lim ( )d i af z z e

ε

π

ε
γ

π −
→

=∫  

  وهكذا نستنتج أنّ 

( )2 2

0

sin
2 i 1 lim d i i 2 i

sh

R

a a a

R

ax
e x e e

x

π π π

εε

π π π− − −

→∞
→

− = + −∫  

  ومن ثمَّ 

0

sin ch 1
d th

sh 2 sh 2 2

ax a a
x

x a

π π π π

π

∞  − = =  ∫  

  ú  .نجد النتيجة المطلوبةوبذا 
QWE  
AgD  
ZXC  
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  تحويلات لابلاس وتطبيقاتها
  ضاء توابع الأصلف 1.

f:مجموعة التوابع  Wلتكن  .تعريف 1-1. →ℝ ℂ  ق الخواصالآتيةالتي تحُق:  
∗من  tاً كانت أيّ   �

−ℝ  كان ( ) 0f t =.  
locينتمي إلى الصف  fالتابع   �

R
1.  

∗من  Mتوجد ثوابت   �
+ℝ، وσ وT  منℝ، تتعلّق بالتابع f ،تحُقّق  

( ) ( ), expt T f t M tσ∀ ≥ ≤  
 توابع الأصل فضاء، نسمّيه ℂهي فضاء شعاعي على الحقل  Wمن الواضح أنّ اموعة   
  .Laplaceتحويل لابلاس ل

} نى في. نسمّي الحد الأدW عنصراً من fليكن  .تعريف 2-1. }∪ −∞ℝ  موعة قيمσ 
)التي تجعل التابع  ℝمن  )tt e f tσ−֏  التابع  فاصلة تزايد، ∞+محدوداً في جوار
f لرمز ونرمز إليها با( )fσ.  

 fλن. عندئذ ينتمي التابعاℂمن  λ، ولتكن W عنصرين منgو  f ليكن .مبرهنة 3-1.
fو g+  إلىW ويكون .( ) ( )f fσ λ σ=  0في حالة λ≠تحقّق ، وكذلك ت
) لمتراجحةا ) max( ( ), ( ))f g f gσ σ σ+ )عندما مساواة  مع، ≥ ) ( )f gσ σ≠.   

  الإثبات

  بسيط وواضح.  fλ التابعالجزء المتعلق ب �
)maxأكبر تماماً من  σ من جهة أخرى، مهما تكن � ( ), ( ))f gσ σيكن التابعان ،  

( )tt e f tσ−֏ و( )tt e g tσ−֏  
)، ومن ثمَّ يكون التابع ∞+رمحدودين في جوا ) ( )tt e f t g tσ− محدوداً في  ֏+

)، إذن ∞+جوار )f gσ σ+   . ونكون قد أثبتنا صحّة المتراجحة.≥

                                              
  .ℝ أي إنهّ يقبل اية من اليمين واية من اليسار عند كلّ نقطة من 1

 العشرونالفصل 

  www.hiast.edu.sy  وم التطبيقية والتكنولوجياالمعهد العالي للعل
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) وأخيراً إذا افترضنا على سبيل المثال أنّ  � ) ( )g fσ σ<،  استنتجنا، بالاستفادة مما سبق
)وبملاحظة أنّ  )f f g g= +   :الآتية، المتراجحة −

( ) max( ( ), ( ))f f g gσ σ σ≤ +  

)ومن ثمَّ  ) ( )f f gσ σ≤ ) ، ونحصل على المساواة+ ) ( )f f gσ σ= تراجحة لأنّ الم +
  �  ثبتناه آنفاً. بناءً على ما أ المعاكسة محققةٌ دوماً 

   أمثلة 4-1.

f:ينتمي كل تابع  � →ℝ ℂ على  صفري∗
−ℝومستمرّ ومحدود على ، +ℝ  إلى فضاء

)ويحُقق  Wتوابع الأصل  ) 0fσ ≤.  

  التالي دوراً متميزاً في نظريةّ تحويلات لابلاس: Heavisideيدڤيساهِتابع  يؤُدّي التابع �

( )
0 : 0

: ,
1 : 0

t
H H t

t

<→ =  ≥
ℝ ℝ  

)يتيقن القارئ بسهولة أنّ  إذ ) 0Hσ =.  

mtعإلى التاب mX إذا رمزنا بالرمز � t֏ مع m  منℕ عندئذ مهما تكن ،m  من
ℕ،  ِالتابع  ينتمmX H إلى W  قويحُق( ) 0mX Hσ = .  

  .الآتيةفي الحقيقة، إنّ النقطة السابقة نتيجة مباشرة من المبرهنة 

mX كان  ،ℕمن  m اً كانت، وأيّ Wمن  fاً كان التابع أيّ  .مبرهنة 5-1. f  عنصراً منW ،
) وكان ) ( )mX f fσ σ=.  

  الإثبات
)لتكن  )fσ α< استناداً إلى تعريف ،عندئذ يوجد ( )fσ،  ٌعدد β ال من ا( )] [,fσ α ،

   ضاء الآتي:تبحيث يتحقّق الاق Tو Mان موجبان وعددان حقيقيّ 

( ) tt T f t Meβ≥ ⇒ ≤  
  ومن ثمَّ 

( ) ( )( )m m t tt T t f t M t e eβ α α−≥ ⇒ ≤  
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)شرط اليقتضي ولكن، بناءً على تعريف التابع الأسّي،  ) 0tα β−   ما يأتي ≤

( )( )

!

m m
tt

e
m

α βα β −−
≤  

  وعليه 
( )

�

�!
( )

( )
m t t

m

M

M m
t T t f t e M eα α

α β
≥ ⇒ ≤ =

−
��������	

  

mX ومن ثمَّ، نرى أنّ التابع f ينتمي إلى W ّوأن ، ( )mX fσ α≤ وذلك مهما تكن α  أكبر
)تماماً من  )fσ  إذن( ) ( )mX f fσ σ≤.  

)وبالعكس، لتكن  )mX fσ α< عددان حقيقيان موجبان، عندئذ يوجد M وT يحُقّقان   
( )m tt T t f t M eα≥ ⇒ ≤  

  ومن ثمَّ 
( )max( ,1) ( )m tt T f t t f t M eα≥ ⇒ ≤ ≤  

)وهذا يثُبت أنّ التابع  ) tt f t e α−֏  إذن ∞+محدود في جوار ،( )fσ α≤مّا كان ـ. ول
)هذا الأمر صحيحاً مهما تكن  )mX fσ α< ّاستنتجنا أن ،( ) ( )mf X fσ σ≤.  بذا نكون

)قد أثبتنا أنّ  ) ( )mf X fσ σ=.  �  

فإنّ التابع  ℝمن  x اً كانت، عندئذ أيّ Wعنصرين من  gو f ليكن .مبرهنة وتعريف 6-1.
( ) ( )t f x t g t−֏ ينتمي إلى الصف loc

R  علىℝف التابع ير عتح لنا تي، وهذا ي
f g∗   يأتيكما:  

0

: , ( ) ( ) ( )d

x

f g f g x f x t g t t∗ → ∗ = −∫ℝ ℂ  

fدئذ يكون وعن   g∗  ًللتابعين جداء التلافّ  هنسمّي، تابعاً مستمرا f وg ن بسهولةونتيق .
f أنّ  g g f∗ = ∗.  
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  الإثبات
  .الآتيتين تيننحتاج في هذا الإثبات إلى التوطئ

]ليكن  1. توطئةال ]: ,a bψ → ℂ  ًاً، عندئذ تتقارب متتالية التوابع مستمرّ تابعا( )m m
ψ ∗∈ℕ 

]المعرّفة على  ],a b بالصيغة  

( )m

b a x a
x a m

m b a
ψ ψ

   − −   = +    −  
  

  .ψبانتظام من التابع 

bإلى المقدار  mδلنرمز بالرمز  1.ات التوطئة إثب a

m

من اال  x. ولنلاحظ أنهّ في حالة −
, ( 1)m ma k a kδ δ + + +  0 حيث k m≤ )لدينا  > ) ( )m mx a kψ ψ δ= +.  

  
]على  ψعدداً موجباً تماماً. عندئذ نستنتج من الاستمرار المنتظم للتابع  εليكن  ],a b  أنهّ يوجد
  اً يحُقّق موجبٌ تمام εηعددٌ 

2( , ) [ , ] , ( ) ( )x y a b x y x yεη ψ ψ ε∀ ∈ − < ⇒ − <  

)وعليه، إذا اخترنا  )0 1 /m b a εη = + −  0 تحقّق الاقتضاء mm m εδ η≥ ⇒ <. 
0mلنفترض إذن أنّ  m≥ ولنتأمّل ،x  من[ [,a b عندئذ باختيار ،( )/x mk x a δ = −  

  يكون لدينا 
( )1x m x ma k x a kδ δ+ ≤ < + +  

)أو  )x m mx a k εδ δ η− + <   ومن ثمَّ  >
( ) ( ) ( ) ( )m x mx x x a kψ ψ ψ ψ δ ε− = − + <  

xوهذا صحيح في حالة  b= أيضاً. إذن  
0

[ , ]

sup m
a b

m m ψ ψ ε≥ ⇒ − ≤  

  �  1.إثبات التوطئة  يكتملوبذا 

a b

ψ

mψ
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]ليكن  2. توطئةال ]: ,h a b → ℂ  تابعاً من الصفR وليكن ،ε .ًعندئذ  عدداً موجباً تماما
) منتهية متتاليةو ، ℕ∗من nعددٌ وجد ي ) { }0nk kx ∈ ∪ℕ  ٌوتابع [ ]: ,a bϕ → ℂ 

  :الآتيةالخواص  بحيث تتحقّق
0 1 na x x x b= < < < =⋯ 1.  

[على  ،iλ، ولتكن ثابتةً  قيمةً  ϕيأخذ التابع   2 [1,i ix x− حيث i  منnℕ .  
تتحقّق المتراجحة   3

[ ],
sup
a b

h ϕ ε− <.  

على عيّاً طَ قِ  مستمرhɶ   يوجد تابع ،Rاستناداً إلى تعريف التوابع من الصف  2.إثبات التوطئة 
[ ],a b يحُقّق 

[ ],
sup

2a b

h h
ε

− <ɶ . توجد إذن متتالية منتهية( ) { }0p
j j
t ∈ ∪ℕ

  تحقّق  

0 1 pa t t t b= < < < =⋯ �.  
[على  hɶ. يقبل مقصور التابع pℕمن  iفي حالة   � [1,i it t−  التمديد إلى تابع مستمر

]على  ]1,i it t− نرمز إليه بالرمز ،ihɶ لاً.مث  
]مستمراًّ على  ihɶمّا كانـل ]1,i it t− التوابع أنّ متتالية 1.من التوطئة  استنتجنا ( ),i m

m
h ∗∈ℕ
ɶ 

  المعرفّة بالصيغة
1 1

, 1
1

( ) i i i
i m i i

i i

t t x t
h x h t m

m t t

− −
−

−

   − −    = +     −  
ɶ ɶ  

]تتقارب بانتظام على  ]1,i it t−  من التابعih
ɶ.  نختار إذن العددim ليتحقّق الشرط  

1

,
,

sup
2i

i i

i i m
t t

h h
ε

−
  

− <ɶ ɶ  

)عندئذ نعرّف المتتالية المتزايدة تماماً  ) { }0nk kx ∈ ∪ℕ بالمساواة  

{ } { } ( ){ }1 1: 0 : 0
i

p

j
k i i i im

i
x k n b t t t j m− −

∈

 ≤ ≤ = + − ≤ <   ℕ
∪ ∪  

]ونعرّف  ]: ,a bϕ → ℂ وضعب ( ) ( )k kx h xϕ 0في حالة  = k n≤  ووضع، ≥

( ), , 1 1( ) ( ) ( )
i i i

j
i m i m i i im

x h x h t t tϕ − −= = + −ɶ ɶ  1في حالةk kx x x +< < 
)و )1 1i

j
mk i i ix t t t− −= + −.  

  �  المطلوبة. 3و 2و 1ق الخواص يحُقّ  ϕمباشرة أنّ التابع  يقّنعندئذ نت
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   1-6.مبرهنة إثبات ال
fنبرهن استمرار التابع ل g∗  على كلّ مجال من النمط[ ]0,A  معA  من∗

+ℝ ٍوهذا كاف ،
fلإثبات استمرار التابع  g∗  على كاملℝ  ّلأنf g∗ على  صفري−ℝ .  

]ليكن  ]0,I A= وA  من∗
+ℝ. ا كان المقصور  ـّلمIg  ينتمي إلى الصفR بناءً  ،استنتجنا

2يوجد في حالة أنهّ  ،2على التوطئة  mε متتالية منتهية توجد و  ،ℕ∗ينتمي إلى  mnعددٌ  =−

{ }
( )

0( )
nm

m
k k
x ∈ ∪ℕ  ٌوتابع :m Iϕ → ℂ الآتيةالخواص  بحيث تتحقّق :  

( ) ( ) ( )
0 10

m

m m m

n
x x x A= < < < =⋯ 1.  

)، ولتكن ثابتةً  قيمةً  mϕيأخذ التابع   2 )m
iλعلى ، ( ) ( )

1,m m
i ix x−

 
  

من i عندما 
mn

ℕ .  
supتتحقّق المتراجحة   3 2 m

m
I

g ϕ −− <.  

  بالصيغة Iعلى  mhذن لنعرّف إ

0

, ( ) ( ) ( )d

x

m mx I h x f x t t tϕ∀ ∈ = −∫  

  : يأتيولنلاحظ ما 
ود لأنّ التابع ، وهو موجfللتابع  Fتابعٍ أصلي  بأسلوب بسيط بدلالة mhيمكن حساب  �
f  ينتمي إلى الصفloc

R:في الحقيقة . 

( )

( )
1

( )

( )

( )
1

0

1
( )

0

1
( )

0

1
( ) ( ) ( )

1
0

, ( ) ( ) ( )d

( )d

( )d

( ) ( )

m
im

m
i

m
im

m
i

m

A

m m

xn
m
i

i
x

x xn
m
i

i
x x

n
m m m
i i i

i

x I h x f x t t t

f x t t

f u u

F x x F x x

ϕ

λ

λ

λ

+

+

−

=

−−

= −
−

+
=

∀ ∈ = −

= −

=

= − − −

∫

∑ ∫

∑ ∫

∑

  

 .Iتابعٌ مستمر على  mhوهذا يبرهن أنّ التابع 
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 لدينا ℕمن  mو Iمن  xكما نلاحظ أنهّ في حالة  �

( )
0

0

0,
0

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) d

( ) ( ) ( ) d

sup ( ) d

2 ( ) d

x

m m

x

m

x

m
x

A

m

h x f g x f x t t g t t

f x t t g t t

g f u u

f u u

ϕ

ϕ

ϕ
  

−

− ∗ = − −

≤ − −

≤ − ⋅

≤ ⋅

∫

∫

∫

∫

  

  ومن ثمَّ 

0

, sup 2 ( ) d

A

m
m

I

m h f g f u u−∀ ∈ − ∗ ≤ ⋅ ∫ℕ  

)المستمرّة  لمتتالية التوابع Iوهذا يبرهن التقارب المنتظم على  )m mh ∈ℕ  من التابعIf g∗ فهو ،
  �  .Iإذن تابعٌ مستمر على 

f ينتميعندئذ ، Wمن  gو f ليكن .مبرهنة 7-1. g∗  إلى الفضاءW قويحق ،  
( ) ( )( ) max( , )f g f gσ σ σ∗ ≤  

  ثباتالإ
) كنيل ) ( )max( , )f gσ σ α< وليكن ،β عدداً يحُقّق  

( ) ( )max( , )f gσ σ β α< <  

  يحُقّقان Tو Mدان حقيقياّن موجبان تماماً عندئذ هناك عد

( )

( )

t

t

f t M e
t T

g t M e

β

β

 ≤≥ ⇒  ≤
  

  :وينجم عن ذلك تقارب التكاملين

( )

0

dtfI f t e tα

+∞
−= )و      ∫ )

0

dtgI g t e tα

+∞
−= ∫  
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2Tكن يل x<، لاحظة أنّ عندئذ، بم  

( ) ( )

( )

0

0 0

( ) ( ) d ( ) d

( ) d ( ) ( )d

x T x

x T

x T T

f g x f x t g t t f x t g t t

f x t g t t f u g x u u

−

−
−

∗ = − + −

= − + −

∫ ∫

∫ ∫
  

  نجد

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

0 0

( ) ( )

0 0

0 0

( ) ( ) d ( ) d

d d

d d

( )

x T T

x T T

x t x t

x T T

x t t

x
f g

f g x f x t g t t f t g x t t

Me g t t f t Me t

M e g t e t f t e t

M I I e

β β

α α α

α

−

−
− −

−
− −

∗ ≤ − + −

≤ +

  ≤ +    

≤ +

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

  

fوهذا يثُبتُ أنّ  g∗  ينتمي إلىW ّوأن ،( )f gσ α∗ أكبر تماماً من  αقيمة  اً كانت، أيّ ≥
( ) ( )max( , )f gσ σالمطلوبةذا نكون قد أثبتنا صحّة المتراجحة . ب .  �  

  تحويلات لابلاس 2.

}نصف المستوي للدلالة على  σP رمزنا، ℝمن  σ اً كانتأيّ  }: Re( )z z σ∈ >ℂ ،
}للدلالة على اموعة  σPونكتب أيضاً  }: Re( )z z σ∈ ≥ℂ.  

)من  p، عندئذ مهما تكن Wمن  fليكن . مبرهنة وتعريف 1-2. )fσPيكن التكامل ،  

( )

0

( ) dptF p f t e t

+∞
−= ∫  

  متقارباً بالإطلاق. وعندئذ نسمّي التابع
( )( ) : , ( )ff p F pσ →L P ℂ ֏  

)لتابع تابع الأصل ل f، ونسمّي التابع fللتابع  تحويل لابلاس )fL.
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  الإثبات

ipلتكن  µ ν= )من  + )fσP ، عندئذ يكون( )fσ µ<ولتكن ، α  من( )] [,fσ µ .
)استناداً إلى تعريف  ،يوجد )fσن تماماً اموجبن ا، عددT وM يحُقّقان  

( ), tt T f t Meα∀ ≥ ≤  
  وعندئذ 

( ) ( ), pt tt T f t e Me µ α− − −∀ ≥ ⋅ ≤  

) وعليه يكون التكامل ) dpt

T

f t e t

∞
)متقارباً بالإطلاق لأنّ التكامل  ∫− ) dt

T

e tµ α

∞
−∫ 

) . ونصل إلى النتيجة المطلوبة بملاُحظة أنّ التكاملمتقارب )

0

d

T

ptf t e t−∫  تكاملاً ليس 

  �  .معتلاً 

) ، وليكنWمن  f ليكن .مبرهنة 2-2. )fL تحويل لابلاس للتابع f التابع . عندئذ يكون
( )fL  تابعاً هولومورفيّاً في نصف المستوي( )fσPويكون .  

( )( )( ), ( 1) ( )m m mm f X f∀ ∈ = −L Lℕ  

  الإثبات
0لتكن    0 0ip η ξ= )من  + )fσP  ولنعرّف( )1

02 ( ) 0fε η σ= − . عندئذ <
)0ون القرص المفتوح كي , )D p ε  0الذي مركزهp  ونصف قطرهε  محتوى في( )fσP.  

 
ε

0p

( )fσ

0ξ

0η

( )fσP  
)0من  p في حالةثمُ لنعرّف،  , )D p εالمقدار ،  

0 0 0( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )p f p f p p p Xf p∆ = − + −L L L  
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  عندئذ يكون لدينا

( )( ) ( )

( )( ) ( )

0 0

0 0

0

0

( )
0

0

( ) d

1 d

pt p t p t

p p t p t

p e e p p te f t t

e p p t f t e t

∞
− − −

∞
− −

∆ = − + −

= − − −

∫

∫
  

  وبالاستفادة من المتراجحة المعروفة:
2

| || |
, 1

2
z zz

z e z e∀ ∈ − − ≤ℂ  

)0من  pنستنتج أنهّ، مهما تكن  , )D p εيكن ،  

( )

( )

( )

0

0

2 2
0 0

0

2 2
0

0

2 22 ( ( ) )
0 0

0

1
( ) exp( ) d

2

1
d

2

1
d

2

t

t t

f t

M

p p p t p p t f t e t

p p t e f t e t

p p t f t e t M p p

η

ε η

σ ε

∞
−

∞
−

∞
− +

∆ ≤ − −

≤ −

≤ − × = −

∫

∫

∫
������������������������	

  

)2استفدنا من كوْن  وقد ) ( )X f fσ σ=  فلنستنتج تقارب التكامل الذي يعرM.  وهكذا نرى

أنّ 
0

0
0

( )
lim 0
p p
p p

p

p p→
≠

∆
=

−
  ، وهذا يُكافئ 

0

0

0
0

0

( )( ) ( )( )
lim ( )( )
p p
p p

f p f p
X f p

p p→
≠

−
= −

−
L L

L  

)تابع وعلى هذا فال )fL  0قابل للاشتقاق عندp 0، ومشتقُه( )( )X f p−L ّ0. ولكنp   ٌعدد
)كيفيّ من نصف المستوي  )fσP  إذن التابع( )fL هولومورفي في ( )fσP ومشتقُه( )X f−L.  

  أنّ  ℕمن  mنبرهن بالتدريج على ثمُّ 
( )( )( ) ( 1) ( )m m mf X f= −L L  

  �  المطلوب. إثبات فيتم
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   أمثلة 3-2.

   كان،  0Pمن  pاً كان عندئذ، أيّ  Heavisideتابع  Hليكن  �

0

1
( )( ) dptH p e t

p

+∞
−= =∫L  

من  m ومهما تكن، 0Pمن  p وبالاستفادة من المبرهنة السابقة نجد أنهّ، مهما تكن �
ℕ ،يكن  

( )

1

1 !
( )( ) ( 1)

m
m m

m

m
X H p

p p +
 = − =  

L  

]، وليكنℂمن  αلتكن  � ] : , tt eα α→E ℝ ℂ ] . عندئذ ينتمي֏ ]H α
E إلى 

]، ويكون Wالفضاء  ]( ) Re( )H ασ α=E ومهما تكن .p  منRe( )αP ّفإن ،  

( )[ ]

0

1
( )( ) dp tH p e t

p
α α

α

+∞
−= =

−∫L E  

)Reمن  pومن جديد نجد، مهما تكن  � )αPومهما تكن ، m  منℕ ،يكن  
[ ]

1

!
( )( )

( )
m

m

m
H X p

p
α

α +=
−

L E 

] ، وليكنℂمن  αلتكن  � ]ch : , ch( )t tα α→ℝ ℂ  ندئذ ينتميع .֏
[ ]chH α  إلى الفضاءW ويكون ،[ ]( ch ) Re( )H ασ α= ومهما تكن .p 
)Reمن  )αP ّفإن ،  

( )( )[ ] [ ] [ ]
2 2

1
( ch )( ) ( ) ( )

2

p
H p H H p

p
α α α

α
−= + =

−
L L E L E  

] ، وليكنℂمن  αلتكن  � ]sh : , sh( )t tα α→ℝ ℂ  . عندئذ ينتمي֏
[ ]shH α  إلى الفضاءW ويكون ،[ ]( sh ) Re( )H ασ α= ومهما تكن .p 
)Reمن  )αP ّفإن ،  

( )( )[ ] [ ] [ ]
2 2

1
( sh )( ) ( ) ( )

2
H p H H p

p
α α α α

α
−= − =

−
L L E L E  
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] ، وليكنℂمن  α لتكن � ]cos : , cos( )t tα α→ℝ ℂ  ي. عندئذ ينتم֏
[ ]cosH α  إلى الفضاءW ويكون ،[ ]( cos ) Im( )H ασ α= ومهما تكن .p 
)Imمن  )αP،  ّفإن  

[ ] [i ]
2 2( cos )( ) ( ch )( )
p

H p H p
p

α α

α
= =

+
L L  

] ، وليكنℂمن  αلتكن  � ]sin : , sin( )t tα α→ℝ ℂ . عندئذ ينتمي ֏
[ ]sinH α  إلى الفضاءW ويكون ،[ ]( sin ) Im( )H ασ α=كن. ومهما ت p 
)Imمن  )αP،  ّفإن  

[ ] [i ]
2 2

1
( sin )( ) ( sh )( )

i
H p H p

p
α α α

α
= =

+
L L  

  خواص تحويلات لابلاس 3.

  بعض الخواص البسيطة لتحويلات لابلاس. الآتيةتلخص المبرهنة   

  مبرهنة 1-3.

  . عندئذℂمن  λ، ولتكن Wعنصرين من  gو f ليكن 1
( ) ( ) ( )max( ( ), ( )), ( ) ( ) ( )f gp f g p f p g pσ σ λ λ∀ ∈ + = +L L LP  

∗من  α، ولتكن Wعنصراً من  fليكن   2
+ℝ نعرّف التابع .[ ]f α  علىℝ  بالعلاقة

[ ]( ) ( )f t f tα α= . فينتمي[ ]f α إلى W  ق يحوق( )[ ]( )f fασ ασ= ،ويكون  

( )( )[ ]
( )

1
, ( )( )f

p
p f p fα

ασ
α α

∀ ∈ =L LP  
∗من  τ، ولتكن Wعنصراً من  fليكن   3

+ℝ نعرّف التابع .fτ  علىℝ  بالعلاقة
( ) ( )f t f tτ τ= ) يحُقّق W عنصراً من fτ ندئذ يكونع .− )( )f fτσ σ=و ،  

( )( ) ( )( )( ),
p

fp f p e f pτ
σ τ

−∀ ∈ =L LP  
]، وℂمن  ω، ولتكن Wعنصراً من  fليكن  4 ] : , tt eω ω→E ℝ ℂ . عندئذ ֏

]يكون  ] fωE عنصراً من W  يحُقّق[ ]( ) ( ) Re( )f fωσ σ ω= +Eويكون ،  
( )[ ]

( ) Re( ), ( )( ) ( )fp f p f pω
σ ω ω+∀ ∈ = −L E LP  
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  الإثبات 

  �  الإثبات بسيط ومباشر انطلاقاً من التعريف، نترك تفاصيله تمريناً للقارئ.

: ليكن .مثال 2-3. , ( )E x E x x → =  ℝ ℝ تابع الجزء الصحيح، عندئذ من  ֏
fالواضح أنّ التابع  H E= )وأنّ  Wينتمي إلى فضاء توابع الأصل  ⋅ ) 0fσ . والمطلوب =

  . وهنا نلاحظ أنّ fهو حساب تحويل لابلاس للتابع 
( ) ( ) ( ), 1 1t f t H t f t∀ ∈ = − + −ℝ  

  :الآتيكما يوضح الشكل 

 
( 1)t H t −֏ ( 1)t f t −֏ ( )t f t֏

1

1

0 1

1

02

1

0  

1فإذا استخدمنا رموز المبرهنة السابقة كتبنا  1f H f=   . وعلى هذا يكون+

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

1 1( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

p p

p
p

f p f p H p

e f p e H p

e
e f p

p

− −

−
−

= +

= +

= +

L L L

L L

L

  

  ومنه نجد
( )

( )0
1

, ( )
1pp f p

p e
∀ ∈ =

−
LP  

f ، وأنّ المشتقℝ∗ قابل للاشتقاق على f. ولنفترض أنّ Wمن  f ليكن .مبرهنة 3-3. ′ 
  . عندئذ Wينتمي إلى فضاء توابع الأصل 

( ) ( )max( ( ), ( )), ( ) ( ) (0 )f fp f p p f p fσ σ
+

′ ′∀ ∈ = −L LP  
) حيث )

0
(0 ) lim

t

f f t
>

+

→
=.  
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  الإثبات
ipتنتج هذه النتيجة من مُكاملة بالتجزئة. في الحقيقة، لتكن  η ξ= قّق المتراجحة ، تحُ +

max( ( ), ( ))f fσ σ η′ )اً كانت . عندئذ، أيّ > , )Aε 2 من∗
+ℝفلدينا ،  

  ( ) ( ) ( )( ) d d

A A

pt pA p ptf t e t f A e f e p f t e tε

ε ε

ε− − − −′ = − + ⋅∫ ∫  ( )1  

  ولكن، من جهة أولى، لدينا 
( )

0
lim (0 )pf e fε

ε
ε

+

− +
→

=  
)max تحُقّق βومن جهة ثانية، نختار  ( ), ( ))f fσ σ β η′ <  Mو Tعددين  فنجد >

  موجبين تماماً يحُقّقان
( ) tt T f t M eβ≥ ⇒ ≤  

  وعندئذ
( ) ( )pt tt T f t e M e η β− − −≥ ⇒ ≤  

  ومن ثمَّ 
( )lim 0pA

A
f A e−

→+∞
=  

)في العلاقة  ∞+تسعى إلى  A، و0تسعى إلى  εوبجعل    ، نجد1(
( )( ) ( )( ) (0 )f p p f p f +′ = ⋅ −L L  

  �  وهي النتيجة المطلوبة.

hα:لتابع ، ولنتأمّل اℝمن  αلتكن  .ملاحظة 4-3. →ℝ ℝ  يأتيالمعرّف كما :  

( )
0 : 0

cos( ) : 0t

t
h t

e t
α α

<=  ≥
  

)وأنّ ، Wينتمي إلى  hαمن جهة أولى أنّ فنلاحظ  ) 0hασ =.  

  : ℝ∗، لدينا على ثانيةومن جهة 

( )
0 : 0

sin( ) : 0t t

t
h t

e e t
α α α

<′ = − >
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  ، التي نترك للقارئ إثبات صحتها:الآتية، وفاصلة تزايده معطاة بالعلاقة Wإلى  ′hα ينتمي ومن ثمَّ 
: 0

( )
2 : 0

hα

α α
σ

α α

≥′ =  <
  

1وهكذا نرى، على سبيل المثال، أنّ  1( ) ( )h hσ σ′ 1و < 1( ) ( )h hσ σ− −′ <.  

)maxإلى اموعة  pلذلك، فإنهّ من الطبيعي أن نشترط انتماء  ( ), ( ))f fσ σ ′P  ق العلاقة الواردةلتحق
  في المبرهنة السابقة.

،  W، دون أن ينتمي مشتقه إلى W جهة أخرى، يمكن أن ينتمي تابع قابل للاشتقاق إلىمن و 
2 كما يبين ذلك مثال التابع

( )cos( )tt H t e֏.  

  .يأتييمكن تعميم نتيجة المبرهنة السابقة، بالتدريج، كما 

f:ليكن التابع  .مبرهنة 5-3. →ℝ ℂ قابل للاشتقاق  هلنفترض أنّ ، وn مرةّ على ∗ℝ ّوأن ،
) التوابع )( )

0

k

k n
f

≤ ≤
). ولتكن Wتنتمي إلى الفضاء   )

0
max ( )k

k n
fσ σ

≤ ≤
  ، عندئذ =

1
( ) 1 ( )

0

, ( )( ) ( )( ) (0 )
n

n n n k k

k

p f p p f p p fσ

−
− − +

=
∀ ∈ = − ∑L LP  

   حيث
( ) ( )

0
(0 ) lim ( )k k

t
f f t

+

+

→
0في حالة ،= k n≤ <.  

  
f: ليكن التابع .مبرهنة 6-3. →ℝ ℂ ّولنفترض أن ، f نتمي إلى فضاء توابع الأصلي W .

  ولنعرّف 

0
: , ( )d

t

F t f u u→ ∫ℝ ℂ ֏  

)ويكون  Wإلى  F عندئذ ينتمي ) max( ( ), 0)F fσ σ≤وكذلك يكون لدينا .  

( )
( )

max( ( ),0)
( )

, ( )f

f p
p F p

p
σ∀ ∈ =

L
LP  



 260 تحويلات لابلاس وتطبيقاتها

  الإثبات
Fنلاحظ أنّ  H f=   ، وصحّة الخاصّة Wإلى  F، وهذا يثُبت انتماء ∗

( ) max( ( ), 0)F fσ σ≤  
∗على  مستمرf  فإذا افترضنا أنّ  1-7.بناءً على المبرهنة 

+ℝ  كان F f′ (0)و = 0F = ،
  أنّ  3-4. استنتجنا، بمقُتضى المبرهنة ومن ثمَّ 

( ) ( )max( ( ),0), ( ) ( )fp f p p F pσ∀ ∈ =L LP  
  �  .الآتيةأمّا الحالة العامة فتنتج من المبرهنة 

قف وراء ، وهي المبرهنة الأساسيّة التي تالآتيةفي الحقيقة، إنّ النتيجة السابقة حالة خاصّة من المبرهنة 
  وتحويل لابلاس بوجه خاص. الدور المهم والأساسي الذي تؤدّيه التحويلات التكامليّة بوجه عام،

  . عندئذWعنصرين من  gو  fليكن  .مبرهنة 7-3.

max( ( ), ( )), ( )( ) ( )( ) ( )( )f gp f g p f p g pσ σ∀ ∈ ∗ = ⋅L L LP  
  الإثبات
)maxمن  pلتكن  ( ), ( ))f gσ σP عندئذ  

0 0

0

( )

0

0 0

( )( ) ( ) ( )d d

( ) ( ) d d

( ) ( ) d d

( ) ( ) d d

( ) ( )( )d

x

px

px

t

pt p x t

t

pt pu

pt

f g p f t g x t t e x

f t g x t e x t

f t e g x t e x t

f t e g u e u t

f t e g p

∞
−

∞ ∞
−

∞ ∞
− − −

∞ ∞
− −

−

   ∗ = −    
   = −    

   = −    
   =     

=

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

L

L

0

( )( ) ( )( )t f p g p

∞

= ⋅∫ L L

  

  �  وهذه هي النتيجة المطلوبة. 



 خواص تحويلات لابلاس 261

lim ولنفترض وجود النهاية، W عنصراً من fليكن  .مبرهنة القيمة النهائيّة 8-3. f
+∞

. عندئذ 
)يكون  ) 0fσ ) ، ويكون لدينا≥ )

0,
lim ( ) lim

p p
p f p f

∗
+→ ∈ +∞

=L
ℝ

.  

  الإثبات
limلأنّ النهاية  f

+∞
 أنّ في جوار اللااية، وهذا يقتضي محدود  f موجودة استنتجنا أنّ التابع 

( ) 0fσ limلنضع  .≥ f
+∞

= ℓ ، 0لتكن و ε< 0 نجد عدداً ، عندئذ T< يحُقّق  

    ( )
2

t T f t
ε

≥ ⇒ − ≤ℓ  ( )1 

  عريفثمُ لنضع بالت

    
( )

0

0

1
0

2 1 d
T

p

f t t

ε
= × >

+ −∫ ℓ

  ( )2 

بملاحظة أنّ 
0

d 1ptp e t
∞

− ∗من  pكانت   اً ، وذلك أيّ ∫=
+ℝ نستنتج ،  

( )

0

, ( )( ) ( ) dptp p f p p f t e t

∞
∗ −
+∀ ∈ − = −∫Lℝ ℓ ℓ  

)وبالاستفادة من  )و 1( [من  pكانت    نجد، أياً  2( [00, p  ما يلي:  

( ) ( )

( )

( )

( )

( )

0

0

0

0 0

0

0

( )( ) d d

d d
2

d d
2

d

2 21 d

T

pt

T

T

pt

T

T

pt

T

T

p f p p f t t p f t e t

p f t t p e t

p f t t p e t

f t t

f t t

ε

ε

ε ε
ε

∞
−

∞
−

∞
−

− ≤ − + −

≤ − +

≤ − +

−
≤ ⋅ + <

+ −

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫
∫

L ℓ ℓ ℓ

ℓ

ℓ

ℓ

ℓ

  

  إذن لقد أثبتنا أنهّ
( )0 00, 0, 0 ( )p p p p f pε ε∀ > ∃ > < < ⇒ − <L ℓ  

أي 
0,
lim ( )( )

p p
p f p

∗
+→ ∈

=L
ℝ

ℓ.وهي النتيجة المطلوبة ،  �  
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. عندئذ محدودٌ  f، ولنفترض أنّ التابع Wعنصراً من  fليكن . مبرهنة القيمة الابتدائيّة 9-3.
  يكون لدينا

, 0
lim ( )( ) lim ( ) (0 )

p p t
p f p f t f

+

+

→∞ ∈ →
= =L

ℝ
  

  الإثبات
)لنضع  )

0
lim
t

f t
+→

= ℓ ولنعرّف ،supM f=
ℝ

0كن يل . ε< عندئذ هناك عدد ،

0حقيقي  η< يحُقّق  
    0 ( )

2
t f t

ε
η< ≤ ⇒ − ≤ℓ  ( )1 

00ثمُّ نختار عدداً حقيقياً  p<  ق الشرطيحُق  

    02
2

pM e η ε− <  ( )2  
  مّا كان ـول

( )( )
0

, ( )( ) dptp p f p p f t e t

∞
∗ −
+∀ ∈ − = −∫Lℝ ℓ ℓ  

)وجدنا، بالاستفادة من  )و 1( 0pاً كانت ، وأيّ 2( p<:  

( ) ( )

0

0

0

0

( )( ) d d

d 2 d
2

d 2
2

2
2

pt pt

pt pt

pt p

p

p f p p f t e t p f t e t

p e t M p e t

p e t M e

M e

η

η

η

η

η

η

ε

ε

ε
ε

∞
− −

∞
− −

∞
− −

−

− ≤ − + −

≤ +

≤ +

≤ + <

∫ ∫

∫ ∫

∫

L ℓ ℓ ℓ

  

  ثبتنا أنهّإذن لقد أ

0 00, 0, ( )( )p p p p f pε ε∀ > ∃ > < ⇒ − <L ℓ  

أي 
,

lim ( )( )
p p

p f p
→∞ ∈

=L
ℝ

ℓ.وهي النتيجة المطلوبة ،  �  
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لتكن  .مبرهنة 10-3.
0

n
n

n

a z

∞

=
0متسلسلة صحيحة، نصف قطر تقارا  ∑ R< عندئذ .

 لة الصحيحةيكون نصف قطر تقارب المتسلس
0 !
n n

n

a
z

n

∞

=
  ، وينتمي التابع ∞+مساوياً  ∑

( ) ( )
0

: ,
!
n n

n

a
f f t H t t

n

∞

=
→ = ∑ℝ ℂ  

  :الآتية، ويحُقق تحويل لابلاس لهذا التابع العلاقة Wإلى فضاء توابع الأصل   

1/ 1
0

, ( )( ) n
R n

n

a
p f p

p

∞

+
=

∀ ∈ = ∑LP  

  الإثبات
[من  r لتكن   [0,R0 . عندئذ تكون المتتالية( )nn na r ح لنا أنّ نعرّف تيمحدودة، وهذا ي ≤

0
sup n

n
n

M a r ∗
+

≥
= ∈ ℝوعلى هذا يكون .  

(1/ )
,

! !

n
n ra

n M
n n

∀ ∈ ≤ℕ  
ومن جهة أخرى،  .∞+يساوي  fة التي تعرّف التابع يثُبتُ أنّ نصف قطر تقارب المتسلسل هذاو 

  نرى أنّ 

( ) ( ) /

0 0

,
! !

n
t rn n

n n

a M t
t f t t M e

n n r

∞ ∞

+
= =

∀ ∈ ≤ ≤ =∑ ∑ℝ 

1وأنّ  Wمن  fوهذا يثُبت أنّ 
( )f

r
σ من  r اً كانتاجحة محقّقة أيّ . ولكنّ هذه المتر ≥

] [0,R 1. إذن
( )f

R
σ ≤.  

على كل مجال مغلق  متقاربة بانتظام f مّا كانت المتسلسلة التي تعرّفـ. لRP/1من  pلتكن 
  ومحدود، استنتجنا

( )
00 0

( )

1
0, d d

!

n

T T

pt n pt
n

n

T

T f t e t a t e t
n

ψ

∞
− −

=
∀ > = ∑∫ ∫

��������������	

  

  ولكن من جهة أولى لدينا 

1

1 1
lim ( ) ( )

!
n

n nT
T X H

n p
ψ +→∞

= =L  
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  ومن جهة ثانية

( )
Re( )

1
0

1 1
( ) d

! (Re )
n p t

n n
T t e t

n p
ψ

∞
−

+≤ =∫  

نّ المتسلسلةنجد أوعلى هذا 
0
n n

n

a ψ

∞

=
  ، ومن ثمَّ Tمتقاربة بانتظام، بالنسبة إلى المتحول  ∑

( )

0

1
0 0 0

( )( ) lim d

lim ( ) lim ( )

T

pt

T

n
n n n n nT T

n n n

f p f t e t

a
a T a T

p
ψ ψ

−
→∞

∞ ∞ ∞

+→∞ →∞= = =

=

= = =

∫

∑ ∑ ∑

L

  

  �   .الإثباتوبذا يتمّ 

) مستمر يحقق الشرط تابعٌ  f، ولنفترض أنّ Wمن  fليكن  .مبرهنة 11-3. ) 0f ≡L .
  .صفرياً  fعندئذ يكون التابع 

  الإثبات
  .الآتيةالتوطئة  تلخصه يحتاج الإثبات إلى بعض التمهيد  

[: ليكن  توطئة [: 0,1g → ℝ ق الشرطينتابعاً مستمراًّ يحُق  

)التكامل  � )
1

0
dg t t∫ .متقارب  

� ( )
1

0
, d 0nn t g t t∀ ∈ =∫ℕ.  

  معدوماً. gعندئذ يكون التابع   
[من  aلنفترض جدلاً أنّ هناك إثبات التوطئة.  )يحُقّق  0,1] ) 0g a . يمكننا أن نفترض أنّ ≠

( ) 0g a )في حالة  gن بدلاً م −gنطبق الدراسة اللاحقة على على أن ، < ) 0g a <.  
[من اال  ηأنهّ يوجد  aعند  gينتج من استمرار  [1

20, min( ,1 )a a− يحُقّق  

( )
2 , 2 , ( ) ( )

2

g a
x a a g x g aη η ∀ ∈ − + − <   

)ولأنّ  ) ( ) ( ) ( )g x g a g x g a≥ −   ، فإنّ المتراجحة السابقة تقتضي−

( )
2 , 2 , ( )

2

g a
x a a g xη η ∀ ∈ − + >   
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  ثمُّ لنتأمّل التابع المستمرّ 

( )( )
: [0,1] , ( ) max min(1,2 | |/ ), 0

2

g a
h h x x a η→ = ⋅ − −ℝ  

]، معدوم خارج اال موجبٌ  تابعٌ  hفنرى أنّ التابع  2 , 2 ]a aη η− ، ويساوي حده الأعلى +

)وهو  )

2

g a  العلى ا[ , ]a aη η− +.  

)0 ، توجد متتالية من كثيرات الحدودWeirstrass2بناءً على مبرهنة  )n nP متقاربة بانتظام على  ≤
]اال   . ولكن بمقُتضى الفرْض لدينا hالتابع المستمر  من 0,1[

( ) ( )

1

0

, d 0nn P t g t t∀ ∈ =∫ℕ  

  إذن

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )

1 1

0 0

1

[0,1]
0

, d d

sup d

n

n

n h t g t t h t P t g t t

h P g t t

∀ ∈ = −

≤ − ⋅

∫ ∫

∫

ℕ

  

)ية نجد تسعى إلى اللاا n وبجعل ) ( )
1

0
d 0h t g t t ) ، ولكنّ التابع∫= ) ( )t h t g t֏ 

21تابع موجب، وهو أكبر من  ( ( ))
4
g a  العلى ا[ , ]a aη η−   ، إذن+

1 2

0

( ( ))
( ) ( )d ( ) ( )d 0

2

a

a

g a
h t g t t h t g t t

η

η

η

+

−

≥ ≥ >∫ ∫  

  �  وذا التناقض، يكتمل إثبات التوطئة.

، ℂيأخذ قيمه في  gالتوطئة السابقة تبقى صحيحة، في حالة تابع مستمر  لنلاحظ أنّ نتيجة ����

[تكامله على و  ) متقارب بالإطلاق، ويحُقق 0,1] )
1

0
, d 0nn t g t t∀ ∈ =∫ℕإذ يكفي  ؛

  .gالحقيقي والتخيّلي للتابع  تطبيق التوطئة على كل من الجزأين

                                              
  في الجزء الثاني راجع بحث متتاليات ومتسلسلات التوابع 2
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  3-11.إثبات المبرهنة 

  : تحُقّق Tو Mو σ موجبة تماماً نعلم أنهّ توجد أعداد 
  ( ) tt T f t M eσ≥ ⇒ ≤  ( )1  

  لنعرّف التابع
] ] ( )1 1

: 0,1 , lng u u f
uσ

→ ℝ ֏  

)ويحُقق، بناءً على  تابع مستمرg  فنرى أنّ    ، ما يلي :1(
0 ( )Tu e g u Mσ−< ≤ ⇒ ≤  

) نستنتج من ذلك تقارب التكامل )
1

0
dg u u∫ ّاً كانت. ومن جهة أخرى، أي n  منℕ ،

  فلدينا

( ) ( )

1

( 2)

0 0

d d ( )(( 2) ) 0
t

n n t

u e
u g u u e f t t f n

σ

σσ σ σ
−

+∞
− += − = − + =∫ ∫ L

֏
  

  أنّ ، من ثمَّ ، وبناءً على التوطئة، نستنتج
]0,1], ( ) 0u g u∀ ∈ =  

  وهذا يقتضي
    0, ( ) 0t f t∀ ≥ =  

  �  . وبذا يتم الإثبات. Wلأنه عنصر من  صفري fأي إنّ التابع 

)يحقق الشرط  f ، ولنفترض أنّ Wتابعاً من  fليكن  .نتيجة 12-3. ) 0f ≡L عندئذ .
  معدوماً عند كل نقطة من نقاط استمراره. fيكون التابع 

  الإثبات

ليكن 
0

: , ( ) ( )d
x

F F x f t t→ = ∫ℝ ℂ ،عندئذ يكون التابع F تابعاً مستمراً من W 
  ويحُقق

max(0, ( ))
1

, ( )( ) ( )( ) 0fp F p f p
p

σ∀ ∈ = =L LP  

0Fنجد المبرهنة السابقة وعملاً ب ) ، ونحصل على المطلوب بملاحظة أنّ ≡ ) ( )F x f x′ عند   =
  �  .f للتابع x كل نقطة استمرار
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، ولنفترض أنّ هناك Wتابعين مستمريّن من فضاء توابع الأصل  gو  fليكن  .نتيجة 13-3.
)maxنصف المستوي من  ω عنصر ( ), ( ))f gσ σP،  متتالية و( )n nω ∈ℕ  من عناصر

max( ( ), ( ))\{ }f gσ σ ωP  منمتقاربة ω وتحُقّق  
, ( )( ) ( )( )n nn f gω ω∀ ∈ =L Lℕ  

fعندئذ يكون   g=.  
  الإثبات

h نضعل f g= ). عندئذ تكون حدود المتتالية − )n nω ∈ℕ يّ ابع التحليلأصفاراً للت ( )hL 
)المعرّف على اموعة المفتوحة المترابطة  )hσP ًواستناداً إلى الفرْض ليست هذه الأصفار أصفارا .

) معزولة لهذا التابع. إذن لا بدُّ أن يكون ) 0h ≡L 0، وعليهh = .  �  
  

  :بالصيغةالمعرّف  0من النوع الأوّل والمرتبة  Bessel بِسِل تابع لنتأمّل .مثال 14-3.

i cos
0

0

1
, ( ) dx tx J x e t

π

π
∀ ∈ = ∫ℝ  

)مّا كانت متسلسلة التوابع ـ، لℝمن  xلتكن  )
0

(i )
cos

!

n
n

n

x

n

∞

=
متقاربة بانتظام أمكننا أن  ∑⋅

  نكتبَ 

( )i cos
0

00 0

1 1 (i )
, ( ) d cos d

!

n
x t n

n

x
x J x e t t t

n

π π

π π

∞

=
∀ ∈ = = ∑∫ ∫ℝ  

)ولكن  )2 1

0
cos d 0n t t
π

+ )و ∫= )2
2 20

(2 )!
cos d

2 ( !)
n

n

n
t t

n

π

π=∫ إذن  

( )
2

0 2
0

( 1)
, ( )

2( !)

n n

n

x
x J x

n

∞

=

−
∀ ∈ = ∑ℝ  

  العلاقة قّقيحُ  0HJنرى أنّ تحويل لابلاس للتابع  3-10.وبالاستفادة من المبرهنة 

0 2 2 1 2 2
0

( 1) 1 1 1 1
( )( )

4 1 1/ 1

n
n
nn n

n

HJ p C
pp p p

∞

+
=

−
= = ⋅ =

+ +
∑L  

[في حالة  [1,p ∈   . 1Pمن  p. وبالتمديد التحليلي تبقى هذه المساواة صحيحة في حالة ∞+
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  1Pمن  pه في حالة أنّ  3-7.نستنتج، بالاستفادة من المبرهنة 

( )( ) ( )0 0 22 2

1 1 1
( ) ( ) ( sin)

11 1
HJ HJ p H p

pp p
∗ = × = =

++ +
L L  

0نجد  3-13. وبناءً على النتيجة 0( ) ( ) sinHJ HJ H∗ =.  
  :الآتيةلمساواة التابعيّة يحُقق ا 0Jن قد أثبتنا أنّ التابع وهكذا نكو 

( ) ( )0 0

0

, sin d

x

x x J t J x t t+∀ ∈ = −∫ℝ  

   تطبيقات تحويلات لابلاس بعض 4.

الاستفادة من تحويلات لابلاس في  كيف يمكن  ،دراسة بعض الأمثلةب ،سنبين في هذه الفقرة  
 بعض أنواع المعادلات التفاضليّة. حل  
5المطلوب هو إيجاد حل المعادلة التفاضليّة    � 1y y′ −  ءبدالالذي يحُقق شرط  =

(0) 2y =.  
Hyو Hyلنفترض أنّ  ) ، ولنعرّفWميان إلى الفضاء ينت ′ )Y Hy= L عندئذ بالاستفادة .
  أنّ  نجد 3-3.من المبرهنة 

( )( ) ( ) 2Hy p pY p′ = −L  
  هو حل للمعادلة التفاضليّة يكون yولأنّ 

1
( )( ) (5 )( ) 5 ( )Hy p Hy H p Y p

p
′ = + = +L L  

  إذن
1

( ) 2 5 ( )pY p Y p
p

− = +  

  وبحل هذه المعادلة الجبريةّ نجد
1 1 2 1

( ) 2
5 ( 5)

p
Y p

p p p p

  += + =  − −
  

  ثمُّ نحلل الكسر الموجود في الطرف الأيمن من المساواة السابقة إلى عناصر بسيطة فجد
1 1 11 1

( )
5 5 5

Y p
p p

= − ⋅ + ⋅
−
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  لنرى أنّ  2-3.وأخيراً نستفيد من نتائج الأمثلة 
[ ]( )( )51 11

( ) ( )
5 5

Y p H p= − +L E  

51 نجد 3-13. وبناءً على المبرهنة 11
( )

5 5
ty t e= − و الحل ه y. ونتحقق بسهولة أنّ +

  المطلوب.

  دلات التفاضليّةلنبحث عن حل جملة المعا  �
d

d
d

d
d

6 11 6
d

t

x
y

t

y
z

t

z
x y z e

t
−

=

=

= − − − +

  

(0) ءدبشرط الالذي يحُقق  0x = ،(0) 0y = ،(0) 0z =.  
  نعرّف كما في المثال السابق

( )X Hx= L و ( )Y Hy= L و ( )Z Hz= L  

  الموضوعة تُكافئء دبأنّ الجملة السابقة وشروط ال 3-3.عندئذ نجد بالاستفادة من المبرهنة 

( ) ( )

( ) ( )

1
( ) 6 ( ) 11 ( ) 6 ( )

1

pX p Y p

pY p Z p

pZ p X p Y p Z p
p

=

=

= − − − +
+

  

  وبالحل المشترك نجد أنّ 

2

2

2

2

1
( )

( 1) ( 2)( 3)

( )
( 1) ( 2)( 3)

( )
( 1) ( 2)( 3)

X p
p p p

p
Y p

p p p

p
Z p

p p p

=
+ + +

=
+ + +

=
+ + +
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  وبتحليل هذه الكسور إلى عناصر بسيطة نجد

2

2

2

3 1 1 1 1 1 1
( )

4 1 2 2 4 3( 1)

5 1 1 1 2 3 1
( )

4 1 2 2 4 3( 1)

7 1 1 1 4 9 1
( )

4 1 2 2 4 3( 1)

X p
p p pp

Y p
p p pp

Z p
p p pp

= − ⋅ + ⋅ + − ⋅
+ + ++

= ⋅ − ⋅ − + ⋅
+ + ++

= − ⋅ + ⋅ + − ⋅
+ + ++

  

  لنجد 2-3.نستفيد من نتائج الأمثلة 

2 31 3 1
2 4 4

2 31 5 3
2 4 4

2 371 9
2 4 4

( ) ( )

( ) ( ) 2

( ) ( ) 4

t t t

t t t

t t t

x t t e e e

y t t e e e

z t t e e e

− − −

− − −

− − −

= − + −

= − + − +

= − + −

  

  التالية: “التكامليّة المعادلة”التي تحُقق  Wمن الفضاء  ϕالتوابع عن لنبحث  �

0

0, ( ) sin 2 cos( ) ( )d

x

x x x x t t t∀ ≥ ϕ = + − ϕ∫  

)ليكن  )Φ = ϕL  ولنلاحظ أنهّ، مهما تكنp  0منPيكن ،  

2

1
( sin)( )

1
H p

p
=

+
L    2و( cos)( )

1

p
H p

p
=

+
L  

  نجد 2-7.، والاستفادة من المبرهنة عندئذ بحساب تحويل لابلاس لطرفي المعادلة التكامليّة

2 2

1
( ) 2 ( )

1 1

p
p p

p p
Φ = + Φ

+ +
  

  وعليه يكون

2

1
( )

( 1)
p

p
Φ =

−
  

  أنّ  3-13.ومن ثمَّ نجد بناءً على المبرهنة 

, ( ) ( ) xx x H x xe+∀ ∈ ϕ =ℝ   
  وهو الحلّ المنشود.
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  كما يلي :  Wمن  Xα، نعرّف التابع ℝ+من  αفي حالة  �

( )
: 0

: ,
0 :

t t
X X t

t

α

α α

α

>→ =  ≤
ℝ ℝ  

)نتيقّن بسهولة أنّ  ) 0Xασ ∗من  p. وفي حالة =
+ℝ  ّنجد أن  

( )( )
( )

1 1
0 0

1 1
d dpt u

u pt
X p t e t u e u

p p
α α α

α α

α
∞ ∞

− −
+ +←

Γ +
= = =∫ ∫L  

Reتحُقّق  ℂمن  αصحيحاً، وكذلك النتيجة في حالة  وفي الحقيقة، يبقى التعريف 0α . بل ≤
Reليشمل حالة  Wالأصل  يمكن توسيع فضاء توابع 1α >   ، ولكننا لن نفعل ذلك.−

  يكون لدينا ℝ+من  βو αنستنتج مما سبق أنهّ في حالة 

( )( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

( )( )

2

1

1 1

1 1

2

X X p
p

X p

α β
α β

α β

α β

α β

α β

+ +

+ +

Γ + Γ +
∗ =

Γ + Γ +
=

Γ + +

L

L

  

  برهن على أنّ وهذا ي
( ) ( )

( )
11 1

2
X X Xα β α βα β

α β
+ +Γ + Γ +

∗ =
Γ + +

  

  نستنتج أنّ  1، وأخذ قيمة الطرفين عند لعودة إلى تعريف جداء التلافّ وبا

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

1

2

0

1 1
, , 1 d

2
t t tα β α β

α β
α β

+
Γ + Γ +

∀ ∈ − =
Γ + +∫ℝ  

  ، استنتجنا أنّ P−1على  αولأنّ طرفي المساواة السابقة تحليلياّن بالنسبة إلى 

( )
( ) ( )

( )

1

1

0

1 1
, , 1 d

2
t t tα β α β

β α
α β

+ −
Γ + Γ +

∀ ∈ ∀ ∈ − =
Γ + +∫Pℝ  

  ، وجدنا أنّ P−1على  βومن جديد، ولأنّ طرفي المساواة السابقة تحليلياّن بالنسبة إلى 

( ) ( )
( ) ( )

( )

1

2
1

0

1 1
, , 1 d

2
t t tα β α β

α β
α β

−
Γ + Γ +

∀ ∈ − =
Γ + +∫P  

  :Γبدلالة التابع  βتابع ويمكن إصلاح هذه النتيجة لنجد عبارة ال
1

2 1 1
0

0

( ) ( )
( , ) , (1 ) d

( )
t t tα β α β

α β
α β

− − Γ Γ
∀ ∈ − =

Γ +∫P  
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  ثنائي الجانب تحويل لابلاسكلمة عن  5.

نجد في بعض الكتب إشارة إلى تحويل لابلاس ثنائي الجانب، لذلك سنذكر تعريفه على قلّة   
  أهميته. 

f:إذا كان  →ℝ ℂ  تابعاً حقيقيّاً عرفّناf
�

  بأنهّ التابع 
( ): ,f t f t→ −

�
ℝ ℂ ֏  

f:نقول إنّ  .تعريف 1-5. →ℝ ℂ  ينتمي إلىBW لأصل لتحويل توابع ا، أي فضاء
  :ناتيلآا لشرطانا ، إذا تحقّقنائي الجانبثلابلاس 
Hو  Hfينتمي كل من  � f

�
  .Wإلى  

)تتحقّق المتراجحة  	 ) ( )Hf H fσ σ< −
�

.  
) تحويل لابلاس ثنائي الجانبوعندها نعرّف  )B fL  لتابع منBW  بأنهّ التابع المعرّف
)على اموعة  ){ }: Re ( )f z Hf z H fσ σ= < <D

�
  بالصيغة 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) dpt
B f p Hf p H f p f t e t

∞
−

−∞

= + − = ∫L L L
�

  

)إذن يرتبط  )B fL اطاً وثيقاً بتحويلَيْ لابلاس للتابعين ارتبHf وH f
�

، وتنتج خواصّه من 
  خواصهما.

  فمثلاً إذا تأمّلنا التابع
2

: , tf t e−→ℝ ℝ ֏  
f ، وأنّ BWينتمي إلى  fوجدنا أنّ  =D ℂ وأخيراً، في حالة ،s  منℝ يكون لدينا  

( )

( )

( )

2

2

2 2

2/4

/4 /42

d d

exp d
2

exp d

st t st

s

s s

f t e t e t

s
e t t

e u u eπ

∞ ∞
− − −

−∞ −∞
∞

−∞
∞

−∞

=

 = − +   

= − =

∫ ∫

∫

∫

  

)وبالاستفادة من التمديد التحليلي نجد  )( )
2/4

,
p

Bp f p eπ∀ ∈ =Lℂ.
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تجة من الصعوبات التقنيّة التي ترتبط باستخدامه، إنّ قلّة الاهتمام بتحول لابلاس ثنائي الجانب نا
توابع كثيرات الحدود، ولا يحوي  BWوذلك مُقارنة بتحويلات لابلاس. فمثلاً لا يحوي الفضاء 

  .الصفريةالتوابع الدوريةّ غير 
  

  وإذا تأمّلنا مثلاً التابعين

( ) ( )1 : , 2 shf t H t t→ −ℝ ℝ 2و  ֏ : , tf t e−→ℝ ℝ ֏  

  نجدبحساب بسيط نتركه للقارئ و  BWينتميان إلى  2fو 1fأنّ وجدنا 
( )( )

1 1 2

2
,

1
f Bp f p

p
∀ ∈ =

−
LD  

( )( )
2 2 2

2
,

1
f Bp f p

p
∀ ∈ =

−
LD  

  .وهذا هو كل ما سنذكره بشأن هذا التحويل
  
  
  
  
  

]]  

]]  
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  تمرينات

J1. التمرين  بعد أن تتوثّق من انتمائهما إلى فضاء  ينلآتيَ امن التابعين  احسب تحويل لابلاس لكل
  :Wتوابع الأصل 

1

2

0 : 0

: , : 0 1

1 : 1

0 : 0

: , : 0 1

: 1

x

x

f x x x

x

x

f x e x

e x

 <→ < ≤ <
 <→ < ≤ <

ℝ ℝ ֏

ℝ ℝ ֏

  

  الحـل

∗على  صفري ، تابعٌ مستمر1f  التابع  �
−ℝ 1، ومحدودٌ، إذنf ∈ W ونجد في حالة .

Re( ) 0p   :يأتيما  <
1

1

0 1
1

2
0 1

2 2

( )( ) d d

1
( 1)

1 ( 1) 1

pt pt

pt
pt

t t
p p p

f p te t e t

e
pt e

pp

p e e e

pp p

∞
− −

∞−
−

= =
− − −

= +

  −   = + −      
− + −

= + =

∫ ∫L

  

∗على  صفري تابعٌ مستمر قِطعَياًّ،  2fالتابع  �
−ℝ 2، ومحدودٌ، إذنf ∈ Wونجد في حالة . 

Re( ) 0p   :يأتيما  <
1

2

0 1
1

(1 )

0 1
1 1

( )( ) d d

1

1

1

t pt pt

p t pt

t t
p p

f p e e t e e t

e e
e

p p

e e

p p

∞
− −

∞− −

= =
− −

= +

   
   = −   −   

−
= +

−

∫ ∫L

  

  ú  المطلوب.هو و 
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J2. التمرين  من التوابع التالية بعد أن تتوثّق من انتمائها إلى فضاء توابع احسب تحويل لابلاس لكل 
  :Wالأصل 

3( 1)
1

5
2

2
3

4

2
5

: , ( )

: , ( )( )

: , ( ) cos( ), ( , )

: , ( ) sin( ),

: , ( )sin( )sin( ), ( , )

x

x

ax

f x H x e

f x H x x xe

f x H x e bx a b

f x H x x ax a

f x H x ax bx a b

− +

∗

∗

∗

→

→ −

→ ∈

→ ∈

→ ∈

ℝ ℝ ֏

ℝ ℝ ֏

ℝ ℝ ֏ ℝ

ℝ ℝ ֏ ℝ

ℝ ℝ ֏ ℝ

  

  الحـل

3لنلاحظ أنّ  � [ 3]
1f e H− −= ×E  1إذن( ) 3fσ = )Reوفي حالة  − ) 3p >   لدينا  −

3
3 [ 3] 3

1( )( ) ( )( ) ( )( 3)
3

e
f p e H p e H p

p

−
− − −= = + =

+
L L E L  

5لنلاحظ أنّ  � [1]
2f X H X H= − E5 . ولكن( ) 0X Hσ   لديناو  =

5

6

120
Re( ) 0 ( )( )p X H p

p
> ⇒ =L  

)وكذلك  )[1] 1X Hσ =E  في حالة  لديناوRe( ) 1p   يأتيما  <

 [1] [1]

2

1 1
( )( ) ( ( )( ))

1 ( 1)
X H p H p

p p

′ ′= − = − =  −  −
L E L E  

)2إذن  ) 1fσ )Reفي حالة  ولدينا = ) 1p   ما يأتي <

2 6 2

120 1
( )( )

( 1)
f p

p p
= −

−
L  

]نلاحظ أنّ  � ] [ ]
3 cosa bf H= E إذن .[ ]

3( ) ( cos )bf H a aσ σ= + في  ولدينا =
)Reحالة  )p a> :ما يأتي  

[ ]
3 2 2

( )( ) ( cos )( )
( )

b p a
f p H p a

p a b

−
= − =

− +
L L  
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]نلاحظ أنّ  � ]
4 sin af XH= 4. إذن( ) 0fσ )Reفي حالة و  ،= ) 0p   لدينا <

( )[ ]
4 2 2 2

2
( )( ) ( sin ) ( )

( )

a pa
f p H p

p a

′= − =
+

L L  

)نلاحظ أنّ  � )[ ] [ ]
5

1
cos cos

2
a b a bf H H− += )Re حالة في. إذن − ) 0p   لدينا <

5 2 2 2 2

4 2 2 2 2 2 2

1
( )( )

2 ( ) ( )
2

2( ) ( )

p p
f p

p a b p a b

abp

p a b p a b

  = −   + − + + 

=
+ + + −

L

  

  ú  المطلوب.هو و 

J3. التمرين  من التوابع التالية بعد أن تتوثّق من انتمائها إلى فضاء توابع  احسب تحويل لابلاس لكل
  :Wالأصل 

2
1

2

2

2

3 2

: , ( )sin

sin
: , ( )

sin
: , ( )

f x H x x

x
f x H x

x
x

f x H x
x

→

→

→

ℝ ℝ ֏

ℝ ℝ ֏

ℝ ℝ ֏

  

  الحـل

)من الواضح أنّ التوابع  )
3

k k
f

∈ℕ
، فهي إذن تنتمي إلى ℝعلى  1توابع مستمرّة ومحدودة بالعدد  

)، ويكون لدينا Wالفضاء  ) 0kfσ   كما نستنتج من الخاصّة   .3ℕمن  kلة في حا ≥
3, , ( ) 1kk x f x∀ ∈ ∀ ∈ ≤ℕ ℝ  

  أنّ 

3

1
, , ( )( )kk s f s

s

∗
+∀ ∈ ∀ ∈ ≤Lℕ ℝ  

limوبوجه خاص،  ( )( ) 0k
s

f s
→+∞

=L.  
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)بملاحظة أنّ  � )[2]
1

1
cos

2
f H H= )1 نستنتج أنّ  − ) 0fσ  وأنهّ في حالة =

Re 0p  لدينا <

1 2 2

1 1 2
( )( )

2 4 ( 4)

p
f p

p p p p

  = − =   + +
L  

2من جهة أخرى نرى أنّ  � 1Xf f=  2إذن( ) 0fσ  ، ولدينا =

( )1 2 2( ) ( ) ( )f Xf f ′= = −L L L  
Reفي حالة  إذن 0p   لدينا <

( )2 2 3 2 2

1 2 1 1 4
( ) ( )

41 4/ 1 4/
f p

p p p p

′ −′  = × = × ×   + +
L  

Reه في حال ولكن، نتيقّن بسهولة أنّ  0p   لدينا <

( )
2

4
1 \] ,1]

p
+ ∈ −∞ ⊂ Lℂ  

\و −=L ℂ ℝ هي مجموعة تعريف تابع اللوغارتم الأساسي Log وعلى هذا فإننا نستنتج من .
  يحُقّق  cبتٌ مما سبق أنهّ يوجد ثا

0 2 2

1 4
, ( )( ) Log 1

4
p f p c

p

  ∀ ∈ = + +   
LP  

2limفإذا تذكّرنا أنّ  ( )( ) 0
s

f s
→+∞

=L  ّ0استنتجنا أنc   ومنه =

0 2 2

1 4
, ( )( ) Log 1

4
p f p

p

  ∀ ∈ = +   
LP  

3من جهة أخرى نرى أنّ  2Xf f=  3إذن( ) 0fσ  ، ولدينا =

( ) ( ) ( )( )2 3 3f Xf f ′= = −L L L  

)إذن في حالة  )Re 0p   لدينا <

( )( ) ( )3 2

1 4
Log 1

4
f p

p

 ′  = − +   
L  
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  نجد s الموجب تماماً  وبوجه خاص، بإجراء مُكاملة بالتجزئة بالنسبة إلى المتحوّل الحقيقي

( )3 2 2

1 4 2 4
( ) ( ) ln 1 arctan ln 1

4 4

s
f s

ss s

′      ′      = − + = − +                  
L  

3limفإذا تذكّرنا أنّ  ( )( ) 0
s

f s
→+∞

=L  ّاستنتجنا أن  

3 2

2 4
, ( )( ) arctan ln 1

4

s
s f s

s s

∗
+

     ∀ ∈ = − +        
Lℝ  

  فإذا تذكّرنا أنّ التابع 

2

1 2 i 4
Log Log 1

2 i 2 i 2

z z
z

z z

   +   − +     −   
֏  

)ويتفق مع  0Pهولومورفي في نصف المستوي  ) ( )2

2 4
4

arctan ln 1s

s s
s − ∗على  ֏+

+ℝ 
  استنتجنا أنّ 

0 3 2

1 2 i 4
, ( )( ) Log Log 1

2 i 2 i 2

p p
p f p

p p

  +   ∀ ∈ = − +    −   
LP  

  ú  المطلوب.هو و 

Jمتتالية توابع  إنّ نقول  4. التمرين( )n nf ∈ℕ معرفّة على ℝ  ق الخاصّةتحُقP  إذا وفقط إذا كان  

2
1 1, , ( ) (2 1) ( ) ( )n n nn t f t n f t t f t∗

+ −∀ ∈ ∀ ∈ = + −ℕ ℝ  

)لنعرّف متتاليتي التوابع    )n n
P

∈ℕ
)و  )n n

Q
∈ℕ

  :ءدالب ي، وشرطَ Pاللتين تحُققان الخاصّة  

0 1

0 1

, ( ) 0, ( ) ,

( ) 1, ( ) 1.

t P t P t t

Q t Q t

∀ ∈ = = −
= =

ℝ
  

د درجته تابعاً كثير الحدود لا تزي nQو nPمن  ، يكن كلℕ من  n أثبت أنهّ، مهما تكن  1.
  .n لىع
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nϕ:، التابع ℕمن  n لنعرّف، أياً كانت  2. →ℝ ℝ :بالعلاقة  
, ( ) ( )cos ( )sinn n nt t P t t Q t tϕ∀ ∈ = +ℝ  

)أثبت أنّ متتالية التوابع  )n nϕ ∈ℕ  ق الخاصّةتحُقP وأنهّ، مهما تكن ،n  منℕ ِينتم ،
)، ويكن Wإلى فضاء توابع الأصل  nHϕالتابع  ) 0nHσ ϕ ≤.  

)لنعرّف   3. )n nHϕΦ = L تفيد في حساب . أوجد علاقة تدريجيّةnΦثمُّ استنتج .  

0 2 1

2 !
, , ( )

(1 )

n

n n

n
n p p

p +

⋅
∀ ∈ ∀ ∈ Φ =

+
Pℕ  

  : الآتيةأوجد توابع الأصل التي تقبل تحويلات لابلاس   4.

1 2 32 2 2 3 2 4

1 1 1
: , : , :

(1 ) (1 ) (1 )
F p F p F p

p p p+ + +
֏ ֏ ֏  

  الحـل

)لتكن  1. )n nR ∈ℕ قالخاصّة  متتالية تحُقP ّ0، ولنفترض أنR 1وR  قانهما كثيرا حدود يحُق
degالمتراجحة  kR k≤  0في حالةk 1kو = كثير حدود   هو kR. لنفترض بالتدريج أنّ =

degيحُقّق  kR k≤  في حالةk n≤ ّ1 . عندئذ نستنتج من العلاقة التدريجيّة أنnR هو كثير  +
  حدود يحُقّق

( ) ( )2
1 1deg max deg ,deg max , 1 1n n nR R X R n n n+ −≤ ≤ + = +  

,وهذا يبرهن أنّ  deg nn R n∀ ∈ ≤ℕ.  
)وبتطبيق هذا على  )n nP ∈ℕ و( )n nQ ∈ℕ  ّنستنتج أنdeg nP n≤ وdeg nQ n≤   ًّأيا

  .ℕمن  nكانت 
nϕ:، التابع ℕمن  n اً كانتنعرّف، أيّ ل 2. →ℝ ℝ :بالعلاقة  

, ( ) ( )cos ( )sinn n nt t P t t Q t tϕ∀ ∈ = +ℝ  
)عندئذ نستنتج من كون المتتاليتين  )n nP ∈ℕ و( )n nQ ∈ℕ تحُقّقان الخاصّة P ، أنهّ في حالة

1n   لدينا ≤
2 2

1 1 1

2
1

((2 1) )cos ((2 1) )sin

(2 1)

n n n n n

n n

n P X P n Q X Q

n X

ϕ

ϕ ϕ

+ − −

−

= + − + + −

= + −
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)إذن تحُقّق المتتالية  )n nϕ ∈ℕ  الخاصّةPا كان  ـّ. ولم( sin) 0Hσ )و = cos) 0Hσ = 
)يكن  ℕمن  kاستنتجنا أنهّ مهما تكن  sin) 0kX Hσ )و = cos) 0kX Hσ ومن  =

)وأنّ  Wينتمي إلى  nHϕذلك نستنتج أنّ  ) 0nHσ ϕ ≤.  
)لنعرّف  3. )n nHϕΦ = L . 1عندئذ نستنتج من العلاقة التدريجيّة أنهّ في حالةn   لدينا ≤

( ) ( ) ( )2
1 1 12 1 2 1n n n n nn X H nϕ+ − −′′Φ = + Φ − = + Φ −ΦL  

0نلاحظ أوّلاً أنّ  � sinHϕ 0ومن ثمَّ  = 0 2

1
, ( )

1
p p

p
∀ ∈ Φ =

+
P. 

1وكذلك أنّ  � ( cos sin)X Hϕ = −  ، نجد0Pمن  pومن ثمَّ، في حالة  +

( )
1

2 2

2

2 2 2 2 2

( ) ( cos)( ) ( sin)( )

( cos) ( ) ( sin)( )

1

1 1

1 1 2

(1 ) 1 (1 )

p HX p H p

H p H p

p

p p

p

p p p

Φ = − +

′= +

′  = +   + +
−

= + =
+ + +

L L

L L

  

0نا أثبتنا أنّ لنفترض أنّ  � 2 1

2 !
, ( )

(1 )

k

k k

k
p p

p +

⋅
∀ ∈ Φ =

+
P  في حالةk n≤ عندئذ .

 ن لدينايكو 

1
1 2

1

2 1

2

2 1 2 2

2 1 2 2

1

1
( ) 2 ( 1)!

(1 )

2
2 ( 1)!

(1 )

1 2( 1)
2 !

(1 ) (1 )

2 1 2( 1)
2 !

(1 ) (1 )

2 ( 1
(2 1) ( )

n
n n

n

n

n

n n

n

n n

n

n

p n
p

np
n

p

n p
n

p p

n n
n

p p

n
n p

−
−

−
+

+ +

+ +

+

′′ ′′ Φ = ⋅ − ×   + 
′ −  = ⋅ − ×   + 

 +  = − ⋅ × −   + + 
 + +  = ⋅ × −   + + 

+
= + Φ −

2 2

)!

(1 )np ++

  

1nصحة المساواة في حالة وهذا يثبتُ    .بالتدريج المساواة المطلوبة. فنكون قد أثبتنا +
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1نستنتج أنّ  4.

2 !
nn

H
n
ϕ وتحويل لابلاس الموافق هو  تابع أصل

2 1

1

(1 )n
p

p ++
  . ومنه֏

( )

( )

( )

1
2 2 2

21
8 2 3

3 21
48 2 4

1
( cos sin)

(1 )
1

( 3 cos (3 )sin)
(1 )

1
(( 15 )cos (15 6 )sin)

(1 )

X H
p

X X H
p

X X X H
p

− + =
+

− + − =
+

− + − =
+

L

L

L

  

  ú  المطلوب.هو و 

Jأوجد تابعاً  5. التمرينf  من فضاء توابع الأصلW قيحُق  

2 2 2 2

1
( )( )

( )( )
f p

p a p b
=

+ +
L  

) حيث   , )a b  2من( )∗
+ℝ.  

  الحـل

aلنفترض أنّ  b≠ .ا كان  ـّلم[ ]

2 2
( sin )a

a
H

p a
=

+
L و[ ]

2 2
( sin )b

b
H

p b
=

+
L 

  استنتجنا أنّ 

[ ] [ ]

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

1 1 1 1
sin sin

( )( )

a bH H
a b p a p b

b a

p a p b

  − = −   + +
−

=
+ +

L

  

  إذن بأخذ

( )[ ] [ ]
, 2 2

1
sin sin

( )

a b
a bf bH aH

ab b a
= −

−
  

),نجد  ) 0a bfσ   ويكون لدينا  =

0 , 2 2 2 2

1
, ( )( )

( )( )
a bp f p

p a p b
∀ ∈ =

+ +
LP  
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0xمن جهة أخرى نجد بالحساب المباشر، أنهّ في حالة    لدينا <

,

sin 1 sin sin
( )

( ) ( )a b

ax bx ax
f x

ab b a b b a b a

−
= − ×

+ + −
  

a,يأخذ التابع  aتسعى إلى  bبجعل و  bf الصيغة  

, 3 2

sin cos
, ( )

2 2
a a

ax x ax
x f x

a a
+∀ ∈ = −ℝ  

  ونتيقّن مباشرة أنّ 

0 , 2 2 2

1
, ( )( )

( )
a ap f p

p a
∀ ∈ =

+
LP  

  ú  .المطلوب هوو 

Jليكن التابع  6. التمرين
2

0

cos( )
: , ( ) d

1

tu
f f t u

u

∞

→ =
+∫ℝ ℝ ّأثبت أن .Hf  ينتمي إلى

). احسب Wفضاء توابع الأصل  )HfL  واستنتج صيغة التابعf.  

  الحـل

لنتأمّل التابع 
2

cos( )
: , ( , )

1

tu
h h t u

u
+× → =

+
ℝ ℝ ℝ.  

)فالتابع  ℝمن  tمهما تكن  � , )u h t u֏  ٌتابع  على  مستمر+ℝ. 

)فالتابع  ℝ+من  uمهما تكن  � , )t h t u֏  على  تابعٌ مستمرℝ. 

 ولدينا المتراجحة �

2

1
( , ) , ( , )

1
t u h t u

u
+∀ ∈ × ≤

+
ℝ ℝ  

 والتكامل
20

d

1

u

u

∞

 متقارب. ∫+

  إذن، اعتماداً على مبرهنة استمرار التكاملات التابعة لوسيط، نستنتج أنّ التابع 

0
( ) ( , )dt f t h t u u

∞
= ∫֏  

 على  تابعٌ مستمرℝ.  
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كما نستنتج من كون 
20

d

21

u

u

π∞
=

,أنّ  ∫+ ( )
2

t f t
π

∀ ∈ ≤ℝ . إذن ينتمي التابع

Hf  إلىW ولدينا ،( ) 0Hfσ ≤.  
,1[ينتمي إلى  sلنفترض أنّ  )ولنحسب  ∞+] )( )Hf sL المتراجحة مستفيدين من  

2 2

cos( )
( , ) ,

1 1

st sttu e e
t u

u u

− −

+∀ ∈ × ≤
+ +

ℝ ℝ  

ومن كون 
2

0 0

d d
21

ste
u t

su

π
∞ ∞ −    = < +∞  +  
∫   كامَلة : ـُمما يتيح لنا تغيير ترتيب الم ،∫

2 2
0 0 0 0

[ ]

2 2
0 0 0

2 2 2 2 2 2 2
0

cos( ) cos( )
( )( ) d d d d

1 1

1 ( cos )( )
cos( ) d d d

1 1

1 1
d

(1 )( ) 1 1

st
st

u
st

tu tu e
v s u e t t u

u u

H s
tu e t u u

u u

s s
u

u u s s u u s

∞ ∞ ∞ ∞ −
−

∞ ∞ ∞
−

∞

        = =    + +      
   = =  + +  

= = −+ + − + +

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫

L

L

0

2

d

1
1

2 2( 1)1

u

s

s ss

π π

∞ 
 = ⋅ − =  + −

∫

  

,0ومنه  ( )( )
2(1 )

p Hf p
p

π
∀ ∈ =

+
LP  ّلأن( )HfL  0هولومورفي فيP إذن .  

[ 1]( )
2

Hf H
π − =   

L L E  

]وهذا يقتضي أنّ  1]

2
Hf H

π −= Eأي ، , ( )
2

tt f t e
π −

+∀ ∈ =ℝ ّولأن .f  زوجي

  استنتجنا أنّ 

| |

2
0

cos( )
, d

21

ttu
t u e

u

π
∞

−∀ ∈ =
+∫ℝ  

  ú  .وهي النتيجة المطلوبة
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Jلنتأمّل التابع 7. التمرين   
2 2

0
: , ( ) ( ) d

t
t xt H t e e xϕ ϕ −→ = ∫ℝ ℝ  

)، وأنّ Wينتمي إلى فضاء توابع الأصل  ϕأثبت أنّ   1. ) 0σ ϕ ≤.  

∗هو حل على  ϕأثبت أنّ   2.
+ℝ تفاضليّة خطيّة من المرتبة الأولى بطرف ثانٍ. لمعادلة  

)استنتج معادلة تفاضليّة يحُققها   3. )ϕΦ = L.  

:  استنتج مما سبق أنّ   4.
2

0

, ( ) d
4 1

se
s s

λ

λ
λ

+∞ −
∗
+∀ ∈ Φ =

+∫ℝ.  

  الحـل

  لديناو . ℝكامل على   تابعٌ مستمرϕ  ح أنّ من الواض 1.

2 2
2 1 2

0 00

0 1 d
!(2 1) !

t
k k

x t

k k

t t
t e x e

k k k

∞ ∞+

= =

≤ ≤ ⇒ = ≤ =
+∑ ∑∫  

1لأنّ 
2 1

t

k
≤

+
0في حالة   1t≤ kو  ≥ ∈ ℕ . من جهة أخرىو  

2

2 2

1 1

1 d d
2

t t
t

x x e e
t e x xe x

−
≥ ⇒ ≤ =∫ ∫  

1tفي حالة  إذن   لدينا أيضاً  ≤
2

2 2 2 2

1

0 0 1

d d d
2

t t
t

x x x te e
e x e x e x e e

−
= + ≤ + <∫ ∫ ∫  

0وعليه نرى أنّ  ( ) 1tϕ≤ وأنّ  Wينتمي إلى  ϕ. وهذا يثُبتُ أنّ ℝمن  tمهما كان  ≥
( ) 0σ ϕ ≤.  

  يحُقّق ϕنجد بحساب بسيط أنّ  2.
(0) 0ϕ ,0و      = ( ) 2 ( ) 1t t t tϕ ϕ′∀ > = − +  

(0)ا كان  ـّلم 3. 0ϕ   يكون 0Pمن  pاستنتجنا أنهّ في حالة  =
( )( ) ( )( ) ( )p p p p pϕ ϕ′ = = ΦL L  

)أيضاً  لدينا 0Pمن  pحالة  فيو  )( ) ( ( )) ( ) ( )X p p pϕ ϕ ′ ′= − = −ΦL L.  
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  المعادلة التفاضليّة أنّ  وعليه نستنتج من

0

1
, ( ) 2 ( )p p p p

p
′∀ ∈ Φ = Φ +P  

∗من  sلنلاحظ أنهّ مهما تكن  4.
+ℝ  يكن  

( )2 2 2/4 /4 /41
( ) ( ) ( )

2 2
s s ss

e s s s e e
s

− − − ′  ′Φ = − Φ + Φ = −  
  

2/4limمّا كان ـول ( ) 0a

a
e a−

→∞
Φ   استنتجنا أنّ  =

( )
2

2

2 2/4 /4

4
/4

1 1
d d

2 4t
sx

x
s t

s

e
e s e t x

t x

∞ −

←

∞
− −Φ = =∫ ∫  

  ومنه

2

2

2

/

2
2

4

/4

0

1
( ) d

d
4

4

1 4

x
s

s

s

e
s e x

s
x s

x

e λ
λ

λ
λ

∞ −
−

∞ −

Φ

+
←= +

= ∫

∫

  

  ú  وهي النتيجة المرجوّة.

Jليكن 8. التمرين f تابعاً دورياً من الصف loc
R على ℝ ويقبل العدد ،τ  دوراً . نرمز بالرمز

ϕ إلى التابع  

( ) : [0, [
: , ( )

0 : [0, [

f t t
t

t

τ
ϕ ϕ

τ

 ∈→ =  ∉
ℝ ℝ  

)واحسب فاصلة تزايده  Wينتمي إلى  Hfأثبت أنّ التابع   1. )Hfσ.  

)أوجد علاقة بسيطة بين   2. )HfL  و( )ϕL.  

)استنتج تحويل لابلاس   3. )HfL  الآتيتين:في كلتا الحالتين  
|دوري يتّفق مع التابع −2هو تابع  f التابع � |t t֏  العلى ا[ 1,1]−.  
)بالعلاقة  ℝهو التابع المعرّف على  f التابع � ) sin( )f t tα=.  
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  الحـل

)و  Wينتمي إلى  Hf إذندورياًّ استنتجنا أنهّ محدود،  fا كان  ـّلم 1. ) 0Hfσ . وبالطبع إذا ≥
0fضنا أنّ افتر  )0، مثلاً ≠ ) 0f t )كانت المتتالية   ≠ )0( )

0( ) t n

n
f t n e λ ττ − +

∈
+

ℕ
غير  

0λ محدودة مهما كان ). وهذا يثبتُ أنّ > ) 0Hfσ 0fفي حالة  = ≠.  
Hلنلاحظ أنّ  2. Hτ−  ز للمجال0]هو التابع الممي, [τ  في حالة  1أي الذي يساوي

0 t τ≤ )في بقيّة الحالات. وعليه فإنّ  0ويساوي  > )H H fτϕ =   إذن .−
0, ( )( ) (( ) )( )

( )( ) (( ) )( )

( )( ) ( )( )

(1 ) ( )( )

p

p

p p H H f p

Hf p Hf p

Hf p e Hf p

e Hf p

τ

τ

τ

τ

ϕ

−

−

∀ ∈ = −

= −

= −

= −

L L

L L

L L

L

P

  

  بالصيغة ]0,2]هو التابع المعرّف على اال  ϕالتابع  في هذه الحالة �3.
: [0,1[

( )
2 : [1,2[

t t
t

t t
ϕ

 ∈=  − ∈
  

  وعليه
1 2

0

0 1
1 2

2 2
0 1

2

2 2 2 2

2 2

2 2 2

, ( )( ) d (2 ) d

1 1 2

1 1 1 1

1 2 (1 )

pt pt

pt pt

p p p

p p
p

p p te t t e t

pt pt p
e e

p p

p p
e e e

p p p p

e e
e

p p p

ϕ − −

− −

− − −

− −
−

∀ ∈ = + −

   + + −   = − +      
+ −

= − + −

+ −
= − =

∫ ∫LP

  

  استنتجنا أنّ  2.فإذا استفدنا من نتيجة 
2

0 2 2 2 2

th( /2)(1 ) 1
, ( )( )

(1 ) (1 )

p p

p p

pe e
p Hf p

p e p e p

− −

− −

− −
∀ ∈ = = =

− +
LP  

π/العددَ  fفي هذه الحالة يقبل التابع  �3. α  دوراً، والتابعϕ ال هو التابع المعرّف على ا
0, /π α   التالية بالصيغة :( ) sint tϕ α= .  
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  وعليه

( )

/

0

0
/

( i ) ( i )

0
/ /( i ) ( i )

2 2
0

, ( )( ) sin d

1
d

2 i

1 (1 )

2 i i i

pt

p t p t

pp t p t

p p te t

e e t

e e e

p p p

π α

π α

α α

π α π αα α

ϕ α

α

α α α

−

− + − +

−− + − +

∀ ∈ =

= −

  + = + = − + + + 

∫

∫

LP

  

  إذن
/

0 2 2 /

2 2

1
, ( )( )

1

coth
2

p

p

e
p Hf p

p e

p

p

π α

π α

α

α

α π

αα

−

−

+
∀ ∈ = ⋅

+ −
 = ⋅   +

LP

  

  ú  المطلوب.هو و 

Jليكن  9. التمرينω من ∗
ℝوليكن ، f  تابعاً مستمراًّ من الفضاءW أثبت أنهّ يوجد تابع .

  ، يحقق المعادلة التكامليّة:Wينتمي إلى  ϕوحيد 

0

, ( ) ( )sin( )d ( )

x

x x x t t t f xϕ ω ϕ ω+∀ ∈ − − =∫ℝ  

   عينϕ بدلالة التابع fالحساب في حالة نجز. ثمُّ أ , ( ) max(0, )t f t t∀ ∈ =ℝ.  

  الحـل

)لتكامليّة المعطاة، ولنعرّف يحُقّق المعادلة ا Wينتمي إلى  ϕلنفترض أوّلاً أنهّ يوجد  )F f= L .
)عندئذ بتطبيق تحويل لابلاس على طرفي المعادلة التكامليّة نستنتج أنّ  )ϕΦ = L ق المساواةيحُق  

[ ]( ( sin ))H Fωω ϕΦ − ∗ =L  
]أو ]( sin )H FωωΦ − Φ =L أي  

2 2
1 ( ) ( )p F p

p

ω
ω
ω

  − Φ =   +
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  ومنه
2

2
( ) 1 ( )p F p

p

ω  Φ = +   
  

  إذن
2 2( ) ( ) ( ) ( ( ) )f XH f f XH fω ωΦ = + = + ∗L L L L  

  وهذا يبرهن أنّ 
2( )f XH fϕ ω= + ∗  

بالتعويض المباشر، أو باستخدام  ϕوحيدٌ، وهذه الصيغة تفيدنا في التحقّق من وجود الحل  ϕإذن 
  المعرّف بالصيغة Wمن  ϕبلاس. إذ نجد مباشرة أنّ التابع تحويل لا

2

0

, ( ) ( ) ( ) ( )d

x

x x f x x t f t tϕ ω+∀ ∈ = + −∫ℝ  

)وفي حالة  هو حلّ المعادلة التكامليّة المعطاة. ) ( ) max(0, )f t XH t t=   نجد أنّ  =
2

2 3

0

, ( ) ( ) d
6

x

x x x x t t t x x
ω

ϕ ω+∀ ∈ = + − = +∫ℝ  

2أو  3

6
( )X X Hωϕ = +.  ú  

Jلنتأمّل الدارة  10. التمرينLC والتي تحكمها المعادلات:الآتية ،  

1 2
2 0

2
1

1 0

1
( ) ( ( ) ( ))d

d1
( ) ( ) ( )d ( )

d

t

t

v t i x i x x
C

i
u t v t i x x L t

C t

= +

− = =

∫

∫
  

(0)1فترض أنّ ن 0i (0)2و  = 0i   .Wتنتمي إلى  vو u، وأنّ التوابع =

)عين تابع الانتقال :   1. )

( )

v

u
=
L

F
L

.  

  : معرفاً بالعلاقة التالية uالدخل  ، في الحالة التي يكون فيهاvاحسب الخرج   2.
( )sin( )t H t tω֏   0   حيث ω<  

2يمكن أن نضع   
1 2( )L C C−Ω = +.  

 2i1i

L

2C

1C

( )u t

( )v t
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  الحـل

)لنضع تعريفاً  1. )U u= L و( )V v= L 1و 1( )I i= L 2و 2( )I i= L عندئذ .
  نستنتج من جملة المعادلتين أنّ :

1 2
2

1 2
1

1
( ) ( ( ) ( ))

1
( ) ( ) ( ) ( )

V p I p I p
pC

U p V p I p pLI p
pC

= +

− = =
  

ثمَّ  1ومن  1( ) ( ( ) ( ))I p pC U p V p= 2و  −

1
( ) ( ( ) ( ))I p U p V p

pL
= وبالتعويض  −

  في المعادلة الأولى نجد

1
2

1 1
( ) ( ( ) ( ))V p pC U p V p

pC pL

 = + −  
  

  ومنه

1 1
2 2

1 1 1 1
1 ( ) ( )pC V p pC U p

pC pL pC pL

       + + = +            
  

  أو
2

1

2
2 1

1( )
( )

( ) ( ) 1

p C LV p
p

U p p L C C

+
= =

+ +
F  

1/2فإذا عرفّنا 
1 2( ( ))L C C −Ω =   : الآتيةبالصيغة  Fأمكننا أن نكتب تابع الانتقال  +

1 2

2 2
1 2 1 2

( )
C C

p
C C C C p

Ω Ω
= + ⋅

+ + + Ω
F  

]، أي ωتواتره  جيبياًّ  u في الحالة التي يكون فيها الدخل 2. ]sinu H ω= يكون  

2 2
( )U p

p

ω

ω
=

+
  

Vومن ثمَّ، لأنّ  U= ×F نجد  

1 2

2 2 2 2 2 2
1 2 1 2

( )
C C

V p
C C C Cp p p

ω ω

ω ω

Ω Ω
= ⋅ + ⋅ ⋅

+ ++ + Ω +
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ωΩفإذا افترضنا أنّ    ديناكان ل  ≠
1

2 2
1 2

2

2 2 2 2 2 2
1 2

( )

( )( )

C
V p

C C p

C

C C p p

ω

ω

ω
ω

ω ω

= ⋅
+ +

 Ω Ω  + ⋅ −Ω   + −Ω + Ω +

  

  أو
2 3

2 1 2

2 2 2 2 2 2 2 2

1
( )

LC LC
V p

p p

ω ωω

ω ω ω

 − Ω Ω = Ω + ⋅  −Ω + −Ω + Ω 
  

  ومنه
2 3

2 [ ] [ ]1 2

2 2 2 2

1
sin sin

LC LC
V H Hωω ω

ω ω

Ω
   − Ω     = Ω +       −Ω −Ω   
L  

  وهذا يقتضي أنّ 

( )( )
2

2
1 22 2

( ) 1 sin sinv t LC t LC tω ω ω
ω

Ω
= − − Ω Ω

Ω −
  

1/2وإذا وضعنا 
1( )LC −′Ω 2كان   = 2 2

1 1
LC = −

′Ω Ω
  ومن ثمَّ  

2 2

2 2 2 2
( ) 1 sin sinv t t t

ω ω ω
ω

ω

   Ω Ω   = − − − Ω     Ω ′ ′Ω − Ω Ω  
  

  : يأتيا لنلاحظ م

ωفي حالة  � Ω≪  يكون( ) sinv t tω≈ .والخرج جيبي يمُاثل الدخل 

ωΩفي حالة  � 1يكون  ≫

1 2

( ) sin
C

v t t
C C

ω≈
+

 والخرج جيبي يمُاثل الدخل. 

ωفي حالة  � = Ω  يكون 

1 2

1 2 1

1
( ) sin cos

2 2

C C
v t t t t

C C C

  = + Ω + Ω Ω   + 
  

ωحالة ه في وهنا نلاحظ أنّ    = Ω الخرج يكون v ،وهي توافق حالة تجاوب. غير محدود  
  ú  .يكتمل الحلوبذا 
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Jليكن  11. التمرينϕ  الحل الوحيد المعرّف على] 1, [−   لمسألة كوشي التالية ∞+
( 1) 2 ( 1)

(0) (0) 0

tt y y t y te

y y

−′′ ′+ − − − =
′= =

  

) نضع. W تنتمي إلى ′′Hϕو ′Hϕو Hϕ نفترض أنّ التوابع  1. )HϕΦ = L . أثبت
 لمعادلة تفاضليّة من المرتبة حلاًّ  Φبقدر كافٍ، يكون عدداً حقيقياًّ كبيراً  pأنهّ حين تكون 

)الأولى  )E .يطُلب تعيينها  
) حلّ المعادلة  2. )E ال1[ على ا, [+∞ أنه من بين حلول هذه المعادلة هناك حل وبين ،

  .f. أوجد هذا التابع Wمن  fوحيدٌ يكون مساوياً لتحويل لابلاس لتابع 
  .ϕاستنتج مما سبق صيغة الحلّ   3.

  الحـل

  لنلاحظ أنّ  1.

2 2

2 2

( ) ( ( )) ( )

( ) ( ) (0) ( )

( ) ( ) (0) (0) ( )

( ) ( ( )) ( ( )) 2 ( ) ( )

HX H p

H p H p p

H p H p p p

HX H p p p p p p

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

′ ′= − = −Φ
′ = − = Φ

′′ ′= − − = Φ

′ ′′′ ′′ ′= − = − Φ = − Φ − Φ

L L

L L

L L

L L

  

  ما يلي :سألة التفاضليّة الموعليه تُكافئ 

    2 2

2

1
(1 ) ( ) ( 4 1) ( )

( 1)
p p p p p

p
′− Φ + − + Φ =

+
  ( )E  

,1[من  pفي حالة  2.   نعرّف ∞+]
3( ) ( 1) ( 1) ( )pX p p p e p−= + − Φ  

  عندئذ يكون لدينا
2 2 2( ) ( 1) ((1 ) ( ) (1 4 ) ( ))p pX p p e p p p p p e− −′ ′= − + − Φ + − + Φ = −  

,1[يحُقّق  κومن ثمَّ، يوجد ثابتٌ  [, ( ) pp X p e κ−∀ ∈ +∞ =   ، ومنه+

3
]1, [, ( )

( 1) ( 1)

p

p

e
p p

p p e

κ−

−

+
∀ ∈ +∞ Φ =

+ −
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lim استنتجنا أنّ  Wتحويل لابلاس لتابع من  هو Φمّا كان ـول ( ) 0
s

s
→+∞

Φ  ، وهذا يقتضي أنّ =

0κ    أي .=

3

1
]1, [, ( )

( 1) ( 1)
p p

p p
∀ ∈ +∞ Φ =

+ −
  

  ن تحليل الكسر علينا إذ

3

1
( )

( 1) ( 1)
F Y

Y Y
=

+ −
  

  إلى عناصر بسيطة، نلاحظ أنّ 

3

3 3

3 3

3

3

2

3

3 2

1 1
( 1)

2 (1 /2)

1 ( /2) ( /2)1 1

2 2(1 /2) (1 /2)

1 ( /2)1 1

1 /2 8(2 )2
1 1

1
2 4 8(2 )2

1 1 1 1

8( 2) 82 4

F Y
Y Y

Y Y

Y Y Y Y

Y

Y YY

Y Y

YY

Y YY Y

−
− = ⋅

−
−−

= ⋅ − ⋅
− −

−−
= ⋅ −

− −
 −  = ⋅ + + −   − 

= − − −
−

  

  ومن ثمَّ 

3 2

1 1 1 1
( )

8( 1) 8( 1)2( 1) 4( 1)
F Y

Y YY Y
= − − −

− ++ +
  

,1[من  pفي حالة  وعليه   لدينا ∞+]

( )

2 3

[1] 2 [ 1]

1 1 1 1
( )

8( 1) 8( 1) 4( 1) 2( 1)
1

(1 2 2 ) ( )
8

p
p p p p

H X X p−

Φ = − − −
− + + +

 = − + +   
L E E

  

21إذن التابع 
( ) ( )( (1 2 2 ) )

8
t tt f t H t e t t e−= − +  Wهو التابع الوحيد من  ֏+

)الذي يجعل تحويل لابلاس الموافق  )fL  ًّللمعادلة حلا ( )E  1[على, [+∞.  
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  ساب المباشر، أنّ التابعبالح يكفي أن نتيقّن، 3.
21

( ) ( (1 2 2 ) )
8

t tt t e t t eϕ −= − + +֏  

  ú  للمسألة التفاضليّة المطروحة. وهذا أمرٌ بسيط نتركه للقارئ. ℝهو حل معرّف على كامل 

Jجملة المعادلات التفا فد مناست 12. التمرين ق و ، الآتيةضليّة تحويلات لابلاس لإيجاد حلالذي يحُق
  : المرافق بدءشرط ال

2 3 4 0

0

(0) 2, (0) 1, (0) 0, (0) 0

x x x y

y x x y

x y x y

′′ ′− + + =
′′ ′+ − − =

′ ′= = − = =
  

  الحـل

)لنضع  )HxΦ = L و( )HyΨ = L 0، وهما معرفّان على مجال من النمط] , [s . عندئذ ∞+
  بالاستفادة من شروط البدء نجد

( )( ) ( ) (0) ( ) 2Hx p p p x p p′ = Φ − = Φ −L  
  وكذلك

2 2

2 2

( )( ) ( ) (0) (0) ( ) 2

( )( ) ( ) (0) ( ) 1

( )( ) ( ) (0) (0) ( )

Hx p p p px x p p p

Hy p p p y p p

Hy p p p py y p p p

′′ ′= Φ − − = Φ −
′ = Ψ − = Ψ +

′′ ′= Ψ − − = Ψ +

L

L

L

  

  وبالتعويض في جملة المعادلات نجد
2

2

( 2 3) ( ) 4 ( ) 2 4

( 1) ( ) ( 1) ( ) 2

p p p p p

p p p p p

− + Φ + Ψ = −

− Φ + − Ψ = −
  

21وبجمع مثلَي المعادلة الثانية إلى الأولى، والاختصار على  p+ نجد  
2

( ) ( 1) ( )
1

( ) 2 ( ) 0

p
p p p

p

p p

−
Φ + + Ψ =

−
Φ + Ψ =

  

  ومنه

2

2 4
( )

( 1)

p
p

p

−
Φ =

−
  و  

2

2
( )

( 1)

p
p

p

−
Ψ =

−
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  وبملاحظة أنّ 
[1]

2 2

2 1 1
( ( 1) )( )

1( 1) ( 1)

p
H X p

pp p

−
= − = −

−− −
L E  

  استنتجنا أنّ حلّ المسألة التفاضليّة المطلوب هو
( ) 2(1 )

( ) ( 1)2

t

t

x t t e
t

y t t e

   −   =    −     
֏  

  ú  وهي النتيجة المرجوّة.

J13. التمرين  التفاضليّة التالية، المعادلات  ةجملاستخدم تحويلات لابلاس لإيجاد حل   

2 3 9

2 6

x z

y x y z

z y z

′ =
′ = − − −
′ = +

  

(0)بدء يحُقق شرط ال الذي 2, (0) 5, (0) 0x y z= − = − =.  

  الحـل

) لنضع )U Hx= L و( )V Hy= L و( )W Hz= Lوهي معرّفة على مجال من النمط ، 
0] , [s   . عندئذ بالاستفادة من شروط البدء نجد∞+

( )( ) ( ) 2

( )( ) ( ) 5

( )( ) ( )

Hx p pU p

Hy p pV p

Hz p pW p

′ = +
′ = +
′ =

L

L

L

  

  وبالتعويض في جملة المعادلات نجد
2

2 ( 3) 9 5

2 (6 ) 0

pU W

U p V W

V pW

− = −

+ + + = −
+ − =

  

  من المعادلة الأولى نجد 
2W pU= +  

  ومن الأخيرة
2 ( 6) ( 6)( 2)V p W p pU= − = − +  

  فإذا عوّضنا في الوسطى وجدنا
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2

2

2

2

10 6 2

( 1)( 2)
( 6)(4 5 )

( 1)( 2)
8 10

( 1)( 2)

p p
U

p p

p p
V

p p

p
W

p p

− + −
=

+ −
− −

=
+ −

−
=

+ −

  

  لنتأمّل بوجه عام الكسر
2

2
( )

( 1)( 2)

X X
F X

X X

α β γ+ +
=

+ −
  

  كما يأتي  Fيمكن تفريق  عندئذ

2
( )

1 2 ( 2)

A B C
F X

X X X
= + +

+ − −
  

1Xبضرب الطرفين بكثير الحدود  Aتتعينّ حيث  1Xثمّ تعويض  + =   فنجد  −

9
A

α β γ− +
=  

)2بضرب الطرفين بكثير الحدود  Cوتتعينّ  2)X 2Xثمّ تعويض  −   فنجد  =
2 4

3
C

α β γ+ +
=  

  تسعى إلى اللااية وجدنا Xثمّ جعلنا  Xدود وأخيراً إذا ضربنا الطرفين بكثير الح
8

9
B A

α β γ
γ

− + +
= − =  

  ومنه
2

2 2

2 4 8

9( 2) 9( 1)( 1)( 2) 3( 2)

X X

X XX X X

α β γ α β γ α β γ α β γ+ + + + − + + − +
= + +

− ++ − −
  

  وعليه

    
2

2 2

1( 2)
U

pp

−
= −

+−
  

    و
2

8 2 7

2 1( 2)
V

p pp
= + −

− +−
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  وأخيراً 

2

4 2 2

2 1( 2)
W

p pp

−
= − +

− +−
  

  ولكن
[ 1] 1

( )
1

H
p

− =
+

L E [2]و 1
( )

2
H

p
=

−
L E [2]و

2

1
( )

( 2)
HX

p
=

−
L E  

  إذن
[2] [ 1]

[2] [ 1]

[2] [ 1]

( ( 2 2 ))

( ((8 2) 7 ))

( (( 4 2) 2 ))

U H X

V H X

W H X

−

−

−

= − −

= + −

= − − +

L E E

L E E

L E E

  

  ومنه نستنتج أنّ حلّ المسألة التفاضليّة المطلوب هو
2

2

2

2 2( )

( ) (8 2) 7

( ) ( 4 2) 2

t t

t t

t t

te ex t

t y y t e e

z t t e e

−

−

−

   − −      = + −      − − +     

֏  

  ú  وهي النتيجة المرجوّة.

Jجمل 14. التمرين المعادلات التفاضليّة التالية ةاستخدم تحويلات لابلاس لإيجاد حل  
3 5

2

x x y z

y y z

z x

′ = + −
′ = − +
′ =

  

  بدء يحُقق شرط ال الذي
(0) 17, (0) 1, (0) 5x y z= − = = −  

  الحـل

) لنضع )U Hx= L و( )V Hy= L و( )W Hz= L هي معرّفة على مجال من النمط، و 
0] , [s   . عندئذ بالاستفادة من شروط البدء نجد∞+

( )( ) ( ) 17

( )( ) ( ) 1

( )( ) ( ) 5

Hx p pU p

Hy p pV p

Hz p pW p

′ = +
′ = −
′ = +

L

L

L
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  وبالتعويض في جملة المعادلات التفاضلة والحل نجد

2 2 2

2 2 2

1 12 5 8 1 17 24 15
, ,

( 1) ( 3) ( 1) ( 3) ( 1) ( 3)

p p p p p p
W V U

p p p p p p

− − − − − − −
= = =

+ − + − + −
  

  ونستنتج بتفريق الكسور السابقة أنّ 

2

2

2

2 2 15

1 3( 1)
2 2 1

1 3( 1)
2 5

3( 1)

U
p pp

V
p pp

W
pp

= − −
+ −+

−
= + −

+ −+
−

= −
−+

  

  ولكن
[ 1]

[ 1]

2

[3]

1
( )

1
1

( )
( 1)
1

( )
3

H
p

HX
p

H
p

−

−

=
+

=
+

=
−

L E

L E

L E

  

  إذن
[ 1] [3]

[ 1] [3]

[ 1] [3]

( ((2 2) 15 ))

( (( 2 2) ))

( ( 2 5 ))

U H X

V H X

W H X

−

−

−

= − −

= − + −

= − −

L E E

L E E

L E E

  

  ومنه نستنتج أنّ حلّ المسألة التفاضليّة المطلوب هو

3

3

3

2( 1) 15( )

( ) 2( 1)

( ) 2 5

t t

t t

t t

t e ex t

t y t t e e

z t te e

−

−

−

   − −      = − − −      − −     

֏  

  ú  وهي النتيجة المرجوّة.
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Jالتوابعأوجد  15. التمرين ϕ  منW  ًّق كلاالآتية من المعادلات التكامليّة التي تحُق:  

�  
0

, ( ) ( )d
x

x x tx x e e t tϕ ϕ−
+∀ ∈ = − ∫ℝ.  

�  ( )2

0
, ( ) 1 ( )d

x x t
x x x e t tϕ ϕ

− −
+∀ ∈ = + − ∫ℝ.  

�  
0

, ( ) sin( ) ( )d
x

x x x x t t tϕ ϕ+∀ ∈ = − −∫ℝ.  

�  
0

, ( ) ( ) ( )d
x

x x x x t t tϕ ϕ+∀ ∈ = − −∫ℝ.  

�  
0

, ( ) cos ( )cos( ) ( )d
x

x x x x t x t t tϕ ϕ+∀ ∈ = − − −∫ℝ.  

�  
0

, 2 ( ) sin ( ) ( )d
x

x x x x t t tϕ ϕ ϕ+∀ ∈ = + −∫ℝ.  

	  
0

, 2 ( ) sh ( ) ( )d
x

x x x x t t tϕ ϕ ϕ+∀ ∈ = − + −∫ℝ.  

  الحـل

  المعادلة المدروسة بالشكلتُكتب  �
[1] [1]( )H Hϕ ϕ= − ∗E E  

)وعليه، بوضع  )ϕΦ = L ّ[1]، وملاحظة أن 1
( )( )

1
H p

p
=

−
L E نستنتج  

1 1
( ) ( )

1 1
p p

p p
Φ = − Φ

− −
  

1أو 
( )p

p
Φ Hϕ. وهذا يقتضي أنّ = =.  

  
  تُكتب المعادلة المدروسة بالشكل �

[ 2](1 ) ( )H X Hϕ ϕ−= + − ∗E  
)وعليه، بوضع  )ϕΦ = L ّوملاحظة أن ،  

[ 2] 1
( )( )

2
H p

p

− =
+

L E  و
2

1 1
( (1 ))( )H X p

p p
+ = +L  
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  نستنتج

2

1 1
( ) ( )

2

p
p p

pp

+
Φ = − Φ

+
  

  أو

2

( 1)( 2)
( )

( 3)

p p
p

p p

+ +
Φ =

+
  

  منهو 

2

2 7 2
( )

9 9( 3)3
p

p pp
Φ = + +

+
  

  وهذا يقتضي أنّ 

 31
, ( ) (6 7 2 )

9
tt t t eϕ −

+∀ ∈ = + +ℝ  

  تُكتب المعادلة المدروسة بالشكل �
( sin)HX H ϕϕ = − ∗  

)وعليه، بوضع  )ϕΦ = L ّوملاحظة أن ،  

2

1
( sin)( )

1
H p

p
=

+
L  و

2

1
( )( )HX p

p
=L  

  نستنتج

2 2

1 1
( ) ( )

1
p p

p p
Φ = − Φ

+
  

أو 
2

2 2

1
( )

( 2)

p
p

p p

+
Φ =

+
  ومنه، 

( )
2 2

1 1 1

2 2
p

p p

  Φ = +   +
  

  وهذا يقتضي أنّ 

 ( )1
, ( ) sin 2

2 2 2

t
t t tϕ+∀ ∈ = +ℝ  
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  تُكتب المعادلة المدروسة بالشكل �
( )HX HX ϕϕ = − ∗  

)بوضع وعليه،  )ϕΦ = L ّوملاحظة أن ، 
2

1
( )( )HX p

p
=L ،نستنتج  

2 2

1 1
( ) ( )p p

p p
Φ = − Φ  

أو 
2

1
( )

1
p

p
Φ =

+
, . وهذا يقتضي أنّ  ( ) sint t tϕ+∀ ∈ =ℝ. 

  تُكتب المعادلة المدروسة بالشكل �
  cos ( cos)H HX ϕϕ = − ∗  

)وعليه، بوضع  )ϕΦ = L ّوملاحظة أن ،  

2

2

2 2 2

( cos)( )
1

1
( cos)( )

1 (1 )

p
H p

p

p p
HX p

p p

=
+

′  − = − =   + +

L

L

  

  من ذلك نستنتج
2

2 2 2

1
( ) ( )

1 (1 )

p p
p p

p p

−
Φ = − Φ

+ +
  

  أو
2

2

1
( )

( 3)

p
p

p p

+
Φ =

+
  

 ومنه 

2

1 2
( )

3 3 3

p
p

p p
Φ = + ⋅

+
  

  وهذا يقتضي أنّ 
1 2

, ( ) cos( 3 )
3 3

t t tϕ+∀ ∈ = +ℝ  
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  تُكتب المعادلة المدروسة بالشكل �
2 sinH ϕ ϕϕ = + ∗  

)وعليه، بوضع  )ϕΦ = L ّوملاحظة أن ،  

2

1
( sin)( )

1
H p

p
=

+
L  

  نستنتج

( )
2

2

2 2

1
( ) 2 ( ) 1 1

1 1

p
p p

p p
Φ − Φ + = − =

+ +
  

  أو

2 2
( ) 1 ( ) 1 0

1 1

p p
p p

p p

      Φ − − Φ − + =       + +
  

  ولكن

2,
lim ( ) 1 2

1p p

p
p

p→∞ ∈

  Φ − − = −  +ℝ

  

0إذن يوجد  0p   يحُقّق <
1/2

0 22

1
, , ( ) 1 1 1

1

p
p p p

pp

−   ∀ ∈ +∞ Φ = − = − +     +
  

  لا يبدو أنّ هناك تابعاً مألوفاً يعُطى تحويل لابلاس الموافق له بالصيغة السابقة. ولكننا نعلم أنّ 

1
2

1/2
22

0 0

( 1)
] 1,1[, (1 )

2

n
n n n n

nn
n n

x x C x C x−

∞ ∞
−

= =

−
∀ ∈ − + = =∑ ∑  

  وعليه

22 22 2
0

1 ( 1) 1
1,

21 1

n
nn n

n

p
p C

pp p

∞

−
=

−
∀ > = =

+ +
∑  

  ويكون لدينا
1

22 2
1

( 1) 1
1, , ( )

2

n
n
nn n

n

p p C
p

∞ −

=

− ∀ ∈ +∞ Φ =  ∑  
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  وعليه 
2 11

1

( 1)
0, ( )

! ( 1)! 2

nn

n

t
t t

n n
ϕ

−∞ −

=

 − ∀ ≥ =  ⋅ −  ∑  

    .1من المرتبة  Besselهو تابع و 
  تُكتب المعادلة المدروسة بالشكل 	

2 shH ϕ ϕϕ = − + ∗  
)وعليه، بوضع  )ϕΦ = L ّوملاحظة أن ،  

2

1
( sh)( )

1
H p

p
=

−
L  

  نستنتج

( )2
2

1
( ) 2 ( )

1
p p

p
Φ − Φ =

−
  

  أو

2 2
( ) 1 ( ) 1 0

1 1

p p
p p

p p

      Φ − − Φ − + =       − −
  

  ولكن

( )
2,

lim 1 2
1p p

p
p

p→∞ ∈

  Φ − − = −  −ℝ

  

0إذن يوجد  0p   يحُقّق <

0
2

, , ( ) 1
1

p
p p p

p

 ∀ ∈ +∞ Φ = − 
−

  

  ل لابلاس الموافق له بالصيغة السابقة. ولكننا نعلم أنّ لا يبدو أنّ هناك تابعاً مألوفاً يعُطى تحوي

1
2

1/2
22

0 0

( 1)
] 1,1[, (1 )

2

n
n n n n

nn
n n

x x C x C x−

∞ ∞
−

= =

−
∀ ∈ − + = =∑ ∑  
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  وعليه

22 22 2
0

1 1 1
1,

21 1

n
nn n

n

p
p C

pp p

∞

−
=

∀ > = =
− −

∑  

  ويكون لدينا

22 2
1

1 1
1, , ( )

2

n
nn n

n

p p C
p

∞

=

 ∀ ∈ +∞ Φ = −  ∑  

  وعليه يكون
2 1

1

1
0, ( )

! ( 1)! 2

n

n

t
t t

n n
ϕ

−∞

=

 ∀ ≥ = −  ⋅ −  ∑  

1Iϕإذن  =  ú  .1المعدّل من المرتبة  Besselهو تابع  1Iحيث  −

Jق شرط  فد مناست 16. التمرينالمعادلات التفاضليّة التالية، والذي يحُق تحويلات لابلاس لإيجاد حل
  لكل منها: المرافق بدءال

  9 24 16 0
:

(0) 0, (0) 11, (0) 61

y y y y

y y y

 ′′′ ′′ ′− + − = ′ ′′ = = − =
�  

  2 4
:

(0) (0) 0

y ty y

y y

 ′′ ′+ − = ′ = =
�   

     2 0
:

(0) 2, (0) 0

y ty y

y y

 ′′ ′+ − = ′ = =
�  

  الحـل

)لنضع  � )HyΦ = L مّا كان ـعندئذ ل  

2 2

3 2 3

( )( ) ( ) (0) ( )

( )( ) ( ) (0) (0) ( ) 11

( )( ) ( ) (0) (0) (0) ( ) 11 61

Hy p p p y p p

Hy p p p py y p p

Hy p p p p y py y p p p

′ = Φ − = Φ

′′ ′= Φ − − = Φ +

′′′ ′ ′′= Φ − − − = Φ + −

L

L

L
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  المعادلة التفاضليّة أنّ  في استنتجنا بعد التعويض

3 2 2

2

160 11 160 11
( )

9 24 16 ( 4) ( 1)
116 149 149

9( 4) 9( 1)3( 4)

p p
p

p p p p p

p pp

− −
Φ = =

− + − − −

= − +
− −−

  

  ومن ثمَّ نجد الحلّ المطلوب

( )41
, ( ) (348 149) 149

9
t tt y t t e e∀ ∈ = − +ℝ  

)لنضع  � )HyΦ = L ا كان  ـّعندئذ لم  

2 2

( )( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ) ( )

( )( ) ( ) (0) (0) ( )

XHy p Hy p p p p p p

Hy p p p py y p p

′ ′′ ′ ′= − = − Φ = − Φ −Φ

′′ ′= Φ − − = Φ

L L

L

  

  استنتجنا بعد التعويض في المعادلة التفاضليّة أنّ 
2 4

( 3) ( ) ( )p p p p
p

′− Φ − Φ =  

23لنعرّف  /2( ) ( )pF p p e p−= Φ ّثمُّ لنلاحظ أن ،  
( )2 22 /2 2 /2( ) ( ) ( 3) ( ) 4p pF p p e p p p p pe− −′ ′ ′= Φ − − Φ = −  

)2/2يحُقّق  κوعليه يوجد ثابتٌ  ) 4 pF p κ −=   ، ومن ثمَّ +
2/2

3 3

4
( )

pe
p

p p
κΦ = +  

limمّا كان ـول ( ) 0
p

p
→+∞

Φ 0κستنتجنا أنّ ا = وهذا يقتضي أنّ  =
3

4
( )p

p
Φ   ، ومن ثمَّ =

2, ( ) 2t y t t∀ ∈ =ℝ  

)لنضع  � )HyΦ = L مّا كان ـعندئذ ل  

2 2

( )( ) ( ( ))) ( ) ( ( ) 2) ( ) ( )

( )( ) ( ) (0) (0) ( ) 2

XHy p Hy p p p p p p

Hy p p p py y p p p

′ ′′ ′ ′= − = − Φ − = − Φ −Φ

′′ ′= Φ − − = Φ −

L L

L
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  استنتجنا بعد التعويض في المعادلة التفاضليّة أنّ 
2( 3) ( ) ( ) 2p p p p p′− Φ − Φ =  

23لنعرّف  /2( ) ( )pF p p e p−= Φ ّثمُّ لنلاحظ أن ،  
( )2 22 /2 2 3 /2( ) ( ) ( 3) ( ) 2p pF p p e p p p p p e− −′ ′ ′= Φ − − Φ = −  

22يحُقّق  κوعليه يوجد ثابتٌ  /2( ) 2( 2) pF p p eκ −= +   ، ومن ثمَّ +
2 /2 2

3 3

2 4
( )

p
e p

p
p p

κ
+

Φ = +  

  مّا كانـول
lim ( ) 0
p

p
→+∞

Φ =  

0κنا أنّ ستنتجا وهذا يقتضي أنّ  =
3

2 4
( )p

p p
Φ =   ، ومن ثمَّ +

2, ( ) 2 2t y t t∀ ∈ = +ℝ  

  ú  .يكتمل الحلوبذا 

Jلنتأمّل التابع 17. التمرين  

1 exp( 1/ ) : 0
: , ( )

0 : 0

t t
f f t t t

t

 − >→ =  ≤

ℝ ℝ  

)، وأنّ فاصلة تزايده Wينتمي إلى الفضاء  fأثبت أنّ   1. )fσ  0تساوي.  

احسب التكامل   2.
0

( )df t t

∞

∫.  

)ليكن   3. )F f= L ّه مهما تكن . أثبت أنa وp  من∗
+ℝ يكن   

0

0 ( ) ( )d ( )d

a

a

F p p t f t t f t tπ

∞

≤ − ≤ +∫ ∫  
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∗هو حل على  Fأثبت أنّ التابع   4.
+ℝ للمسألة التفاضليّة التالية :  

0

1
( ) ( ) ( ) 0

2
lim ( ) , lim ( ) 0
p p

py p y p y p

y p y pπ
→ →∞

 ′′ ′+ − = = =

  

uفي المتحوّل  أوجد حلّ المسألة التفاضليّة السابقة بإجراء تغييرٍ  5. p= واستنتج عبارة ،
F.  

∗من  aلتكن   6.
+ℝ ، احسب( )agL  التابعفي حالة  

1 exp( / ) : 0
: , ( )

0 : 0
a a

a t t
g g t t

t

 − >→ =  ≤

ℝ ℝ  

  الحـل

عند  0، وهو محدودٌ لأنهّ يسعى إلى ℝى كامل تابعٌ مستمر عل fفي الحقيقة، إنّ التابع  1.
)فاصلة تزايده و ، Wينتمي إلى الفضاء  f فهو إذن ∞+ )fσ  تحُقّق( ) 0fσ  كذلكو  .≥

  من الواضح أنّ 
0, lim ( ) t

t
f t e λλ −

→∞
∀ < = +∞  

)إذن  ) 0fσ =.  

t/1بإجراء تغيير المتحوّل  2. u←  ّنستنتج أن  

1/

0 0 1/

1 1
( )d d d

A A

t u

A

f t t e t e u
t t u

∞
− −= =∫ ∫ ∫  

  ومن ثمَّ 

0 0

1 1
( )d

2
uf t t e u

u
π

∞ ∞
−  = = Γ =  ∫ ∫  

)ليكن  3. )F f= L . ولتكنp  من∗
+ℝ عندئذ   

0

( ) (1 ) ( )dptF p e f t tπ

∞
−− = −∫  

1)ولأنّ التابعين  )ptt e−−֏ وf  موجبان على+ℝ  ّ0استنتجنا أن ( )F pπ≤ −.  
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,[0,1]لدينا المتراجحة  ومن جهة أخرى 1 xx x e−∀ ∈ −   ، إذن بالاستفادة من المتراجحتين≥
[0, ], (1 )ptt a e pt−∀ ∈ − ,و    ≥ (1 ) 1ptt a e−∀ ≥ − ≤  

  نجد

0

0 ( ) ( )d ( )d

a

a

F p p t f t t f t tπ

∞

≤ − ≤ +∫ ∫  

0εلتكن  4. )تحُقّق  aنختار  < )d
2a

f t t
ε∞

  وفق 0p نعرّفل، و ∫>

0

0
2 ( )d

a
p

f t t

ε
=

∫
  

00في حالة  يكون لدينا عندئذ استناداً إلى المتراجحة السابقة p p<   ما يأتي >
0 ( )F pπ ε≤ − <  

  إذن

0
lim ( )
p

F p π
→

=  

supMمحدوداً عرفّنا  fا كان  ـّومن جهة أخرى، لم f=
ℝ

  وصار لدينا 

0

, 0 ( ) dpt M
p F p M e t

p

∞
∗ −
+∀ ∈ ≤ ≤ =∫ℝ  

limوهذا يقتضي أنّ  ( ) 0
p

F p
→∞

=.   

2 وأخيراً بملاحظة أنّ  1/( )( ) tX f t t e−=  َّومن ثم  
2 1/1 1

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
22

tX f t e f t Xf t f t
t

−′ = + = +  

نّ  2 نستنتج أ 1
( )

2
X f Xf f′ = )2 لكن. و + ) ( )( )F p X f p′′ = L ّ2، ولأنX f  ينعدم

)2 استنتجنا أنّ  0عند  ) (( ) )( )pF p X f p′′′ = L ،ومن ثمَّ بتطبيق تحويل لابلاس نجد  

1 1
( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )

2 2
pF p Xf p f p F p F p′′ ′= + = − +L L  
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  هو حل للمسألة التفاضليّة Fفنكون بذلك قد أثبتنا أنّ 

0

1
( ) ( ) ( ) 0

2:
lim ( ) , lim ( ) 0
p p

py p y p y p

y p y pπ
→ →∞

 ′′ ′+ − = = =

P  

u بوضع في المتحوّل اً تغيير  نجري Pلّ المسألة التفاضليّة لح 5. p=، نعرّف ف
2( ) ( )Y u y u= ّعندئذ نجد أن .d

2 ( )
d

Y
uy p

u
  ومن ثمَّ  =′

2

2

d
2 ( ) 4 ( ) 4 ( ) 4 ( )

d

Y
y p py p y p Y u

u
′ ′′= + = =  

  يحُقّقان  βو αوهذا يبرهن على وجود ثابتين 
2 2, ( ) u uu Y u e eα β∗ −

+∀ ∈ = +ℝ  
  ولكن

lim ( ) lim ( ) 0
u p

Y u y p
→∞ →∞

=  و  =
0 0

lim ( ) lim ( )
u p

Y u y p π
→ →

= =  

  إذن
2, ( ) uu Y u eπ∗ −

+∀ ∈ =ℝ  

  نستنتج أنّ الحلّ الوحيد للمسألة التفاضليّة المدروسة هو yوبالعودة إلى 

2, ( ) pp y p eπ∗ −
+∀ ∈ =ℝ  

   أنّ من وحدانية الحلّ استنتجنا  Pحل للمسألة  أيضاً  هو Fولأنّ 
2, ( ) pp F p eπ∗ −

+∀ ∈ =ℝ  
∗من  aلتكن  6.

+ℝ ، التابعولنتأمّل  
1 exp( / ) : 0

: , ( )
0 : 0

a a

a t t
g g t t

t

 − >→ =  ≤

ℝ ℝ  

1gنلاحظ أوّلاً أنّ  Xf= إذن  

1( ) ( ) ( ( ))g Xf f ′= = −L L L  
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  ومن ثمَّ 

( ) 2
1( ) ( ) pg p F p e

p

π −′= − =L  

  كما نلاحظ أنّ 

/
1, ( ) ( )a t

a

t a
t g H t e a g t

a t

− ∀ ∈ = =  
ℝ  

∗من  p، في حالة ومن ثمَّ 
+ℝنجد ،  

1 1 1

0 0

( )( ) d ( ) d ( )( )pt pau
a

t
a g p g e t a g u e u a g pa

a

∞ ∞
− − = = =  ∫ ∫L L  

  ومنه

2
1( )( ) ( )( ) pa

ag p a g pa e
p

π −= =L L  

  ú   وهي النتيجة المرجوّة.

  

): كان بالإمكان حساب  ملاحظة � )F p  يأتيمباشرة كما :  

( )

( )

( )

1/

0

1/4
2

2 2
0

2
1/4 2 1

2
0

2
1/4 2 1

0

21/4

2

2

2 1

0

1( ) d

2 exp d :

1
2 exp d

2 exp d :

1
1 exp d

1

/

/

pt t

p

p

p

F p e t
t t

p p
pu u

u u

p e p u u u

u u

u

p e p u u u

p e p u u u
u

e

t u p

∞
− −

∞

∞
− −

∞
− −

∞
− −

−

=

  = − −   

 = − −   

 = − −   

    = + − −     

=

←

←

∫

∫

∫

∫

∫

22 2 4 1
d :p s p s p ue s e

u
π

+∞
− −

−∞

    =  
 ← −   

∫

  



 310 تحويلات لابلاس وتطبيقاتها

  .في نصف مستقيم حلّ مسألة الانتقال الحراري:  تطبيق �

في  0نفترض أنّ درجة حرارته تساوي  .OXائي معدنياً على هيئة نصف مستقيم لا لنتأمّل سلكاً 
)لحظة البدء  0)t وفق تابعٍ معطى للزمن وليكن  O. يجري تسخين السلك برفع حرارة النقطة =

q ّونفترض أن .q  ّ1تابعٌ من الصفC  (0)محدودٌ هو ومشتقّه ويحُقّق 0q =.  

)تعيين المقدار  هو المطلوب , )u x t  ُثّل درجة حرارة النقطة من السلك التي فاصلتها الذي يمx  في
u:لتعيين التابع  .tاللحظة  ∗ ∗

+ +× →ℝ ℝ ℝ،  نلاحظ أوّلاً أنّ كون درجة حرارة السلك
  في لحظة البدء يعني أنّ  0تساوي 

0, ( , 0) 0x u x∀ > =  

  فيعني أنّ  qوفق التابع  Oأمّا تسخين الطرف 

0, (0, ) ( )t u t q t∀ > =  

  أي التي تصف الانتقال الحراري الجزئيّة  نعلم أنّ هذا التابع يحُقّق المعادلة التفاضليّةوأخيراً 
2

2

u u

t x
κ

∂ ∂
=

∂ ∂
  

  إذن علينا إيجاد حلّ مسألة الشروط الحدّية
2

2

0, ( ,0) 0

0, (0, ) ( )

u u

t x
x u x

t u t q t

κ
 ∂ ∂ = ∂ ∂ ∀ > = ∀ > =

   

∗من  xلإيجاد الحلّ نفترض أنهّ مهما يكن 
+ℝ  ينتمِ التابعان( , )u x )و  ⋅ , )

u
x

t

∂
⋅

∂
 إلى الفضاء 

Wفي حالة  تأمّل. عندئذ نx  من∗
+ℝ  تحويل لابلاس( , ) ( ( , ))x u xΦ ⋅ = ⋅L كما نتأمّل .

( )Q q= L ّ0 مجالعلى ما معرّفان ، ويمكننا أن نفترض أ,I σ = +∞ .  
  عندئذ نستنتج من المعادلة التفاضليّة الجزئيّة أنّ 

2

2
( , ) ( , 0) ( , ) ( ) ( , )

u
p x p u x x p x p

t x
κ

 ∂ ∂ ΦΦ − = ⋅ =  ∂  ∂
L  
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)ولأنّ  ,0) 0u x )يكون التابع  I من pحالة ه في استنتجنا أنّ  ،= , )x x pΦ֏  ًّحلا 

0تفاضليّة العاديةّ :للمعادلة ال
p

y y
κ

′′ − فقط  p يتبعان pBو pA إذن يوجد مقداران. =

  يحُقّقان
/ /( , ) p x p x

p px p A e B e
κ κ−Φ = +  

) ولكن يجب أن يكون , )x x pΦ֏  ًلأنّ تابعاً محدودا ،f .ٌكما يجب أن يكون   محدود  
(0, ) ( )p Q pΦ =  

  إذن نستتج مما سبق أنّ 

00, , ( , ) ( )exp
x

x p x p Q p pσ
κ

 ∀ > ∀ > Φ = −   
  

1/1ولكن رأينا أنهّ إذا كان 
( ) ( ) tf t H t e

t t

)2كان   =− )( ) pf p eπ −=L وعليه .

0αمهما تكن  /1]2يكن  < ] 2

2

1 pf eα α

α π

−  =  
L  إذن، باختيار

2

x
α

κ
= 

  نستنتج أنّ 

2[4 / ]

2

4
expx x

f p
x

κκ

π κ

     = −        
L  

)فإذا عرفنا في حالة  , )x t  من∗
+ ×ℝ ℝ المقدار  

2

exp : 0
( , ) 42

0 : 0

x x
t

G x t tt t

t

κπκ

    − >   =    ≤

  

)كان  ( , ))( ) exp
x

G x p p
κ

 ⋅ = −   
L  َّومن ثم  

( )0, ( , ) ( ) ( ( , )) ( , )x x q G x q G x∀ > Φ ⋅ = ⋅ = ∗ ⋅L L L  
  وعليه، لا بدُّ أن يكون

( , ) ( , )u x q G x⋅ = ∗ ⋅  
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  أو

2

0

( )
0, 0 ( , ) exp d

42

t
x q t s x

x t u x t s
ss s κπκ

 −  ∀ > ∀ > = −   ∫  

  اً يبين حرارة السلك في اللحظات المختلفة.مثالاً عدديّ  لآتياونجد في الشكل 
 

t

q

x

0

t

( ) ( ), ,x t u x t֏

  
  ú  سألة المطروحة. وهو الحلّ المطلوب للم

  

  
UIO  
JkL  
M<>  
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  الرابعالجزء مفردات دليل 
  العدد هو رقم صفحة يظهر فيها المفهوم المشار إليه ظهوراً معنوياً 

  
 12 تابع الأسي لمتحوّل عقدي ال

 15 تابع التجيب

 15 تابع التجيب الزائدي

 15 تابع التظل 

 15 تابع التظل الزائدي 

 257 تابع الجزء الصحيح

 15 تابع الجيب

 15 ديتابع الجيب الزائ

 15 تابع الظل 

 15 تابع الظل الزائدي 

 82 تابع القوّة

 76 تابع اللوغاريتم الأساسي

 BESSEL 267 تابع بِسل

 16 تابع تحليلي

 RIEMANN 109 تابع ريمان

 71 ,8 تابع عقدي قابل للاشتقاق

 158,161 ومورفيير تابع م

 HEAVISIDE  246 تابع هِفيسايد

 71 ,8 تابع هولومورفي

 LAPLACE  252 تحويل لابلاس

 272 تحويل لابلاس ثنائي الجانب

 110 تشويه مستمر

 111 تشويه مستمر لنقطة

 75 تعيين الأساسي لزاوية ال

 77 تعيين مستمر للزاوية

 77 تعيين مستمر للوغاريتم

 7 تقارب بالنظيم

 6 تقارب بسيط

 6 تقارب منتظم

 6 تقارب منتظم على كل متراصّة

 FRESNEL 180 ل فرنيلتكام

 245 توابع الأصل

 ABEL  2 آبل توطئة

 247 جداء التلاف

 158 زء القطبي الج

 151 حلقة في المستوي العقدي

 87 دائرة

 88 دليل نقطة بالنسبة إلى منحن

 163 راسب ال

 19 رتبة مضاعفة

 74 زاوية عدد عقدي

 6 شرط كوشي بانتظام

 72 شرطا كوشي ريمان

 19 صفر بسيط

 19 صفر مضاعف

 19 صفر معزول

 99,109 علاقة كوشي

 245 فاصلة التزايد

 4 قرص التقارب

 155 قرص منقوص

 158 قطب 

 87 قطعة مستقيمة
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 75 لوغاريتم عدد عقدي

 105 مبدأ الطويلة العظمى

 262 مبرهنة القيمة الابتدائيّة

 261 مبرهنة القيمة النهائيّة

 ABEL 10 آبلمبرهنة 

 PICARD  161 مبرهنة بيكارد

 D'ALEMBERT  107 مبرهنة دالمبير

 فايرشتراس مبرهنة
WEIERSTRASS  160 

 LIOUVILLE 103 مبرهنة ليوفيل

 MORERA  102 مبرهنة موريرا

 CAUCHY  102 متراجحات كوشي

 5 تسلسلة الصحيحة المشتقة الم

 TAYLOR  16 متسلسلة تايلور

 LAURENT  149 متسلسلة لوران

 88 مثلّث 

 111 مجموعة بسيطة الترابط

 160 مجموعة كثيفة

 17 مجموعة مترابطة

 19 مسألة التمديد التحليلي

 1 ستوي العقدي الم

 270 معادلة تكاملية

 3 معيار كوشي 

 151 نشر بمتسلسلة لوران ال

 252 نصف المستوي

 2 نصف قطر التقارب

 158 نقطة شاذّة أساسيّة

 156  ذة كاذبةنقطة شا

 156 نقطة شاذة معزولة

  

  

  
qwe  
agd  
zxc  



0  

 المعهد العالي

    للعلوم التطبيقية والتكنولوجيا

 التحليل التحليل التحليل التحليل 
 الدكتور عمران قوبا

4 

 المتسلسلات الصحيحة

 الهولومورفية والميرومورفيةالتوابع 

 نظرية الرواسب

 تحويلات لابلاس

 المعهد العالي للعلوم التطبيقية والتكنولوجيا
Higher Institute for Applied Sciences and Technology 

www.hiast.edu.sy 

ا�كتور عمران قو� المركز الثاني في مسابقة انتقاء  احتل� 
أساتذة التعليم العالي على مسـتوى الجمهورية الفرنسـية 

شهادة  ، وحصل على1985في عام “ يـونأغرغاس ـ”
ليل التح اختصاصفي  ا�كتوراه في الرIضيات البحتة

 . 1990التابعي من جامعة بيير وماري كوري في �ريس عام 
 

. وقد 1990ام العالي للعلوم التطبيقية والتكنولوجيا منذ ع المعهديدرّس ا�كتور قو� الرIضيات في 
وضع في هذه السلسc من الكتب العلميّة أغلب الموضوعات التي درّسها في المعهد العالي في 

ام، والجبر الخطّي، والتحليل، والمعادلات التفاضلية، والتحليل العقدي، مجالات الجبر الع
والتحويلات التكاملي�ة وغيرها، وقد أغنى السلسc �لعديد من الأمثc والتطبيقات والمسائل 

 والتمرينات.

ما، أداة �مّة لكلِّ الراغبين في دراسة الرIضياّت بصفتها علماً وفناًّ قائمينَْ بذاته السلسcتمثلّ هذه 
 .اسـتعمال الرIضيّات بصفتها أداة �مّة ومفيدة في جميع العلوم الحديثةفي أو لأولئك الراغبين 

 
لمتسلسلات افي هذا الجزء الرابع من سلسc التحليل، يدرس القارئ مبادئ التحليل العقدي: 

الصحيحة والتوابع الهولومورفية ونظرية الرواسب، وتحويلات لابلاس بصفتها نوعاً �ماً من 
    .التحويلات التكاملية ذات التطبيقات الهندسـية العديدة
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