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شهادة  ، وحصل على1985في عام “ يـونأغرغاس ـ”
ليل التح اختصاصفي  ا�كتوراه في الرIضيات البحتة

 . 1990التابعي من جامعة بيير وماري كوري في �ريس عام 
 

. وقد 1990ام العالي للعلوم التطبيقية والتكنولوجيا منذ ع المعهديدرّس ا�كتور قو� الرIضيات في 
وضع في هذه السلسc من الكتب العلميّة أغلب الموضوعات التي درّسها في المعهد العالي في 

قدي، عمجالات الجبر العام، والجبر الخطّي، والتحليل، والمعادلات التفاضلية، والتحليل ال
والتحويلات التكاملي�ة وغيرها، وقد أغنى السلسc �لعديد من الأمثc والتطبيقات والمسائل 

 والتمرينات.

ما، أداة �مّة لكلِّ الراغبين في دراسة الرIضياّت بصفتها علماً وفناًّ قائمينَْ بذاته السلسcتمثلّ هذه 
 م الحديثة.داة �مّة ومفيدة في جميع العلو اسـتعمال الرIضيّات بصفتها أ في أو لأولئك الراغبين 

 
: ، يدرس القارئ مبادئ تحليل فورييهالرIضي في هذا الجزء الخامس من سلسc التحليل

متسلسلات فورييه وتحويلات فورييه ونظرية القياس وتكامل لوبيغ ونظرية التوزيعات والتوابع 
    .المعمّمة

ضي
ريا

 ال
ل
لي
تح

ال
    

وبا
 ق

ن
مرا

 ع
ور
كت

لد
ا

 

5 



    تحليلال
  

    الخامسالجزء 
  

  

  

  

���� ���	
 ���
���  
  

  

  

  

  

  

  

  منشورات المعهد العالي للعلوم التطبيقية والتكنولوجيا
2018  

 





  التحليلالتحليلالتحليلالتحليل

  الخامسالجزء 

  عمران قو�عمران قو�عمران قو�عمران قو�
  

  تصميم الغلاف: المؤلف
  

  من منشورات المعهد العالي للعلوم التطبيقية والتكنولوجيامن منشورات المعهد العالي للعلوم التطبيقية والتكنولوجيامن منشورات المعهد العالي للعلوم التطبيقية والتكنولوجيامن منشورات المعهد العالي للعلوم التطبيقية والتكنولوجيا
  ....2018201820182018الجمهورية العربية السورية، الجمهورية العربية السورية، الجمهورية العربية السورية، الجمهورية العربية السورية، 

  

  ).CC-BY-ND 4.0حظر Rشـتقاق ( –النسب للمؤلف  -هذا الكتاب منشور تحت رخصة المشاع الإبداعي
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 .2017عقيل سلوم،  ل¬كتورلترموديناميك"، "ا −

 .2017مصطفى الجرف،  ل¬كتور"دليل الرسام الصناعي"،  −

 .2018، ل¬كتور عمران قو�"التحليل، الجزء الثالث"،  −

 .2018، ل¬كتور عمران قو�"التحليل، الجزء الرابع"،  −

 .2018، ل¬كتور عمران قو�"التحليل، الجزء الخامس"،  −
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م المعهد العالي للعلوم التطبيقية والتكنولوجيا مؤسسة حكومية للتعليم العالي أحدثت بموجب المرســو 
علمية متميزة من ×ندسين و�حثين للإسهام  أطر، وذr بهدف إعداد 1983/ لعام 24التشـريعي رقم /

  الفاعل في عملية التطوير العلمي والتنمية في الجمهورية العربية السورية.
يمنح المعهد العالي درجة الإجازة في الهندسة في الاتصالات والمعلوماتية والنظم الإلكترونية والميكاترونيكس 
وعلوم وهندسة المواد وهندسة الطيران. يقبل المعهد العالي Áراسة هذه Rختصاصات شريحة منتقاة من 

لعالي أيضاً برامج ماجسـتير أكاديمي في نظم المتفوقين في الشهادة الثانوية من الفرع العلمي. يتيح المعهد ا
الاتصالات وفي التحكم والروبوتيك وفي نظم المعطيات الكبيرة ونظم المعلومات ودعم القرار وفي علوم 

يمنح المعهد العالي درجة اÁكتوراه في الاتصالات والمعلوماتية و وهندسة المواد وعلوم وهندسة البصرæت. 
تطبيقية. تحُدث في المعهد العالي اختصاصات جديدة بحسب متطلبات سوق العمل ونظم التحكم والفيزæء ال 

  وتوºات البحث والتطوير المحلية والعالمية.

وبمختبراته ا©هزة تجهيزاً عالياً وببنيته التحتية الفريدة في العالي التاهٔيل  الكفوءة ذات باطٔرهيمتاز المعهد 
وفعالياته العلمية اìتلفة نشاطاً  أطرهس المعهد العالي عبر ºود القطر. إلى جانب النشاط التعليمي، يمار 

حثيثاً في البحث والتطوير، إذ ينفذ مشاريع متنوعة لصالح الجهات العامة والخاصة في القطر، كما يتعاون مع 
ية ºات خارج القطر في بعض المشاريع البحثية والتطويرية. يسعى المعهد أيضاً، عبر دورات تدريبية نظر 

 فريقه العلميوعملية متاحة للقطاعين العام والخاص وللأفراد، إلى إفادة أوسع فئة من المهتمين من إمكانيات 
  ومختبراته.

اسـتكمالاً Áور المعهد العالي الرائد في مجال التعليم ونشر العلم، يحرص المعهد العالي على نشر كتب علمية 
ما هو تدريسي يوافق المناهج في المعهد العالي ويفيد شريحة  ، منهاأطره العلميةعالية المسـتوى من نتاج 

واسعة من الطلاب الجامعيين عموماً، ومنها ما هو علمي ثقافي. يخضع الكتاب قبل نشره إلى عملية تقويم 
علمي من مجموعة منتقاة بعناية من أصحاب Rختصاص، إضافةً إلى تدقيق لغوي حفاظاً على سوية عالية 
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  المشاع الإبداعي لتعميم الفائدة على شريحة واسعة من القراء.

  للتواصل مع المعهد العالي وRطلاع على شروط النشر واخٓر المنشورات وتحميل المتاح منها:

  31983عهد العالي للعلوم التطبيقية والتكنولوجيا، دمشق، ص.ب الم 
   5123819(11)(963)+  هاتف
    5140760(11)(963)+  فاكس

  contact@hiast.edu.syبريد إلكتروني 
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أغنوا بملاحظام فحوى هذا  نجميع الزملاء الذيإلى أتقدّم بالشكر العميق 
    .الكتاب، وأسهموا في إعطائه شكله النهائي هذا

وأخص بالشكر المعلم الفاضل الأستاذ الـدكتور موفـق دعبـول، والأسـتاذ الـدكتور 
ة لهذا الكتاب وعلـى محمد بشير قابيل والدكتور خالد حلاوة على قراءم المتمعّن

الملاحظــات القيّمــة الــتي أبــدوها عليــه. وأخــيراً، ولــيس آخــراً، أتقــدم بجزيــل الشــكر 
والامتنان إلى الأستاذ مروان البـواب الـذي دقـّق الكتـاب لغويـاً وأسـهم بملاحظاتـه 

  ومقترحاته في تحسين صياغة العديد من الفقرات.
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يتعامل مع الأعداد الحقيقيّة والأعداد العقديةّ  هو فرعٌ من فروع الرياضيّات التحليل الرياضيّ   
  التكامل والتفاضل في أطرها العامّة.والتوابع، وهو يدرس مفاهيم الاستمرار و 

ع اختراع تاريخياً، يمكن إرجاع بدايات هذا الفرع من فروع الرياضياّت إلى القرن السابع عشر، م  
نيوتن ولايبنتز حسابيَ التفاضل والتكامل، ثمُّ تطوّرت موضوعات المعادلات التفاضليّة وتحليل فورييه، 
والتوابع المولّدة في العمل التطبيقي في القرنين السابع عشر والثامن عشر، وجرى استخدام تقانات 

  نقطعة، والمسائل المتّصلة.حسابيَ التفاضل والتكامل بنجاح في تقريب العديد من المسائل الم

طوال القرن الثامن عشر،  وبقي تعريف مفهوم التابع موضع نقاش ومحاورة بين الرياضيّاتيين  
أوّل من وضع التحليل الرياضي على أسس منطقيّة صلبة بإدخاله مفهوم  CAUCHYوكان كوشي 

د الصوريةّ الأساسيّة متتاليات كوشي وذلك مع بداية القرن التاسع عشر. كما أرسى كوشي القواع
للتحليل العقدي ووضع شروطاً تضمن وجود حلول للمعادلات التفاضليّة ووحدانية هذه الحلول. 

وغيرهم المعادلات التفاضليّة  FOURIERوفورييه  LIOUVILLEوليوفيل  POISSONودرسَ بواسون 
  الجزئيّة والتحليل التوافقي.



نظريتّه في التكامل. وشهد الثلُث  RIEMANNوفي منتصف القرن التاسع عشر وضع ريمان   
الأخير من ذلك القرن إعادة التنظيم الأخيرة للمفاهيم الأساسيّة في التحليل الرياضي بجهود فايرشتراس 

WEIERSTRASS  الذي رأى أنّ النظرة الهندسيّة لمفاهيم النهاية والاستمرار تقود أحياناً إلى ،
ε-يفاستنتاجات خاطئة، فوضع ما يسمّى تعر  δ  م يفترضونّللنهاية. وبعدها تنبّه الرياضياّتيّون إلى أ

وجود مجموعة "متّصلة" من الأعداد الحقيقيّة دون أي إثبات على وجود هذه اموعة، فأنشأ ديدكند 
DEDKINDE  في الوقت مجموعة الأعداد الحقيقيّة مستخدماً ما سمُيّ لاحقاً "مقاطع ديدكند"، وجرت

نفسه تقريباً محاولات تطوير المبرهنات المتعلّقة بتكامل ريمان، وهذا ما أدّى إلى دراسة "قياس" 
  اموعات التي تكون عليها التوابع الحقيقيّة منقطعة.

المتمثلّة بتوابع غريبة مثل التوابع الحقيقيّة التي لا تقبل الاشتقاق عند  »الوحوش«وبدأت تظهر   
وبورلِ  JORDANو تلك التوابع التي تملأ منحنياا الفراغ. وفي هذه الحقبة، طوّر جوردان أيةّ نقطة، أ
BOREL  نظريّة القياس، وطوّر كانتورCANTOR  ّللمجموعات. »الساذجة«ما يعُرف اليوم بالنظرية  

ة ومع بداية القرن العشرين صار التحليل الرياضي يُصاغ باستخدام المفاهيم الجديدة في نظريّ   
 HILBERTمسألة نظريةّ القياس والتكامل، وأدخل هِلبرت  LEGESGUEاموعات، وحلّ لوبيغ 

مفهوم الفضاءات التي عُرفت فيما بعدُ باسمه لحل المعادلات التكامليّة، وكان مفهوم الفضاء الشعاعي 
  عي.ات من ذلك القرن التحليل التابيفي العشرين BANACHالمنظّم في الجوّ، إذ أنشأ باناخ 

بدأت مفاهيم التوابع المعمّمة أو التوزيعات تظهر في ايات القرن التاسع عشر، وذلك في   
ونظريةّ ريمان للمتسلسلات المثلثيّة التي هي  LAPLACE، وتحويلات لابلاس GREENإطار توابع غرين 

ليست متسلسلات فورييه لتوابع قابلة للمُكاملة على سبيل المثال. وقاد الاستخدام المـكُثّف لتحويلات 
لابلاس، واستخدام طرائق الحساب الرمزي إلى ما صار يعُرف بحساب العمليات. حملت هذه الطرائق 

  نّ تعليل صحّتها كان يعتمد على متسلسلات متباعدة. سمعة سيئة بين الرياضياّتيين لأ

أمّا المرةّ الأولى التي احتل فيها مفهوم التابع الـمُعمّم موقعاً مركزياًّ في الرياضيّات فقد جاءت في   
إطار تكامل لوبيغ، إذ صار التابع القابل للمكاملة بمعنى لوبيغ مُكافئاً لأي تابع يتفق معه اتفاقاً شبه 

 IRACDات من القرن العشرين، إذ راح ديراك يات والثلاثينيفي العشرين δظهر تابع ديراك أكيد. و 
  يتعامل مع القياس بصفته تابعاً بالمعنى التقليدي.

  



  

وذلك في اية  SCHWARTZوجاء التتويج النهائي لهذه المفاهيم في نظريةّ التوزيعات لشوارتز   
كن في إطار يمالقرن العشرين. تكمن نقطة الضعف الأساسيّة في هذه النظريةّ في أنهّ لا ات من يالأربعين

هذه النظريةّ معالجة المسائل اللاخطيّة، فالتوزيعات بمعنى شوارتز لا تؤلّف جبراً، ولا يمكن حساب 
  جداء ضرب التوزيعات كما تُضرب التوابع.

، وهو موجّه إلى طلاب سيتابعون دراستهم في يهدف هذا المؤلف إلى دراسة التحليل الرياضي  
  مجالات هندسيّة، ومكوّن من خمسة أجزاء.

  نعالج في هذا الجزء الخامس الموضوعات الآتية:

تقارب النشر التوابع الدوريةّ بمتسلسلات فورييه، وأنماط  لحادي والعشرونيدرس الفصل ا �
  ، وبعض التطبيقات.لهذه المتسلسلات المختلفة

مقدّمة حول نظريةّ القياس وتكامل لوبيغ، ومبرهنات  لثاني والعشرونل االفص ويعرض �
التقارب المختلفة، والتكاملات التابعة لوسيط، والتكاملات المضاعفة، وفضاءات التوابع 

  .pLالقابلة للمكاملة، والفضاءات 

 فضاء التوابع القابلة فورييه فيتحويلات دراسة  شرونالعالثالث و الفصل  ويتضمّن �
  .2Lللمكاملة، وفي فضاء التوابع ذات التناقص السريع، وفي الفضاء 

على دراسة توزيعات شوارتز، والعملياّت عليها،  شرونالعالرابع و الفصل  وأخيراً يحتوي �
ذات الحوامل  وكذلك يدرس التوزيعات .والتوزيعات الـمُلطفّة، وتحويلات فورييه عليها

  المتراصّة.

  

 ،هذا ويتبع كل فصل من فصول الكتاب مجموعة من التمرينات المتباينة في درجات صعوبتها
  دف إلى مساعدة الطالب على اكتساب المهارات اللازمة، واستيعاب المفاهيم المدروسة.



رياً عن قراءة قصّة ومن المفيد هنا الإشارة إلى أنّ دراسة كتاب رياضيات تختلف اختلافاً جوه
أو كتاب شعر يستمتع ما المرء جالساً على كرسي مريح، إذ لا بدُ من قلم وورقة ومنضدة نجلس 

   ومعاناة.نعالج المادّة النظريةّ ونغُالب التمرينات حلاًّ  ،إليها

لذلك ننصح القارئ ألاّ يطلّع على الحلول الـمُقترحة للتمارين إلاّ بعد أن يستنفد جميع 
لات حلها، وعليه في جميع الأحوال إعادة صياغة الحلّ بلغته ليضمن الاستيعاب الكامل للمفاهيم محاو 

  والأفكار الـمُعالجة.
  

ور، وأُعرب نّ ختاماً، أزُجي الشكر لجميع الزملاء الذين ساهموا في إخراج هذا الكتاب إلى ال
  ول فحوى هذا الكتاب.ن حيْ سلفاً عن شكري لكلّ زميل يبُدي ملاحظة أو انتقاداً بنّاءَ 
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  متسلسلات فورييـه 

فضاء التوابع  1.
2
R
π

  

  .سابقاً الذي درسناه  Rنذكر فيما يلي بتعريف توابع الصف 

]ليكن  .تعريف 1-1. , ]a b ير تافه من مجالاً متراصّاً وغℝ إنّ . نقول : [ , ]f a b → ℝ  ينتمي
إذا وفقط إذا وُجدت متتالية من التوابع المستمرةّ قِطعَياًّ متقاربة بانتظام على  R الصف إلى

[ , ]a b  منfنقطة من يكافئ  . و اية من اليمين عند كل هذا الشرط وجود[ [,a b  ايةو
[من اليسار عند كل نقطة من  ],a b للتابع f تابع ال إنّ . ونقول: [ , ]f a b → ℂ ينتمي 

Imمن  ا انتمى كل إذ Rالصف  إلى f وRe f  إلى الصفR تابع ال إنّ . وأخيراً نقول
:f →ℝ ℂ 2 ينتمي إلى الصفπR2 ، ونكتب عندئذf π∈ R  إذا وفقط إذا كان

f 2 تابعاً دورياً ويقبلπ  دوراً له، وانتمى مقصورf  ال0,2]على ا ]π  إلى الصفR.  
   : ℝمن  x، و2πRمن  fفي حالة  الآتيةالرموز لقد جرت العادة أنّ نستخدم 

,
( ) lim ( )

t x t x
f x f t+

→ >
و  =

,
( ) lim ( )

t x t x
f x f t−

→ <
=  

   ملاحظات 2-1.
دوريةّ، وذلك لأنّ دراسة التوابع التي تقبل العدد −2πفصل التوابع الـ سندرس في هذا ال  �

T .دوراً لها تؤول إلى الحالة السابقة بتغيير بسيط للمتحوّل  
التوابع،  عجم مثلل المألوفة جبراً بالنسبة إلى قوانين التشكي 2πRتكون مجموعة التوابع  �

ضرب التوابع بعدد عقدي، وضرب التوابع. ويحتوي هذا الجبر على جبر التوابع و 
أي جبر التوابع  2πCى ة قِطعياًّ وهذا بدوره يحتوي علدوريةّ المستمرّ −2πالـ
  والمستمرةّ.دوريةّ −2πالـ

2التكامل  فإنّ  2πRتابعاً من  fإذا كان  �
( )d

a

a
f t t
π+

 الحقيقي لا يتعلّق بالعدد ∫
a  ونرمز إليه بالرمز( )df t t∫

T

∫fأو  
T

.  
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 2 متسلسلات فورييـه

  ، عرفّنا2πRتابعين من  gو fإذا كان 
1

, ( ) ( )d
2

f g f t g t t
π

〈 〉 = ⋅∫
T

و    
2

,f f f= 〈 〉  

⋅,إنّ التطبيق  لى، وخطّي بالنسبة إلى المركبة الثانية، نصف خطّي بالنسبة إلى المركبة الأو  تطبيق ⋅
, الشرط لأنّ  ،2πR هرمتي وموجب. ولكنّه ليس جداءً سلمياًّ علىهو و  0f f لا يقتضي  =
0f ⋅,. نقول في مثل هذه الحالة إنّ = . ولكنّ مقصور 2πRعلى  سلّمينصف جداء  ⋅

,⋅ 2على الفضاء  ⋅ 2π π×C C  2يجعل منπC على ⋅2 فضاءَ جداء سلّمي ويكون مقصور 
2πC .ًنظيما  

  أي المعرّف بالعلاقة ؛النظيم المنتظم 2πRم أيضاً، على الفضاء نستخد

2
[0,2 ]

, sup ( ) sup ( )
x x

f f f x f xπ
π

∞ ∈ ∈
∀ ∈ = =R

ℝ
  

. عندئذ ينتمي التابع ℝعدداً من  x، وليكن 2πRتابعين من  gو f ليكن .تعريف 3-1.
( ) ( )t f t g x t−֏ 2 إلىπR فنضع بالتعريف  

1
( ) ( ) ( )d

2
f g x f t g x t t

π
∗ = −∫

T

  

) العددَ  x دبالعد قرندوريّ الذي ي−2πوعندها نسمّي التابع الـ   )f g x∗  ّجداءَ التلاف 
  .gو f لتابعينل
tيبين تغيير المتحول   x u−֏ ففي التكامل الذي يعُر ( )f g x∗ ء التلافّ أنّ جدا

fتبديلي أي  g g f∗ = ∗.  

f، عندئذ يكون التابع 2πRتابعين من  gو fليكن  .مبرهنة 4-1. g∗ مستمراً. أي  

2 2 2( , )f g f gπ π π∈ × ⇒ ∗ ∈R R C  
  الإثبات

  : المهمة الآتيةلنذكر أوّلاً بالخاصة 
: ليكن [ , ]h a b → ℂ  تابعاً مستمراً، عندئذ تتقارب المتتالية( )n nh ∗∈ℕ ،المعرّفة بالصيغة الآتية 

( ) ( )b a x a
nn b ah x h a n− −

− = +   التابع  من، بانتظامh .  



3 
2π
R   فضاء التوابع 

]على  hفي الحقيقة، إنّ إثبات هذه الخاصّة بسيط انطلاقاً من الاستمرار المنتظم للتابع  , ]a b وقد ،
  .كذلك في بحث تحويلات لابلاس في الجزء الرابع  ، عرضناه في تمارين بحث متتاليات التوابع

, تابعٌ ثابتٌ على كل من االات nhنلاحظ أنّ التابع  ( 1)n na k a kδ δ + + +   
0حيث  k n≤ )و    > )/n b a nδ = −  

]فنقول إنهّ تابع درجيّ. نستنتج إذن أنّ مجموعة التوابع الدرجيّة على  , ]a b  كثيفة في ة  مجموعن تكو
]ة على فضاء التوابع المستمرّ  , ]a b  .بالنسبة إلى التقارب المنتظم  

:وإذا كان  [ , ]h a b → ℂ  ًّ0 جدناو مستمراً قِطعَيا 1 1na t t t b+= < < <  تجعل كلاًّ  ⋯=
من التوابع 

1] , [k kt th
+

]1 بع مستمر علىتمديد إلى تاقابلاً لل  , ]k kt t . إذن يمكن تقريب التابع +

1] , [k kt th
+

بمتتالية  ذاته h بانتظام بمتتالية من التوابع الدرجيّة، وبناءً على ذلك يمكن تقريب التابع 
  متقاربة بانتظام من التوابع الدرجيّة. 

:كان   وأخيراً إذا [ , ]h a b → ℂ  تابعاً من الصفR وجدنا متتالية ( )n nh ∈ℕ
ɶ  من التوابع

lim تحققالمستمرة قِطعَِياً 
u

n
n

h h
→∞

= ɶ ّاً كان . واستناداً إلى المناقشة السابقة نجد، أيn ّاً ، تابعاً درجي

nh قيحُق 
[ , ]
sup 2 n

nn
a b

h h −− ≤ɶ  وعلى هذا يكونlim
u

n
n

h h
→∞

. نستنتج إذن أنّ مجموعة =

]التوابع الدرجيّة على  , ]a b   كثيفة في فضاء التوابع التي تنتمي إلى الصفR  على[ , ]a b  بالنسبة
  إلى التقارب المنتظم.

)، عندئذ نجد متتالية 2πR من f ليكن )n nf ∈ℕ  ّ0,2]ة على من التوابع الدرجي ]π  متقاربة
0,2] منبانتظام  ]f π وعندها، مهما تكن .x  منℝيكن ، : 

2

0

[0,2 ]

d
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

1
sup

2

n n

n

t
f g x f g x f t f t g x t

f f g

π

π

π

π

∗ − ∗ ≤ − −

≤ − ⋅

∫

∫
T

  

  أو
[0,2 ]

1
sup sup

2n nf g f g f f g
ππ

∗ − ∗ ≤ − ⋅ ∫
T

ℝ
  

) أي تتقارب المتتالية )n nf g ∈∗ ℕ  التابع  منبانتظامf g∗ البرهان أن  ينُجز. إذن يكفي حتى
nfنثبتَ أنّ التوابع  g∗  ّاً كانت ة، أيّ مستمرn  منℕ.  
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: ليكن [0,2 ]h π → ℂ 0أعداد  تابعاً درجياًّ. إذن يوجد 1( )k k mt ≤ ≤ توجد أعداد و  +
0( )k k mλ ≤ 0 تحقّق ≥ 1 10 2mt t t π+= < < <   و ⋯=

1{0,1, , }, ] , [, ( )k k kk m t t t h t λ+∀ ∈ ∀ ∈ =…  
  وبناءً على هذا يكون 

1

1
0 0

( ) ( )d ( )d
2 2

k k

k k

t x tm m
k k

k kt x t

h g x g x t t g u u
λ λ

π π

+

+

−

= = −

∗ = − =∑ ∑∫ ∫  

hوالتابع  g∗  لأنّ التابع  مستمر
0

( ) ( )d
t

t G t g u u=   �  .مستمر تابعٌ  ֏∫

  Fourierمتسلسلات فورييه  تعريف 2.

)بالعلاقة  2πC من ke، نعرّف التابع ℤمن  kليكن  .تعريف 1-2. ) exp(i )ke x kx= ،
) الجماعة فيونسمي كل عبارة خطيّة  )k ke ∈ℤ ونرمز بالرمزكثير حدود مثلّثي ، T  إلى

) أي فضاء كثيرات الحدود المثلثيّة )vect ( )k ke ∈=T ℤوإذا كان . n  منℕ  عرفّنا
) الفضاء الشعاعي الجزئي )vect ( )n k k ne ≤=T ر أنّ الجماعةنذك .( )k ke ∈ℤ  نتكو
)2 بالنسبة إلى الجداء السلمي الذي عرّفناه على(.T لفضاءأساساً متعامداً نظامياً ل πC.  

  ، ولنتأمّل التطبيق الخطّي2πR من fليكن  
2 2: ,fT g f gπ π→ ∗R R ֏  

  ، فلديناℤمن  kنلاحظ أنهّ، مهما تكن 
i ( )

i i

1
, ( )( ) ( ) d

2

1
( ) d

2

, ( )

k x t
f k

kt kx

k k

x T e x f t e t

f t e t e

e f e x

π

π

−

−

∀ ∈ =

  = ⋅   
= 〈 〉

∫

∫
T

T

ℝ

  

)ماعة فالج )k ke ∈ℤ  نة من أشعة ذاتيّة للتطبيق الخطّيمكوfT والقيمة الذاتيّة الموافقة للشعاع الذاتي ،
ke  هي,ke f〈   .الآتيلنا هذه الملاحظة وضع التعريف  برر. ت〈
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)، نعرّف الجماعة 2πR من f ليكن .تعريف 2-2. ( ))n nC f ∈ℤ بالعلاقة  
i1

, ( ) ( ) d ,
2

nt
n nn C f f t e t e f

π

−∀ ∈ = = 〈 〉∫
T

ℤ  

)، ونسمّي العددf1 للتابع طيف فورييهونسميها    )nC f فورييه الأسّي )أو مُعامل( ثابت 
  .fللتابع  nمن المرتبة 

  لقد أثبتنا أنّ   

2 , , ( )n n nf n f e C f eπ∀ ∈ ∀ ∈ ∗ = ⋅R ℤ  
) ، نعرّف الجماعتين2πR منتابعاً  f ليكن .تعريف 3-2. ( ))n na f ∈ℕ و( ( ))n n

b f ∗∈ℕ 
  : بالعلاقتين

1
, ( ) ( )cos d

1
, ( ) ( )sin d

n

n

n a f f t nt t

n b f f t nt t

π

π

∀ ∈ =

∀ ∈ =

∫

∫
T

T

ℕ

ℕ

  

  . ونتيقن بسهولة صحةَ العلاقات fللتابع  فورييه المثلثيّة )أو مُعاملات( ثوابتونسمّيهما   

( )

, ( ) ( ) ( )

, ( ) i ( ) ( )

n n n

n n n

n a f C f C f

n b f C f C f

−

∗
−

∀ ∈ = +

∀ ∈ = −

ℕ

ℕ
  

) لتكن .اصطلاح 4-2. )n nλ ∈ℤ  فضاء شعاعي منظّم. نصطلح أنّ نستخدم عناصر جماعة ما من

nالرمز 
n

λ
∈
∑
ℤ

0دلالة على المتسلسلة  
1

( )n n
n

λ λ λ

∞

−
=

+ +∑.  

  متسلسلة التوابع fللتابع  متسلسلة فورييه، نسمّي 2πR من f ليكن .تعريف 5-2.
( ) ( )n n

n

S f C f e
∈

= ∑
ℤ

  

  الصيغة :أو، بأسلوب مُكافئ، متسلسلة التوابع المعرفّة ب  

( )0

1

( )
, ( )( ) ( )cos ( )sin

2
n n

n

a f
x S f x a f nx b f nx

∞

=
∀ ∈ = + +∑ℝ  

                                              
  ?1fTالأصحّ أن نقول طيف 1
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  خواص ثوابت فورييـه 3.

بعض الخواص البسيطة التي تُبرهَنُ مباشرة انطلاقاً من التعريف تاركين تفاصيل  الآتيةبرهنة الملخصُ ت
 الإثبات تمريناً للقارئ.

  مبرهنة  1-3.

  ، عندئذ ℂمن  µو λ، وليكن 2πRتابعين من  gو f ليكن 1.
, ( ) ( ) ( )n n nn C f g C f C gλ µ λ µ∀ ∈ + = +ℤ  

  بالعلاقة 2πRمن  fτ . نعرفℝمن  τ، و2πR من f ليكن 2.
( ) ( )f x f xτ τ= −  

  عندئذ يكون
i, ( ) ( ) n

n nn C f C f e τ
τ

−∀ ∈ = ⋅ℤ  
)لتكن  ، و2πR من f يكنل 3. , )n m  2منℤعندئذ يكون ، 

( ) ( )n m n mC e f C f−⋅ =  

  .نأتي الآن إلى مبرهنة مهمّة جداً و 

  ، عندئذ2πRتابعين من  gو f : ليكن مبرهنة 2-3.
, ( ) ( ) ( )n n nn C f g C f C g∀ ∈ ∗ = ⋅ℤ  

  الإثبات
0nلقيمة لنبدأ بإثبات الحالة الخاصّة الموافقة ل � fور التابع مّا كان مقصـ. ل= g∗  العلى ا

[0, 2 ]π  ّاً استنتجنا أنّ مستمر  
2 1

0
00

1 1 2
( ) ( )d lim

2

m

m
k

k
C f g f g x x f g

m m

π −

→∞ =

 π ∗ = ∗ = ∗  π  ∑∫  

fوإذا عُدنا إلى تعريف  g∗ واستخدمنا الخاصّة الخطيّة للتكامل استنتجنا  
2 1

0
00

1 1 2
( ) lim ( ) d

2

m

m
k

k
C f g f t g t t

m m

π
π

π

−

→∞ =

    ∗ = −     
∑∫  
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  لنعرف إذن
1

0

1 2
: [0,2 ] , ( ) ( )

m

m m
k

k
h h t f t g t

m m

π
π

−

=

 → = ⋅ −   ∑ℂ  

0أياً كانت  Rينتمي إلى الصف  mhلاحظ أنّ ن m< ّوأن ،  
2

0

0

1
[0,2 ], lim ( ) ( ) ( )d

2

1
( ) ( )d ( ) ( )

2

m
m

t h t f t g u t u

f t g w w C g f t

π

π
π

π

→∞
∀ ∈ = ⋅ −

= ⋅ = ⋅

∫

∫
T

  

  وأخيراً نرى أنّ 
, [0,2 ], ( )mm t h t f gπ∗

∞ ∞
∀ ∈ ∀ ∈ ≤ℕ  

  فإذا استخدمنا مبرهنة التقارب للوبيغ استنتجنا أنّ 
2 2

0

0 0
2

0

0

1 1
( ) lim ( )d lim ( )d

2 2

1
( ) ( )d

2

m m
m m

C f g h t t h t t

C g f t t

π π

π

π π

π

→∞ →∞
∗ = =

= ⋅

∫ ∫

∫
  

0أو  0 0( ) ( ) ( )C f g C f C g∗ = 0nالمطلوب في حالة  إثبات ، وبذا يتم⋅ =.  
  نلاحظ أنّ  ، عندئذℤمن  nالحالة العامّة، لتكن  لنثبتْ  �

2

i i ( )

0
2

i

0

1
( ) ( )( ) ( ) ( )d

2

1
( ) ( )d

2

( )( )

nt n x t
n n

nx

n

e f e g x e f t e g x t t

e f t g x t t

e f g x

π

π

π

π

− − −
− −

−

−

⋅ ∗ ⋅ = −

= ⋅ −

= ⋅ ∗

∫

∫  

  وعليه يكون 
( ) ( ) ( )( )0 0

0 0

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

n n n n

n n n n

C f g C e f g C e f e g

C e f C e g C f C g

− − −

− −

∗ = ∗ = ∗

= ⋅ = ⋅
  

  �  وهذا هو المطلوب.
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  ، عندئذ2πRتابعاً من  f ليكن .Bessel بِسِل متراجحة – مبرهنة 3-3.
2 21

( ) ( ) d
2n

n

C f f t t
π∈

≤∑ ∫
Tℤ

  

  الإثبات
  . نضع بالتعريفℕمن  n، ولتكن 2πRتابعاً من  f ليكن

( ) ( ) ,
n n

n k k k k
k n k n

S f C f e e f e
=− =−

= ⋅ = 〈 〉 ⋅∑ ∑  

) ونتحقّق بسهولة أنّ  ), 0n pf S f e〈 − 〉 ] اال من pالعدد  اً كانتأيّ  = ],n n− ومنه .
  نستنتج أنّ 

( ), ( ) 0n nf S f S f〈 − 〉 =  
  ومن ثمَّ 

2 2 2 2
22 2 2( ) ( ) ( )n n nS f S f f S f f≤ + − =  

  ولكن نجد بحساب بسيطٍ أنّ 
2 2
2( ) ( )

n

n k
k n

S f C f
=−

= ∑  

  إذن
2

2 2

0

1
, ( ) ( ) d

2

n

k
k n

n C f f t t

π

π=−

∀ ∈ ≤∑ ∫ℕ  

  �  وهذه هي المتراجحة المطلوبة.

  حتان انطلاقاً من المبرهنة السابقة.واض الآتيتانالنتيجتان 

  ، عندئذ2πRتابعاً من  f ليكن .نتيجة 4-3.
2 2 2 2

0
1

1 1
( ) ( ( ) ( ) ) ( ) d

2 n n
n

a f a f b f f t t
π

∞

=

+ + ≤∑ ∫
T

  

  ، عندئذ2πRتابعاً من  f ليكن .نتيجة 5-3.
lim ( ) lim ( ) lim ( ) lim ( ) 0n n n n
n n n n

C f C f a f b f−
→∞ →∞ →∞ →∞

= = = =  
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h ، وليكن2πRمن  gو f ليكن .مبرهنة 6-3. f g=  عندئذ تتقارب متسلسلة فورييه .∗
   تتحقّق المتراجحةبالنظيم. وبقول أكثر دقّة  hللتابع 

2 2
( )n

n

C f g f g
∈

∗ ≤ ⋅∑
ℤ

  

  الإثبات

2 أنّ  يمكننا أن نفترض 0f ∗من  λ لا يوجد ما يجب إثباته. لتكن ، وإلاّ ≠
+ℝ وعندئذ ،

  ما يلي : 3-2.يمُكننا أن نكتبَ، بمقُتضى المبرهنة 
1

, ( ) ( ) ( ) ( )n n n n nn C h C f C g C f C gλ
λ

 ∀ ∈ = ⋅ = ⋅   
ℤ  

   2ومن ثمَّ 

   
2

21 1
, ( ) ( )

2n n nn C h C f C gλ
λ

     ∀ ∈ ≤ +        
ℤ  

  نجد Besselواستناداً إلى متراجحة 

2 22

2 22

1 1
, ( )

2

n

k
k n

n C h f gλ
λ=−

 ∀ ∈ ≤ +   ∑ℕ  

التي تجعل الطرف الأيمن من المتراجحة السابقة أصغرياً، أي  λفإذا اخترنا قيمة . λأياً كانت قيمة 

2 2
/g fλ   ، وجدنا=

2 2
, ( )

n

k
k n

n C h f g
=−

∀ ∈ ≤ ⋅∑ℕ  

  �  وهذا يثُبت النتيجة المطلوبة.

f: ليكن .مبرهنة 7-3. →ℝ ℂ 1 تابعاً من الصفC 2وπ−دوري. عندئذ  
{ }

1
\ 0 , ( ) ( )

in nn C f C f
n

′∀ ∈ =ℤ  

  الإثبات

                                              
1لأنّ  2

2 2( )/2ab a b≤ +  
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  يكفي إجراء مُكاملة بالتجزئة لنجد 
2

i

0
22

i i

0 0

1
( ) ( ) d

2

1 i
( ) ( ) d

2 2

(2 ) (0)
i ( ) i ( )

2

nt
n

nt nt

n n

C f f t e t

n
f t e f t e t

f f
nC f nC f

π

ππ

π

π π

π

π

−

− −

′ ′=

 
 = +
  

−
= + =

∫

∫  

  �  وبذا يتمّ الإثبات.
f: ، وليكنℕ∗من k ليكن .نتيجة 8-3. →ℝ ℂ  ً2 تابعاπ−من الصف اً دوري kC، 

)عندئذ يكون  ) ( )knC f o n−=.  
  الإثبات

  تدريج أنّ في الحقيقة، نستنتج من المبرهنة السابقة وبال
( ), ( ) ( )k k

n nn n C f C f∀ ∈ =ℤ  
  �  3-5.ونحصل على النتيجة المطلوبة بالاستفادة من النتيجة 

  لمتسلسلات فورييهبسيط التقارب ال 4.

  دوراً مهماً في دراستنا اللاحقة. الآتيةتؤدّي التوطئة   

:ليكن  .Riemann ريمان - توطئة 1-4. [ , ]g a b → ℂ  تابعاً من الصفR عندئذ .  

lim ( )sin( )d 0

b

a

g t t t
λ

λ
→∞

=∫  

  الإثبات
]أنّ مجموعة التوابع الدرجيّة على  1-4.لمبرهنة ا لقد وجدنا عند إثبات , ]a b   كثيفة في فضاء التوابع
]على  Rالتي تنتمي إلى الصف  , ]a b .بالنسبة إلى التقارب المنتظم  

0لتكن  < εجد تابعٌ يو  ،. إذن  درجي gε  على[ , ]a b ، ُقّق الشرطيح :  

[ , ]
sup

2( )a b

g g
b a

ε
ε

− <
−
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 :  يكن ℝمن  λوعندها، مهما تكن 

  
[ , ]

( )sin d ( )sin d ( )sup
2

b b

a a a b

g t t t g t t t b a g gε ε

ε
λ λ− ≤ − − <∫ ∫  �  

)نقاطاً  درجيّاً، وجدناتابعاً  gε ا كان ـّولم )0 1k k mt ≤ ≤ )0وأعداداً  + )k k mα ≤  تحُقّق  ≥

0 1 1ma t t t b+= < < < =⋯  
  و

1{0,1, , }, ] , [, ( )k k kk m t t t g tε α+∀ ∈ ∀ ∈ =…  
  وبناءً على هذا يكون 

( )

1

0

1
0

( )sin d sin d

1
cos cos

k

k

m
b t

k
a t

k
m

k k k
k

g t t t t t

t t

ε λ α λ

α λ λ
λ

+

=

+
=

=

= −

∑∫ ∫

∑
  

  ومنه

0

2
( )sin d

m
b

k
a

k

g t t tε λ α
λ =

≤ ∑∫  

فإذا اخترنا 
0

4
m

k
k

ελ α
ε =

=   صار لدينا ∑

  , ( )sin d
2

b

a
g t t tε ε

ε
λ λ λ∀ > ≤∫  �  

  نجد �و �ومن 

, ( )sin d
b

a
g t t tελ λ λ ε∀ > ≤∫  

  �  .الإثباتوذا يتمّ 
  : ، اموع الجزئيّ ℕ من nفي حالة . لقد عرفّنا، 2πR تابعاً من f ليكن .تعريف 2-4.

  ( ) ( )
n n n

n k k k k
k n k n k n

S f C f e f e f e
=− =− =−

 = = ∗ = ∗   ∑ ∑ ∑  �  

 نسمّي العنصرَ 
n

n k
k n

D e
=−

=   .n ذات  الدليل Dirichlet نواةَ ديرخليه 2πRمن  ∑
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  ويتيقن القارئ بحساب بسيط أنّ 
i i( 1)

i
i( ) ( )

1

n nx n x
x k

n x
k n

e e
D x e

e

− +

=−

−
= =

−∑  

  ومن ثمَّ 

  
1
2

sin(( ) )
, \2 , ( )

sin( /2)n

n x
n x D x

x
π

+
∀ ∈ ∀ ∈ =ℕ ℝ ℤ  �  

  بالشكل  �. تُكتبُ العلاقة ℝمن  xليكن 

1
( )( ) ( ) ( )d

2n nS f x D t f x t t

π

π
π

−

= −∫  

  السابق إلى الشكل زوجيّاً أمكننا تحويل التكامل nDفإذا استفدنا من كوْن التابع 

0 0

1 1
( )( ) ( ) ( )d ( ) ( )d

2 2n n nS f x D t f x t t D t f x t t

π π

π π
= − + +∫ ∫  

  ولكن

0

1 1
( )d

2 2nD t t

π

π
=∫  

  ، فلديناℂمن  ℓإذن نستنتج أنهّ، مهما تكن 

( )
0

1
( )( ) ( ) ( ) ( ) 2 d

2n nS f x D t f x t f x t t

π

π
− = − + + −∫ℓ ℓ  

ُ أنّ  Riemannولكنّ توطئة  تبين  

( )]0, ], lim ( ) ( ) ( ) 2 d 0n
n

D t f x t f x t t

π

δ

δ π
→∞

∀ ∈ − + + − =∫ ℓ  

  :الخاصتين الآتيتينتكافؤ وعليه نكون قد أثبتنا 
� lim ( )( )n

n
S f x

→∞
= ℓ  

,0[من  δيوجد عدد  � ]π يحقّق   

( )
0

lim ( ) ( ) ( ) 2 d 0n
n

D t f x t f x t t

δ

→∞
− + + − =∫ ℓ  



�
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  ولكنّ التابع
1 2

sin( /2)
t

t t
−֏  

,0]على اال  إلى تابع مستمر  يقبل التمديد ]π وبناءً على ذلك فإنّ توطئة ،Riemann تيحت 
,0[من  δاً كانت لنا أن نكتبَ، أيّ  ]π،  

( )
0

1 2 2 1
lim ( ) ( ) 2 sin d 0

sin( /2) 2n

n
f x t f x t t t

t t

δ

→∞

   +  − − + + − =      ∫ ℓ  

  كما يأتي:  �التعبير عن التكافؤ  أمكننا، �في  nD ا إلى عبارة، وعُدنذلكفإذا استفدنا من 
  الخاصتان الآتيتان متكافئتان:

� lim ( )( )n
n

S f x
→∞

= ℓ  
,0[من  δيوجد عدد  � ]π يحقّق   

0

( ) ( ) 2 2 1
lim sin d 0

2n

f x t f x t n
t t

t

δ

→∞

 − + + − +  =  ∫
ℓ  

  
  .الآتيةإثبات المبرهنة المهمّة لمناقشة السابقة لنا ا تيحت

  التطبيقين . نعرف ℝمن  x. ولتكن 2πR تابعاً من f ليكن .Dirichlet مبرهنة 3-4.

] ]

[ [

( ) :
: , , ( )

( ) :

( ) :
: , , ( )

( ) :

f x t x
f x f t

f t t x

f x t x
f x f t

f t t x

−
− −

+
+ +

 =−∞ → =  <
 =+∞ → =  >

ℂ

ℂ

  

fإذا كان التطبيقان    fو −  f متسلسلة فورييه للتابع كانت،  x قابلين للاشتقاق عند +
)مجموعها  كان، و xمتقاربة عند النقطة  )( )S f x  ً1مساويا

2
( ( ) ( ))f x f x+ −+.  

  


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  الإثبات 

  لنعرّف
( ) ( )

2

f x f x+ −+
=ℓ  

,0[عنصراً ما من  δوليكن  ]π ّن بسهولة أنعندئذ نتيق .  

0

( ) ( ) 2
lim ( ) ( ) ( ) ( )
t

f x t f x t
f x f x

t+

+ −

→

+ + − − ′ ′= −
ℓ  

  وبناءً على ذلك يقبل التابع
( ) ( ) 2f x t f x t

t
t

+ + − − ℓ
֏  

,0]على اال  Rالتمديد إلى تابع من الصف  ]δ.  ومن ثمَّ فإنّ توطئةRiemann ما قتضي ت
   يلي :

0

( ) ( ) 2 2 1
lim sin d 0

2n

f x t f x t n
t t

t

δ

→∞

 − + + − + ⋅ =  ∫
ℓ  

  �  وصلنا إلى النتيجة المطلوبة. 	دنا من التكافؤ فإذا استف

، قابلاً للاشتقاق من اليمين ومن اليسار عند كل نقطة من 2πC تابعاً من f ليكن .نتيجة 4-4.
ℝة فورييه للتابع . عندئذ تتقارب متسلسلf  التابع  منببساطةf.  

  التقارب بمعنى سيزارو لمتسلسلات فورييه 5.

  ا العنصر، بأn ّذات الدليل  Fejér ري نواةَ ف ـَنعرف ، ℕ∗من  n لتكن .تعريف 1-5.
1

0

1
n

n k
k

K D
n

−

=
= ∑  

  .kديرخليه ذات الدليل  نواةُ  kD حيث 2πRمن 
  .ير بعض أهم خواص نواة ف ـَ يأتيما نلخص في
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   مبرهنة 2-5.
  ، فلديناℝمن  x، ومهما يكن ℕ∗من  nمهما يكن 1.

( )
2

i 1 sin( /2)
( ) 1

sin( /2)

n
kx

n
k n

k nx
K x e

n n x=−

 = − =   ∑  

) يكن، ℝمن  x، ومهما يكن ℕ∗من  nمهما يكن  2. ) 0nK x ≥.  

1 يكن، ℕ∗من  nمهما يكن 3.
( )d 1

2 nK x x
π

−π
=

π ∫.  
,0[ من δ ، ومهما يكنℕ∗من  nمهما يكن 4. [π ،صحيحة: الآتيةالمتراجحة كن ت  

2

1
[ , ]\[ , ], ( )

sin ( /2)
nx K x

n
π π δ δ

δ
∀ ∈ − − ≤  

  الإثبات

|iلنعرف  1. |
( ) 1

n
kx

n
k n

k
K x e

n=−

 = −   ∑ɶ ّ1اً كانت . عندئذ، أي m≤فلدينا ،  

i i
1

i

( 1) ( 1 | |) ( | |)
m m

k k
m m

k m k m
m

k
m

k m

m K mK m k e m k e

e D

+
=− =−

=−

+ − = + − − −

= =

∑ ∑

∑

i i

i

ɶ ɶ

  

1ولكن  0 1K D= ≡ɶ إذن  
1

1 1
1
1

0
1

(( 1) )
n

n m m
m
n

m n
m

nK K m K mK

D D nK

−

+
=
−

=

= + + −

= + =

∑

∑

ɶ ɶ ɶ ɶ

  

2πℝ\من  xومن جهة أخرى نعلم أنهّ، في حالة  وهذا يثُبتُ المساواة الأولى. ℤ لدينا  
sin(( 1 / 2) ) cos cos( 1)

( )
sin( /2) 1 cosn

n x nx n x
D x

x x

+ − +
= =

−
  

)1فإذا استفدنا من العلاقة  1) n n nn K nK D++ −   ،nاً كانت أمكننا أن نكتبَ، أيّ  =

1

cos( 1) cos
( 1) ( ) ( )

1 cos 1 cosn n

n x nx
n K x nK x

x x
+

+
+ + = +

− −
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  لنا أن نثبت بالتدريج تيحوهذا ي

1
cos cos 1

( ) ( )
1 cos 1 cos 1 cosn

nx x
nK x K x

x x x
+ = + =

− − −
  

2πℝ\من  x ومهما تكن، ℕ∗من  nيكن وذلك مهما  ℤ.  ومن ثمَّ نجد بإصلاح العلاقة
  السابقة:

( )
2

s in( /2)1 1 cos 1
( )

1 cos s in( /2)n

nxnx
K x

n x n x

 − = =  −  
  

د الطرف الأيمن ب 2πℤإلى  xنتمي وتبقى هذه العلاقة صحيحة حين ي ستمرار عند الاعلى أن نمُد
  هذه النقاط.

  لمذكورة واضحة اعتماداً على النتيجة السابقة.إنّ الخاصّة ا 2.

iا كان  ـّلم 3. d 0xke x
π

−π
0k في حالة ∫=   أنّ  1. ، استنتجنا من المساواة الأولى في≠

1
, ( )d 1

2 nn K x x

π

π
π

∗

−

∀ ∈ =∫ℕ  

  من الواضح أنّ  4.
2 2[ , ]\[ , ], sin ( /2) sin ( /2)x xπ π δ δ δ∀ ∈ − − ≤  

  �  نحصل على المتراجحة المطلوبة. 1.وبالاستفادة من المساواة الثانية في 

نّ متتالية ااميع الجزئيّ 2πRمن  تابعاً  fليكن  )ة . لقد وجدنا أ ( ))n nS f ∗∈ℕ  لمتسلسلة فورييه
متوسطات ولكن ماذا يمكننا أن نقول عن متتالية . تكون متقاربة ألاّ  ،عام  كن بوجهٍ ، يمf للتابع

)أي المتتالية  Cesàro سيزارو ( ))n nf ∗∈σ ℕ ،حيث 
1

0

1
( ) ( )

n

n k
k

f S f
n

−

=
σ =   ؟ ∑

  الحقيقة، لدينا في
1 1

0 0
1

0

1 1
( ) ( )

1

n n

n k k
k k

n

k n
k

f S f f D
n n

f D f K
n

− −

= =
−

=

σ = = ∗

  = ∗ = ∗   

∑ ∑

∑
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  وجدنا 5-2.المبرهنة   وإذا استخدمنا

( ) i
( )( ) 1 ( )

n
kx

n k
k n

k
f x C f en

=−
σ = −∑  

  نجد 5-2.في المبرهنة  3.تابعاً زوجياً ومن الخاصّة  nKوبالاستفادة من كوْن 

  ( )
0

1
( )( ) ( ) ( ) ( ) 2 d

2n nf x K t f x t f x t t

π

σ
π

− = ⋅ + + − −∫ℓ ℓ  �  

   .الآتيةأن نثبت المبرهنة المهمّة  ير ف ـَتتيح لنا خواص نواة 

) . ولتكن2πRتابعاً من  f ليكن .مبرهنة 3-5. ( ))n nS f ∗∈ℕ اميع الجزئيّة لمتسلسلة متتالية ا
) وأخيراً لتكن ،f فورييه للتابع ( ))n nf ∗∈σ ℕ  متتالية متوسطات سيزاروCesàro  للمتتالية

( ( ))n nS f ∗∈ℕ 1، أي

0

1
( ) ( )

n
n kk
f S f

n

−

=
σ =    . عندئذ∑

( ) ( )
, lim ( )( )

2
n

n

f x f x
x f x

+ −

→∞

+
∀ ∈ σ =ℝ  

  تالإثبا

، نعرف كما في السابق ℝمن  xلتكن 
( ) ( )

2

f x f x+ −+
=ℓض فيفنجد � . ونعو  

0

1
( )( ) ( )( ( ) ( ) ( ) ( ))d

2
n nf x K t f x t f x f x t f x t

π
+ −σ − = + − + − −

π ∫ℓ  

,0[من  δومن ثمَّ، أياً كانت  ]πفلدينا ،  

0

1 4
( )( ) ( ) ( )d ( ) d

2 2n n x nf x K t t t K t f t

δ π

δ

σ
π π ∞

− ≤ ∆ + ⋅∫ ∫ℓ  

   حيث
( ) ( ) ( ) ( ) ( )x t f x t f x f x t f x+ −∆ = + − + − −  

,0[من  δنجد، أياً كانت  5-2.وبالاستفادة من المبرهنة  ]π ،وأياً كان n من∗ℕلي :، ما ي  

  ( )
2

0

2
( )( ) sup ( )

sin ( /2)
n x

t

f
f x t

n

∞

< <δ
σ − ≤ ∆ +

δ
ℓ  �  
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0لتكن  ε< ،إذن يوجد، استناداً إلى تعريف النهاية ،εδ  0[من, ]π قيحُق   

0 ( )xt tεδ ε< < ⇒ ∆ ≤  
  يحُقق، ℕ∗في  nεوبعدها نجد 

2

2

2sin ( /2)

f
n n

n
ε

ε

ε

δ

∞≥ ⇒ <  

  استنتجنا، اعتماداً على ما سبق، أنّ  �فإذا طبّقنا 
( )( )nn n f xε σ ε≥ ⇒ − <ℓ  

)أي إنّ  ) ( )
lim ( )( )

2n
n

f x f x
f xσ

+ −

→∞

+
  �  ، وهذا هو المطلوب إثباته.=

، ℝمن  xعند نقطة ما  f . إذا تقاربت متسلسلة فورييه للتابع2πRمن  fليكن .نتيجة 4-5.

)حينئذ يكون مجموعها  )( )S f x  ًمساويا( ) ( )

2

f x f x+ −+.  

  ثباتالإ
. ℓوأنّ مجموعها يساوي  ،متقاربة ،ℝمن  xعند نقطة  f لنفترض أنّ متسلسلة فورييه للتابع

) عندئذ تتقارب متتالية ااميع الجزئيّة ( )( ))n nS f x ∗∈ℕ من ℓ ة سيزارو توطئ، واستناداً إلى
) تتقارب المتتالية ( )( ))n nf x ∗∈σ ℕ  ًمن أيضاℓاية ّي هالأخيرة المتتالية هذه  . ولكن

1
2
( ( ) ( ))f x f x+ 1بمقُتضى المبرهنة السابقة، إذن  +−

2
( ( ) ( ))f x f x+ −= +ℓ.  لكبذو 

  �  المطلوب.إثبات يتم 

من  xعند نقطة ما  f . إذا تقاربت متسلسلة فورييه للتابع2πCتابعاً من  f ليكن .نتيجة 5-5.
ℝ حينئذ يكون مجموعها ،( )( )S f x  ًمساويا( )f x.  

  الإثبات
 �  هذه نتيجة واضحة من الخاصّة السابقة.

ذاته صفرياً. أي إنّ  fصفرياً كان التابع   fطيف ذا كانإ. 2πCمن  f ليكن .نتيجة 6-5.
, الشرط ( ) 0nn C f∀ ∈ =ℤ 0 يقتضيf = .  



 التقارب بمعنى سيزارو لمتسلسلات فورييه 19

  الإثبات
  لأنهّ عندئذ يكون

( ), ( ) 1 ( ) 0
n

n k k
k n

k
n f C f e

n
∗

=−
∀ ∈ σ = − =∑ℕ  

) ةوالمتتالي ( ))n nf ∗∈σ ℕ  منتتقارب ببساطة f  5-3.بناءً على المبرهنة  �  

ُ الخاصّة السابقة أن التطبيق الخطّي الذي يربط بتابع مستمر  .ملاحظة7-5. 2و تبُينπ−دوري f 
)أي  ؛طيفَه ( ))n nC f ∈ℤ  الآتيهو تطبيق خطّي متباين. وعادة نستخدم هذه الخاصّة على الوجه :
  .“دوريين الطيف نفسه، أي ثوابت فورييه نفسها، كانا متساويين−2πن ويْ إذا كان لتابعين مستمرّ ”

الطيف نفسه، كانا  2πRنفسه يبين أنهّ إذا كان لتابعين من الصف وبوجه عام، إنّ الإثبات السابق 
  متساويين عند نقاط استمرارهما المشتركة.

) ولتكن. 2πCتابعاً من  f ليكن .مبرهنة 8-5. ( ))n nS f ∗∈ℕ  اميع الجزئيّة لمتسلسلةمتتالية ا
) وأخيراً لتكن. f فورييه للتابع ( ))n nf ∗∈σ ℕ للمتتالية  متتالية متوسطات سيزارو

( ( ))n nS f ∗∈ℕ عندئذ تتقارب المتتالية .( ( ))n nf ∗∈σ ℕ  منبانتظام f.  
  الإثبات

)مّا كان ـل )n nf f Kσ = ه مهما كان أنّ  5-2.من المبرهنة  3.فإننا نجد استناداً إلى النقطة  ∗
n  من∗ℕ عدد الحقيقي ومهما كان الx  كان  

( )1
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) d

2n nf x f x K t f x t f x t

π

π

σ
π

−

− = − −∫  

π,0من  δ، وℕ∗من  n، وℝمن  xوبناءً عليه، مهما تكن    يكن لدينا  

| |

| | | |

1
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) d

2

1
( ) ( ) ( ) d

2

sup ( ) ( ) 2 sup ( )

n n

n

t

n
t t

f x f x K t f x t f x t

K t f x t f x t

f x t f x f K t

δ

δ

δ π

δ δ π

σ
π

π

−

≤ ≤

∞≤ ≤ ≤

− ≤ − − +

− −

≤ − − +

∫

∫ 

[من  δ، وℕ∗من  n، وℝمن  xوأخيراً، مهما تكن  [0,π يكن لدينا  
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2

| |

2
( )( ) ( ) sup ( ) ( )

sin ( /2)
n

t

f
f x f x f x t f x

nδ

σ
δ

∞

≤
− ≤ − − +

� �  �  

0لتكن  ε<ا كان ـّ. لم f ّاً بانتظام علىمستمر ℝ لأنهّ تابع مستمر ،  استنتجنا أنهّ يوجدودوري ، 
εδ 0[في, [π قتحُق  

, [ , ], ( ) ( )
2

x t f x t f xε ε

ε
δ δ∀ ∈ ∀ ∈ − − − ≤ℝ  

   تحُقق ℕ∗في  nεوعندئذ نجد 

2

2

2sin ( /2)

f
n n

n
ε

ε

ε

δ

∞≥ ⇒ <  

  استنتجنا، اعتماداً على ما سبق، أنّ  �فإذا طبّقنا 
, , ( )( ) ( )nn n x f x f xε σ ε∀ ≥ ∀ ∈ − <ℝ  

)أي إنّ المتتالية  ( ))n nf ∗∈σ ℕ  منبانتظام تتقارب f.وهذا هو المطلوب إثباته ،  �  

ُ المبرهنة السابقة أنّ مجموعة كثيرات الحدود المثلثّيّة  .ملاحظة 9-5. تبُينT   كثيفة في الفضاء
)2الشعاعيّ المنظّم  , )π ∞

⋅C تابع مستمر 2و . أي يمُكن تقريب كلπ− دوريّ بمتتالية متقاربة
  بانتظام من كثيرات الحدود المثلّثيّة.

  ييهالتقارب بالمتوسّط التربيعي لمتسلسلات فور  6.

  ، عندئذ 2πR تابعين من gو f ليكن .مبرهنة1-6.
i

, ( ) ( ) ( )
nx

n n
n

x f g x C f C g e
∈

∀ ∈ ∗ = ∑
ℤ

ℝ  

  الإثبات
)لنعرّف الجماعة  )n nλ ∈ℤ صيغةبال ( ) ( ) ( )n n n nC f C g C f gλ = ⋅ = لقد أثبتنا في ،∗

n أنّ المتسلسلة 3-6.المبرهنة  n
n

eλ
∈
∑
ℤ

بأنه مجموع  2πC من hمتقاربة بالنظيم. نعرّف إذن التابع  

nهذه المتسلسلة  n
n

h eλ
∈

= ∑
ℤ

fللتابعين  عندئذ يكون . g∗ وh 2 منπC  ذاتهطيف فورييه .

 �  المطلوب. إثبات ما متساويان ويتمأّ  5-7. ونستنتج بمقُتضى الملاحظة
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  ، عندئذ 2πR تابعين من gو f ليكن .Bessel-Parseval متطابقة - مبرهنة 2-6.

2 2

1
( ) ( ) ( ) ( )d

2

1
( ) ( ) d

2

n n
n

n
n

C f C g f t g t t

C f f t t

π

π

∈

∈

⋅ = ⋅

=

∑ ∫

∑ ∫

T

T

ℤ

ℤ

  

  الإثبات
fمن الواضح أنّ المساواة الثانية تنتج من الأولى بوضع  g=ن أن نثُبتَ صحةَ المساواة . يكفي إذ

  الأولى. 
)بالعلاقة  2πRمن  h، ولنعرّف التابع 2πR تابعين من gو f ليكن ) ( )h t f t= . عندئذ −

  :الآتيتينالخاصّتين  صحة من القارئ بسهولة وثقّيت

, ( ) ( )n nn C h C f∀ ∈ =ℤ      1و
(0) ( ) ( )d

2
h g f t g t t

π
∗ = ⋅∫

T

  

  ولكن، استناداً إلى المبرهنة السابقة، لدينا
(0) ( ) ( )n n

n

h g C h C g
∈

∗ = ∑
ℤ

  

  �  وهذه هي المساواة المطلوبة.
) ، ولتكن2πR تابعاً من f ليكن .نتيجة 3-6. ( ))n nS f ∈ℕ  اميع الجزئيّة لمتسلسلةمتتالية ا

  . عندئذ يكون fفورييه للتابع 
2

lim ( ) ( )( ) d 0n
n

f t S f t t
→∞

− =∫
T

  

  .ط التربيعيّ بالمتوسّ  f منتتقارب  f رييه للتابعونعبر عن هذه النتيجة بقولنا إنّ متسلسلة فو   
  الإثبات

  نجد أنّ  Besselإذا عُدنا إلى إثبات متراجحة 

2 2 2 22
22 2

1
( ) ( ) ( ) d ( )

2

n

n n k

k n

f S f f S f f t t C f
=−

− = − = −
π ∑∫
T

  

2والنتيجة السابقة تبين إذن أنّ 
2lim ( ) 0n

n
f S f

→∞
−   �   ، وهذا هو المطلوب.=
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  تطبيقات 7.

]ليكن  .Writinger متراجحة1-7. , ]a b  ًير تافه من غمجالاً متراصّاℝ . َولنتأمّل الفضاء 
1
0([ , ])E C a b= 1، فضاء التوابع التي تنتمي إلى الصفC  على[ , ]a b  تنعو دم عند كل

  . عندئذbو aمن 
2

2 2

2

( )
, ( ) d ( ) d

b b

a a

b a
f E f t t f t t

π

− ′∀ ∈ ≤∫ ∫  

2أمّا الثابت    2( )b a π−− في هذه المتراجحة فهو أفضل ثابت ممكن.  
  الإثبات

0aلنفترض أولاً أنّ  bو = π= وليكن التابع .f  عنصراً منE  عندئذ يوجد تابع وحيد
:f →ɶ ℝ ℂ  2فردي ويقبلπ  ًق دورا0]ويحق, ]f fπ =ɶ ّنُ بسهولة أننتيق .fɶ  ينتمي إلى

  .1Cالصف 

 ffɶ

0 ππ−
2π3π−

  

) لتكن إذن ) n n
n

S f c e
∈

= ∑
ℤ

ɶ متسلسلة فورييه للتابعfɶ .للتابع متسلسلة فورييه  أمّاf ′ɶ هيف 

{ }\ 0

( ) i n n
n

S f nc e
∈

′ = ∑
ℤ

ɶ ّ0، لأن( ) 0C f ′ =ɶ ،(0) استخدمنا الفرْض إذ ( )f f π= .

0وبملاُحظة أنّ  0c   تابع فردي، نستنتج أنّ  fɶ، لأنّ =

2 2

\{0}

2 22

\{0}

1
( ) d

2

1
( ) d

2

n
n

n
n

f t t c

n c f t t

π

π
π

π

π

π

∈−

∈ −

=

′≤ ≤

∑∫

∑ ∫

ℤ

ℤ

ɶ

ɶ
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2وبالاستفادة من كوْن التابعين 
( )t f tɶ֏ 2و

( )t f t′ɶ֏ زوجيّين استنتجنا  

2 2

0 0

( ) d ( ) df t t f t t

π π

′≤∫ ∫  

0ncتحدث المساواة إذا كان حيث  }من  nاً كانت أيّ  = }\ 1, 1− +ℤ َأي إذا وُجِد ،λ  في
ℂ ق0] يحُق, ], ( ) sint f t tπ λ∀ ∈ =.  

  . ونعرفEمن  fلإثبات الحالة العامّة، نتأمّل تابعاً 

: [0, ] , ( )
b a

g g x f a xπ
π

 − → = +   
ℂ  

,0]على  1C ينتمي إلى الصف gفنلاحظ أنّ  ]π  وعند  0وينعدم عندπ إذن بمقتضى الحالة .
  السابقة نجد

2 2

0 0

( ) d ( ) dg t t g t t

π π

′≤∫ ∫  

  ذا يُكافئوه
2

2 2

2

( )
( ) d ( ) d

b b

a a

b a
f t t f t t

π

− ′≤∫ ∫  

,0]على  sinمتناسباً مع التابع  gتحدث المساواة إذا وفقط إذا كان  إذ ]π َأي إذا وفقط إذا وُجِد ،
λ  فيℂ قيحُق  

( )[ , ], ( ) sin t at a b f t
b a

λ π−∀ ∈ =
−

.  

  Bernoulli برنولي كثيرات حدود  2-7.

تعرف بوجه وحيد وبالتدريج متتالية من كثيرات الحدود  الآتيةمن الواضح أنّ الشروط الثلاثة 
( )n nB ∈ℕ  برنولينسميها كثيرات حدود:  

0

1

2

0

(1) , ( ) 1

(2) , , ( ) ( )

(3) , ( )d 0

n n

n

x B x

n x B x nB x

n B x x

∗
−

π∗

∀ ∈ =

′∀ ∈ ∀ ∈ =

∀ ∈ =∫

ℝ

ℕ ℝ

ℕ
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1nBفي الحقيقة، إذا افترضنا معرفة  )فإنّ الشرط  −   بحيث  nλيبين وجود ثابت  2(

1

0

( ) ( )d

x

n n nB x n B t tλ −= + ∫  

  كما يلي:  nλيسمح لنا بتعيين  (3)والشرط 
2

1

0 0
22

1 1
0

0 0

0 2 ( )d d

2 ( 2 ) ( )d ( 2 ) ( )d

x

n n

x

n n n

n B t t x

n x B t t n x B x x

π

ππ

πλ

πλ π π

−

− −

= +

 
= + − − − 

  

∫ ∫

∫ ∫
  

  ومنه نجد
2

1

0

1 ( )d
2n n

x
n B x x

π

λ
π

−

 = −   ∫  

  إذن

  
2

1 1

0 0

( ) 1 ( )d ( )d
2

x

n n n

t
B x n B t t n B t t

π

π
− −

 = − +  ∫ ∫  (4)  

  فعلى سبيل المثال نجد

  
1

2
2

2

3 2 2
3

( )

2
( ) 2

3
( ) 2 2

B x x

B x x x

B x x x x

π

π
π

π π

= −

= − +

= − +

  (5)  

  لدينا، ℕ∗من  nفي حالة  ،ونلاحظ أنهّ
2 2

1 1 1

0 0

(2 ) (0) ( )d ( 1) ( )d 0n n n nB B B t t n B t t

π π

π+ + +′− = = + =∫ ∫  

  وبناءً على هذا يكون 
  2, (2 ) (0)n nn B Bπ∀ ≥ =  (6)  

على اال  nB الذي يتّفق مع nBɶ دوري الوحيد−2π، التابع الـ ℕ∗من  nلنعرّف، في حالة 
[0,2 [π ّنلاحظ أن .nB

ɶ  1ينتمي إلى الصفC .ًقِطَعِيا  
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1Bيه للتابع لنعين متسلسلة فوري
ɶ ّ0 . في الحقيقة، إن( ) 0C B =ɶ 0في حالة ، أمّاk   فنجد ≠

2

i
1

0
2 2i

i

0 0

1
( ) ( ) d

2

( ) 1 i
d

2 i 2 i

kx
k

kx
kx

C B x e x

x e
e x

k k k

π

π π

π
π

π

π π

−

−
−

= −

 − = + = 
 

∫

∫

ɶ

  

  وبمقُتضى مبرهنة ديرخليه نجد

  
{ }

i

\ 0 1

i sin( )
]0,2 [, 2

kx

k k

e kx
x x

k k
π π

∞

∈ =

∀ ∈ − = = −∑ ∑
ℤ

  (7)  

2 مع، nBɶ لتابععام متسلسلة فورييه للنعين بوجه  n≤الشرط أنّ  (3) . في الحقيقة يبين
0( ) 0nC B =ɶ 0، أمّا حين يكونk   :(2)، فلدينا، استناداً إلى الخاصّة ≠

1

1
( ) ( ) ( )

i ik n k n k n

n
C B C B C B

k k
−′= =ɶ ɶ ɶ  

  :بالتدريج يفيدنا لنستنتجوهذا 

  !
1, \{0}, ( )

(i )
k n n

n
n k C B

k
∀ ≥ ∀ ∈ = −ɶℤ  (8)  

nBإنّ استمرار التابع 
ɶ والتقارب المنتظم لمتسلسلة فورييه للتابع nBɶ 2 حين يكون n≤  يسمحان

  لنا أن نستنتج 
i

\{0}

2, [0,2 ], ( ) !
(i )

kx

n n
k

e
n x B x n

k
π

∈

∀ ≥ ∀ ∈ = − ∑
ℤ

  

0,2]من  x، ومهما تكن ℕ∗من  nوبناءً على هذا، مهما تكن  ]π فلدينا  

1

22
1

1

2 12 1
1

cos ( 1)
(9) ( )

2(2 )!

sin ( 1)
(10) ( )

2(2 1)!

n

nn
k

n

nn
k

kx
B x

nk

kx
B x

nk

∞ +

=
∞ +

++
=

−
=

−
=

+

∑

∑
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ℕ، (0)∗من  n في حالةلنعرّف، 

(2 )

n
n n

B
b

π
0 . فيكون= 1b = ،1

1

2
b = . واستناداً إلى −

  نجد  (2)العلاقة 

  ( ) !
{0,1, , }, (0) (2 )

( )!
k n k
n n k

n
k n B b

n k
π −

−∀ ∈ =
−

…  (11)  

1nBوإذا لاحظنا أنّ درجة كثير الحدود  1nهي  +   تايلور أنّ: منشور، استنتجنا من +
1 ( )

1
1

0

(0)
( )

!

n k
n k

n
k

B
B t t

k

+
+

+
=

= ∑  

1استنتجنا أنهّ، في حالة  (11)و  (6)فإذا استفدنا من العلاقتين  n≤ :  
1

1 1
1 1 1 1

0

(2 ) (2 ) (2 )
n

n k n
n n n n k

k

b B C bπ π π

+
+ +

+ + + + −
=

= = ∑  

1  أو
0

1, 0
n

k
n k

k

n C b+
=

∀ ≥ =∑  (12)  

  ومنه 
1

1
0

1
1,

1

n
k

n n k
k

n b C b
n

−

+
=

∀ ≥ = −
+ ∑  (13)  

0الشرط  إضافة إلىهذه العلاقة الأخيرة،  فيدوت 1b )تعيين جميع حدود المتتالية في  = )n nb ∈ℕ 
)هذه المتتالية بتعيين كثيرات الحدود  تفيد. و برنوليأعداد التي تسمّى متتالية  ( ))n nB x ∈ℕ  وذلك

  فنجد (11) العلاقةتايلور و  منشوراستناداً إلى 

  
1

, ( ) (2 )
n

k n k k
n n n k

k

n B x C b xπ −
−

=

∀ ∈ = ∑ℕ  (14)  

ُ أنّ  (10)لاحظ أنّ العلاقة  2تبُين 1 0nb + 1nفي حالة  =  (9)، في حين تعُطي العلاقة ≤
0x عند   :الآتيةالنتيجة  =

  1 22

2
1

1
, ( 1) (2 )

2(2 )!
n nn

n
k

b
n

nk
π

∞
∗ +

=

∀ ∈ = −∑ℕ  (15)  
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  بعض القيم العدديةّالجدول الآتي  ونجد في

2 4 6 8 10

1

2 4 6 8 10

1 1 1 1 5
6 30 42 30 66

1
6 90 945 9450 93555

n

n
k

n

b

k

π π π π π
∞

=

− −

∑

  

أنّ  (15) . في الحقيقة، ينتج من الخاصّةبرنولي تتالية أعداديتعلّق بمنختتم هذه الفقرة بتطبيق أخير 

2) المتتالية )
!

nn

n

b

n
π

∈

      ℕ

 محدودة، وهذا يبين تقارب المتسلسلة الصحيحة 
0 !

nn

n

b
z

n

∞

=
في القرص ∑

0,2) المفتوح )D π. لنعرّف إذن التابع التحليلي F بالعلاقة :  

0

: (0,2 ) , ( )
!
nn

n

b
F D F z z

n
π

∞

=

→ = ∑ℂ  

  نعرّف التابع التحليلي لومن جهة أخرى 

0

: , ( )
( 1)!

n

n

z
G G z

n

∞

=

→ =
+∑ℂ ℂ  

1نلاحظ أنّ  إذ
( )

ze
G z

z

−
0zفي حالة  = 0z ، والنقطة≠   نقطة شاذّة كاذبة. =

  ومن ثمَّ نلاحظ أنّ 

1 0

1
1 0

1
(0,2 ), ( ) ( ) 1

! ( 1 )!

1 1
( 1)!

n
nk

n k

n n
k
n k

n k

b
z D F z G z z

k n k

z
C b

n

π

∞

= =
∞

+
= =

  ∀ ∈ ⋅ = +   + −  
  = + =  + 

∑ ∑

∑ ∑
  

  . وبناءً على ما سبق نرى أنّ (12)استفدنا من العلاقة  إذ

0

(0,2 ), ( )
! 1

nn

z
n

b z
z D F z z

n e
π

∞

=

∀ ∈ = =
−

∑  
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2 استفدنا من كونوإذا  1 0nb + 1أياً كانت  = n≤ ّاستنتجنا أن ،  

22
1

0

(0,2 ),
(2 )! 1

/21

2 th( /2)1

nn

z
n

z

z

b z
z D z b z

n e

zz e

ze

π

∞

=

∀ ∈ = −
−

+
= ⋅ =

−

∑
  

  نجد على هذا وبناءً 
2

22

0

2
(0, ),

(2 )! th( )

n
nn

n

b z
z D z

n z
π

∞

=

∀ ∈ =∑  

1وبطرح العلاقتين السابقتين وملاحظة أنّ  1 1
th( /2)

th( ) 2 th( /2) 2
z

z z
−   نجد =

2
22

1

(2 1)
(0, ), th

(2 )! 2 2

n
nn

n

b z z
z D z

n
π

∞

=

 − ∀ ∈ =   ∑  

  أو
2 2

2 12

1

(2 1)2
(0, /2), th

(2 )!

n n
nn

n

b
z D z z

n
π

∞
−

=

−
∀ ∈ =∑  

th(iا كان  ـّوأخيراً، لم ) i tanz z=  للتابع 0استنتجنا النشر بمتسلسلة صحيحة في جوار ،
tan   كما يلي:  

1 2 2
2 12

1

( 1) (2 1)2
(0, /2), tan

(2 )!

n n n
nn

n

b
z D z z

n
π

∞ −
−

=

− −
∀ ∈ = ∑  

  
  

QWE  
AgD  
ZXC
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  تمرينات
J عينّ متسلسلة فورييه للتابع الزوجي 1. التمرين f  2 عددالالذي يقبلπ  ال  المعرّفو  اً،دورعلى ا

[0, ]π بالعلاقة  
1 : 0 /2

( ) 2( )
: /2

x

f x x
x

π

π
π π

π

 ≤ ≤=  − ≤ ≤

  

,0] المعرّف على اال g دوري−2πواستنتج متسلسلة فورييه للتابع الزوجي والـ   ]π 
  لاقةبالع

2
1 : 0 /2

( )
0 : /2

x
x

g x
x

π
π

π π

 − ≤ ≤=  ≤ ≤

  

  الحـل
0nفي حالة    لدينا  ≠

i

0
i i

0

i i

0 0

0

/2

0 0
/2

2
0

1
( ) ( ) d

2
1 1

( ) d ( ) d
2 2
1 1

( ) d ( ) d
2 2
1

( )cos d

1 1 2( )
cos d cos d

sin 2( )si

( (

n

) )

nx
n

nx nx

nx nx

C f f x e x

f x e x f x e x

f x e x f x e x

f x nx x

x
nx x nx x

f x

nx x n

f x

x

n n

π

π

π

π

π π

π

π π

π

π

π π

π π

π
π

π π π

π

π π

−

−

− −

−

−

=

= +

= + −

=

−
= +

   −  = +
    

− =

∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

∫ ∫




2 /2
/2

2 2
/2

2 2

2
sin d

sin( /2) sin( /2) 2 cos

2
cos cos

2

nx x
n

n n nx

n n n

n
n

n

π
π

π
π

π

π

π

π π

π π π

π
π

π

 +


 
 = − −
  

 = −   

∫

  

0ونجد بحساب مباشر أنّ 

3
( )

4
C f =.  
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)وبملاحظة أنّ  ) ( )n nC f C f−   تعُطى بالعلاقة : fنستنتج مباشرة أنّ متسلسلة فورييه للتابع  =

1

3
( )( ) 2 ( )cos

4 n
n

S f x C f nx

∞

=

= + ∑  

  أو

2 2 2 2
0 0

3 4 cos(2 1) 2 cos(4 2)
( )( )

4 (2 1) (2 1)n n

n x n x
S f x

n nπ π

∞ ∞

= =

+ +
= + −

+ +
∑ ∑  

  أنّ  fاستمرار التابع  نستنتج من، وعليه ℝونلاحظ أنّ هذه المتسلسلة متقاربة بالنظيم على 

2 2 2 2
0 0

3 4 cos(2 1) 2 cos(4 2)
, ( )

4 (2 1) (2 1)n n

n x n x
x f x

n nπ π

∞ ∞

= =

+ +
∀ ∈ = + −

+ +
∑ ∑ℝ  

0xد بوجه خاص، في حالة ونج ، أنّ  =
2

2
0

1

8(2 1)n n

π
∞

=

=
+

∑.  

  لاحظنا مباشرة أّما يرتبطان بالعلاقة البسيطة : gو fوإذا تأمّلنا الرسم البياني للتابعين 
, ( ) 1 ( )x g x f x π∀ ∈ = − −ℝ  

 

x

y

x

y

π

π
2
π

2
π

1

1

f

g

  

  وعليه

2 2 2 2
0 0

1 4 cos(2 1) 2 cos(4 2)
, ( )

4 (2 1) (2 1)n n

n x n x
x g x

n nπ π

∞ ∞

= =

+ +
∀ ∈ = + +

+ +
∑ ∑ℝ  

)المتسلسلة السابقة هي ذاا  والتقارب بالنظيم لهذه المتسلسلة يثُبتُ أنّ  )S g متسلسلة فورييه  أي
  g.   úللتابع 
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Jمتسلسلة فورييه للتابععينّ  2. التمرين f  2الذي يقبل العددπ  ال و  اً دورالمعرّف على ا
[ , ]π π−  بالعلاقة( ) | |f x x= ّواستنتج أن .  

2 2
2 3

2 4
0

s in (2 1)
[0, ],

8 6(2 1)n

n x
x x x

n

π π π
∞

=

+
∀ ∈ = −

+
∑  

  الحـل
0nفي حالة    لدينا  ≠

i

0
i i

0

i i

0 0

0

0
0

2 2
0

1
( ) | | d

2
1 1

d d
2 2
1 1

d d
2 2
1

cos d

sin 1
sin d

cos ( 1) 1

nx
n

nx nx

nx nx

n

C f x e x

xe x xe x

xe x xe x

x nx x

x nx
nx x

n n

nx

n n

π

π

π

π

π π

π

π
π

π

π

π π

π π

π

π π

π π

−

−

− −

−

−

=

= −

= +

=

 
 = −
  
  − − = =
  

∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

∫

  

)0ونجد بحساب مباشر أنّ  )
2

C f
π

=.  

)وبملاحظة أنّ  ) ( )n nC f C f−   تعُطى بالعلاقة : fنستنتج مباشرة أنّ متسلسلة فورييه للتابع  =

1

( )( ) 2 ( )cos
2 n

n

S f x C f nx
π

∞

=

= + ∑  

  أو

2
0

4 cos(2 1)
( )( )

2 (2 1)n

n x
S f x

n

π

π

∞

=

+
= −

+
∑  

  أنّ  fاستمرار التابع نستنتج من ، و ℝونلاحظ أنّ هذه المتسلسلة متقاربة بالنظيم على 

2
0

4 cos(2 1)
[0, ],

2 (2 1)n

n x
x x

n

π
π

π

∞

=

+
∀ ∈ = −

+
∑  
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,0]على اال  التقارب المنتظم لهذه المتسلسلة يتيح لنا ]π  ال0]مُكاملتها حدّاً حدّاً  على ا, ]x 
  لنجد

2

3
0

4 sin(2 1)
[0, ],

2 2 (2 1)n

x x n x
x

n

π
π

π

∞

=

+
∀ ∈ − =

+
∑  

,0]وهذه المتسلسلة أيضاً متقاربة بالنظيم على اال  ]π  ًحدّاً حدّاً على  مما يتيح لنا مُكاملتها مجدّدا
,0]اال  ]x لنجد  

    
2 3

4
0

4 1 cos(2 1)
[0, ],

4 6 (2 1)n

x x n x
x

n

π
π

π

∞

=

− +
∀ ∈ − =

+
∑  �  

  في العلاقة السابقة استنتجنا أنّ  2xبالمقدار  xفإذا استبدلنا 
2 2 3 2

2 4
0

sin (2 1)
0, ,

8 6 (2 1)n

x x n x
x

n

π π π
∞

=

+ ∀ ∈ − =   +
∑  

وبوجه خاص نستنتج في حالة 
2

x
π

  أنّ  =
4

4
0

1

96(2 1)n n

π
∞

=

=
+

∑  

  نستنتج أنّ  �وبالعودة إلى 

    
4 2 2 3

4
0

cos(2 1)
[0, ],

96 16 24 (2 1)n

x x n x
x

n

π π π
π

∞

=

+
∀ ∈ − + =

+
∑  ú  

Jدوري−2عينّ متسلسلة فورييه للتابع الزوجي والـ 3. التمرين f البالعلاقة [0,1] المعرّف على ا 
( ) 2 1f x x= −  2 الذي يقبل العدد g . ثمُّ استنتج متسلسلة فورييه للتابع الفردي+

)2لعلاقة با [0,1]المعرّف على اال و  اً دور  )g x x x= − +.  

  الحـل
)والمعرّف بالعلاقة دوراً  2πالتابع الذي يقبل  fɶليكن  ) ( / )f x f x π=ɶ ّإن .fɶ  تابع زوجي

1 التابع ويتّفق مع 2 /x x π−֏  ال0]على ا, ]π.  
0nفي حالة    لدينا  ≠
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i

0
i i

0

i i

0 0

0

0

0

1
( ) ( ) d

2
1 1

( ) d ( ) d
2 2
1 1

( ) d ( ) d
2 2
1

( )( )cos d

1 2
1 cos d

2 sin 2
1

( )

nx
n

nx nx

nx nx

C f f x e x

f x e x f x e x

f x e x f x e x

f x nx x

x
nx

f x

x x

f

n

n

x

x

π

π

π

π

π π

π

π

π

π

π π

π π

π

π π

π π π

−

−

− −

−

−

=

= +

= + −

=

 = −   

   = − +    

− =

∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

∫

ɶ ɶ

ɶ ɶ

ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ


2
0

2 2 2 2
0

sin d

2cos 2(1 ( 1) )n

nx x
n

nx

n n

π

π

π π

  − − = − =
  

∫

  

)0ونجد بحساب مباشر أنّ  ) 0C f =ɶ.  ّوبملاحظة أن( ) ( )n nC f C f− =ɶ ɶ  ّنستنتج مباشرة أن
  : الآتيةتعُطى بالعلاقة  fɶمتسلسلة فورييه للتابع 

2 2
1 0

8 cos(2 1)
( )( ) 2 ( )cos

(2 1)
n

n n

n x
S f x C f nx

nπ

∞ ∞

= =

+
= =

+
∑ ∑ɶ ɶ  

) ولكن )( ) ( )( )S f x S f xπ=ɶ إذن ،  

2 2
0

8 cos((2 1) )
( )( )

(2 1)n

n x
S f x

n

π

π

∞

=

+
=

+
∑  

  أنّ  f، واستمرار التابع ℝتقارب هذه المتسلسلة بالنظيم على  يثبتُ 

2 2
0

8 cos((2 1) )
, ( )

(2 1)n

n x
x f x

n

π

π

∞

=

+
∀ ∈ =

+
∑ℝ  

,0]مُكاملتها حدّاً حدّاً على اال  [0,1]يتيح لنا التقارب المنتظم لهذه المتسلسلة على اال  ]x 
  لنجد

2

3 3
0

8 sin((2 1) )
[0,1],

(2 1)n

n x
x x x

n

π

π

∞

=

+
∀ ∈ − =

+
∑  

  ولكنّ التابع 
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3 3
0

8 sin((2 1) )

(2 1)n

n x
x

n

π

π

∞

=

+

+
∑֏  

2xدوراً وينطبق على التابع  2لعدد تابعٌ فردي يقبل ا x x−֏  الفهو إذن [0,1]على ا ،
  . ومنهgينطبق على التابع 

3 3
0

8 sin((2 1) )
, ( )

(2 1)n

n x
x g x

n

π

π

∞

=

+
∀ ∈ =

+
∑ℝ  

  ú  لأّا متقاربة بالنظيم. gوهذه هي متسلسلة فورييه للتابع 

Jعينّ متسلسلة فورييه للتابعين 4. التمرين f وg 2لذين يقبلان العدد الπ  الو  اً دورالمعرفّين على ا 

] , ]π π−  بالعلاقتين( ) axf x e=  و( ) ch( )f x ax= ،0 حيث a≠ ثمُّ استنتج ،
  : الآتيةمجموع كل من المتسلسلات 

2

2 2 2 2 2 2
0 0 0

( 1)
, ,
1 ( )

n

n n n

a a

n n a n a

∞ ∞ ∞

= = =

−

+ + +
∑ ∑ ∑  

  الحـل
iℂ\من  aلنرمز، في حالة  ℤ بالرمز ،af  2إلى التابع الذي يقبلπ ،ًوالمعرّف بالعلاقة  دورا
( ) ax
af x e= العلى ا] , ]π π− ّنلاحظ أن .  

( i )
i

2 2

1
( ) d

2 2 ( i )

sh ( 1)

i
sh ( 1) ( i )

a n x
ax nx

n a

n

n

e
C f e e x

a n

a

a n
a a n

a n

ππ

ππ
π π

π

π
π

π

−
−

−−

 
 = =  − 

−
= ⋅

−
− +

= ⋅
+

∫

  

  هي afتابع وعليه تكون متسلسلة فورييه لل

2 2 2 2
1

sh 2 sh ( 1) ( 1)
( )( ) cos sin

n n

a
n

a a a n
S f x nx nx

a n a n a

π π

π π

∞

=

 − −  = + −   + + 
∑  

)ونعلم استناداً إلى مبرهنة ديرخليه، أنّ المتسلسلة  )aS f  متقاربة أياًّ كانت قيمةx وبوجه خاص ،
[من  xفي حالة  لدينا , [π π− لدينا  
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2 2 2 2
1

sh 2 sh ( 1) ( 1)
cos sin

n n
ax

n

a a a n
e nx nx

a n a n a

π π

π π

∞

=

 − −  = + −   + + 
∑  

دوراً وينطبق على التابع  2πالذي يقبل العدد  agومن جهة أخرى نلاحظ أنّ التابع 
chx ax֏  الفي ا] , ]π π−  ق1يحُق

2
( )a a ag f f−=   . إذن+

2 2

sh ( 1)
, ( )

n

n a

a a
n C g

a n

π

π

−
∀ ∈ = ⋅

+
ℤ  

  فهي  agأمّا متسلسلة فورييه للتابع 

2 2
1

sh 2 sh ( 1)
( )( ) cos

n

a
n

a a a
S g x nx

a n a

π π

π π

∞

=

−
= +

+
∑  

  استنتجنا أنّ  ℝمستمراًّ على  agا كانت هذه المتسلسلة متقاربة بالنظيم، وكان التابع  ـّولم

2 2
1

sh 2 sh ( 1)
, ( ) cos

n

a
n

a a a
x g x nx

a n a

π π

π π

∞

=

−
∀ ∈ = +

+
∑ℝ  

  وبوجه خاص

  
2

2 2
1

sh 2
[ , ], ch 1 ( 1) cosn

n

a a
x ax nx

a n a

π
π π

π

∞

=
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2
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1aثمُّ إذا اخترنا    وجدنا =
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−
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xوكذلك إذا عوّضنا  π=  وجدنا �في  
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  وأخيراً،
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aولكنّ متسلسلة فورييه للتابع  ag g∗  متقاربة بالنظيم ومجموعها يساويa ag g∗ إذن  
2 4

2 2 2 2 2
1

sh cos
, ( ) 1 2

( )
a a

n

a a nx
x g g x

a a n

π

π

∞

=

  ∀ ∈ ∗ = +    + 
∑ℝ  

0xفإذا عوّضنا    استنتجنا أنّ  =
2 4

2 2 2 2 2
0

sh
(0) 1 2
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a a

n

a a
g g

a a n

π

π

∞

=

  ∗ = − +    + 
∑  

  ولكن

21 1 sh2 1 sh ch
(0) ch d

2 2 4 2 2a a

a a a
g g ax x

a a

π

π

π π π

π π π
−

∗ = = + = +∫  

  إذن

  
2 2

2 2 2 2 2
0

1

4 th4 sh 2 ( )n

a

a aa a a n

π π

ππ

∞

=

+ + =
+

∑  ú  

Jة فورييه للتابع عينّ متسلسل 5. التمرينf 3المعرّف بالعلاقة
, ( ) sinx f x x∀ ∈ =ℝ ُّثم .

  استنتج أنّ 

2

2 2 2 2
1

256 4608 1

45 5 (4 9) (4 1)n n n
π

∞

=

= +
− −

∑  

  الحـل

3التابع 
sinx x֏ : تابعٌ زوجي، فمتسلسلة فورييه الموافقة هي متسلسلة جيوب تمام  

0
1

( )( ) ( ) ( )cosn
n

S f x C f a f nx

∞

=

= + ∑  

2دوراً استنتجنا أنّ  πيقبل العدد  fمّا كان التابع ـول 1, ( ) 0nn a f+∀ ∈ =ℕ ّوعليه فإن ،  

0 2
1

( )( ) ( ) ( )cos2n
n

S f x C f a f nx

∞

=

= + ∑  

  لدينا ℕ∗من nولكن في حالة 
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3 3
2

0

0

1 2
( ) sin cos2 d sin cos2 d

2 3 sin sin 3
cos2 d

4

na f x nx x x nx x

x x
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π
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π

−

= =

−
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∫ ∫

∫
  

  وعليه يكون
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2
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0

0

2 2

3 1
( ) sin cos2 d sin 3 cos2 d

2 2

3
sin(2 1) sin(2 1) d

4
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4
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     = − − −     + − + −   

=
− −

∫ ∫

∫

∫  

  وكذلك نجد

( )

3 3
0

0

0

1 1
( ) sin d sin d
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1 4
3 sin sin 3 d

4 3

C f x x x x

x x x

π π

π
π
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π π

−

= =

= − =

∫ ∫

∫
  

)عياًّ، استنتجنا أنّ متسلسلة فورييه طَ قِ  1Cينتمي إلى الصف  fمّا كان التابع ـول )S f  متقاربة
  . إذنfببساطة من التابع 

3

2 2
1

4 24 cos2
, sin

3 (4 1)(4 9)n

nx
x x

n nπ π

∞

=

∀ ∈ = + ⋅
− −

∑ℝ  

فإذا اخترنا 
2

x
π

  استنتجنا أنّ  =
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2 2
1

4 ( 1)
24

3 (4 1)(4 9)

n

n n n
π

∞

=

−
= +

− −
∑  

  فإننا نجد Parsevalأمّا إذا استفدنا من علاقة 

6

2 2 2 2 2 2
1

1 16 288 1
sin d

2 9 (4 1) (4 9)n

x x
n n

π

π
π π π

∞

=−

= + ⋅
− −

∑∫  

61ساب بسيط أنّ  ولكن نجد بح 5
sin d

2 16
x x

π

π
π

−

  إذن ∫=

  2

2 2 2 2
1

256 4609 1

45 5 (4 1) (4 9)n n n
π

∞

=

= + ⋅
− −

∑  ú  

Jلتكن  6. التمرينm  منℕ ّ2، ولنعرف 1
, ( ) sin

m

mx f x x
+

∀ ∈ =ℝ.  

)، فلدينا ℕ∗من nاً كانت يّ أثبت أنهّ، أ 1. ) 0n mb f 2و  = 1( ) 0n ma f− =.  

)لنعرّف  2. ) 2 1

0

sin ( ) cos(2 )dm m
nA x nx x

π

+= ⋅∫.  

.i  ّ(0)أثبت أن

2

2
,

1 4
nn A

n
∀ ∈ =

−
ℕ.  

.ii  ّثمُ أثبت كذلك أن  
( ) ( 1)

2 2

2 (2 1)
, ,

(2 1) 4

m m
n n

m m
n m A A

m n

∗ −+
∀ ∈ ∀ ∈ =

+ −
ℕ ℕ  

  مجموع متسلسلة عددية.بصيغة  π لعدد، واستنتج عبارة لmfكتب متسلسلة فورييه للتابع ا  3.

  الحـل

  م للتمرين السابق.هذا تعمي
)تابعٌ زوجي، فمتسلسلة فورييه الموافقة هي متسلسلة جيوب تمام، أي  mfالتابع  1. ) 0n mb f = 

2دوراً، استنتجنا أنّ  πيقبل العدد  mfابع مّا كان التـ. ولℕ∗من  nأياًّ كانت  1( ) 0na f+ = 
  .nمهما كان العدد الطبيعي 

. .2i : هذا حساب دقيق. في الحقيقة  
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. .2ii  1وفي حالةm   لدينا ≤
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  ومن ثمَّ 
2

( 1) ( ) ( ) ( )1 2

2 (2 1)
m m m m
n n n n
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A A A A

m m m

− − = −
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  إذن
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2 2 2
( 1) ( ) ( )1 2 (1 2 ) 4

1
2 (2 1) 2(2 1)

m m m
n n n

n m n
A A A

m m m m m

−
  + − = + − =   + + 

  

  أو
( ) ( 1)

2 2

2(2 1)

(1 2 ) 4

m m
n n

m m
A A

m n

−+
=

+ −
  

)ه، مهما تكن ستنتج من الحساب السابق أنّ ن 3. , )n m  2منℕ يكن  
( ) (0)

2 2 2 2 2
0

(2 1)(2 ) 3 2 2 (2 1)!

(1 2 ) 4 9 4 ((2 1) 4 )

m
n n m

k

m m m
A A

m n n k n
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+ ⋅ ⋅ +
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⋯  

)، يكن ℕ∗من  nولكن، مهما تكن  )
2

2
( ) m

n m na f A
π

)و  = )
0 0

1
( ) m
mC f A

π
أمّا  .=

إلى  وضوحاً  ينتميلأنهّ  ،ℝعلى  mfفهي متقاربة ببساطة من التابع  mfمتسلسلة فورييه للتابع 
  ، يكنℕمن  m، ومهما تكن ℝمن  xقِطعياًّ. إذن مهما تكن  1Cالصف 

2 1 2
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2 201
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  أو بصيغة مُكافئة
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وبوجه خاص، في حالة 
2

x
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  نجد ،=
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  ú    وهي النتيجة المطلوبة
  
Jليكن التابع 7. التمرين f 2 ذي يقبل العددالπ  ال و  اً دور0,2]المعرّف على ا ]π :بالعلاقة  
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  وانشره بمتسلسلة فورييه. fارسم بيان التابع  1.

استنتج قيمة  2.
4

1
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n n

∞

=
∑.  

∗من  aتكن ل 3.
+ℝ ولنضع .
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∞
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)ثمُّ احسب    )F a.  

أثبت أنّ  4.
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  الحـل
  .fلنتأمّل فيما يلي الخط البياني للتابع  1.

 

x

y
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2π
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6
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12
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0nفي حالة    لدينا  ≠
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)0ونجد بحساب مباشر أنّ  ) 0C f عياًّ، طَ قِ  1Cينتمي إلى الصف  fمّا كان التابع ـول .=
)استنتجنا أنّ متسلسلة فورييه  )S f  متقاربة ببساطة من التابعfإذن .  
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  أنّ  وجدنا Parsevalإذا استفدنا من علاقة  2.

( )
2

2

4
10

1 1 1
( ) d

2 2 n
f x x

n

π

π

∞

=

= ∑∫  

  ولكن 
2 2

2 4 2 2 4

0 0
4

1 1
( ( )) d (9( ) 6 ( ) )d

2 288

180

f x x x x x

π π

π π π π
π π

π

= − − − +

=

∫ ∫  

 إذن 

4

4
1

1

90n n

π
∞

=

=∑  

  متقاربٌ. ويكون F، إذن التكامل الذي يعُرّف ℝتابعٌ محدودٌ على  fالتابع  3.
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  ولكن نجد بحساب مباشر أنّ 
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  نستنتج إذن أنّ 
2 2

3

1
0, ( ) 1

3 th2

a a
a F a

aa

π π

π

  ∀ > = + −   
  

0,2]متقاربة بانتظام على اال  fلتابع ا كانت متسلسلة فورييه ل ـّلم 4. ]π نّ استنتجنا أ  
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)ومن مقارنة صيغتي  )F a  اللتين وجدناهما سابقاً نستنتج إذن  
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J8. التمرين  
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0aلتكن  1. ]دوري المعرّف على اال −2πالتابع الـ  g، وليكن ≠ , ]π π−  بالعلاقة
2 2( ) /2g x a x=.  

.i  ييه للتابع عينّ متسلسلة فورg ّا متقاربة بانتظام على ، وأثبت أℝ من g.  
.ii  من المتسلسلات احسب مجموع كل  
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∗من  a في حالةنعرّف  2.
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  .ℝعلى  دوريّ −2πو تابع معرّف ومستمرf  أثبت أنّ    
. .3i   ّأثبت أن  
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.ii  استنتج أنّ التابعg f−  2ينتمي إلى الصفC  واحسب( )g f ′′−.  
.iii الأثبت أنهّ على ا] , [π π−  يكون التابعf  ًّلمعادلة تفاضليّة خطيّة من المرتبة حلا 

قق تحُ  γو βو α توجد أعداد أثبت أنهّ أي(يُطلب تعيينها. بأمثال ثابتة الثانية
(f f fα β γ′′ ′+ + =.  

.iv  استنتج أنهّ توجد أعدادA وB وC  بحيث يكون  
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  ونجد بحساب مباشر أنّ 
2 2 2

2
0( ) d

4 6

a a
C g x x

π

π

π

π
−

= =∫  

)متسلسلة فورييه  وعليه تكون )S g لتابع لg :  
2 2 2

2
1

( 1)
( )( ) 2 cos

6

n

n

a a
S g x nx

n

π
∞

=

−
= + ∑  

. .1ii  إنّ المتسلسلة( )S g  متقاربة بالنظيم علىℝ والتابع ،g  على  تابعٌ مستمرℝ إذن ،
)تتقارب متسلسلة فورييه  )S g  من التابعg0ا عوّضنا . فإذx xأو  = π= وجدنا  

2

2
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π
∞
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π
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  وبحساب نصف الفرق نستنتج أيضاً أنّ 
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  ح لنا أن نكتبتيفت Parseval تطابقةأمّا م
4 4 4
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π

∞
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ومنه 
4

4
1

1

90n n

π
∞

=

=∑.  

، ℝعلى  تابعٌ معرّف ومستمرf  ، فالتابع ℝمتقاربة بالنظيم على  fإنّ المتسلسلة التي تعرّف  2.
  دوراً.  2πويقبل العدد 

. .3i  من الواضح أنهّ مهما تكنx  منℝ يكن  
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. .3ii مّا كانت متسلسلتا التوابع ـل  
1
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1
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g، استنتجنا أنّ التابع ℝمتقاربتين بالنظيم، إذن بانتظام، على  f−  2ينتمي إلى الصفC  على
ℝ  ّوأن  

4 2
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( 1)
, ( ) ( ) 4 cos ( )
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x g f x a nx a f x
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∞
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−′′∀ ∈ − = − = −
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∑ℝ  

. .3iii  الولكن على ا] , [π π−  ينتمي التابعg  2إلى الصفC قويحُق  
2] , [, ( )x g x aπ π ′′∀ ∈ − =  

  إذن
2 2] , [, ( ) ( )x f x a f x aπ π ′′∀ ∈ − − =  

. .3iv  1من الواضح أنّ التابع الثابتx حل خاصّ للمعادلة التفاضليّة السابقة، أمّا الحل  ֏−
chالعام لهذه المعادلة بدون طرف ثانٍ فيُكتب بالشكل  shx A ax B ax+֏ إذن يوجد .

  يحُققان Bو Aعددان 
] , [, ( ) ch sh 1x f x A ax B axπ π∀ ∈ − = + −  

[تابعٌ زوجي على اال  fولكنّ التابع  , [π π−  0إذنB ، ومن جهة أخرى، التابع =
( )g f   دوراً، إذن 2πويقبل العدد  ℝتابعٌ مستمر على  −′

( )
lim ( ) ( ) lim ( ) ( ) lim ( ) ( )
x x x

g f x g f x g f x
π π π

− + +→ → → −

′ ′ ′− = − = −  

  أو
2 2sh sha aA a a aA aπ π π π− = − +  

shA/إذن  aπ π=.   
  ومنه
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π
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  : الآتيةلى النتيجة وصلنا إ fفإذا استفدنا من استمرار التابع 
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. .3v  1باختيارa   نجد  =
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0xفإذا عوّضنا  xثمُّ  = π= وجدنا  
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∞
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∞
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Jعينّ متسلسلة فورييه للتابع 9. التمرين f المعرّف بالعلاقة ( ) max(sin , 0)f x x= في حالة 

x  منℝ .سلسلة، واحسب قيمةثمُّ ادرس تقارب هذه المت  :
2

1

( 1)

4 1

n

n n

∞

=

−

−
∑.  

  الحـل

نّ  ) لنلاحظ أ )1
, ( ) sin sin

2
x f x x x∀ ∈ = +ℝ ، 6.فإذا استفدنا من نتيجة التمرين 

0mفي حالة    استنتجنا أنّ  =

( )
2

1

1 1 2 cos2
, max 0, sin sin

2 4 1n
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x x x

nπ π

∞

=

∀ ∈ = + −
−

∑ℝ  

لأّا متقاربة بالنظيم. وإذا عوّضنا  fوهي متسلسلة فورييه للتابع 
2

x
π

  وجدنا  =

    
2

1

2 ( 1)

4 4 1
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n n

π
∞

=

− −
=

−
∑  ú  

Jليكن التابع  10. التمرينΘ  2الذي يقبل العددπ  ًيأتيالمعرّف كما و  دورا :  
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x x
x

x x

π π

π ππ

 ∈ −Θ =  − ∈
  

  فلدينا ،ℝمن  xأثبت أنهّ، أياً كانت  1.
i(2 1)

2

2 ( 1)
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i (2 1)

k
k x
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x e
kπ
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∈

−
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+
∑
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4 1
1

(2 1)k kπ ∈

=
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∑
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  ، فلديناℕ∗من  nتنتج أنهّ، أياً كانت اس 2.

2 2

4 ( 1) i(2 1)
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2i (2 1)

k
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π

π ∈

 − + ∀ ∈ − =   +
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)n:iليكن كثير الحدود المثلثيّ من درجة أصغر أو تساوي 3. )
n rt

rr n
P t c e

=−
= أثبت  ∑

 أنّ 

2 2

4 ( 1) 2 1( )
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n kP t P t
nk
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π ∈

−  + ′ = +   +
∑
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))vectاستنتج أنهّ إذا كانت  .Bernstein متراجحة 4. ) )n k n k ne − ≤ ≤=T  ّفإن  
,nP P n P

∞ ∞
′∀ ∈ ≤T  

  ؟ حة السابقةثابتاً أصغر منه في المتراج nهل يمكن أن نستبدل بالثابت 
  الحـل
قِطَعيّاً، إذن تتقارب متسلسلة فورييه لهذا التابع  1Cينتمي إلى الصف  Θنلاحظ بسهولة أنّ  1.

  ونجد بحساب مباشر  منه، وذلك استناداً إلى مبرهنة ديرخليه.
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  وأخيراً 
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)زوجياًّ كان  nفإذا كان  ) 0nC Θ 2فرديّ، مثلاً  n، أمّا في حالة = 1n k=   ، فلدينا+
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∫
  

  ، فلديناℝمن  xكانت   وعليه، أياًّ 
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وبوجه خاص، في حالة 
2

x
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  نجد =

2
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π

π ∈

=
+

∑
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  وهذا يُكافئ النتيجة المطلوبة.

]من  xلتكن  2. , ]n n−  عندئذ ينتمي العدد
2

x

n

π  الإلى ا
2 2
,π π −   وعليه  
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  أو
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  مثلاً : nكثير حدود مثلثيّ من درجة أصغر أو تساوي  Pليكن 3.
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n

rt
r

r n

P t c e
=−

= ∑  

  يكن  ℝمن  tعندئذ، مهما تكن 
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  − +  = +      +

 − + = +   +

∑

∑ ∑

∑ ∑

∑

ℤ

ℤ

ℤ

  

  ، وجدنا أنّ nTمن  Pليكن  4.

2 2

4 ( 1) 2 1
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2(2 1)

k
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t P t P t
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π ∈

 − + ′∀ ∈ = +   +
∑
ℤ

ℝ  

  نجد 1.وعليه، بالاستفادة من نتيجة السؤال 

2 2

4 1
, ( )

(2 1)k

n
t P t P n P

kπ ∞ ∞
∈

′∀ ∈ ≤ =
+

∑
ℤ

ℝ  

  ومن ثمَّ 

,nP P n P
∞ ∞

′∀ ∈ ≤T  

)اة في حالة ساو الم تتحقّق إذ ،وهي أفضل متراجحة ممكنة ) cos( )P t nt= .ًمثلا  ú  
J 11. التمرين  

  .]0,1]من  rنثبّتُ عدداً  1.

.i  ّأثبت أن 
2

1

sin
, sin( )

1 2 cos

n

n

r t
t r nt

r r t

∞

=

∀ ∈ =
+ −

∑ℝ ،تتقارب  حيث

  المتسلسلة بالنظيم.

.ii  ّ2استنتج أن

1

1
, cos( ) ln(1 2 cos )

2

n

n

r
x nx r r x

n

∞

=

∀ ∈ − = + −∑ℝ.  

.iii  احسب، في حالةn  منℕ ،التكامل  
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2

0

2
ln(1 2 cos )cos( )dr r x nx x
π

π
+ −∫  

  قيمة، ℕ∗من  nثمُ استنتج، في حالة 

2

0

2
sin ln(1 2 cos ) sin( )dx r r x nx x

π

π
+ −∫  

  بالعلاقة  ϕنعُرف التابع  2.
sin ln(1 cos ) : 2

( )
0 : 2

x x x
x

x

π
ϕ

π

 − ∉=  ∈

ℤ

ℤ
  

 .i   ّأثبت أنϕ  2تابع فردي منπC ؟0. هل هو قابل للاشتقاق عند  

.ii تخدم نتيجة سا. .1iii التكامل  لتحسب قيمة
0

2
( )sin( )dx nx x

π

ϕ
π  كوني حين ∫

n ∗∈ ℕ.  
.iii  استنتج متسلسلة فورييه للتابعϕ.اوادرس تقار ،  

  الحـل
. .1i  في الحقيقة، إنّ المتسلسلة المدروسة متقاربة بالنظيم وضوحاً، ولدينا  

i
i

i
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     = =      −  

=
+ −

∑ ∑
  

. .1ii  لتكنx  منℝ لإنّ التقارب بالنظيم، بالنسبة إلى المتحو .t للمتسلسلة المدروسة يسمح ،
  لنجد xو 0لنا بمكُاملة هذه المتسلسلة حدّاً حدّاً بين 

2

1

1
(1 cos ) ln(1 2 cos ) ln(1 )

2
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n

r
nx r r x r

n

∞

=

− = + − − −∑  

  فإذا تذكّرنا أنّ 

1

ln(1 )
n

n

r
r

n

∞

=

= − −∑  

  استنتجنا من المساواة السابقة أنّ 



 52 متسلسلات فورييـه

2

1

1
cos ln(1 2 cos )

2

n

n

r
nx r r x

n

∞

=

− = + −∑  

. .1iii  إنّ نتيجة السؤال السابق، والتقارب بالنظيم للمتسلسلة
1

cos cos
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kx nx
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=
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  لنا أن نكتب
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  ومن ثمَّ 

2
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2ولكن نعلم أنّ  sin sin cos( 1) cos( 1)x nx n x n x⋅ = − −   إذن +
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 − > + −=  =

∫
  

. .2i  نّ التابع نّ  2πويقبل العدد  تابعٌ فردي، ومستمرϕ  من الواضح أ لاّ أ . إ لا يقبل  ϕدوراً
  .0الاشتقاق عند 

. .2ii لنضع بالتعريف  

( )
0

2
sin ln 2(1 cos ) sin dnJ x x nx x

π

π
= −∫  

,0]من  xمهما تكن  ]π يكن  
2 2 2 2 2ln(1 2 cos ) ln (1 ) sin (1 ) cos

2 2

x x
r r x r r

 + − = + + −   
  

  
,0[من  xوعليه، مهما تكن  ]π يكن  
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2 2 2 22

2

2 2

2

2

2

(1 ) sin ( /2) (1 ) cos ( /2)1 2 cos
ln ln

2(1 cos ) 4 sin ( /2)

1 (1 )
ln

2 4 tan ( /2)

1 1 1
2 ln ln 1

2 1 tan ( /2)

r x r xr r x

x x

r r

x

r r

r x
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  ومنه
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1 1 tan ( /2)

1 2
2 1

1

1, tanr x x

r

r r x r r

x r r x

r r

r r x

r

r

u u

x

u

−
+

       + − − −     ≤ + + +           − + +       

 − − ≤ +  + + 

 −  ≤ +  +

≥ ⇒ + ≤

 

≤ ≥









( )

2

2

2

2

2

10, 0 1

2 1
2 1 24

x r
r

x

x x

rπ

 

 + − ≤ − ≤   

≤ < ≤ <



  

  وأخيراً إذا تذكّرنا أنّ 
2sin sinx nx nx≤  

,0[من  xمهما تكن  استنتجنا أنهّ ]π يكن  
21 2 cos

sin sin ln 24 (1 )
2(1 cos )

r r x
x nx n r

x

 + −   ≤ −   − 
  

  وعليه
[0,1[, ( ) 48 (1 )n nr I r J n r∀ ∈ − ≤ −  

 إذن
1

lim ( )n n
r

J I r
−→

=.  

  ومن ثمَّ 
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2

2
: 1

1
1

: 1
2

n

n
nJ

n

 − > −=  =

  

  ولكن

0 0

2 2 ln2
( )sin d sin sin dnJ x nx x x nx x

π π

ϕ
π π

= + ⋅∫ ∫  

  إذن

2

0

2
: 1

2 1( ) ( )sin d
1

ln2 : 1
2

n

n
nb x nx x

n

π

ϕ ϕ
π

 − > −= =  − =

∫  

. .2iii  نستنتج مما سبق أنّ متسلسلة فورييه للتابعϕ هي  

2
2

1 2
( )( ) ln2 sin sin

2 1n

S x x nx
n

ϕ

∞

=

 = − −   −
∑  

اربة بالنظيم استنتجنا أنّ مجموعها ومتسلسلة فورييه السابقة متق ℝمستمراًّ على  ϕمّا كان التابع ـول
  إذن ϕيساوي 

( )
2

2

sin ln 1 cos : 21 2
ln2 sin sin

0 : 22 1n

x x x
x nx

xn

π

π

∞

=

 − ∉   − − =    ∈  − 
∑

ℤ

ℤ
  

  ú  وهي النتيجة المطلوبة.
Jليكن  12. التمرينa  عنصراً من

2
]0, ]π ولنعرّف التابع .af  2منπℜ :بالعلاقة  

1 : [ 2 ,2 ]
( ) 2

0 : [ , ]\[ 2 ,2 ]
a

x
x a a

f x a a

x a a

π

π π

    ⋅ − ∈ −   =    ∈ − −

  

. .1i    اكتب متسلسلة فورييه للتابعaf .اوادرس تقار  

.ii    موعاحسب ا
2

2 2
1

sin
( 1)n

n

na

n a

∞

=

−∑.  
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.iii   احسب، في حالة
2

0 a b π< ≤  اموع، ≥
2 2

4
1

sin ( )sin ( )

n

na nb

n

∞

=
. ما ∑

قيمة هذا اموع إذا كان 
2

0 b a π< ≤   ؟≥
∗من  λلتكن  2.

+ℝ وليكن ،gλ  2التابع منπℜ :المعرّف بالعلاقة  
[ , [, ( ) ch( )x g x xλπ π λ∀ ∈ − =  

  وادرس تقارا. gλاكتب متسلسلة فورييه للتابع 

. .3i 1حسب بطريقتين مختلفتين المقدار ا
( ) ( )d

2 af x g x x

π

λ

π
π

−
ه مهما تكن ، واستنتج أنّ ∫

a  من
2

0, π     ومهما تكنλ  من∗
+ℝ : يكن  

2 2 2

2 2 2 3
1

( 1) sin ( ) sh ( ) sh( )

( ) 2 sh( )

n

n

an a a

n n

π λ λ λπ

λ λ λπ

∞

=

− −
=

+
∑  

  ؟λدد هل تبقى النتيجة السابقة صحيحة عند قيم أخرى للع  

.ii  احسب مجموع المتسلسلة
2

4
1

( 1) sin ( )n

n

an

n

∞

=

−∑.  

  الحـل
. .1i  ّمن الواضح أنaf  1الصف  لىإينتميC لة فورييه الموافقة منه.قِطعيّاً، إذن تتقارب متسلس  

0nفي حالة    لدينا  ≠

( )
2 2

i

2
2 0

2

2
0

| |1 1
1 d (2 )cos d

2 2 2

(2 )sin

2

a a

nx
n a

a

a

x
C f e x a x nx x

a a a

a x nx

a n

−

−

 = − = −  

 − =
  

∫ ∫
2

2
0

2 2

2 2 2 2
0

1
sin d

2

cos sin

2

a

a

nx x
a n

nx an

a n a n

+

 
 = − =
  

∫  

)0ونجد بحساب مباشر أنّ  ) 1aC f   . نستنتج إذن أنّ =
2

1

sin
, ( ) 1 2 cosa

n

na
x f x nx

na

∞

=

 ∀ ∈ = +   ∑ℝ  
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. .1ii  فإذا عوّضناx π=  ّاستنتجنا أن  
2

1

1

1 sin
( 1)

2
n

n

na

na

∞
−

=

 = −   ∑  

. .1iii  ّ0 نلاحظ أن( ) 1a bC f f∗  وأنّ  ،=
2 2

2 2 4

sin sin
( )n a b

an bn
C f f

a b n

⋅
∗ في حالة  =

0n aمّا كانت متسلسلة فورييه للتابع ـ. ول≠ bf f∗ ام من التابع نفسه، استنتجنا متقاربة بانتظ  
2 2

2 2 4
1

sin sin
(0) 1 2a b

n

an bn
f f

a b n

∞

=

⋅
∗ = + ∑  

 ولكن 

1
(0) ( ) ( )d

2a b a bf f f x f x x

π

π
π

−

∗ = −∫  

فإذا استفدنا من الفرض 
2

0 a b π< ≤   وجدنا ≥
2

2
2

2 2
0

2

| | | |
(0) 1 1 d

2 2 2

(2 )(2 )d
4

(3 )

3

a

a b

a
a

x x
f f x

ab a b

a x b x x
a b

b a

b

π

π

π

−

    ∗ = − −       

= − −

−
=

∫

∫  

إذن، في حالة 
2

0 a b π< ≤   لدينا ≥
2 2

2 3 2 2

4
1

sin sin 1

2 6 2n

an bn
a b a a b

n

π π
∞

=

⋅
= − −∑  

 حالة أمّا في
2

0 b a π< ≤   فنجد مباشرة أنّ  ≥
2 2

2 3 2 2

4
1

sin sin 1

2 6 2n

an bn
ab b a b

n

π π
∞

=

⋅
= − −∑  

  ووجدنا 4.في التمرين  gλلقد حسبنا ثوابت فورييه للتابع  2.

2 2

sh ( 1)
( )

n

nC g
n

λ

πλ λ

π λ

−
= ⋅

+
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  هيف gλيه للتابع أمّا متسلسلة فوري

2 2
1

sh sh ( 1)
( )( ) 2 cos

n

n

S g x nx
n

λ

πλ πλ λ

πλ π λ

∞

=

−
= +

+
∑  

  استنتجنا ℝعلى  gλ، فإذا استفدنا من استمرار التابع ℝوهي متقاربة بالنظيم على 

2 2
1

sh sh ( 1)
, ( ) 2 cos

n

n

x g x nx
n

λ

πλ πλ λ

πλ π λ

∞

=

−
∀ ∈ = +

+
∑ℝ  

. .3i  ّلنلاحظ أن  

1
( ) ( )d (0) ( ) ( )

2 a a n a n
n

f x g x x f g C f C g

π

λ λ λ

π
π ∈−

= ∗ = ∑∫
ℤ

  

  ولكن
2

2
0

2

2
0

1
(0) (2 )ch( )d

2

(2 )sh( )

2

a

a

a

f g a x x x
a

a x x

a

λ λ

λ

λ

∗ = −

 − =
  

∫
2

2
0

2

2 2 2 2

1
sh( )d

2

ch(2 ) 1 sh

2

a

x x
a

a a

a a

λ
λ

λ λ

λ λ

+

−
= =

∫  

0ومن جهة ثانية  0

sh
( ) ( )aC f C gλ

λπ

λπ
0nوفي حالة  =   لدينا ≠
2

2 2 2 2

sh ( 1) sin
( ) ( )

( )

n

n a n

an
C f C g

a n n
λ

λ πλ

π λ

−
= ⋅

+
  

  إذن
2 2

2 2 2 2 2 2
1

sh sh 2 sh ( 1) sin

( )

n

n

a an

a a n n

λ λπ λ πλ

λπλ π λ

∞

=

−
= + ⋅

+
∑  

  أو
2 2 2

3 2 2 2 2
1

sh ( 1) sin

2 sh 2 ( )

n

n

a a an

n n

π λ

λ πλ λ λ

∞

=

−
− =

+
∑  
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. .3ii  لنعرّف في حالةn ∗∈ ℕ وλ ∈ ℝ المقدار  
2

2 2 2

( 1) sin
( )

( )

n

n

an
h

n n
λ

λ

−
=

+
  

 nh من التوابع ، وأنّ كلاًّ ℝتتقارب بالنظيم على  ∑nhعندئذ نلاحظ أنّ متسلسلة التوابع 
 على  مستمرℝ أيضاً على موع مستمرإذن ا .ℝومنه .  

  

2 2 2

4 3 201
2 2 2

( 1) sin sh
lim

2 sh 2

(2 )

12

n

n

an a a

n

a a

λ

π λ

λ πλ λ

π

+

∞

→=

 −  = −   
−

=

∑
  

  ú    وهي النتيجة المطلوبة.

Jفي حالة ،لنعرّف 13. التمرين x  منℝ وn من∗ℕ ، المقدار
1

sin( )
( )

n

n
k

kx
S x

k=

= ∑.  

)لنعرّف  1. ) ( )/2f x xπ= 0,2] في حالة − [x π∈ ّأثبت أن .  
]0,2 [, lim ( ) ( )n

n
x S x f xπ

→∞
∀ ∈ =  

 أثبت أنّ  2.
0

1
]0,2 [, ( ) ( )d

2 2

x

n n

x
x S x D t tπ∀ ∈ = − + هي نواة  nDو، ∫

  ديرخليه.
,0]نعرّف على اال  3. ]π  التابعg  بالعلاقة  

1 1
: ]0, ]

( ) 2 sin( /2)
0 : 0

x
g x x x

x

π
 − ∈=  =

  

.i   ّأثبت أنg  ال  مستمر0]على ا, ]π.  
.ii  ّأثبت أن  

0 0

sin( 1/2)2 1( ) ( )sin d d
2 2

x x

n

n t xnS x g t t t t
t

+ + = + −  ∫ ∫  

.iii ستنتج أنّ ا
0

sin
d

2

t
t

t

π
∞

=∫.  
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أثبت أنّ  4.
0

sin
d lim n

n

t
t S

t n

π
π

→∞

 =   ∫.  

0αه يوجد ثابتٌ استنتج أنّ  5.   يحُقق <

0
lim lim ( )n
n x

S f x
n

π
α

+→∞ →

  ≥ +  
  

  .Gibbs ظاهرةوهذه تسمّى 
  الحـل
0,2]على اال  fالتابع الذي يتّفق مع  fɶليكن  1. [π 2، والذي يقبل العددπ  دوراً. عندئذ

)نلاحظ بحساب بسيط أنّ  )
1

( )n n
S x

≥
. fɶتالية ااميع الجزئيّة لمتسلسلة فورييه للتابع هي مت 

0,2[على اال  1Cينتمي إلى الصف  fɶولكنّ التابع  [π إذن مهما تكن .x  من]0,2 [π  ّفإن
)المتتالية  )

1
( )n n

S x
≥

)تتقارب من   )f x.  
  من المعلوم أنّ  2.

1

sin(( 1/2) )
( ) 1 2 cos

sin( /2)

n

n
k

n x
D x kx

x=

+
= + =∑  

  إذن من السهل ملاحظة أنّ 

0

1
[0,2 [, ( ) ( )d

2 2

x

n n

x
x S x D t tπ∀ ∈ = −∫  

. .3i إجراء نشرٍ محدود بسيط أنّ نلاحظ ب
0

lim ( ) 0
x

g x
+→

على  تابعٌ مستمرg  ، وعليه  فالتابع =

[0, ]π.  
. .3ii  يمكننا أن نكتبَ في حالة  2.بالاستفادة من النتيجةx  0]من, ]π : ما يلي  

0 0

2 1 1 2 1
( ) ( )sin d sin d

2 2 2

x x

n

n n x
S x g t t t t t

t

   + +  = + −        ∫ ∫  

. .3iii نستنتج من استمرار التابع  ،بالاستفادة من توطئة ريمان المعروفةg  ّأن  

0

2 1
[0, ], lim ( )sin d 0

2

x

n

n
x g t t tπ

→∞

 + ∀ ∈ =  ∫  
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. .3iv  نختارx π=  في. .3ii ونستفيد من النتيجة السابقة لنجد  

0

1 2 1
0 ( ) lim sin d

2 2n

n
f t t

t

π
π

π
→∞

 + = = −  ∫  

فإذا أجرينا تغييراً بسيطاً في المتحول، وتذكّرنا أنّ التكامل 
0

sin
d
t
t

t

∞

  متقاربٌ، استنتجنا أنّ  ∫

0

sin
d

2

t
t

t

π
∞

=∫  

  من المعلوم أنّ  4.
( )

1

sin /

/

n

n
k

k n
S

n n k n

ππ π

π=

  =   ∑  

nSإذن 
n

π    
sintهو مجموع ريمان للتابع  

t
t

,0]الموافق لتقسيمة منتظمة للمجال  ֏ ]π فهو ،

,0]، من تكامل هذا التابع على ∞+إلى  nيتقارب، عندما تسعى  ]π أي .  

0

sin
lim dn
n

t
S t

n t

π
π

→∞

  =   ∫  

  نلاحظ أنّ  5.
(2 1)

10 0 (2 1)

sin sin sin
d d d

k

k k

t t t
t t t

t t t

π π

π

∞ +∞

= −

= + ∑∫ ∫ ∫  

  ولكن
(2 1)

(2 1)

0 0

2 2 2
0

sin sin
d d

2

sin sin
d d

2 2

sin
2 d

4

k

k

t u
t u

t k u

u u
u u

k u k u

u u
u

k u

π π

π π

π π

π

π

π π

π

+

− −

=
+

= −
+ −

= −
−

∫ ∫

∫ ∫

∫
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  وعليه

2 2 2
10 0

2 2
1 0

2 2
1 0

2

2

sin sin
d 2 d

2 4

sin
2 d

4

1 1
sin d

2

1

6 122

k

k

k

t u u
t u

t k u

u u
u

k

u u u
k

π π

π

π

π

π

π

π

π π
π

π

∞

=

∞

=

∞

=

− =
−

>

     >        

= ⋅ ⋅ =

∑∫ ∫

∑∫

∑ ∫

  

  وعلى هذا نكون قد أثبتنا أنّ 

0
lim lim ( )

12n
n x

S f x
n

π π
+→∞ →

  > +  
  

  يوضح الشكل التالي هذه الظاهرة.
  

 

f

5S 10S

15S 30S

00

00

π

ππ

π

2
π

2
π

2
π

2
π

αվ

  
  

  ú  وهي النتيجة المطلوبة.
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Jليكن  14. التمرينa  عنصراً من( )\ i∪ℂ ℤ ℤ 2. نتأمّل التابع الدوريf π∈ R  المعرّف
  بالعلاقة :

cos( ) ch( )
] , ], ( )

sin( ) sh( )

ax ax
x f x

a a
π π

π π
∀ ∈ − = +.  

 .ℝعلى  2Cتابعٌ من الصف  fأثبت أنّ التابع  1.

)احسب ثوابت فورييه الأسيّة  2. )( )n n
C f

∈ℤ
 .fللتابع  

)استنتج وجود متتالية عدديةّ  3. )n n
u

∈ℕ
 يطُلب تعيينها، تحُقّق 

0

, ( ) cosn
n

x f x u nx

∞

=

∀ ∈ = ∑ℝ  

احسب اموعَين التاليتين :  4.
4 4
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  الحـل
نّ  1. sinنعلم أ 0aπ aإذا وفقط إذا كان  = ∈ ℤ وكذلك ،sh 0aπ إذا وفقط إذا   =

iaكان  ∈ ℤ إذن نستنتج أنّ التابع .f  ينتمي إلى الصفC∞  العلى ا] , ]π π−.  
 نلاحظ أنّ  �

( )

cos ch
lim ( ) lim ( ) lim ( )

sin shx x x

a a
f x f x f x

a aπ π π

π π

π π+ + −→ → − →
= = + =  

 .πمستمرّ عند  fإذن 

 وكذلك  �

sh sin
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sh sin
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x f x a

a a
π π

π π

 ′∀ ∈ − = −   
  

 إذن

( )
lim ( ) lim ( ) 0 lim ( )
x x x

f x f x f x
π π π+ + −→ → − →

′ ′ ′= = =  

f، والتابع πقابل للاشتقاق عند  fوالتابع   .πمستمرّ عند  ′

 ونجد أيضاً  �

2 ch cos
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sh sin

ax ax
x f x a

a a
π π

π π

 ′′∀ ∈ − = −   
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 إذن

( )
lim ( ) lim ( ) 0 lim ( )
x x x

f x f x f f
π π π+ + −→ → − →

′′ ′′ ′′= = =  

fفالتابع  f، والتابع πقابل للاشتقاق عند  ′ ينتمي إلى  fن أنّ .وهذا يبرهπمستمرّ عند  ′′
  .ℝعلى  2Cالصف 

iℂ\من  bليكن 2. ℤ  ولنعرّف التابعbg 2منπR بالعلاقة  
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  ولكن 
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  إذن
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 − = + + +   − + − + 
 − −= + =  + − −

  

  فمجموعها يساويه. وبملاحظة أنّ  ℝمتقاربة بانتظام على  fمتسلسلة فورييه للتابع  3.
( ) ( )n nC f C f− =  

  نستنتج أنّ 
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  ú  وهي النتيجة المطلوبة.
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  تكاملالو  نظريةّ القياس مقدّمة في

الذي دأبنا على دراسته، وعلى استخدامه في محطاّت  Riemannيعاني التكامل بمعنى ريمان 
دراستنا المختلفة، من نقاط ضعف أساسيّة أهمّها هو أنّ مجموعة التوابع التي يمكن حساب تكاملها 

  فمثلاً لنتأمّل التابع »صغيرة«وفق ريمان 

( )

1 :
: ,

0 :

∈→ =  ∉
ℚ ℚ

ℚ
ℝ ℝ

ℚ

x
x

x
1 1  

  ، التقسيمتين المنقوطتينℕ∗من  nولنتأمّل ، في حالة 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

0 0 0 0
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0 0 00

; ;

; ;

k k
n nn k kk n k n k n k n
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n k n n nk k n k n k nk n

t

t π

σ λ

σ λ

≤ ≤ ≤ < ≤ ≤ ≤ <

≤ ≤ ≤ ≤ ≤ <≤ <

= =

= = +ɶɶ
  

1تساوي  σɶnو σnعندئذ نلاحظ أنّ خطوة كل من 
nعندما تسعى  0تسعى إلى  ،من ثمَّ  ،، وهي

n  ومع هذا فإنّ مجموعَي ريمان الموافقين يحُقّقان ،∞+إلى  

( ) ( )1, , 1, , 0,σ σ∀ ≥ = =ℚ ℚ ɶnnn S S1 1  

)تتقارب مجاميع ريمان  ليه لاوع ),σℚS خطوة التقسيمة المنقوطة  عندما تسعى حقيقيمن عدد  1

σ  .1إذن لا يمكن حساب التكامل إلى الصفر

0∫ ℚ1 .وفق ريمان  

حان الوقت يرة لن نطيل في ذكرها، ولكن هذا مثال أوّلي على قصور تكامل ريمان، وهناك أمثلة كث
   .Lebesgue تكامل لوبيغ للتكامل هو اً جديد اً مفهومنلتقي ل

 قياسنظريته الجديدة في التكامل، وقد بناها على مفهوم  1904لقد عرض لوبيغ في أطروحته عام 
  .Borelستها بورلِ ااموعات التي سبقه في در  »أو طول«

سنعطي في هذا البحث فكرة سريعة عن هذه النظريةّ، والمفاهيم المقرونة ا، وتطبيقاا ثمُّ سنتابع 
  مالات.الاستفادة منها في دراستنا اللاحقة للتحويلات التكامليّة ولنظريةّ الاحت

 الثاني والعشرونالفصل 

  www.hiast.edu.sy  المعهد العالي للعلوم التطبيقية والتكنولوجيا
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  التامّةالجبور  1.

من  Σ، كلّ مجموعة جزئيّة Xمن أجزاء  جبراً تامّاً  مجموعة. نسميّ  Xلتكن  .تعريف 1-1.
  :الآتيةتحُقق الخواص  Xأجزاء اموعة 

∅، أي Σاموعة الخالية عنصر من   1   ∈ Σ.  
∋\. أي Σهي عنصر من  Σمتممة عنصر من   2 Σ ⇒ ∈ ΣA X A.  
). أي إذا كانت Σهو عنصرٌ من  Σع متتالية من عناصر اجتما   3 ) ∈ℕn nA 

كان   Σمتتالية من 
∈ℕ
∪ n
n

A  عنصراً منΣ.  

)كل زوج   ،قابلاً للقياس أواً، قَيوسفضاءً ونسمّي  ),ΣX  مكوّن من مجموعةX من ، و
  .Xمن أجزاء  Σ تام جبرٍ 

)فمثلاً،  )P X أي مجموعة أجزاء ،Xجبرٌ  و، ه من أجزاء  تامX ة علىالجبور التامّ وي جميع يح 
X ّوكذلك نرى أن .{ },∅ X وه  من أجزاء  جبرٌ تامX  ة علىالجبور التامّ في جميع  ىمحتو X .  

  . X مجموعة من أجزاء جبراً تامّاً  Σكن يل .مبرهنة 2-1.
A∪ى كل من اموعات ، انتمΣعنصرين من  Bو Aإذا كان   1 B و∩A B 

A\و B و∆A B  إلىΣ.   
)إذا كانت   2 ) ∈ℕn nA  متتالية منΣ   كان

∈ℕ
∩ n
n

A  عنصراً منΣ .  

)إذا كانت   3 ) ∈ℕn nA  متتالية منΣ  موعتانكانت ا  

  ( )
0

lim n k
n n k n

A A
→∞ ≥ ≥

= ∩ )  و  ∪ )
0

lim n k
n k nn

A A
≥ ≥→∞

= ∪ ∩
 تعــريف تعــريف

  
  . Σعنصرين من 

  اتالإثب
  �  إنّ الإثبات تحقّق مباشرٌ باستخدام العمليّات على اموعات ودساتير دومورغان.

)لتكن  .لاحظةم 3-1. ) ∈ℕn nA  موعات الجزئيّة منمتتالية من اX عندئذ ينتمي ،a  إلى
lim
→∞

n
n

A  إذا وفقط إذا انتمىa موعات إلى عددٍ لاائي من اnA وينتمي .a  إلى
lim
→∞

n
n

A  إذا وفقط إذا انتمىa موعات إلى جميع اnA  بدءاً من دليلan.   
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)لتكن  .مبرهنة 4-1. ) ∈Σi i I  من أجزاء مجموعة  الجبور التامّةجماعة منX . عندئذ يكون
تقاطعها 

∈
Σ∩ i

i I
  .Xمن أجزاء  جبراً تامّاً  

  الإثبات
  �  الإثبات هنا أيضاً تحقّق مباشرٌ باستخدام العملياّت على اموعات.

في الجبور التامّة عندئذ يكون تقاطع جميع . Xمجموعة من أجزاء مجموعة  Cلتكن  .تعريف 5-1.
X التي تحوي C  َمن أجزاء تامّ جبرٍ  أصغر X وييح C ، ذيال جبر التامّ الونسميّه 

)بالرمز  ، ونرمز إليهC تولده )Σ C .  
  :الشرطين قّقيحُ  Xمن أجزاء جبراً تامّاً  A وعليه إذا كان

� ⊂C A. 

�  كلB  من أجزاء  تامّ جبرX وييح C يح ق ق⊂A B. 

)عندئذ يكون  )= ΣA C.  

   ةمهمّ  أمثلة 6-1.
= في حالة � ℝX ،و] [{ }, := +∞ ∈C ℝc c ،تامّ بر السمّى الجي ( )Σ C ذي ال

نفسه و . وهBℝبالرمز  ونرمز إليه ℝفي  ليّةالمجموعات البورِ  جبر Cاالات  تولّده
اموعات  لّدهالتي تو  تامّ بر النفسه الج وتولّده االات المفتوحة، وكذلك ه ذيال بر التامّ الج

 . ℝالتي تولّده اموعات المغلقة في  تامّ وكذلك هو نفسه الجبر ال. ℝالمفتوحة في 

=في حالة  � ℝX، و] ]{ }, := +∞ ∈C ℝc c ،تامّ الجبر السمّى ي ( )Σ C ذيال 
  . Bℝبالرمز  ونرمز إليه ℝفي  ليّةالمجموعات البورِ جبر  Cتولّده االات 

 ذيال بر التامّ الج و. وهℝnفي  ليّةالمجموعات البورِ  جبر Bℝnونعرّف بأسلوب مماثل  �
[تولده اموعات من الشكل  [ ] [1 1, ,× ×⋯ n na b a bذي ال بر التامّ الج نفسه و، وه

 . ℝnاموعات المفتوحة في  تولّده

ℂ≡2أو  ℝnأو  ℝأو  ℝعلى  عندما نتحدث عن جبر تام  .ملاحظة ���� ℝ ا نقصد فإنن
)يُبرهن أنّ و  ما لم نذكر خلاف ذلك. هذا جبر اموعات البورلِيّة )≠B Pℝ ℝ فتوجد ،

  ليّة.مجموعات جزئيّة غير بورِ  ℝفي 
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  القَيوسة  جبورات الموجبة على الالقياس 2.
)ليكن  .تعريف 1-2. ),ΣX  ًعلى  قياساً موجباً قابلاً للقياس. نسمّي  فضاء( ),ΣX   كل

]تطبيق  ]: 0,µ Σ →   :الآتيةيحُقّق الخواص  ∞+
  � ( ) 0µ ∅ =.  
)إذا كانت  �   ) ∈ℕn nA  متتالية منΣ مكوّنة من مجموعات منفصلة مثنى مثنى كان  

( ) ( )
0

µ µ

∞

∈ =
= ∑

ℕ
∪ n n
n n

A A  

  ةأمثل 2-2.
). ليكن قياس ديراك � ),ΣX  ًقابلاً للقياس، ولتكن  فضاءa  منX.  نسمّي قياس ديراك

  :أتيما يالمعرّف ك δa، القياس aعند 

( )
1 :

,
0 :

δ
∈∀ ∈ Σ =  ∉

a

a A
A A

a A
  

)قياساً موجباً على  δaونترك للقارئ مهمّة التيقّن من كون    ),ΣX.  
)على  νد مجموعة ما، عندئذ نعرّف قياس التعدا X. لتكن التعدادقياس   � )( ),PX X  ّبأنه

  :يأتيالقياس المعرّف كما 
 

( )
( )card :

,
:

A A
A A

A
ν

∀ ∈ Σ =  +∞

 منتهية

  غير منتهية
)لتكن  � ) ∈ℕn na متتالية من الأعداد الحقيقيّة الموجبة. عندئذ نعرّف على ( )( ),P Nℕ 

)بوضع  µقياساً  )µ
∈

= ∑ k

k A

A a.  

)معرّف على  λ وحيد قياس يوجدلقد أثبت لوبيغ أنهّ . ℝلوبيغ على قياس  	 ),Bℝℝ  يقرن
  بكل مجال محدودٍ طولَه: 

( ) ] [( )2, , ,λ∀ ∈ ≤ ⇒ = −ℝa b a b a b b a  

. ولكن من المعلوم أنّ كل اإثباعرض لذلك سنقبل ا دون صعبٌ إنّ إثبات هذه الخاصّة 
)تُكتب بشكل اجتماع متتالية  Oمجموعة مفتوحة  ) ∈ℕn nI الات المفتوحةالمنفصلة  من ا

)ن أن يكون بعضها خالياً، وعندئذ يكون لدينا ، التي يمكمثنى مثنى ) ( )λ λ
∈

= ∑
ℕ

n

n

O I.  
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نظاميّاً لحساب قياس أيّ مجموعة بورلِيّة، إذ تنص قياساً كما يمكن الاستفادة من كون قياس لوبيغ 
  ا لدين Bℝمن  Aهذه الخاصّة على أنهّ في حالة 

  
)ليكن  .مبرهنة 3-2. ), ,µΣX  ًمَقيساً، أي ليكن  فضاءµ  قياساً على الفضاء القابل للقياس

( ),ΣX.  
)كان   Σمن  Bو Aاً كان أيّ    � ) ( ) ( )\µ µ µ∪ = +A B A A B.  
) فإنّ  Σمن  Bو Aاً كان أيّ   � ) ( )µ µ⊂ ⇒ ≤A B A B.  

   كان  Σمن  Bو Aاً كان أيّ    

( ) ( ) ( ) ( )µ µ µ µ∪ + ∩ = +A B A B A B  
)اً كانت المتتالية أيّ    � ) ∈ℕn nA  منΣ  ّفإن  

( ) ( )µ µ
∈ ∈

≤ ∑
ℕ ℕ

∪ n n
n n

A A  

)إذا كانت    � ) ∈ℕn nA  متتالية متزايدة منΣ 1، أي, +∀ ∈ ⊂ℕ n nn A A  ّفإن  

( ) ( )limµ µ
→∞∈

=
ℕ
∪ n n

nn
A A  


)إذا كانت     ) ∈ℕn nA  متتالية متناقصة منΣ 1، أي, +∀ ∈ ⊂ℕ n nn A A  وكان
( )0µ < +∞A   كان  

( ) ( )limµ µ
→∞∈

=
ℕ
∩ n n

nn
A A  

  الإثبات

) إذا تأملنا المتتالية � ) ∈ℕn nA 0 حيث =A A 1و \=A B A  وnA = في حالة  ∅
2n ≥ ّا متتالية من ، لاحظنا أΣ  منفصلة مثنى مثنى إذنمكوّنة من مجموعات  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

\µ µ µ µ µ
∞

∈ =
∪ = = = +∑

ℕ
∪ n n
n n

A B A A A B A  

يأخذ قيماً  µهذه النتيجة واضحة بسبب النتيجة السابقة، بعد الاستفادة من كون القياس  �
  موجبة.

( ) ( ){ }
( ){ }

inf :

sup :

A O A O

K A K

λ λ

λ

=

=

 مجموعة مفتوحة تحوي

  مجموعة متراصّة محتواة في
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  نجد �استناداً إلى  
( ) ( ) ( )\µ µ µ∪ = +A B A B A    و( ) ( ) ( )\µ µ µ= + ∩B B A A B  

  وعليه
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

\A B A B A B A A B

A B

µ µ µ µ µ

µ µ

∪ + ∩ = + + ∩

= +

	








�








�

  
)انطلاقاً من متتالية  � ) ∈ℕn nA  منΣ  نعرّف المتتالية( ) ∈ℕn nB  منΣ   يأتيكما:  

0 0 1 1, , \( )+ +
∈

= ∀ ∈ = ∪
ℕ

ℕ
n

n n k
k

B A n B A A  

  عندئذ نبرهن بالتدريج أنّ 
,

∈ ∈
∀ ∈ ∪ = ∪

ℕ ℕ
ℕ

n n
k k

k k
n A B  

)إذن حدود المتتالية ) ∈ℕn nB  لدينامنفصلة مثنى مثنى و 
∈ ∈
∪ = ∪
ℕ ℕ

k k
k k

A Bوعليه ،  
( ) ( )( ) ( )µ µ µ µ

∈ ∈ ∈ ∈
∪ = ∪ = ≤∑ ∑
ℕ ℕ

ℕ ℕ
k k k k

k k
k k

A B B A  

)نعرّف المتتالية  في السابق، كما  � ) ∈ℕn nB  منΣ   يأتيكما:  
0 0 1 1, , \+ += ∀ ∈ =ℕ n n nB A n B A A  

, عندئذ نبرهن بالتدريج أنّ 
∈

∀ ∈ = ∪
ℕ

ℕ
n

n k
k

n A Bإذن حدود المتتالية . ( ) ∈ℕn nB 

و  ،منفصلة مثنى مثنى
∈ ∈
∪ = ∪
ℕ ℕ

k k
k k

A Bوعليه ،  

( )

( )
0

( ) ( )

lim lim ( ) lim ( )

µ µ µ

µ µ µ

∈ ∈ ∈

→∞ →∞ ∈ →∞=

∪ = ∪ =

= = ∪ =

∑

∑

ℕ ℕ
ℕ

ℕn

k k k
k k

k

n

k k n
n n k n

k

A B B

B B A

  


)على المتتالية المتزايدة  �بتطبيق   )0\ ∈ℕn n
A A  ّنستنتج أن  

( ) ( )0 0 0( \( )) ( \ ) lim \µ µ µ
∈ →∞∈

∩ = ∪ =
ℕℕ

k k n
k nk

A A A A A A  

)ومن الفرْض  �و �وبالاستفادة من  )0µ < +∞A  ّنستنتج أن  
( )( ) limµ µ

→∞∈
∩ =
ℕ

k n
nk

A A  

  �  وبذا يكتمل إثبات المبرهنة.
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)إنّ الشرط  .ملاحظة � )0µ < +∞A  ضروري في الخاصّة
من المبرهنة السابقة، كما  
)مثال المتتالية المتناقصة ، λ حالة قياس لوبيغ في ،يوضّح ) ∈ℕn nA  منBℝ  المعرّفة بالصيغة

[ [,= +∞nA n حالة في n  منℕ.  

)على  λلنتأمّل قياس لوبيغ   .مثال 4-2. ),Bℝℝ وليكن .a  عدداً حقيقيّاً. عندئذ نلاحظ
[مباشرة أنّ  [1 1

1
{ } ,

≥
= − +∩ n n

n
a a a  َومن ثم  

( ) ] [( )1 1 2{ } lim , lim 0λ λ
→∞ →∞

= − + = =n n n
n n

a a a  
a≥إذن، في حالة  b يكون لدينا  

] [( ) [ [( ) ] ]( ) [ ]( ), , , ,λ λ λ λ= = = = −a b a b a b a b b a  
  لدينا ℕ∗من  nونستنتج أيضاً أنهّ في حالة 

{ }( ) ( )
0

: { } 0λ µ

∞

=
∈ = =∑ℕk k

n n

k

k  

} وكذلك يكون لدينا }( ): 0λ ∗− ∈ =ℕk
n k إذن  

{ }( ), : 0λ∗∀ ∈ ∈ =ℕ ℤk
nn k  

  في المبرهنة السابقة وجدنا أنّ  �وإذا استفدنا من 

( ) { }( ) { }( )
1

: : 0λ λ λ
∗

∞

∈ =
= ∈ ≤ ∈ =∑

ℕ
ℚ ∪ ℤ ℤk k

n n
n n

k k  

)إذا كانت  في الحقيقة، ) ∈ℕn nx كان   ،متتالية حقيقيّة ما  
{ }( ): 0λ ∈ =ℕkx k  

  مجموعة قابلة للعد. ℚحالةٌ خاصّة من هذه، لأنّ  ℚوالنتيجة المتعلّقة باموعة 

)ليكن  .تعريف 5-2. ), ,µΣX فضاء مَقيساً، عندئذ نقول إنّ مجموعةً جزئيّة B  منX ،
  تحُقّق Aمجموعة  ،Σفي  ،، إذا وُجدتمهملة-µ، أو لةمهم

( ) 0µ =A    و⊂B A  
كلّ اجتماع ونثبت دون عناء أنّ كلّ مجموعة جزئيّة من مجموعة مهملة هي نفسها مهملة، و 

  من اموعات المهملة هو مجموعة مهملة أيضاً. لِمتتالية
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إذا كان جذراً لكثير حدود غير معدوم أمثاله  عددٌ جبري ℝمن  aنقول إنّ العدد  .مثال 6-2.
هي أعدادٌ  ℚإلى مجموعة الأعداد الجبريةّ، فمثلاً جميع عناصر  Aنرمز عادة بالرمز  صحيحة.أعداد 

nجبريةّ، وكذلك جميع الأعداد من الشكل 
a حيث a  منℚ3، و 14   ... .وغيرها +120

   ،مجموعة مهملة بالنسبة إلى قياس لوبيغ. في الحقيقة Aلنثبت أنّ 
∈ BℝA   و   ( ) 0λ =A  

). نقول إنّ كثير حدود ℕ∗من  mليكن  )
0=

=∑q k
kk

P X a X  من[ ]ℤ X 
degإذا كان  mBاموعة  ينتمي إلى  ≤P m  وكان≤ka m  أياً كانت قيمةk  من

{ }0,1, , deg… P.  
)اشرة أنّ نلاحظ مب ) ( ) 1card 2 1 +≤ + m

mB mكثير حدود غير  ـّ. ولم ا كان كل
  جذراً حقيقياًّ على الأكثر، استنتجنا أنّ عدد عناصر اموعة mيقبل  mBمعدوم من 

{ }: , ( ) 0m mx P B P x= ∈ ∃ ∈ =ℝA  
)محدود بالعدد  ) 12 1 ++ mm m فهو منته. إذن ،( ) 0λ =mA.  

]ا كان من الواضح أنّ  ـّلم ]
∗∈

=
ℕ

ℤ ∪ m
m

X B  استنتجنا أنّ مجموعة الأعداد الجبريةّ تحُقّق

∗∈
=

ℕ
∪ m

m
A A ّوهذا يبرهن على أن .∈ BℝA و( ) 0λ =A.  

)ليكن  .تعريف 7-2. ), ,µΣX  ّقضيّةً مفتوحةً فضاء مَقيساً، عندئذ نقول إن( )xP معرفّة عند 
كلّ مكان µ-محقّقة في أو  شبه محقّقةµ-، أو شبه محقّقةهي قضيّة  Xمن  x كلّ 

)التي لا تتحقّق عندها القضيّة  X من x، إذا كانت مجموعة قيم تقريباً  )xP  مجموعة
-µعندئذ نكتب ، و مهملة( )xP  صحيحة- . .a eµ.1  

  فمثلاً إذا تأمّلنا التابع
1 :

: , ( )
0 :

x
x

x

 ∈→ =  ∉
ℚ ℚ

ℚ
ℝ ℝ

ℚ
1 1

  
,0مهملة أنّ  ℚاستنتجنا من كون اموعة  - . .a eλ=ℚ1.

                                              
1 - . .a eµ ةعبار هي اختصار لل  almost everywhereµ.  
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  ة، أو القابلة للقياسمقيسال التوابع 3.
)ليكن  .تعريف 1-3. ),AX و( ),BY  فضاءَين قابلين للقياس. نقول إنّ التابع

: →f X Y إذا كانت الصورة العكسيّة وفق  قابلٌ للقياس أو مقيسf  لكلّ مجموعة
  . أيAتنتمي إلى  Bمن  Bمقيسة 

( )1, −∀ ∈ ∈B AB f B  
)ليكن  .مبرهنة 2-3. ),AX و( ),BY .نفترض أنّ  فضاءَين قابلين للقياسC  مجموعة جزئيّة

ي  Bتولّد  Bمن  )أ )= ΣB C. عندئذ يكون التابع : →f X Y  ًللقياس  قابلا
  وفقط إذا كان  إذا

  ( )1, −∀ ∈ ∈C AB f B  �  
  الإثبات

 تابع مقيس من الواضح أنّ كل: →f X Y  ق الخاصّةيحُق�.  
: أنّ  لنفترض وبالعكس، →f X Y  ُموعة الجزئيّة ، و �قّق الخاصّة تابعٌ يحلنتأمّل ا

( ){ }1:B Y f B−= ⊂ ∈M A  من أجزاءY.  
 وهذه نتيجة مباشر من خواص الصورة العكسيّة. .Yمن أجزاء  تام جبرٌ  Mإنّ  �

C⊃إنّ  � M ك استناداً إلى الخاصّة وذل�. 

B⊃استنتجنا أنّ  Cباموعة  المولّد بر التامّ الج وه B ا كان ـّلم � M . 

 �  ويتمّ الإثبات. للقياس. تابعٌ قابلٌ  fوهذا يقتضي أنّ التابع 

)ليكن  .ةنتيج 3-3. ),AX  فضاءً قابلاً للقياس، نزوّدℝ موعاتالبورلِيّة  بجبر اBℝ عندئذ .
:يكون التابع  → ℝf X  ًإذا وفقط إذا كان  مقيسا  

  ] ]( )1, ,−∀ ∈ −∞ ∈ Aℝa f a  
[في الحقيقة، يمكن أنّ نستبدل باالات  ],−∞ a  الات؛في النتيجة السابقة، أي نوع آخر من ا

[مثل  [,−∞ a  أو[ [,+∞a  أو] [,+∞a ..ا أوّتامّ الجبر التولّد . لأ Bℝ.  

ساً، مقي ℝnأو  ℂأو  ℝأو  ℝيأخذ قيمه في  fعندما نتحدّث عن كون تابع  .ملاحظة ����
   ه.خلاف يذُكرالبورلِيّة ما لم  بر المحموعاتفإننا نفترض أننّا زوّدنا اموعة التي يأخذ قيمه فيها بج
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:تابع مستمر  : كل  نتيجة 4-3. →ℝ ℝn mf  ٌللقياس. قابل  
  الإثبات
]اموعات  أنّ  f من استمرارينتج في الحقيقة،    ]( )1

1
,−

≤ ≤
∏ k k
k n

f a b مغلقة  اتمجموع

  �  .. وهذا يبرهن المطلوبℝمن  kbو ka الأعداد وذلك مهما كانت

)لتكن  .برهنةم 5-3. ),AX و( ),BY و( ),CZ  ثلاثة فضاءَات قابلة للقياس. ولنتأمّل
: مقيسين تابعين →f X Y و: →g Y Z.  عندئذ يكون�g f  ًمقيساً أيضا.  

  الإثبات
  �  نترك تفاصيله للقارئ. هذا تحقّق مباشر

)ليكن  .مثال 6-3. ),AX  ًمقيساً فضاءً قابلاً للقياس. ولنتأمّل تابعا : → ℝf X عندئذ .
λ֏x نستنتج من استمرار التوابع x و| |x x֏ و| |x x α֏ )حيث ( 0α > ،

)و )max ,0+ =֏x x x و( )max ,0− = −֏x x x أنّ التوابع  
λf  و f   وαf  و ( )max ,0+ =f f  و ( )max ,0− = −f f  

 أيضاً. مقيسةٌ 

)ليكن  .مبرهنة 7-3. ),AX  ًينْ مقيسَ  نتأمّل تابعين. قابلاًّ للقياسفضاء : → ℝf X 
:و → ℝg X ناكون التابعي. عندئذ +f g وfg  ًينْ مقيسَ أيضا.  
  الإثبات

). ولنعرّف في حالة ℝمن  cليكن  � ),p n  من∗×ℤ ℕ  موعةا 

] [( ) ] [( )1 1
, , ,− −= −∞ − −∞∩

p p
n np nA f c g  

,استنتجنا أنّ  مقيسين gو fمّا كان التابعان ـل ∈ Ap nA َّومن ثم .  

( )
,

, ∗∈ ×
= ∈ A

ℤ ℕ
∪ p n

p n

A A  

)ولكن نتحقّق مباشرة أنّ  ) ] [( )1 ,−= + −∞A f g cإذن . +f g  ٌمقيسٌ لأنّ  تابع  
( ) ] [( )1, ,−∀ ∈ + −∞ ∈ Aℝc f g c  

) ينأنّ التابع 3-6.نستنتج من المثال  � )21
4 +f g و( )21

4− −f g فيكون من ثمَّ انمقيس ،
 �  مقيساً أيضاً. fgمجموعهما 
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ر أنّ  .ملاحظة 8-3. نذك Bℝn  موعات من الشكلمولّدة با[ ],
∈
∏
ℕn

k k
k

a b ًفإذا تأمّلنا تطبيقا .

( )1: , ( ), , ( )n
nf X x f x f x→ ℝ ֏   ، كان لدينا…

[ ] [ ]( )1 1

1

, ,− −

∈ =

  ∏ =  ℕ
∩

n

n

k k k k k
k k

f a b f a b  

)ومن ثمَّ يكون  ) ( ): , ,→A Bℝℝ n
nf X  ًابع إذا كانت التو  مقيسا( ) ∈ℕnk kf مقيسة .
  والعكس صحيح وضوحاً.

)نرى أنّ  ℂو 2ℝوبوجه خاص، بالمطابقة بين  ) ( ): , ,→A Bℂℂf X  قابلٌ للقياس إذا
Reوفقط إذا كان  f وIm f  قابلين للقياس من( ),AX  إلى( ),Bℝℝ.   

)بالاستفادة من هذه الملاحظة، ومن استمرار و  ), +֏x y x y و( ), ֏x y xy  ومن نتيجة
  3-7.هنة نحصل على إثبات جديد للمبر  3-5.المبرهنة 

)ليكن  .مبرهنة 9-3. ),AX  س. نتأمّل متتالية توابع مقيسة )فضاءً قابلاً للقيا ) ∈ℕn nf  من
X  إلىℝ ّإذا افترضنا أن .( ) ∈ℕn nf  متقاربة ببساطة من تابعf   كانf .ًمقيسا  

  الإثبات

  . عندئذ نترك القارئ يتحقّق صحة التكافؤ التالي :ℝمن  cليكن 

( ) ( )2( ) ( , ) , , ( ) 2 n
kf x c n m k m f x c −< ⇔ ∃ ∈ ∀ ≥ < −ℕ  

  وهذا يثبتُ أنّ 

] [( ) ] [( )
( ) 2

1 1

,

, , 2− − −

≥∈

  −∞ = −∞ −   ℕ
∪ ∩ n

k
k mn m

f c f c  

[نّ اي إ [( )1 ,− −∞ ∈ B�ℝf c  أياًّ كانc  منℝ والتابع ،f .تابعٌ مقيس  �  

)تبقى نتيجة المبرهنة السابقة صحيحة في حالة كون التوابع  .ملاحظة � ) ∈ℕn nf  تأخذ قيمها في
ℂ  أو فيℝ.  
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بأنهّ  Bلتابع المميز للمجموعة اعرفّنا  Xمجموعة جزئيّة من  Bإذا كانت  .تعريف 10-3.
). فيكون 1و 0الذي يأخذ فقط القيمتين  B1التابع  ) 1B x ينتمي إلى  xفي حالة  1=
Bو ،( ) 0B x   .Bلا ينتمي إلى  xفي حالة  1=

)ويكون التابع    ) ( ): , ,Σ → BℝℝB X1  مقيساً إذا وفقط إذا كان∈ ΣB.  

)عقدياً معرفّاً على فضاء مقيس  نقول إنّ تابعاً حقيقياً أو .تعريف 11-3. ),ΣX  تابعٌ بسيطٌ هو
 ونرمز بالرمز إذا وفقط إذا كان تابعاً مقيساً يأخذ عدداً منتهياً من القيم.  أو درجي
( , )X ΣE  إلى مجموعة التوابع البسيطة على( , )X Σ وبالرمز ،( , )X+ ΣE  إلى مجموعة

)التوابع من  , )X ΣE  التي تأخذ قيمها في+ℝ.  

من الواضح أنّ كلّ تابعٍ من الصيغة  �
1=∑ k

n
k Bk
a تكون هو تابعٌ بسيطٌ، شرط أن  1

)اموعات ) ∈ℕnk kB تنتمي إلى  أن مقيسة أيΣالأعداد ، وتنتمي( )
nk ka ∈ℕ  إلىℂ.  

: ليكنوبالعكس،   � → ℂf X  لنعرّف تابعاً بسيطاً، و( )V f X=  التابع مجموعة قيم
f وفي حالة  .التي عددُ عناصرها منتهv  منV لنعرّف ،vB  منΣ  بالصيغة

( )1 { }−=vB f vئذ تكون . عند( ) ∈v v VB  تجزئة بمجموعات مقيسة للمجموعة
X ويكون ،

∈
=∑ vBv V

f v1.  

)وأخيراً من الواضح أنّ مجموعة التوابع البسيطة على الفضاء المقيس   � ),ΣX براً تؤلّف ج
  تابعيّاً، فهي مغلقة بالنسبة إلى عمليتي جمع التوابع وضرا.

  نأتي الآن إلى مبرهنة مهمّة تتعلّق بتقريب التوابع المقيسة.

)ليكن  .مبرهنة 12-3. ): ,Σ → ℝf X  تابعاً مقيساً يأخذ قيمه في+ℝد . عندئذ توج
)متتالية توابع  ) ∗∈ℕn nf معرفّة على  مؤلفّة من توابع بسيطة( ),ΣX  وتأخذ قيمها في

+ℝ الآتيتين، وتحُقّق الخاصّتين:  

)1كانت المتتالية   Xمن  xاً كانت أيّ  �   ( ))n nf x   متزايدة. ≤
limكان   Xمن  xاً كانت أيّ  �   ( ) ( )n

n
f x f x

→∞
=.  
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  الإثبات
:التابع ، ℕمن  n، في حالة لنعرّف + +→ℝ ℝnJ صيغة لبا  

( ), ( ) min 2 ,2 2n n n
nx J x x−

+
 ∀ ∈ =   ℝ  

  نتيقّن مباشرة أنّ 

( )

22 1

[ 2 , 1 2 [ [2 , [
0

2
2

n

n n n
n

n k kn
k

k
J − −

−

+ +∞
=

= +∑ 1 1  

  : الآتيتينهو يحقّق الخاصتين  تابعٌ بسيطٌ. nJفالتابع 

�  1, , ( ) ( )n nn x J x J x+ +∀ ∈ ∀ ∈ ≤ℕ ℝ  

�  1
, [0,2 ], ( )

2

n
nn

n x x J x x∀ ∈ ∀ ∈ − ≤ ≤ℕ  

 :الآتيتين تينولنناقش الحال ℝ+من  xلتكن . � إثبات �

2حالة  � ≤n x 2. عندئذ 1 12 2+ + ≤  
n n x  َّومن ثم 

( )1 1 1
1( ) 2 min 2 ,2 2 ( )n n n n

n nJ x x J x+ − − +
+

 = ≤ =   

0حالة  � 2≤ < nx 2. نعرّفnk x =     22فيكون< nk  إذن 

( ) 2 n
nJ x k −=  

2مّا كان ـول   1≤ < +nk x k  ّ12 استنتجنا أن 2 2 2+≤ < +nk x k  َّومن ثم
12 2 2 2+ + > ≥ 

nk x k إذن  
( )1 12 2 2 1 2 2n n n n nk x k− − − + − ≤ < + ≤    

)1 وهذا يبرهن أنّ    ) ( )n nJ x J x+≤ .ًفي هذه الحالة أيضا  
2ئذ . عندℝ+من  xلتكن . � إثبات � 2 2 1n n nx x x   ≤ < +        َّومن ثم 

2 2 2 2 2n n n n nx x x− − −   ≤ < +        
0فإذا افترضنا أنّ  2≤ ≤ nx  كان لدينا ( ) 2 2n n

nJ x x−  =    ومنه  
[0,2 ], 2 ( )n n

nx x J x x−∀ ∈ − < ≤ 
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=لنعرّف إذن  �n nf J f ّمن الواضح أن .nf  مقيسٌ لأنهّ ناتج تركيب تابعين مقيسين، وهو
  أنّ  �ونستنتج من  يأخذ عدداً منتهياً من القيم. nJتابعٌ بسيطٌ لأنّ 

1, , ( ) ( )n nn x X f x f x+∀ ∈ ∀ ∈ ≤ℕ  

  .�وهي الخاصّة 
02يحُقّق  0nيوجد عددٌ  Xمن  xما تكن ومن ناحية أخرى، مه ( )n f x≥ وعندئذ مهما ،

  ما يلي �يكن لدينا بناءً على  0nأكبر من  nتكن 

( ) 2 ( ) ( )n
nf x f x f x−− < ≤  

)لأنّ  ) [0,2 ]nf x   �  . ويتمّ الإثبات.�الخاصّة  ة. وهذا يبرهن صح∋

  اتملاحظ 13-3.

محدوداً يكون تقارب  fنلاحظ من الإثبات السابق أنهّ في الحالة التي يكون فيها التابع  �
)المتتالية  ) ∗∈ℕn nf .ًالسابقة منتظما  

لنستنتج أنّ  f−و f+يمكننا تطبيق النتيجة السابقة على  fفي حالة تابع حقيقي مقيس  �
f  الذي يساوي+ −−f f .اية بسيطة لمتتالية من التوابع الدرجيّة هو  

Reيمكننا تطبيق النتيجة السابقة على  fوكذلك، في حالة تابع عقدي مقيس  � f وIm f 
  هو أيضاً اية بسيطة لمتتالية من التوابع الدرجيّة. fتج أنّ لنستن

  بمعنى لوبيغ التكامل 4.
)في هذه الفقرة فضاءً مقيساً  نثبّتُ  ���� ), ,µΣX.  

  مُكاملة التوابع الدرجيّة 1-4.

) بالرمز نرمز ),X+ ΣEببساطة ، أو +E،  إلى مجموعة التوابع الدرجيّة أو البسيطة الموجبة
)المعرفّة على الفضاء المقيس  ), ,µΣX.  
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 العنصر من µبالنسبة إلى القياس  fتكامل . نسمّي E+ تابعاً من fليكن  .تعريف 1-1-4.
{ }+ ∪ +∞ℝ المعرّف بالصيغة  

( )( )1d { }
α

µ αµ α−

∈
= ∑∫

ℝ

f f  

0 مع الاصطلاح   ( ) 0× +∞ ) لنتمكّن من تعريف = )( )1 { }αµ α−f  في حالة
0α = .  

يأخذ عدداً منتهياً من القيم، ومن ثمَّ تكون  fلاحظ أنّ هذا التعريفَ صحيحٌ لأنّ التابع 
 fقيم التابع ما عدا عدداً منتهياً منها. بقولٍ آخر، إذا كانت مجموعة  صفريةجميع حدود اموع 

}هي  }1, ,β β= … nV وكانت ،( )1 2, , ,… nB B B  هي التجزئة بمجموعات مقيسة للفضاء
X  الموافقة للتابعf ؛ أي{ }: ( )k kB x X f x β= ∈   ، عندئذ=

( )
1

dµ β µ
=

=∑∫
n

k k

k

f B  

1لتكن  .مبرهنة 2-1-4. 2, , ,… mA A A  وليكن منفصلة مثنى مثنىمجموعات مقيسة ،f اً تابع 
 بالصيغة اً معرفّ اً بسيط

1
α

=
=∑ k

m
k Ak

f ,1 حيث 1 ,α α… m  من+ℝعندئذ . :  

( )
1

dµ α µ
=

=∑∫
m

k k

k

f A  

  الإثبات

}لتكن  }1, ,β β= … nV  مجموعة قيم التابعf ولنعرّف في حالة .k  منℕn موعةا  
{ }: α β= ∈ =ℕk m j kI j  

}عندئذ  }( )1 β−
∈

= = ∪
k

k k j
j I

B f Aو ،( ) ∈ℕnk kI تجزئة للمجموعة ℕm. إذن  

( )

( ) ( )

( ) ( )
1

1 1

1 1

dµ β µ β µ

β µ α µ

α µ α µ

∈= =

= ∈ = ∈

∈ ∈

 = =   

      = =        

= =

∑ ∑∫

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑
∪⋯∪ ℕ

∪
k

k k

n m

n n

k k k j
j Ik k

n n

k j j j

k j I k j I

j j j j

j I I j

f B A

A A

A A

  

  �  وهي النتيجة المرجوّة.
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إذا   µبالنسبة إلى القياس  كاملةقابلٌ للمُ  fقول إنّ ن. E+تابعاً من  fليكن  .تعريف 3-1-4.
dµكان  < +∞∫ f وهذا يُكافئ أن يكون ،( )( )1µ − ∗

+ < +∞ℝf.  

  بة الذي عرفّناه :جالمو  واص تكامل التوابع الدرجيّةخأهم  الآتيةتلخّص المبرهنة 

  مبرهنة 4-1-4.
dعندئذ . E+من  gو fليكن  � dµ µ≤ ⇒ ≤∫ ∫f g f g.  

). عندئذ E+من  gو fليكن  � )d d dµ µ µ+ = +∫ ∫ ∫f g f g.  


). عندئذ ℝ+من  αو  E+من  fليكن   )d df fα µ α µ=∫ ∫.  

  الإثبات

لنفترض أنّ  �
1
α

=
=∑ k

m
k Ak

f و 1
1
β

=
=∑ k

m
k Bk

g ) ، والجماعتان1 ) ∈ℕmk kA 
)و ) ∈ℕnk kB  هما تجزئتان للمجموعةX قيسةبمجموعات م.  

)نعرّف في حالة  ),i j  من×ℕ ℕm n  العددينαij وβij  0بوضعα β= =ij ij  في حالة
∩ = ∅i jA B ووضع ،α α=ij i وβ β=ij j  في حالة∩ ≠ ∅i jA B.  

  عندئذ يكون لدينا

( ),

α ∩
∈ ×

= ∑
ℕ ℕ

i j

m n

ij A B

i j

f 1  

  و
( ),

β ∩
∈ ×

= ∑
ℕ ℕ

i j

m n

ij A B

i j

g 1  

αواستناداً إلى الفرْض، لدينا  β≤ij ij  ّاً كان أي( ),i j  من×ℕ ℕm n وعليه ،  

( )

( )

( )
( )

,

,

d

d

µ α µ

β µ µ

∈ ×

∈ ×

= ∩

≤ ∩ =

∑∫

∑ ∫
ℕ ℕ

ℕ ℕ

m n

m n

ij i j
i j

ij i j

i j

f A B

A B g
  

dµ∫֏hوهي المتراجحة المطلوبة، والتي تعبرّ عن كون  h  ًعلى  متزايدا+E.  
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لنفترض أنّ  �
1
α

=
=∑ k

m
k Ak

f و 1
1
β

=
=∑ k

m
k Bk

g ) ن، والجماعتا1 ) ∈ℕmk kA 
)و ) ∈ℕnk kB  هما تجزئتان للمجموعةX عندئذ يكون لدينا .بمجموعات مقيسة  

( )
( ),

α β ∩
∈ ×

+ = +∑
ℕ ℕ

i j

m n

i j A B

i j

f g 1  

  ومن ثمَّ 
( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )

( )( ) ( )( )
( ) ( )

,

, ,

d

d d

µ α β µ

α µ β µ

α µ β µ

α µ β µ

α µ β µ

µ µ

∈ ×

∈ × ∈ ×

∈ ∈ ∈ ∈

∈ ∈∈ ∈

∈ ∈

+ = + ∩

= ∩ + ∩

      = ∩ + ∩       

= ∪ ∩ + ∪ ∩

= +

= +

∑∫

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

∫ ∫

ℕ ℕ

ℕ ℕ ℕ ℕ

ℕ ℕ ℕ ℕ

ℕ ℕ
ℕ ℕ

ℕ ℕ

m n

m n m n

m n n m

n m
m n

m n

i j i j

i j

i i j j i j

i j i j

i i j j i j

i j j i

i i j j i j
j i

i j

i i j j

i j

f g A B

A B A B

A B A B

A B A B

A B

f g

  

  وهذا يثبتُ الخاصّة المطلوبة.

  �  إنّ إثبات هذه الخاصّة بسيط، ونتركه للقارئ. 

∋مجموعة مقيسة، أي  Aلتكن  .رمز جديد 5-1-4. ΣA عندئذ نكتب .dµ∫
A
f  دلالة

∫dµعلى  Af   لدينا E+من  f، وΣمن  Bو Aأن نتيقّن أنهّ في حالة  . ومن السهل1

( ) 0 d d dµ µ µ µ

∪

∩ = ⇒ = +∫ ∫ ∫
A B A B

A B f f f  

  في دراسة التكامل.اسيّاً سنبرهن فيما يلي توطئة بسيطة ولكنها تؤدّي دوراً أس

) لتكن .توطئة 6-1-4. ) ∈ℕn nE  متتالية منΣ1 ، تحُقّق, +∀ ∈ ⊂ℕ n nn E E ،
و

∈
=

ℕ
∪ n
n

X E ثمُّ ليكن ،f  من+Eعندئذ يكون لدينا ،  

d lim dµ µ
→∞

=∫ ∫
nn E

f f  
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  الإثبات
لنفترض أنّ 

1
α

=
=∑ k

m
k Ak

f )، والجماعة1 ) ∈ℕmk kA  تجزئة للمجموعةX  بمجموعات
  . عندئذمقيسة

  ( )
1

, dµ α µ
=

∀ ∈ = ∩∑∫ℕ

n

m

k k n

kE

n f A E  ( )1  

)ولكن المتتالية  ) ∈∩ ℕk n nA E موعات المقيسة التي تحُقّقهي متتالية متزايدة من ا  
( )

∈
= ∩

ℕ
∪k k n
n

A A E  
  إذن 

( ) ( ), limµ µ
→∞

∀ ∈ = ∩ℕm k k n
n

k A A E  

)تسعى إلى اللااية في  nإذن بجعل    ج أنّ نستنت 1(

( ) ( )
1 1

lim d lim dµ α µ α µ µ
→∞ →∞= =

= ∩ = =∑ ∑∫ ∫
n

m m

k k n k k
n n

k kE

f A E A f  

  �  وهي النتيجة المرجوّة.

  المقيسة الموجبةمُكاملة التوابع  2-4.

)نرمز في هذه الفقرة بالرمز  ),X+ ΣM أو ببساطة ،+M،  إلى مجموعة التوابع المقيسة
)على الفضاء المقيس الموجبة المعرفّة  ),ΣXونذكّر أنّ عناصر . +M  ايات بسيطة لمتتاليات هي

  .3-12وذلك عملاً بالمبرهنة  E+متزايدة من عناصر 

من  نصرالع µ بالنسبة إلى القياس fتكامل نسمّي ، M+من  fليكن  .تعريف 1-2-4.
{ }+ ∪ +∞ℝ  الذي نرمز إليه بالرمزdµ∫ f أو( )d ( )f x xµ∫ كما   والمعرّف

  يلي:

( ) ( ){ }d sup d :µ ϕ µ ϕ ϕ+= ∈ ∧ ≤∫ ∫ Ef f  

dµقابلٌ للمكاملة إذا وفقط إذا كان  M+من  fونقول إنّ    < +∞∫ f.  
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  . عندئذM+عنصرين من  gو fليكن  .مبرهنة 2-2-4.
d dµ µ≤ ⇒ ≤∫ ∫f g f g  

  الإثبات
  هذه النتيجة واضحة لأنّ 

{ } { }: :ϕ ϕ ϕ ϕ+ +∈ ≤ ⊂ ∈ ≤E Ef g  
  �  وهذا يقتضي المتراجحة المطلوبة.

)لتكن  .مبرهنة التقارب المتزايد 3-2-4. ) ∈ℕn nf ة من متتالي+M ّهذه المتتالية  . نفترض أن
  ويتحقّق ما يلي : M+إلى  f. عندئذ ينتمي fمن تابع  متقاربة ببساطةو متزايدة

d lim dµ µ
→∞

= ≤ +∞∫ ∫ n
n

f f  
  الإثبات
 .3-9استناداً إلى المبرهنة  M+ينتمي إلى  fإنّ  �

≥+1مّا كان ـل � ≤n nf f f  أياًّ كانn  منℕ  ّاستنتجنا أن 

1, d d dµ µ µ+∀ ∈ ≤ ≤∫ ∫ ∫ℕ n nn f f f  
  ومن ثمَّ 

  lim d dµ µ
→∞

≤∫ ∫n
n

f f  ( )∗  
ϕيحُقّق  E+عنصراً من  ϕوبالعكس، ليكن  � ≤ f وليكن ،α  من]  nلة . في حا0,1]
 نعرّف اموعة المقيسة ℕمن 

{ }: ( ) ( )n nE x X f x xαϕ= ∈ ≥ 

مّا كان ـل
nn Ef α ϕ≥   استنتجنا أنّ  1

, d d
n

n
E

n f µ α ϕ µ∀ ∈ ≥∫ ∫ℕ  

)ولكنّ المتتالية  ) ∈ℕn nE متتاليةٌ متزايدة من Σ  تحُقّق
∈

=
ℕ
∪ n
n

E X،  واستناداً إلى التوطئة

limلدينا  6-1-4. d dϕ µ ϕ µ
→∞

=∫ ∫
nn E

  ، وعليه 

lim d dn
n

f µ α ϕ µ
→∞

≥∫ ∫  
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[عددٌ كيفي من  αولأنّ    نا أنّ ستنتجا 0,1]
lim d dµ ϕ µ
→∞

≥∫ ∫n
n

f  
ϕالذي يحُقّق  E+من  ϕاً كان العنصر ولأنّ المتراجحة السابقة محقّقة أيّ  ≤ fاستنتجنا .  

lim d dµ µ
→∞

≥∫ ∫n
n

f f  
)مع المتراجحة  ،وهذا   �  .يثبت المطلوب ،∗(

  . عندئذ :ℝ+من  α، وليكن M+عنصرين من  gو fليكن  .مبرهنة 4-2-4.
( )

( )

d d d

d d

f g f g

f f

µ µ µ

α µ α µ

+ = +

=

∫ ∫ ∫
∫ ∫

  

  الإثبات
)توجد متتاليتان متزايدتان  4-12.عملاً بالمبرهنة  )ϕ ∈ℕn n و( )ψ ∈ℕn n  من عناصر+E 

  تحُقّقان 
lim ( ) ( )n
n

x f xϕ
→∞

limو    = ( ) ( )n
n

x g xψ
→∞

=  
  المبرهنة السابقة نستنتج أنّ بالاستفادة من و . Xمن  xاً كانت يّ أ

lim d dϕ µ µ
→∞

=∫ ∫n
n

f    وlim dψ µ
→∞

=∫ n
n

g  
  ولأنّ 

( )d d dϕ µ ψ µ ϕ ψ µ+ = +∫ ∫ ∫n n n n  
  نستنتج 

( )d d lim dµ µ ϕ ψ µ
→∞

+ = +∫ ∫ ∫ n n
n

g f   
)المتتالية  ولكنّ  )ϕ ψ ∈+ ℕn n n  متتاليةٌ متزايدة من+E  لى f+تسعى ببساطة إ g  ًإذن بناء

  نستنتج أنّ  ذااعلى المبرهنة السابقة 
( ) ( )lim d dϕ ψ µ µ

→∞
+ = +∫ ∫n n

n
f g  

  وهذا يثبت الخاصّة المطلوبة.

)أمّا إثبات الخاصّة  )d df fα µ α µ=∫   �  فهو سهلٌ ونتركه للقارئ. ∫
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  : الآتيتينهناك تكافؤ بين الخاصّتين عندئذ ، M+من  اً عنصر  fليكن  .مبرهنة 5-2-4.

� d 0µ =∫ f.  

� 0, - . .µ=f a e  موعةأي إنّ ا{ , ( ) 0}x X f x∈   مهملة.µ-مجموعة  ≠
  الإثبات

 .E+من  fإنّ النتيجة واضحة في حالة  �

,0يحُقّق  M+عنصراً من  fليكن  � - . .µ=f a e ّنتيقّن مباشرة أن . 

{ } { }: : 0 - . .ϕ ϕ ϕ ϕ µ+ +∈ ≤ ⊂ ∈ =E Ef a e  
  وهذا يقتضي أنّ 

{ }d sup d : 0 - . . 0µ ϕ µ ϕ µ≤ = =∫ ∫f a e  
�⇒فنكون قد أثبتنا الاقتضاء  �. 

dوبالعكس، لنفترض أنّ  � 0µ =∫ fمتتالية متزايدة وجد ، ت( )ϕ ∈ℕn n  من عناصر
+E  تحُقّق, lim ( ) ( )n

n
x X x f xϕ

→∞
∀ ∈ =.  

0ا كان  ـّلم ϕ≤ ≤n f  ّاستنتجنا أنd 0ϕ µ =∫ n ّولأن ،ϕn  ينتمي إلى+E  نتج من
,0ذلك أنّ  - . .ϕ µ=n a eموعةأي إنّ ا .  

{ : ( ) 0}n nA x X xϕ= ∈ ≠  

. ينتج من ذلك أنّ اموعة مهملةµ-مجموعةٌ 
∈

=
ℕ
∪ n
n

A A  هي أيضاً مجموعة-µمهملة.  
x∌ة في حال A  يكون لدينا, ( ) 0nn xϕ∀ ∈ =ℕ َّومن ثم ،  

( ) lim ( ) 0n
n

f x xϕ
→∞

= =  
,0وهذا يثُبت أنّ  - . .µ=f a e.ويتمّ الإثبات .  �  

يختلفان على مجموعة  gو fنفترض أنّ ، M+من ينعنصر  gو fليكن  .ةنتيج 6-2-4.
-µ ،أيمهملة , - . .f g a eµ=عندئذ ،  

d dµ µ=∫ ∫f g  
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  الإثبات
)نعرّف التابع  )min ,=h f g  من+Mثمُّ نعرّف كذلك التابعين ،  

+= − ∈Mk f h  و+= − ∈Mℓ g h  
0من الواضح أنّ  - . .µ=k a e 0و - . .µ=ℓ a e. إذن  

d 0µ =∫ ℓ      وd 0µ =∫ k  
=كن ول + ℓg h إذن  

d d d dµ µ µ µ= + =∫ ∫ ∫ ∫ℓg h h  
=وكذلك  +f h k إذن  

d d d dµ µ µ µ= + =∫ ∫ ∫ ∫f h k h  

dإذن  d dµ µ µ= =∫ ∫ ∫g h f.وبذا يتم الإثبات ،  �  

)فضاء التوابع القابلة للمُكاملة  3-4. ), ,LK
1 X Σ µ  

 ℝ ، ويأخذ قيمه فيΣ بر التامّ بالجةً ، مزوّدX تابعاً معرفّاً على fليكن  .تعريف 1-3-4.
وتحقّق  مقيساً  fإذا وفقط إذا  µقابلٌ للمكامَلة بالنسبة إلى القياس  fل إنّ . نقو ℂأو

dfالشرط  µ < )ونرمز بالرمز  .∫∞+ )1 , ,µΣLK X  إلى فضاء التوابع القابلة
نثبتُ  .ℂأو  ℝالذي هو  Kوتأخذ قيمها في الحقل  µللمُكاملة بالنسبة إلى القياس 

)دون عناء أنّ  )1 , ,µΣLK X  فضاء شعاعي على الحقلK.  
:في حالة تابع حقيقي مقيس  → ℝf Xينتمي التابعان ،  
( )max ,0+ =f f     و( )max ,0− = −f f  

+نستنتج من كون و . M+إلى  −= +f f f  أنّ الشرطdf µ < يقتضي أنّ  ∫∞+

∫+dµالتكاملين  f وdµ−∫ f  الآتيمنتهيان، وهذا ما يفيدنا في وضع التعريف :  

:ليكن  .تعريف 2-3-4. → ℝf X  ُكامَلة بالنسبة إلى القياس تابعاً قابلاً للمµ .عندئذ 
∫dµالعدد الحقيقي  µبالنسبة إلى القياس  fتكامل نسمّي  f المعرّف بالصيغة  

d d dµ µ µ+ −= −∫ ∫ ∫f f f  
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:ليكن  .تعريف 3-3-4. → ℂf X  تابعاً قابلاً للمكامَلة بالنسبة إلى القياسµ عندئذ .
∫dµالعدد العقدي  µلقياس بالنسبة إلى ا fنسمّي تكامل  f المعرّف بالصيغة  

( ) ( )d Re d i Im dµ µ µ= +∫ ∫ ∫f f f  

)عنصرين من  gو fليكن  .مبرهنة 4-3-4. )1 , ,µΣLK X ، وليكنα من Kعندئذ . :  
( )

( )

d d d

d d

f g f g

f f

µ µ µ

α µ α µ

+ = +

=

∫ ∫ ∫
∫ ∫

  

  الإثبات

  ، عندئذ نستنتج من المساواةℝيأخذان قيمهما في  gو fلنفترض أوّلاً أنّ  �
( ) ( )f g f g f g f f g g+ − + − + −+ − + = + = − + −  

  أنّ 
( ) ( )f g f g f g f g+ −− − + ++ + + = + + +  

  أنّ  ناستنتجا M+ولأنّ جميع التوابع في طرفي هذه المساواة تنتمي إلى 

( )

( )

d d d

d d d

f g f g

f g f g

µ µ µ

µ µ µ

+ − −

− + +

+ + + =

+ + +

∫ ∫ ∫
∫ ∫ ∫

  

  ومن ثمَّ 
( ) ( )d d

d d d d

f g f g

f f g g

µ µ

µ µ µ µ

+ −

+ − + −

+ − + =

− + −

∫ ∫
∫ ∫ ∫ ∫

  

  أو
( )d d df g f gµ µ µ+ = +∫ ∫ ∫  

يد من الحالة السابقة ، فيكفي أن نستفℂقيمهما في  gو fأمّا في الحالة التي يأخذ فيها  �
  : ومن المساواتين

( ) ( ) ( )Re Re Ref g f g+ = )و  + ) ( ) ( )Im Im Imf g f g+ = +  
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)وأخيراً، لإثبات  � )d df fα µ α µ=∫ ، يكفي أن نتحقّق من صحة هذه المساواة ∫
αفي حالة  +∈ ℝ 1، ثمُّ في حالةα = iαأخيراً في حالة ، و − . وهذا أمرٌ سهلٌ في جميع =

  � هذه الحالات.

)عنصراً من  fليكن  .مبرهنة 5-3-4. )1 , ,µΣLK Xعندئذ . :  
d df fµ µ≤∫ ∫  

iيحُقّق  ℝمن  θوتحدث المساواة إذا وفقط إذا وُجد  , - . .f e f a eθ µ=.  

  الإثبات

id يحُقّق ℝعدداً من  θليكن  df e fθµ µ=∫   عندئذ يمكننا أن نكتبَ ، ∫

i id d df e f e fθ θµ µ µ− −= =∫ ∫ ∫  

  استنتجنا أنّ  ولأنّ الطرف الأيسر في المساواة السابقة حقيقيّ 

( ) ( )i id Re d Re df e f e fθ θµ µ µ− −= =∫ ∫ ∫  

  ومن ثمَّ 

( )( )id d Re df f f e fθµ µ µ−− = −∫ ∫ ∫  

)ولكنّ التابع  )iRef e fθ−−  عنصرٌ من+M إذا   كامله موجبٌ ولا يساوي الصفر إلاّ فت
  ذنمهملة. إµ-كانت اموعة التي لا ينعدم عليها هذا التابع مجموعة 

d df fµ µ≤∫ ∫  

)وتحدث المساواة إذا كان  )iRe , - . .f e f a eθ µ= . إذا لاحظنا أنهّ في حالة عددٍ عقدي وw 
  لدينا 

( )Re | | | |w w w w= ⇔ =  

iفي حالة  قعاستنتجنا أنّ المساواة ت , - . .f e f a eθ µ= وفقط في هذه الحالة .  �  
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)عنصرين من  gو fليكن  .ةنتيج 6-3-4. )1 , ,µΣLK X .عندئذ:  
( ) ( ), - . . d df g a e f gµ µ µ= ⇒ =∫ ∫  

  الإثبات
fاستناداً إلى الفرْض  g +− ∈M  0ويحُقّق, - . .f g a eµ− ، إذن عملاً بالنتيجة =

   نجد 6-2-4.
d 0f g µ− =∫  

  لدينا المتراجحة ولكن
d d d 0f g f gµ µ µ− ≤ − =∫ ∫ ∫  

  �  فيتمّ الإثبات.

 fاعتماداً على النتيجة السابقة، إذا كانت اموعة التي يختلف عليها عنصران  .مهمّة ملاحظة ����
)من  gو )1 , ,µΣLK X تمثيلين للعنصر نفسه من  مهملة، اعتبرناهما( )1 , ,µΣLK X زولا نمي ،

)في  f=0«فعند كتابة  بينهما. )1 , ,µΣLK X« 0« نقصد, - . .µ=f a e«  وفي هذا
)ء الإطار يصبح الفضا )1 , ,µΣLK X  المعرّف بالصيغة ⋅1مزوّداً بالنظيم  

( )1
1, , , dµ µ∀ ∈ Σ = ∫LKf X f f  

  فضاءً شعاعياًّ منظّماً.

  مبرهنات التقارب 5.

)نثبّت في هذه الفقرة فضاءً مقيساً  � ), ,µΣX.  

)لتكن  .مبرهنة 1-5. )n nu ∈ℕ  على  الموجبةمتتالية من التوابع المقيسةX ّنفترض أن . 
( )nu x∑  متقاربة- . .a eµ ّمجموعةَ قيم  ، أي إنx  منX ة التي تكون عندها المتسلسل
( )nu x∑  ٌمتباعدة مجموعة-µعندئذ يكون لدينا، مهملة  

( )
0 0

d dn n
n n

u uµ µ
∞ ∞

= =

  =  ∑ ∑∫ ∫  
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  الإثبات
  لنضع

0

: ( )n
n

X x X u x

∞

=

    = ∈ < +∞     
∑ɶ  

)عندئذ، استناداً إلى الفرْض، يكون لدينا  )\ 0X Xµ =ɶ.  

nنعرّف إذن  X nv u= ɶ1 فتكون ،( )n nv ∈ℕ  متتالية من التوابع المقيسة الموجبة علىX.  وتكون
على متتالية  4-2-3.. بتطبيق مبرهنة التقارب المتزايد Xمتقاربة ببساطة على  ∑nvالمتسلسلة 

)ااميع الجزئيّة  )n nf ∈ℕ حيث 
0

n

n kk
f v

=
  نستنتج أنّ  ∑=

( )lim d lim dn n
n n

f fµ µ
→∞ →∞

=∫ ∫  
  أو

( )
0 0

lim d lim d
n n

k k
n n

k k

v vµ µ
→∞ →∞= =

  =  ∑ ∑∫ ∫  

  أي

( )
0 0

d dn n

n n

v vµ µ

∞ ∞

= =

  =  ∑ ∑∫ ∫  

,ولكن  , - . .n nn v u a eµ∀ ∈ =ℕ  و
0 0

, - . .n n

n n

v u a eµ

∞ ∞

= =
=∑   إذن ∑

( )
0 0

d dn n

n n

u uµ µ

∞ ∞

= =

  =  ∑ ∑∫ ∫  

  �  وهي النتيجة المطلوبة.

)لتكن  .مبرهنة 2-5. )n nf ∈ℕ  من عناصر  متزايدةمتتالية( )1 , ,X µΣLℝ ّالمتتالية  . نفترض أن
( )( )n n
f x

∈ℕ
-متقاربة   . .a eµ ّمجموعةَ قيم  ، أي إنx  منX  التي تكون عندها

)المتتالية  )( )n n
f x

∈ℕ
  مهملة. عندئذ يكون لديناµ-غير محدودة مجموعةٌ  

( )lim d lim dn n
n n

f fµ µ
→∞ →∞

= ≤ +∞∫ ∫  
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  الإثبات

)بتطبيق المبرهنة السابقة على المتتالية  )n nu ∈ℕ  1المعرفّة بالصيغةn n nu f f+=   نستنتج  −

( ) ( )0 0lim d lim dn n
n n

f f f fµ µ
→∞ →∞

− = − ≤ +∞∫ ∫  

0وبإضافة  df µ∫ .إلى طرفي المساواة السابقة نصل إلى النتيجة المطلوبة  �  

)ليكن  .مبرهنة التقارب للوبيغ 3-5. ), ,µΣX  فضاءً مقيساً. ولتكن( )n nf ∈ℕ  متتالية توابع
:. وليكن Kوتأخذ قيمها في  Xمعرفّة على  → Kf X يأتي. نفترض ما:  

  تابعٌ مقيس. nfفالتابع  ℕمن  nاً كانت أيّ  �  

� lim ( ) ( ), - . .n
n

f x f x a eµ
→∞

  تحُقق Nمهملة µ-توجد مجموعة . أي =
 , lim ( ) ( )n

n
x f x f x

→∞
∀ ∉ =N  


)ينتمي إلى  gعٌ يوجد تاب  )1 , ,X µΣLℝ ، يحُقّق  
, ( ) ( ), - . .nn f x g x a eµ∀ ∈ ≤ℕ  

  قتحُقّ  Nnمهملة µ-توجد مجموعة  ℕمن  nكانت   أي مهما

 , ( ) ( )n nx f x g x∀ ∉ ≤N  
)إلى  fعندئذ ينتمي  )1 , ,µΣLK Xويكون ،  

lim d 0n
n

f f µ
→∞

− =∫  
  وبوجه خاص

lim d dn
n

f fµ µ
→∞

=∫ ∫  

  الإثبات

)نعلم أنّ اموعة  )
∈
∪N N
ℕ

∪ n
n

تحوي  Σمن  �N، فتوجد مجموعة مهملةµ-مجموعة  
)الاجتماع  )

∈
∪N N
ℕ

∪ n
n

)�وتحُقّق   ) 0µ =N نعرّف .� �\= NX X ، ونعرّف التابع

�=ɶ nn Xf f ɶ=�، وℕمن  nفي حالة  1 Xf f ɶ=�وأخيراً  ،1 Xg g1.  
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)ا كانت  ـّلم � ) ∈ℕɶ
n n
f  متتالية من التوابع المقيسة المتقاربة ببساطة منɶf ّاستنتجنا أن ،ɶf 

 تابعٌ مقيسٌ.

ɶ≥ا كان  ـّولم � ɶnf g  في حالةn  منℕ استنتجنا أنّ جميع حدود المتتالية ،( ) ∈ℕɶ
n n
f 

)تنتمي إلى  )1 , ,µΣLK X،  ّولأن, - . .µ= ɶn nf f a e جميع حدود المتتالية  أنّ  استنتجنا
( ) ∈ℕn nf  تنتمي إلى( )1 , ,µΣLK X . 

ɶ≥كما نستنتج من المتراجحة  � ɶf g  ّالتي نحصل عليها من التقارب البسيط أنɶf  ينتمي
)أيضاً إلى  )1 , ,µΣLK X.  ّولأن, - . .µ= ɶf f a e  ّاستنتجنا أن 

( )1 , ,µ∈ ΣLKf X 

 المقدار Xمن  xلنعرّف في حالة  �

( )( ) inf 2 ( ) ( ) ( )

2 ( ) sup ( ) ( )

n k
k n

k
k n

h x g x f x f x

g x f x f x
≥

≥

= − −

= − −

ɶ ɶɶ

ɶ ɶɶ
  

)إنّ  )n nh ∈ℕ  2جبة التي تتقارب ببساطة من متتالية متزايدة من التوابع المقيسة الموgɶإذن ،  

2 d lim d

2 d lim sup d

n
n

k
n k n

g h

g f f

µ µ

µ µ

→∞

→∞ ≥

=

= − −

∫ ∫
∫ ∫ ɶ ɶ

  

  وعليه نكون قد أثبتنا أنّ 
lim sup d 0k
n k n

f f µ
→∞ ≥

− =∫ ɶ ɶ  

  إذن
lim d 0n
n

f f µ
→∞

− =∫ ɶ ɶ  
)ولكن  ), - . .n nf f f f a eµ− = −ɶ ɶ إذن  

lim d 0n
n

f f µ
→∞

− =∫  
  ونستنتج المطلوب لأنّ 

d d dn nf f f fµ µ µ− ≤ −∫ ∫ ∫  
 �  ويتمّ الإثبات.
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)ليكن  .التماممبرهنة  4-5. ), ,X µΣ  فضاءً مقيساً. ولتكن( )n nf ∈ℕ من متتالية توابع 
( )1 , ,X µΣLK ّ10. نفترض أن nn

f
∞

=
< من  fعندئذ يوجد تابعٌ ، ∑∞+

( )1 , ,X µΣLK وتوجد مجموعة مهملة ،Nيحُقّقان ، :  

X\من  xمهما تكن   � N  فالمتسلسلة
0

( )nn
f x

∞

متقاربة بالإطلاق،  ∑=
)ومجموعها يساوي  )f x.  

المتسلسلة   �
0 nn
f

∞

)متقاربة في  ∑= )1 , ,X µΣLK  منfأي .  

0 1

lim 0
→∞ =

− =∑
n

k
n

k

f f  

  الإثبات
)لتكن  ),n m  2من∗ℕموعة المقيسةنعرّف ا .  

,
0

: ( )
n

n m k
k

A x X f x m
=

    = ∈ >     
∑  

مّا كان ـل
,

0
n m

n

A k

k

m f
=

  استنتجنا أنّ  1∑≥

( ), 1
0 0 0

d d
n n

n m k k k

k k k

m A f f fµ µ µ

∞

= = =

 ≤ = ≤  ∑ ∑ ∑∫ ∫  

) ا كانت ـّ. لمℕ∗من  mنثبّتُ العددَ  ),n m n
A ∗∈ℕ

  أنّ  2-3.من المبرهنة  نتجالية متزايدة متت 

( ) ( ), , 1
0

1
limn m n m k
nn k

A A f
m

µ µ
∗

∞

→∞∈ =
= ≤ ∑

ℕ
∪  

m,فإذا عرفّنا  n m
n

B A
∗∈

=
ℕ
  كان لدينا  ∪

( ) 1
0

1
m k

k

B f
m

µ

∞

=
≤ ∑  

)ومن ثمَّ  )lim 0m
m

Bµ
→∞

) ا كانت ـّ. ولم= )m mB ∗∈ℕ موعات التي متتالية متناقصة من ا
  أنّ  2-3.أيضاً من المبرهنة  قياسها محدود استنتجنا

( ) ( )lim 0m m
mm

B Bµ µ
∗ →∞∈

= =
ℕ
∩  

),اموعة  أنّ  وعليه نرى )n m
m n

A
∗ ∗∈ ∈

=N
ℕ ℕ
∩   مهملة.µ-هي مجموعة  ∪
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   نلاحظ أنّ و 

0

) , , | ( )|( \
n

k
k

x m n fX x m∗ ∗

=

⇔ ∃ ∈ ∀ ∈ ≤∈ ∑N ℕ ℕ  

)وهذا يعني أنّ المتسلسلة  )kf x∑  تكون متقاربة بالإطلاق في حالةx  من\X N.  
g:نعرّف إذن التابع المقيس  X → ℝ  بوضع( ) 0g x وبالصيغة  Nمن  xفي حالة  =

0
( ) ( )kk
g x f x

∞

=
X\من  xفي حالة  ∑= N يكون لدينا 5-1.. وعملاً بالمبرهنة  

1
0 0

d dn n

n n

g f fµ µ

∞ ∞

= =
= = < +∞∑ ∑∫ ∫  

)إذن  )1 , ,g X µ∈ ΣLℝ.  

) نعرّف وكذلك ) 0f x ، وNمن  xفي حالة  =
0

( ) ( )kk
f x f x

∞

=
من  xفي حالة  ∑=

\X N ،يكون فf ويكون  اً تابعاً مقيس
0

, - .kk
f f a eµ

∞

=
=∑.  

 ضعلن
0

n

n kk
S f

=
= )، ولنطبّق مبرهنة التقارب للوبيغ على متتالية التوابع ∑ )n nS ∈ℕ.  

 تابعٌ مقيسٌ. nS، فالتابع ℕمن  nأياًّ كان  �

X\من  xأياًّ كانت  � N تتقارب المتتالية ،( )( )n n
S x

∈ℕ
)من   )f x. 

X\من  x، وأياًّ كانت ℕمن  nأياًّ كان  � Nكان ، ( ) ( )nS x g x≤.  
)ا كان ـ ـّولم )1 , ,g X µ∈ ΣLℝ  ّاستنتجنا أنf  ينتمي إلى( )1 , ,X µΣLK  ّوأن  

1lim 0n
n

f S
→∞

− =  
  �  وهي النتيجة المرجوّة.

)إذن في حالة متتالية  .ملاحظة ���� )n nf ∈ℕ  من( )1 , ,X µΣLK،  1فإنّ تقاربnf∑ 
)في  ∑nfيقتضي تقارب المتسلسلة  )1 , ,X µΣLK ا بالإطلاق فيوكذلك تقار ،-µ كلّ مكان

  تقريباً.

)ليكن  .نتيجة 5-5. ), ,X µΣ  فضاءً مقيساً. لقد أثبتنا في المبرهنة السابقة أنّ كلّ متسلسلة
)متقاربة بالنظيم من عناصر  )1 , ,X µΣLK  تكون متقاربة في( )1 , ,X µΣLKذا . وه

)يعني أنّ الفضاء الشعاعي المنظمّ  )1 , ,X µΣLK  ٌأو فضاء شعاعي منظمّ هو فضاء ،تام
  ، أي تتقارب فيه كل متتالية تحقق شرط كوشي.Banach باناخ
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  التكاملات التابعة لوسيط 6.
)اءً مقيساً في هذه الفقرة فض نثبّتُ  ���� ), ,µΣX.  

  . وليكن Eمجموعة جزئيّة غير خالية من فضاء شعاعي منظّم  Aلتكن  .مبرهنة 1-6.
:f X A× → K  

  :الآتيةاً يحُقّق الخواص ابعت  
)فالتابع  Aمن  tأياًّ كانت  � ),x f x t֏ .تابعٌ مقيس  
X\من  xتحُقّق أنهّ مهما تكن  Nتوجد مجموعة مهملة  � N  يكن التابع

( ),t f x t֏  0مستمراًّ عندt  منA.  

)ينتمي إلى  gيوجد تابعٌ   )1 , ,X µΣLℝ جد مجموعة مهملة ، وتو�N  تحُقّق  

� ( ) ( )\ , , ,x X t A f x t g x∀ ∈ ∀ ∈ ≤N  
)عندئذ يكون التابع    ) ( , )d ( )t F t f x t xµ=   .0tمستمراًّ عند  ֏∫

  الإثبات

)لتكن  )n nu ∈ℕ  متتالية من عناصرA لى ت ). نعرّف التوابع المقيسة 0tسعى إ )n nϕ ∈ℕ وϕ 
  بالعلاقات :

( ) ( , )n nx f x uϕ )0و      = ) ( , )x f x tϕ =  
)لنطبّق مبرهنة التقارب للوبيغ على متتالية التوابع  )n nϕ ∈ℕ .  

 تابعٌ مقيسٌ. nϕ، فالتابع ℕمن  nأياًّ كان  �

X\من  xأياًّ كانت  � N تتقارب المتتالية ،( )( )n n
xϕ

∈ℕ
)من   )xϕ. 

X\�من  x، وأياًّ كانت ℕمن  nأياًّ كان  � Nكان ، 

( ) ( )n x g xϕ ≤  

)ا كان  ـّولم )1 , ,g X µ∈ ΣLℝ  ّاستنتجنا أنϕ  ينتمي إلى( )1 , ,X µΣLK  ّوأن  

lim d dn
n

ϕ µ ϕ µ
→∞

=∫ ∫  
)أي  ) ( )0lim n

n
F u F t

→∞
  �  .0tعند  F. وهذا يثبت استمرار =
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  . وليكن ℝمجالاً غير خالٍ من  Iليكن  .مبرهنة 2-6.
:f X I× → K  

  :الآتيةتطبيقاً يحُقّق الخواص   
)فالتابع  Iمن  tأياًّ كانت    � ),x f x t֏  تابعٌ من( )1 , ,X µΣLK.  
X\من  xتحُقّق أنهّ مهما تكن  ،Nتوجد مجموعة مهملة  � N  يكن التابع

( ),t f x t֏ قاق على قابلاً للاشتI نرمز إلى هذا المشتق بالرمز ،( ),
f
x

t

∂
⋅

∂
.  


)ينتمي إلى  gيوجد تابعٌ   )1 , ,X µΣLℝ وتوجد مجموعة مهملة ،�
N  تحُقّق  

�\ , , ( , ) ( )
f

x X t I x t g x
t

∂
∀ ∈ ∀ ∈ ≤

∂
N  

)عندئذ يكون التابع    ) ( , )d ( )t F t f x t xµ= :كونيو  ،Iعلى  شتقاقياً ا ֏∫

  , ( ) ( , )d ( )
f

t I F t x t x
t

µ
∂′∀ ∈ =
∂∫.  

  الإثبات
)التابع  , )tx f x t′֏  موعة المهملةليس معرفّاً على اN� والقول إنهّ ينتمي إلى الفضاء ،

( )1 , ,X µΣLK يعني أنهّ بالإمكان تمديده إلى تابع قابل للمُكاملة، وأياً كان هذا التمديد فإنهّ لا ،
)يؤثرّ على قيمة التكامل  , )d ( )tf x t xµ′∫.  

)، ولنتأمّل متتاليةً ما Iمن  0tلتكن  )n nu ∈ℕ  من عناصر{ }0\I t  0تسعى إلىt نعرّف .
)التوابع المقيسة  )n nϕ ∈ℕ وϕ بالعلاقات:  

0

0

( , ) ( , )
( ) n

n
n

f x u f x t
x

u t
ϕ

−
=

−
)0 و      ) ( , )

f
x x t

t
ϕ

∂
=
∂

  

)لنطبّق مبرهنة التقارب للوبيغ على متتالية التوابع  )n nϕ ∈ℕ.  
 تابعٌ مقيسٌ. nϕ، فالتابع ℕمن  nأياًّ كان  �

X\من  xأياًّ كانت  � N تتقارب المتتالية ،( )( )n n
xϕ

∈ℕ
)من   )xϕ. 

)�من  x، وأياًّ كانت ℕمن  nأياًّ كان  � )\X ∪N Nكان ، 

( ) ( )n x g xϕ ≤  

  وذلك بناءً على مبرهنة التزايدات المحدودة.
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)ا كان  ـّولم )1 , ,g X µ∈ ΣLℝ  ّاستنتجنا أنϕ  ينتمي إلى( )1 , ,X µΣLK  ّوأن  
lim d dn
n

ϕ µ ϕ µ
→∞

=∫ ∫  
  أي

0
0

0

( ) ( )
lim ( , )d ( )n

n
n

F u F t f
x t x

u t t
µ

→∞

− ∂
=

− ∂∫  

  �  وهذا يثبت النتيجة المطلوبة.
  . وليكن ℂمجموعة مفتوحة غير خالية من  Ωلتكن  .مبرهنة 3-6.

:f X ×Ω → ℂ  

  :الآتيةتطبيقاً يحُقّق الخواص   
)فالتابع  Ωمن  zأياًّ كانت    � ),x f x z֏  ٌمقيسٌ تابع.  
X\من  xتحُقّق أنهّ مهما تكن Nتوجد مجموعة مهملة  � N  يكن التابع

( ),z f x z֏  هولومورفيّاً علىΩ.  

)ينتمي إلى  gيوجد تابعٌ   )1 , ,X µΣLℝ ، ُقّق يح  

\ , , ( , ) ( )x X z f x z g x∀ ∈ ∀ ∈ Ω ≤N  
)عندئذ يكون التابع    ) ( , )d ( )z F z f x z xµ= ، ومهما Ωعلى  هولومورفيّاً  ֏∫

) التابع كني ،ℕ∗من  n، وΩمن  z كنت , )
n

n

f
x x z

z

∂

∂
قابلاً للمكاملة، أي  ֏

)اء الفض إلى ينتمِ  )1 , ,X µΣLℂ،  يكنو :  
( ), , ( ) ( , )d ( )

n
n

n

f
n z F z x z x

z
µ

∂
∀ ∈ ∀ ∈ Ω =

∂∫
ℕ  

  الإثبات
)موجبٌ تماماً يجعل القرص المفتوح  ρ. يوجد عددٌ Ωمن  0zلتكن  )0, 2ρD z  محتوى تماماً في
Ωلتكن . x من\NXو ،n  من∗ℕ ،مّا كانـل( ),z f x z֏  هولومورفياًّ علىΩ ،

  كوشي أنّ استنتجنا من متراجحات  

  0

! !
( , ), ( , ) sup ( , ) ( )

n

n n n
z

f n n
z D z x z f x g x

z ξ ρ

ρ ξ
ρ ρ− =

∂
∀ ∈ ≤ × ≤

∂
  ( )1  

)وهذا يثبتُ بوجه خاص أنّ  )0,
n

n

f
x x z

z

∂
∂

)ينتمي إلى  ֏ )1 , ,X µΣLℂ.   
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، أمكننا تعريف متتالية التوابع Ωمن  0zو ℕمن  nمّا كانت النتيجة السابقة محقّقةً أياًّ كانت ـول

( )n nG ∈ℕ  المعرفّة علىΩ  بالصيغة( ) ( , )d ( )
n

n n

f
G z x z x

z
µ

∂
=

∂∫
.  

)عدداً موجباً تماماً يجعل القرص المفتوح  ρ. وليكن Ωمن  0zنقطة  مجدّداً لنتأمّل  )0, 2ρD z 
)لنتأمّل متتالية . ثمُّ Ωمحتوى تماماً في  )m mζ ∈ℕ  من عناصر القرص المنقوص� ( )0,ρD z  تسعى

)متتالية التوابع عرّف . ولن0z العدد إلى )m mϕ ∈ℕ بالصيغة  

0
0

1
, ( ) ( , ) ( , )

n n

m mn n
m

f f
x X x x x z

z z z
ϕ ζ

ζ

 ∂ ∂  ∀ ∈ = −  − ∂ ∂ 
  

المعرّف بالعلاقة  ϕوالتابع 
1

01
( ) ( , )

n

n

f
x x z

z
ϕ

+

+

∂
=
∂

X\من  xفي حالة   N.  

)مبرهنة التقارب للوبيغ على المتتالية  بتطبيق )m mϕ ∈ℕ.  
 تابعٌ مقيسٌ. mϕ، فالتابع ℕمن  mأياًّ كان  �

X\من  xأياًّ كانت  � N تتقارب المتتالية ،( )( )m m
xϕ

∈ℕ
)من   )xϕ.  لأنّ التابع

( ),֏z f x z  هولومورفيّ على القرص المفتوح( )0, 2ρD z .في هذه الحالة 

 ، كانNX\من  x، وأياًّ كانت ℕمن  mأياًّ كان  �

1 1

0 01
0

( ) ( , ( ))d
n

m mn

f
x x z t z t

z
ϕ ζ

+

+

∂
= + −

∂∫
  

)بناءً على و   نستنتج أنّ ، 1(
1

( 1)!
( ) ( )m n

n
x g xϕ

ρ +

+
≤.  

limإذن عملاً بمبرهنة التقارب للوبيغ، يكون لدينا  d dm
n

ϕ µ ϕ µ
→∞

=∫   . أي∫
( ) ( )

( )0
1 0

0

lim n m n
n

m m

G G z
G z

z

ζ

ζ
+

→∞

−
=

−
  

)ولأنّ  )m mζ ∈ℕ  متتالية كيفيّة من عناصر القرص المنقوص� ( )0,ρD z  0تسعى إلى العددz .
  اسنتنتجنا أنّ 

( ) ( )
( )

0

0
1 0

0

lim n n
n

z

G G z
G z

zζ

ζ

ζ
+

→

−
=

−
  

1nهولومورفي و nGأي إنّ  nG G +′ )أنّ وهذا ما يفيد في إثبات  .= )n
nG F=  أياًّ كانتn 

  �  ويتمّ الإثبات. nوذلك بالتدريج على العدد  ،ℕ من
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:ليكن  1.مثال  →ℝ ℂf  تابعاً مقيساً يحُقّق( )0, 0∀ < =t f t نفترض أنهّ يوجد .
)عل التابع يجَ  σعددٌ حقيقي  ) σ−֏ tt f t e  عنصراً من( )1 , ,λL Bℂ ℝℝ عندئذ يكون .

)التابع  ) ( ) d ( )ztz F z f t e tλ−=   ويكون .σPهولومورفياًّ في نصف المستوي  ֏∫
( ), , ( ) ( ) ( ) ( )n n ztn z F z t f t e d tσ λ−∀ ∈ ∀ ∈ = −∫Pℕ  

  .لأولر Γتتمات حول التابع  2.مثال 

1التابع  نتمِ يَ  ℂمن  z مهما كان  �
1 [1, [( , ) ( )z xx f x z x e x− −

+∞=֏  الفضاء إلى 1

( )1 , ,λL Bℂ ℝℝ 1التابع يكن ، و
1

1

( ) dz xz x e x

∞
− −Γ =   .ℂفي  اً هولومورفي ∫

0Aفي الحقيقة، لتكن  }، ولنعرّف < },Re( )A z z AΩ = ∈ <ℂطبّق المبرهنة ، ثمُّ لن
  على التابع  3-6.

1
1 1 [1, [: , ( , ) ( )z x

Af f x z x e x− −
+∞×Ω → =ℝ ℂ 1  

)فالتابع  AΩمن  zأياًّ كانت  � )1 ,x f x z֏  ٌمقيسٌ تابع.  
)يكن التابع  ℝمن  xمهما تكن  � )1 ,z f x z֏  هولومورفيّاً علىAΩ.  
1 التابعينتمي  �

[1, [: , ( ) ( )A xg g x x e x− −
+∞→ =ℝ ℝ )إلى  1 )1 , ,λL Bℝ ℝℝ ،

  يحُقّق و 
1, , ( , ) ( )Ax z f x z g x∀ ∈ ∀ ∈ Ω ≤ℝ  

عددٌ موجبٌ كيفي  A، ولأنّ AΩلومورفي في هو  1Γأنّ التابع  6-3.إذن نستنتج بناءً على المبرهنة 
  وأنّ  ℂهولومورفي في  1Γاستنتجنا أنّ 

( ) 1
1

1

, , ( ) (ln ) dn n z xn z z x x e x

∞
− −∀ ∈ ∀ ∈ Γ = ∫ℕ ℂ  

} من zأياًّ كانت   � }0 : Re 0z z= ∈ >P ℂ التابع  ينتمي  
1

2 ]0,1[( , ) ( )z xx f x z x e x− −=֏ 1  

)إلى    )1 , ,λL Bℂ ℝℝ والتابع ،
1

1
2

0

( ) dz xz x e x− −Γ =   .0Pهولومورفي في  ∫
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0Aفي الحقيقة، لتكن  }، ولنعرّف < },Re( )A z z A= ∈ >P ℂ ثمُّ لنطبّق المبرهنة ،
  على التابع  3-6.

1
2 2 ]0,1[: , ( , ) ( )z x

Af f x z x e x− −× → =Pℝ ℂ 1  
)2فالتابع  APمن  zأياًّ كانت  � , )x f x z֏  ٌمقيسٌ تابع.  
)يكن التابع  ℝمن  xمهما تكن  � )2 ,z f x z֏  هولومورفيّاً علىAP.  
1التابع ينتمي  �

]0,1[: , ( ) ( )A xg g x x e x− −→ =ℝ ℝ )إلى  1 )1 , ,λL Bℝ ℝℝ ويحُقّق ،  

2, , ( , ) ( )Ax z f x z g x∀ ∈ ∀ ∈ ≤Pℝ  
عددٌ موجبٌ كيفي  A، ولأنّ APهولومورفي في  2Γلتابع أنّ ا 6-3.إذن نستنتج بناءً على المبرهنة 

  وأنّ  0Pهولومورفي في  2Γاستنتجنا أنّ 
1

( ) 1
0 2

0

, , ( ) (ln ) dn n z xn z z x x e x− −∀ ∈ ∀ ∈ Γ = ∫Pℕ  


} من zأياًّ كانت    }0 : Re 0z z= ∈ >P ℂ  ينتمي التابع  
1( , ) ( )z xx f x z x e x∗

+

− −=
ℝ

֏ 1  

)إلى    )1 , ,λL Bℂ ℝℝ 1، والتابع

0

( ) dz xz x e x

∞
− −Γ =   .0Pهولومورفي في  ∫

  يجة مباشرة من النقطتين السابقتين، إذ إنّ في الحقيقة، هذه نت
1 2f f f= و    +

01 2Γ = Γ + ΓP  

=، مجموعة أقطابه ℂوحيدٌ ميرومورفي في يوجد تابعٌ   � −P ℕ  ويتّفق معΓ  0علىP .
  إلى هذا التابع أيضاً. Γنرمز بالرمز 

0في الحقيقة، نعلم في حالة  1x<   أنّ  ،ℕمن  nو  >
( )1

0

1

! !

n k n
x k

k

x
e x

k n

−
−

=

−
− ≤∑  

izمن ثمَّ، في حالة و  α β= + ∈ ℂ، يكون لدينا  
( )1 1

1 1

0

1

! !

n k n
z x z k

k

x
x e x

k n

α− + −
− − + −

=

−
− ≤∑  
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[وكاملنا طرفي المتراجحة السابقة على  0Pينتمي إلى  zوأخيراً، إذا افترضنا أنّ    وجدنا 0,1]
1

2
0

( 1) 1
, ( )

!( ) !( )

n k

k

n z
k z k n n α

−

=

−
∀ ∈ Γ − ≤

+ +∑ℕ  

  وعليه

  0 2
0

( 1)
, ( )

!( )

k

k

z z
k z k

∞

=

−
∀ ∈ Γ =

+∑P  �  

)لنتأمّل إذن متتالية التوابع  )n nf ∈ℕ في  لهولومورفيّةا( )\ −ℂ ℕ المعرفّة بالصيغة   
( 1)

( )
!( )

n

nf z
n z n

−
=

+
  

)مجموعة متراصّة محتواة في  Kفإذا كانت  )\ −ℂ ℕ وعرفّنا ،( ),K d Kδ = −ℕ  ديناكان ل  
1

sup ( )
!n

z K K

f z
n δ∈

≤  

)بانتظام على كل مجموعة متراصّة محتواة في  ∑nfومن ثمَّ تتقارب المتسلسلة  )\ −ℂ ℕ ، ويكون
)هولومورفيّاً في  Fمجموعها  )\ −ℂ ℕ لتكن .k  منℕ  ولتكنz  عنصراً من القرص المنقوص

� ( )12,D k−  1عندئذ يكون لدينا
, | |

2
n k z n∀ ≠ +   ومن ثمَّ  ≤

0 ,

2
( ) ( ) 2

!k
n n k

F z f z e
n

∞

≤ ≠

− ≤ <∑  

kFع نقطة شاذّة كاذبة للتاب −kإذن النقطة  f− ّوهذا يثُبتُ أن ،kf  هو الجزء القطبي للتابعF 
مجموعةُ أقطابه هي  ℂتابعٌ ميرومورفي في  Fوهكذا نكون قد أثبتنا أنّ . −kالموافق للقطب 

−ℕ،  جميع أقطابه بسيطة، ولدينا  أنّ و( )
( )1

Res ,
!

k

F k
k

−
− . وأثبتنا أنّ =

0
FΓ = P  في

 0Pعلى  Fيجب أن يتفق مع . أمّا الوحدانيّة فهي واضحة لأنّ أي تابع يحُقّق الشروط المعطاة �
)ومن ثمَّ على كامل  )\ −ℂ ℕ  .لأنّ هذه الأخيرة مجموعة مفتوحة مترابطة  

)على  Γومنه الصيغة التالية للتابع  )\ −ℂ ℕ:  

1

0 1

( 1)
\( ), ( ) d

!( )

n
z x

n

z z x e x
n z n

∞∞
− −

=

−
∀ ∈ − Γ = +

+∑ ∫ℂ ℕ  



تكامل وال نظريةّ القياس مقدّمة في  102 

  العلاقة بين التكامل بمعنى ريمان وتكامل لوبيغ 7.
)في هذه الفقرة نتأمّل الفضاء المقيس  ���� ), ,λBℝℝو ،λ .هو قياس لوبيغ  

]اً مستمراًّ، على مجال مغلق ومحدود قيقيّ تابعاً ح fليكن  .مبرهنة 1-7. ],a b .نمدّد f  علىℝ 
, بوضع ( ) ( )x a f x f a∀ < ,و = ( ) ( )x b f x f b∀ >    . عندئذ يكون لدينا:=

[ ] ( ), d d
b

a b
a

f f t tλ =∫ ∫1.  
  الإثبات

]من اال  xرّف في حالة لنع ],a b  العدد( )F x بالصيغة  

[ , ]( ) da xF x f λ= ∫ 1  
  ولنناقش الحالات التالية :

]من  αفي حالة  � [,a b وx  من] [,bα لدينا  
( )

( )

[ , ]

[ , ]

[ , ]

[ , ]

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) d

( ) d

[ , ] sup ( ) ( )

( ) sup ( ) ( )

x

x

t x

t x

F x F x f f f

f f

x f t f

x f t f

α

α

α

α

α α α α λ

α λ

λ α α

α α

∈

∈

− − − = −

≤ −

≤ −

≤ − ⋅ −

∫
∫

1

1

  

 αيقبل الاشتقاق من اليمين عند  Fاستنتجنا من المتراجحة السابقة أنّ  αعند  مستمرf  ولأنّ 
)وأنّ  ) ( )F fα α+′ =.  
[من  αوكذلك، في حالة  � ],a b وx  من] [,a α  لدينا

( )

( )

[ , ]

[ , ]

[ , ]

[ , ]

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) d

( ) d

[ , ] sup ( ) ( )

( ) sup ( ) ( )

x

x

t x

t x

F F x x f f f

f f

x f t f

x f t f

α

α

α

α

α α α α λ

α λ

λ α α

α α

∈

∈

− − − = −

≤ −

≤ −

≤ − ⋅ −

∫
∫

1

1

  

 αيقبل الاشتقاق من اليسار عند  Fاستنتجنا من المتراجحة السابقة أنّ  αعند  مستمرf  ولأنّ 
)وأنّ  ) ( )F fα α−′ =.  
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]على  1Cينتمي إلى الصف  Fوهكذا نكون قد أثبتنا أنّ  ],a b  ّوأنF f′  F، وعليه فإنّ =
  . واستناداً إلى تعريف تكامل ريمان لديناfهو تابعٌ أصلي للتابع 

[ , ]( )d ( ) ( ) d
b

a b
a
f t t F b F a f λ= − =∫ ∫ 1  

  �  .الإثبات وبذا يتمّ 
]عيّاً، على مجال مغلق ومحدود طَ قِ  مستمراًّ تابعاً حقيقياً  fليكن  .نتيجة 2-7. ],a b.  عندئذ يكون

]:لدينا ] ( ), d d
b

a b
a

f f t tλ =∫ ∫1.  
  الإثبات
  �  علاقة شال. وعلىسبق هذه نتيجة واضحة اعتماداً على ما   
]، على مجال مغلق ومحدود Rتابعاً حقيقياً من الصف  fليكن  .نتيجة 3-7. ],a b . عندئذ

]يكون لدينا: ] ( ), d d
b

a b
a

f f t tλ =∫ ∫1.  
  الإثبات

)وابع توجد متتالية ت )n nϕ ∈ℕ  1من الصفC  قطعيّاً على[ ],a b المتقاربة بانتظام على ا ،
[ ],a b  من التابعf نعرّف كل .nϕ  على كاملℝ بوضع  

,  ( ) ( )nx a x f aϕ∀ < ,و =  ( ) ( )nx b x f bϕ∀ > =  

)المتتالية  تتقارب )n nϕ ∈ℕ مقيس يتفق مع ببساطة من تابع f  على[ ],a b الرمزب نرمز إليه f 
  ومن جهة أخرى، لدينا أيضاً.

[ ] [ ] [ ], , ,d d da b a b n a b nf fλ ϕ λ ϕ λ− ≤ −∫ ∫ ∫1 1 1  
  ومن ثمَّ 

[ ] ( ) ( )
[ ]

,
,

d d sup
b

a b n n
a a b

f t t b a fλ ϕ ϕ− ≤ − −∫ ∫1  

  وهذا يثبتُ أنّ 
( ) ( ) [ ],d lim d d

b b

n a b
na a

f t t t t fϕ λ
→∞

= =∫ ∫ ∫ 1  
  �  .المرجوّةنتيجة ال وهي

امل بمعنى ريمان، لقد رأينا أنّ التكامل بالنسبة إلى قياس لوبيغ يعمّم مفهوم التك .ملاحظة4-7.
dfكثيراً ما نكتب   ،لذلك x∫ℝ  بدلاً منdf λ∫  في حالةf  من( )1 , ,λL BK ℝℝ.  
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  التكاملات المضاعفة 8.
)سة و يمّل فضاءات قَ نتأ .تعريف 1-8. )( ),

dk k kX ∈Σ ℕ 2 حيثd . ونتأمّل الجداء ≤
1الديكارتي  2 dX X X X= × × الذي تولّده  Xعلى  Σ . نسمّي الجبر التامّ ⋯×
  اموعات

{ }1 : ,d d k kA A k A× × ∀ ∈ ∈ Σ⋯ ℕ  

) جبر جداء الجبور   )
dk k∈Σ ℕ 1، ونرمز إليه بالرمز dΣ ⊗ ⊗ Σ⋯.  

)لعلّ أهمّ مثال على هذا هو حالة  ) ( ), ,k kX Σ = Bℝℝ حيث k  منdℕ ّإذ نبرهن أن ،
هو جبر الجداء  dℝفي  dBℝيّة جبر اموعات البورلِ

d

⊗ ⊗B Bℝ ℝ⋯	





�





. ونبرهن أيضاً بالسهولة �

nنفسها أنّ  m n m+⊗ =B B Bℝ ℝ ℝ.  

)نقول إنّ الفضاء المقيس  .تعريف 2-8. ), ,X µΣ  فضاءهو σ- ٍإذا وُجدت متتالية متزايدة  منته
( )n nE ∈ℕ  من عناصرΣتحُقّق  ،  

n
n

X E
∈

=
ℕ
)و      ∪ ), nn Eµ∀ ∈ < +∞ℕ  

  :الآتيةتنبع أهميّة التعريف السابق من الخاصة المهمةّ 

)نتأمّل فضاءَيْن مقيسين  .مبرهنة وتعريف 3-8. )1 1 1, ,X µΣ و( )2 2 2, ,X µΣ  ّما نفترض أ
-σ وحيدٌ قياس  يوجدمنتهيين. عندئذ µ  معرّف على( )1 2 1 2,X X× Σ ⊗ Σ 

  ويحُقّق:
( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 1 1 1 2 2, ,A A A A A Aµ µ µ∀ ∈ Σ ×Σ × =  

0)مع الاصطلاح ( 0×∞ 1ونرمز إليه  قياس الجداء µ. نسمّي = 2µ µ⊗ ،
)ويكون الفضاء المقيس  )1 2 1 2 1 2, ,X X µ µ× Σ ⊗ Σ   منتهياً. σ-فضاءً  ⊗

)على  dλتتيح لنا هذه المبرهنة أن نعرّف قياس لوبيغ  ), d
d Bℝℝ  بالتدريج على العددd  بوضع

1d dλ λ λ −= 2dفي حالة  ⊗ ≥.  

  :إلى المبرهنتين الأساسيّتين في التكاملات المضاعفةنأتي الآن 
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) ينْ نتأمّل فضاءَيْن مقيسَ  .Tonelli يل ونِ ت-مبرهنة 4-8. )1 1 1, ,X µΣ و( )2 2 2, ,X µΣ 
 ّما نفترض أ-σونعرّف ،منتهيين  

( ) ( )1 2 1 2 1 2, , , ,X X Xµ µ µΣ = × Σ ⊗ Σ ⊗  
f:ابعاً مقيساً وموجباً وأخيراً نتأمّل ت   X +→ ℝعندئذ .  
)التابع  �   ) ( )1 1 2 2 2, dx f x x xµ∫֏  تابعٌ مقيسٌ على( )1 1,X Σ.  
)التابع  �   ) ( )2 1 2 1 1, dx f x x xµ∫֏  تابعٌ مقيسٌ على( )2 2,X Σ.  
}وتتحقّق في  �   }+ ∪ +∞ℝ المساواة  

    
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

1 2 2 2 1 1

1 2 1 1 2 2

d , d d

, d d

f f x x x x

f x x x x

µ µ µ

µ µ

=

=

∫ ∫ ∫
∫ ∫

  �  

   ِي من كون الشروط المطلوبة من في الحقيقة، تنبع أهميّة مبرهنة تونلf لمساواة لتتحقّق ا� ،
  مقيساً وموجباً. fشروطاً بسيطة جداً، وهي أن يكون 

قياسَي جداء، فهذه المبرهنة تشمل  2µو 1µلاحظ أيضاً أنهّ يمكن أن يكون القياسان . ملاحظة �
  يقة تكاملات ثنائيّة وثلاثيّة و... .في الحق
) ينْ نتأمّل فضاءَيْن مقيسَ  .Fubini وبينيف–مبرهنة 5-8. )1 1 1, ,X µΣ و( )2 2 2, ,X µΣ 

  منتهيين. ونعرّفσ-نفترض أما 
( ) ( )1 2 1 2 1 2, , , ,X X Xµ µ µΣ = × Σ ⊗ Σ ⊗  

f:وأخيراً نتأمّل تابعاً    X → ℂ  ينتمي إلى( )1 , ,X µΣLℂعندئذ .  
  �  ف الصيغةتعر ( ) ( )1 1 2 2 2, dx f x x xµ∫֏ تابعاً من ( )1

1 1 1, ,X µΣLℂ.  
  �  الصيغةف تعر ( ) ( )2 1 2 1 1, dx f x x xµ∫֏ تابعاً من ( )1

2 2 2, ,X µΣLℂ.  
  وتتحقّق المساواة �  

    
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

1 2 2 2 1 1

1 2 1 1 2 2

d , d d

, d d

f f x x x x

f x x x x

µ µ µ

µ µ

=

=

∫ ∫ ∫
∫ ∫

  �  

)إلى  fمن انتماء تابع  نتوثقّكي .  ملاحظة مهمّة � )1 , ,X µΣLℂ نطبّق عادة مبرهنة ، ِي تونل
  .fعلى التابع 
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  .ونختم هذه الفقرة بذكر مبرهنة تغيير المتحوّلات
)في هذه المبرهنة نتأمّل الفضاء المقيس . تغيير المتحوّلات مبرهنة 6-8. ), ,n

n
nλBℝℝ ،

   نفترض أنّ يوجد تقابلٌ  .nℝ في ينفتوحتالم Dو ∆ يناموعتو 
( ) ( )1 1: , , , , ,n nD x x y yΦ → ∆ … ֏ ) حيث( … )1( , ,k k ny x xϕ= …  

)عادة بالرمز . نرمز كما جرت ال1Cينتمي هو وتقابله العكسي إلى الصف  )J xΦ  إلى محدّد
)عند  Φمصفوفة جاكوبي للتابع  )1, , nx x x=   ، أي Dمن  …

2( , )

( ) det ( )

n

i

j i j

J x x
x

ϕ
Φ

∈

    ∂    =    ∂     ℕ

  

:ليكن  �   nf +→ℝ ℝ  تابعاً مقيساً موجباً. عندئذ يكون  
( )d ( ) ( ( )) ( ) d ( )n n

D
f y y f x J x xλ λΦ∆

= Φ∫ ∫  
:ليكن  � nf →ℝ ℂ ينتمي التابع .f∆1 إلى( )1 , ,n

n
nλL Bℂ ℝℝ إذا وفقط ،

Dالتابع انتمى  f JΦΦ�1 إلى ( )1 , ,n
n

nλL Bℂ ℝℝوعندئذ يكون لدينا ،  

( )d ( ) ( ( )) ( ) d ( )n n
D

f y y f x J x xλ λΦ∆
= Φ∫ ∫  

  نعلم أنّ التابع. الإحداثيّات القطبيّة – مثال 7-8.
] [ { }( ) ( ) ( )2: , \ 0 , , cos , sin

D

r r rπ π θ θ θ∗
+ −

∆

Φ ×− → ×ℝ ℝ ℝ ֏
�������	������
�����	����


  

  ، وتقابله العكسي مُعطى بالصيغة1Cيعُرّف تقابلاً من الصف 

( )1 2 2
2 2

: , , , 2 arctan
y

D x y x y
x x y

−  Φ ∆ → +    + +
֏  

  كما نلاحظ أنّ 

( )
cos sin

, det
sin cos

r
J r r

r

θ θ
θ

θ θ
Φ

− 
 = =   

  

f:2إذن مهما يكن التابع الموجب المقيس  +→ℝ ℝ لدينا نيك  

( ) ( )
] [2 ,

, d d cos , sin d df x y x y f r r r r
π π

θ θ θ
+× −

=∫ ∫ℝ ℝ
  

  مجموعة مهملة.  ℝ∆\2إذا ستفدنا من كون اموعة 
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pالفضاءات  9.
L  

[من  pليكن . توطئة 1-9. [من  q. نعرّف ∞+,1] 1الصيغة ب ∞+,1] 1
1+ =

p q
 ،

  عندئذ : 
( ) 2 1 1

, ,+∀ ∈ ≤ +ℝ p qx y xy x y
p q

  

  الإثبات
. y<0و x<0. لنفترض أنّ y=0أو  x=0المتراجحة المطلوبة صحيحة في حالة 

=يحُقّقان  bو aدان حقيقياّن عندئذ يوجد عد ax e و= by e . ٌولأن التابع الأسّي محدّب 
  استنتجنا أنّ 

( ) ( )1 1

1 1 1 1

exp exp p q

pa qb p q
p q p q

xy a b pa qb

e e x y

= + = +

≤ + = +
  

  �  المطلوبة. ةوهي المتراجح

[من  qو pليكن . Hölder متراجحة –مبرهنة  2-9. 1 يحُقّقان. ∞+,1] 1
1+ =

p q
 ،

)وليكن  ), ,µΣX  .ًكان    ، أياًّ عندئذفضاءً مقيساf وg من ( ),X+ ΣM  كان  

( ) ( )1/ 1/
d d dµ µ µ≤∫ ∫ ∫

p q
p qfg f g  

  الإثبات

)لنضع  )1/dµ= ∫
p

pA f و( )1/dµ= ∫
q

qB g :تعريفاً. ولنناقش الحالات التالية  
,0، يكون B=0أو  A=0في حالة  � - . .µ=f a e  0أو, - . .µ=g a e ،

 وتتحقّق المتراجحة وضوحاً.

=في حالة  � +∞A  أو= +∞Bالمطلوبة تافهة ، المتراجحة.  
∗ينتميان إلى  Bو Aنفترض إذن أنّ  �

+ℝ عندئذ يكون لدينا استناداً إلى التوطئة السابقة .
 :يأتيما 

1 1

d dµ µ
× ≤ ⋅ + ⋅

∫ ∫

p q

p q

f g f g

A B p qf g
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  ومن ثمَّ   
1 1

d 1µ× ≤ + =∫
f g

A B p q
  

dµأو    ≤∫ fg AB. .وهي النتيجة المطلوبة  �  

]من  pليكن . Minkowski متراجحة -مبرهنة  3-9. )وليكن . ∞+,1] ), ,µΣX  ًفضاء
) من gو fكان   عندئذ، أياًّ مقيساً.  ),X+ ΣM  كان  

( )( ) ( ) ( )1/ 1/ 1/
d d dµ µ µ+ ≤ +∫ ∫ ∫

p p p
p p pf g f g  

  الإثبات
، ونضع p<1. نفترض إذن أنّ p=1النتيجة واضحة في حالة 

1
=

−
p

q
p

. فإذا طبّقنا 

)و fعلى التابعين  Hölderمتراجحة  ) 1−+ pf g وجدنا  
( ) ( ) ( )( )1/ 1/

1 d d dµ µ µ−+ ≤ +∫ ∫ ∫
p q

p ppf f g f f g  
  وبأسلوب مماثل نجد

( ) ( ) ( )( )1/ 1/
1 d d dµ µ µ−+ ≤ +∫ ∫ ∫

p q
p ppg f g g f g  

  وبالجمع نجد

( ) ( ) ( ) ( )( )
1 1 1

d d d dp pp pp p qf g f g f gµ µ µ µ
  + ≤ + +  

∫ ∫ ∫ ∫  

  إذن
)في حالة  � ) d µ ∗

++ ∈∫ ℝpf g .نستنتج مباشرة المتراجحة المطلوبة  
)ظ أنّ هذه المتراجحة صحيحة وضوحاً في حالة كما نلاح � ) d 0µ+ =∫ pf g.  
)أمّا في حالة  � ) dµ+ = +∞∫ pf g فنستفيد من المتراجحة ،  

( ) ( )2, ,
2 2

∗
+

+ +
∀ ∈ ≤ℝ

p ppx y x y
x y  

֏التي تعبرّ عن كون التابع ( px x  ًلنستنتج أنّ أحد التكاملين  )محدّباd µ∫ pf  أو
d µ∫ pg  فالمتراجحة المطلوبة محقّقة أيضاً في هذه الحالة.∞+يساوي ،  �  
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]من  pليكن . تعريف 4-9. ). عندئذ ، نعرّف الفضاء ∞+,1] )L
K

p X Σ µ, بأنهّ فضاء  ,
:التوابع المقيسة  → Kf X  التي تحُقّقd µ < +∞∫ pf ونطابق كما في حالة ،
( )1 , ,X µΣLK  بين تابعينf وg  يحُقّقان, - . .µ=f g a e ونعرّف في حالة .f  من

( ), ,µΣL
K

p X  الرمزpf دلالة على ( )1/d µ∫
p

pf.  

֏تبرهن متراجحة مينكوفسكي على أنّ    pf f  نظيمٌ على( ), ,µΣL
K

p X ونبرهن .
)على أنّ كلّ متسلسلة متقاربة بالنظيم في الفضاء  5-4.كما فعلنا في المبرهنة  ), ,µΣL

K

p X 
بتُ أنّ تكون متقاربة فيه، وتتقارب ببساطة من النهاية نفسها على متمّمة مجموعة مهملة. وهذا يثُ

)الفضاء  ), ,µΣL
K

p X  أي ،فضاء باناخهو فضاء شعاعي منظمٌّ تام .  

)وبوجه خاص، نجد أنّ    )2 , ,µΣLK X  هو النظيم  ⋅2، إذ إنّ النظيم فضاء هِلبرتهو
  الموافق للجداء السلّمي المعرّف بالصيغة

2 2( , ) ( ( , , )) , , df g X f g fgµ µ∀ ∈ Σ 〈 〉 = ∫L
K

  

  نجد فيما يلي خاصّة سنستفيد منها تكراراً.

[عددين من  qو pليكن  .مبرهنة 5-9. 1يحُقّقان  ∞+,1] 1
1

p q
+ . وليكن الفضاء =

)المقيس  ), ,X µΣ نفترض أنّ القياس ،µ  ٌقياس-σ منته، وليكن:f X → ℝ  ًتابعا
}مقيساً يأخذ قيمه في  }+∪ +∞ℝ ٌنفترض أنهّ يوجد ثابت .M  ّكان التابع   اً يحُقّق، أي

)من  gالموجب  ), ,q X µΣLℝ،  َالمتراجحة  

d qfg M gµ ≤∫  

)إلى  fعندئذ ينتمي التابع  ), ,p X µΣLℝ  وتتحقّق المتراجحةpf M≤.  

  الإثبات

)داً إلى الفرْض توجدُ متتالية متزايدة استنا )n nX ∈ℕ  موعات المقيسة التي تحقّقمن ا  

n
n

X X
∈

=
ℕ
)و    ∪ ), nn Xµ∀ ∈ < +∞ℕ  
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∗من  aلتكن  �
+ℝ ولنضع ،] ]( )1 ,aA f a−= من  n. وأخيراً لنعرّف في حالة ∞+

ℕ  التابع
a nn A Xg =  . عندئذ يكون لدينا1∩

( )dq
n ng Xµ µ≤ < +∞∫  

  واستناداً إلى الفرْض
( ) ( )d d qqq

a n n n a na A X fg M g M A Xµ µ µ µ≤ ≤ ⋅ = ⋅∫ ∫∩ ∩  
  وهذا يقتضي أنّ 

( ) ( ),
p

a n

M
n A X

a
µ∀ ∈ ≤ℕ ∩  

)ولأنّ  )a n nA X ∈ℕ∩  متتالية متزايدة اجتماعُها يساويaA  ّاستنتجنا أن  

( ) ( )
p

a

M
A

a
µ ≤  

)وبملاحظة أنّ  � )m mA ∈ℕ  متتالية متناقصة تحُقّق( )1 { } m mf A−
∈+∞ = ℕ∩ ،

)استنتجنا أنّ  )( )1 { } 0fµ − +∞ )، فاموعة = )1 { }f −= +∞N  مجموعة
-µ.مهملة 

]لنعرّف  � ]( )1 0,n nB X f n−= /، ولنختر ℕمن  nفي حالة  ∩
n

p q
Bg f= 1 

  فيكون 
( )d d

n

q p p
B ng f n Xµ µ µ= ≤ < +∞∫ ∫ 1  

ومن ثمَّ، لأنّ 
n

p
Bfg f=   ، استنتجنا من الفرْض1

d d
n n

p pq
B Bf M fµ µ≤ ⋅∫ ∫1 1  

  ومنه
d

n

p p
B f Mµ ≤∫ 1  

)ولكنّ  )n nB ∈ℕ  متتالية متزايدة تحُقّق\n nB X∈ = Nℕ∪  إذن بجعلn  تسعى إلى+∞ 
  في المتراجحة السابقة نستنتج أنّ 

\ dp p
X f Mµ ≤∫ N1  

dpومن ثمَّ  pf Mµ   �  مهملة. وبذا يتمّ الإثبات.µ-مجموعة  N، لأنّ ∫≥

  ا تبين المبرهنة التالية.كم   ة في تعريف جداء التلافّ نستفيد من المبرهنة السابق
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]من  pلتكن  .مبرهنة 6-9. )من  h، وليكن التابع ∞+,1] )1 , ,λL Bℂ ℝℝ  والتابعf  من
( ), ,p λL Bℝℂ ℝ عندئذ، توجد مجموعة .-λ مهملةNتجعل التابع ،  

( ) ( )t f x t h t−֏  
)عنصراً من  )1 , ,λL Bℂ ℝℝ  مهما يكنx  من\Nℝ جداءيف ، وهذا يتيح لنا تعر 

f لافالتّ  h∗ بالصيغة  
( ) ( ) ( )df h x f x t h t t∗ = −∫  

fينتمي    h∗  إلى( ), ,p λL Bℝℂ ℝوتتحقّق المتراجحة ،  
1p pf h f h∗ ≤  

  الإثبات

1p حالة �  المعرّف كما يلي : Φ. لنتأمّل التابع المقيس =

2: ,  ( , ) ( ) ( )x t f x t h tΦ → Φ = −ℝ ℂ  
)عنصرٌ من  Φإنّ  )2

1 2
2, ,λL Bℂ ℝℝ لأنهّ استناداً إلى مبرهنة ،Tonelli لدينا  

( ) 1 1( , ) d d ( ) d ( ) dx t x t f x t x h t t f hΦ = − = < +∞∫ ∫ ∫ 
 
 
 
  

  فإذا عرفّنا
{ }: ( ) ( ) dx f x t h t t= ∈ − = +∞∫N ℝ  

)من كون  استنتجنا )( ) ( ) d df x t h t t x− < +∞∫ مجموعة  Nأنّ اموعة  ∫
-λ مهملة. وإذا كانx  من\Nℝ   كان التابع( ) ( )t f x t h t−֏  عنصراً من

( )1 , ,λL Bℂ ℝℝعريف التابع ، وهذا ما يتيح لنا تf h∗ بالصيغة  
( ) ( ) ( )df h x f x t h t t∗ = −∫  

  نفسها أنّ  Tonelliونستنتج من مبرهنة 

( ) 1 1( ) d ( ) ( ) d df h x x f x t h t t x f h∗ ≤ − =∫ ∫ ∫ 
 
 
 
  

fإذن ينتمي  h∗  إلى( )1 , ,λL Bℂ ℝℝوتتحقّق المتراجحة ،  

1 1 1f h f h∗ ≤  
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1p حالة � )من  g. لنتأمّل تابعاً موجباً ما < ), ,q λL Bℝℂ ℝ ولنتأمّل التابع المقيس .Φ 
 : يأتيالمعرّف كما 

2: , ( , ) ( ) ( ) ( )x t g x f x t h tΦ → Φ = −ℝ ℂ  
)عنصرٌ من  Φإنّ  )2

1 2
2, ,λL Bℂ ℝℝ لأنهّ استناداً إلى مبرهنة ،Tonelli ومتراجحة ،

Hölderلدينا ،  
( )

( ) ( )( )
1 1

1

( , ) d d ( ) ( ) d ( ) d

( ) d ( ) d ( ) d
p qp q

p q

x t x t g x f x t x h t t

f x t x g x x h t t

f g h

Φ = −
   ≤ −    

≤ < +∞

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫  

)المعطى بالصيغة  kإذن يحُقّق التابع المقيس الموجب  ) ( ) dx f x t h t t−∫֏  الخاصّة
  التالية :

( )
1

, , , 0 ( ) ( )dq

p q
g g g x k x x f h gλ∀ ∈ ≥ ⇒ ≤∫L Bℂ ℝℝ  

) الفضاء ينتمي إلى kأنّ التابع  ،9-5.بناءً على المبرهنة  ،وهذا يثُبتُ  ), ,p λL Bℝℂ ℝ  ّوأن
1p pk f h≤ نعرّف. وهنا  

{ }: ( ) ( ) dx f x t h t t= ∈ − = +∞∫N ℝ  

)فنستنتج من كون  )( ) ( ) d d
p

f x t h t t x− < +∞∫ مجموعة  Nأنّ اموعة  ∫
-λ مهملة. وإذا كانx  من\Nℝ   كان التابع( ) ( )t f x t h t−֏  عنصراً من

( )1 , ,λL Bℂ ℝℝ وهذا ما يتيح لنا تعريف التابع ،f h∗  بالصيغة  
( ) ( ) ( )df h x f x t h t t∗ = −∫  

fونستنتج من كون  h k∗ 1pأنّ  ≥ pf h f h∗   �  وهي النتيجة المرجوّة. ،≥

  ونختم هذه الفقرة بخاصّة مفيدة.

]من  pلتكن  .مبرهنة 7-9. )، ولتكن ∞+,1] )n nf ∈ℕ  متتالية من التوابع من عناصر
( ), ,p X µΣLℂ نفترض أنّ المتتالية .( )n nf ∈ℕ  متقاربة في( ), ,p X µΣLℂ  من تابع

f ا متقاربة ببساطة من تابعوأ ،g عندئذ لا بدُّ أن يكون ., - . .f g a eµ=.  
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  الإثبات
pgلنعرّف التابع  fϕ = p، التابع ℕمن  n، وفي حالة −

n nf fϕ = . عندئذ، بناءً −
)على الفرْض، تتقارب المتتالية  )n nϕ ∈ℕ  ببساطة من التابعϕ ّوضوحاً ا تحُقّق ، كما إ  

lim d 0n
n

ϕ µ
→∞

=∫.  
infnثمُّ لنضع  k

k n
ψ ϕ

≥
  مّا كان من الواضح أنّ ـ. لℕمن  nفي حالة  =

sup j k
j n

k n ϕ ϕ ϕ ϕ
≥

≥ ⇒ − − ≤  

  استنتجنا من ذلك أنّ 
, sup j n n

j n

n ϕ ϕ ϕ ψ ϕ
≥

∀ ∈ − − ≤ ≤ℕ  

)وهذا يبرهن على تقارب المتتالية  )n nψ ∈ℕ ع ببساطة من التابϕ ونستنتج من المتراجحة .
0 الواضحة: n nψ ϕ≤   ، أنّ ≥

0 lim d lim d 0n n
n n

ψ µ ϕ µ
→∞ →∞

≤ ≤ =∫ ∫  
limإذن  d 0n

n
ψ µ

→∞
). ولكنّ المتتالية ∫= )n nψ ∈ℕ  متتالية متزايدة من التوابع المقيسة

  برهنة التقارب المتزايد لديناالموجبة، إذن، عملاً بم
d lim d lim d 0n n

n n
ϕ µ ψ µ ψ µ

→∞ →∞
= = =∫ ∫ ∫  

,0وهذا يقتضي أنّ  - . .a eϕ µ=.وهي النتيجة المرجوّة .  �  

p مبرهنات الكثافة في الفضاءات 10.
L  

f:ما  في حالة تابعٍ  .تعريف 1-10. →ℝ ℂ حامل التابع ، نعرّفf ا لصاقة مجموعةبأ ،
  ، أي fالنقاط التي لا ينعدم عندها التابع 

{ }supp( ) : ( ) 0f x f x= ∈ ≠ℝ  

)نرمز بالرمز  .تعريف 2-10. )cC ℝ  .إلى مجموعة التوابع المستمرةّ وحواملها مجموعات متراصّة
f:وعليه ينتمي  →ℝ ℂ  إلى( )cC ℝ إذا كان ،f  تابعاً مستمراً ومعدوماً خارج مجال

  محدودٍ.
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وحواملها  ∞Cإلى مجموعة التوابع التي تنتمي إلى الصف  Dرمز بالرمز ن .تعريف 3-10.
  مجموعات متراصّة.

  التابع فمثلاً نعلم أنّ 
1/ : 0

: , ( )
0 : 0

xe x
x

x
ϕ ϕ

− >→ =  ≤
ℝ ℝ  

  . وعليه، ينتمي التابعℝ−وهو معدومٌ على  ∞Cإلى الصف ينتمي 

2

2
exp : | | 1

: , (1 ) (1 ) 1
0 : | | 1

x
f x x x x

x

ϕ ϕ

    < → − + =   − ≥

ℝ ℝ ֏  

)، ويحُقّق ∞C، وهو تابعٌ موجبٌ من الصف Dإلى الصف  ) [ ]supp 1, 1f = − +.  
)على الثابت  fوبقسمة التابع  )df x x∫ ٍموجبٍ  . نحصل على تابع ρ ينتمي إلى D  حامله

]اال  )ويحُقّق ، −1,1[ )d 1x xρ =∫.  

  

)من  fليكن  .مبرهنة 4-10. )1 , ,λL BK ℝℝ وليكن ،ε  من∗
+ℝ عندئذ يوجد تابع .hε 

)من  )cC ℝ 1، يحُقّقf hε ε− <.  
  الإثبات

  راسة حالات مختلفة تتدرجّ من الأبسط إلى الأعقد.يمر الإثبات بد
Bf حالة � = )إلى  fمجموعة بورلِيّة. إنّ شرط انتماء  Bو 1 )1 , ,λL BK ℝℝ  يُكافئ

( )Bλ < +∞ . 

∗من  εلتكن 
+ℝ .كان  لـمّا ] [( ) ( )lim ,

n
B n n Bλ λ

→∞
∩ −  νوجد ياستنتجنا أنهّ ، =

  قّقيحُ  ℕ∗من 
] [( ) ( ),

2
B B

ε
λ ν ν λ∩ − ≥ −  

ρ
ւ

x

y

0 11−
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�نعرّف إذن  ] [,B B ν ν= ∩ )�. فيكون − )\
2

B B
ε

λ <.  
 بالاستفادة من كون قياس لوبيغ نظامي أي من كون 

  �( ) ( ) �{ }

( ) �{ }

inf :

sup :

B O B O

K B K

λ λ

λ

=

=

مجموعــة مفتوحــة تحــوي 

  مجموعــة متراصّــة محتــواة في
  ، تحُقّقانKε، ومجموعة متراصّة Oεنستنتج أنهّ توجد مجموعة مفتوحة 
�K B Oε ε⊂ )و    ⊃ )\

2
O Kε ε

ε
λ <  

[يمكننا أن نفترض أنّ  [,Oε ν ν⊂ [، وإلاّ استبدلنا − [,Oε ν ν∩ . ثمُّ نعرّف Oεباموعة  −
  التابع المستمرّ 

( , \ )
: , ( )

( , ) ( , \ )

d x O
h h x

d x K d x O

ε
ε ε

ε ε

→ =
+
ℝ

ℝ ℝ
ℝ

  

]الذي يأخذ قيمه في اال    ضوحاً ويحقّق و  0,1[
, ( ) ( ) ( )K Ox x h x x

ε εε∀ ∈ ≤ ≤ℝ 1 1  
  ولأنّ 

�, ( ) ( ) ( )K OB
x x x x

ε ε
∀ ∈ ≤ ≤ℝ 1 1 1  

  نا أنّ ستنتجا
�\ \, ( ) ( ) ( ) ( )O K O KB

x x h x x x
ε ε ε εε∀ ∈ − ≤ − ≤ℝ 1 1 1  

�وعليه، لأنّ  �\B B B B= +1 1   يكن ℝمن  xأنهّ مهما تكن نرى ، 1

� �

�

\

\ \

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

B B B B

O K B B

h x x h x x x

x x
ε ε

ε ε− ≤ − +

≤ +

1 1 1

1 1
  

  ومنه
( ) �( )d \ \B h O K B Bε ε ελ λ λ ε− ≤ + <∫ 1  

]ومعدومٌ خارج اال  تابعٌ مستمرhε  وهي النتيجة المطلوبة لأنّ  , ]ν ν−.  
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أي من الصيغة  ،تابعٌ بسيطٌ موجبٌ  f حالة �
1 k

m

k Bk
f α

=
= ∑  نفترض أنّ  . يمكننا أن1

( )
mk kα ∈ℕ  أعدادٌ موجبةٌ تماماً. وعندئذ يكون( ),m kk Bλ∀ ∈ < +∞ℕ  ّلأنf 

)ينتمي إلى  )1 , ,λL BK ℝℝ. 

0εلتكن  )من  khε,يوجدُ تابعٌ مستمرmℕ  من  k. عندئذ مهما تكن < )cC ℝ يحُقّق  

, d
kB k

k

h
m

ε

ε
λ

α
− <∫ 1  

1,ئذ إذا عرفّنا عندوذلك بناءً على ما أثبتناه في الحالة السابقة. و 

m

k kk
h hε εα

=
=  hεكان   ∑

  تابعاً مستمراً ومعدوماً خارج مجال محدود، وكان  

,
1

,
1

d d

d

k

k

m

k B k

k

m

k B k

k

f h h

h

ε ε

ε

λ α λ

α λ ε

=

=

 − ≤ −   

≤ − <

∑∫ ∫

∑ ∫

1

1

  

∗من  εموجبٌ. لتكن  بورِليتابعٌ  fحالة  �
+ℝ 4-2-1.. عندئذ استناداً إلى التعريف 

 يحُقّق εϕيوجد تابعٌ بسيطٌ موجبٌ 

fεϕ dو        ≥ d
2

fε

ε
ϕ λ λ≥ −∫ ∫  

  وهذا يقتضي أنّ 
d

2
f ε

ε
ϕ λ− ≤∫  

)من  hεواستناداً إلى ما أثبتناه في الحالة السابقة، يوجد تابعٌ  )cC ℝ يحُقّق  
d

2
hε ε

ε
ϕ λ− <∫  

dfوعليه  hε λ ε− <∫.  

∗من  εحقيقي. لتكن بورِلي تابعٌ  f حالة �
+ℝ من عندئذ بتطبيق ما سبق على كل .f + 

fو εϕنستنتج وجود تابعين  −
)من  −εϕو + )cC ℝ يحُقّقان 

d
2

f ε

ε
ϕ λ+ +− d    و    ∫>

2
f ε

ε
ϕ λ− −− <∫  
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hεوعليه يكون  ε εϕ ϕ+ −= )تابعاً من  − )cC ℝ يحُقّق  
d ( ) d

d d

f h f f

f f

ε ε ε

ε ε

λ ϕ ϕ λ

ϕ λ ϕ λ ε

+ + − −

− − + +

− = − − −

≤ − + − <
∫ ∫

∫ ∫
  

∗من  ε. لتكن ℂيأخذ قيمه في تابعٌ بورِلي  f حالة �
+ℝ عندئذ بتطبيق ما سبق . على كل

)من  )Re f و( )Im f  نستنتج وجود تابعينr
εϕ وi

εϕ  من( )cC ℝ يحُقّقان 

( )Re d
2

rf ε

ε
ϕ λ− )    و    ∫> )Im d

2
if ε

ε
ϕ λ− <∫  

irكون وعليه ي ihε ε εϕ ϕ= )تابعاً من  + )cC ℝ يحُقّق  

( ) ( )( )

( ) ( )

d Re i Im d

Re d Im d

r i

r i

f h f f

f f

ε ε ε

ε ε

λ ϕ ϕ λ

ϕ λ ϕ λ ε

− = − + −

≤ − + − <

∫ ∫
∫ ∫

 

  �  وبذا يكتمل الإثبات.

أنّ نتيجة المبرهنة السابقة صحيحة أيضاً في أي من الفضاءات  الآتيةفي المبرهنة  ىر سن
( ), ,p λL B
K ℝℝ 1 يثح p≤،  الآتيةولكنّ هذا يتطلّب مناّ أن نبدأ بالتوطئة.  

)من  fليكن  .توطئة 5-10. )1 , ,λL BK ℝℝ وليكن .ε  من∗
+ℝ.  عندئذ توجد مجموعة

Bfتجعل التابع  Bε ودةمحدبورلِيّة 
ε

\قّق وتحُ  محدوداً  1 dBf
ε
λ ε<∫ ℝ1.  

  الإثبات

]على المتتالية  4-2-3.بتطبيق مبرهنة التقارب المتزايد  ]( ),n n n
f ∗− ∈ℕ
  نستنتج أنّ  1

[ ],lim d dn n
n

f fλ λ−
→∞

=∫ ∫1  
  تحُقّق 0nإذن توجد 

  [ ]0 0, d
2n nf f
ε

λ−− <∫ 1  ( )1  
]نعرّف  ]0 0,n ng f −= }. ونتأمّل اموعة 1 }: ( )mB x g x m= . فتكون المتتالية ≥

( )m mB ∈ℕ  ّقمتتالية متزايدة تحُق  

( ) \ \ 1

1 1
\ d d

m mm B BB g g
m m

λ λ λ= ≤ ≤∫ ∫ℝ ℝℝ 1 1  
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)اموعة ف )\ m mB∈=N� ℕℝ ) مهملة لأنّ  ∪ ) ( )lim \ 0m
m

Bλ λ
→∞

= =N� ℝ .
)على المتتالية  ذاابتطبيق مبرهنة التقارب المتزايد و  )

mB m
g

∈ℕ
  نستنتج أنّ  1

\lim d d d
mB

m
g g gλ λ λ

→∞
= =∫ ∫ ∫Nℝ1 1  

  تحُقّق 0mإذن توجد 
  

0
d

2mBg g
ε

λ− <∫ 1  ( )2  
)، من وعليه )و 1(   ، نجد2(

[ ]0 0 0 0, d d d
m mn n B Bf f f g g gλ λ λ ε−− ≤ − + − <∫ ∫ ∫∩1 1  

]يكفي أن نختار و  ]
00, 0 mB n n Bε = −   �  ، ليتحقّق المطلوب.∩

]من  pلتكن  .مبرهنة 6-10. )من  f، وليكن ∞+,1] ), ,p λL B
K ℝℝ عندئذ مهما تكن ،

ε  من∗
+ℝ يوجد تابع ،hε  من( )cC ℝ  ُقّق يحpf hε ε− <.  

  الإثبات
1pحالة  1pأنّ  يأتيلذلك سنفترض فيما  10-4.هي نتيجة المبرهنة  = . ونجُري الإثبات <

  من الأسهل إلى الأعقد.بمعُالجة عدّة حالات تتدرجّ 
∗من  εليكن  .تابعٌ موجبٌ  f حالة �

+ℝ توجد مجموعة بورلِيّة محدودة ،Bε يكون عليها 
Bf
ε

 قّقوتحُ  ،محدوداً  1

( )\d d
2

p
p p

B Bf f f
ε ε

ε
λ λ− = <∫ ∫ ℝ1 1  

 يحُقّقان ℕ∗من  εµو ενإذن يوجد عددان 

[ ],Bε ε εν ν⊂ )و    − ),x B f xε εµ∀ ∈ ≤  
dكان   لـمّاو  2Bf

ε ε ελ ν µ≤ < +∞∫ )من  εϕاستنتجنا أنهّ يوجد  1 )cC ℝ يحُقّق  

( )1

1
d

2

p

B pf
ε ε

ε

ε
ϕ λ

µ −− ≤∫ 1  

)max(0,min لنعرّف , ))hε ε εϕ µ=  فيكونhε  تابعاً من( )cC ℝ. موعاتولتكن ا  

( )1
1A εϕ

− ∗
−= ℝ  و[ ]( )1

2 0,A ε εϕ µ−=  و] [( )1
3 ,A ε εϕ µ−= +∞  
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  عندئذ

  
( )

1 1

1 1

d d

d d

B B
A A

B B
A A

f h f

f f

ε ε

ε ε

ε

ε ε

λ λ

ϕ λ ϕ λ

− =

≤ − = −

∫ ∫

∫ ∫

1 1

1 1
  

  وكذلك
  

2 2

d dB B
A A

f h f
ε εε ελ ϕ λ− = −∫ ∫1 1  

  أخيراً و 

  
( )

( )
3

d d

d d

B B
A A

B B
A A

f h f

f f

ε ε

ε ε

ε ε

ε ε

λ µ λ

ϕ λ ϕ λ

3

3 3

− = −

≤ − = −

∫ ∫

∫ ∫

1 1

1 1
  

  وعليه نرى أنّ 

( )

1 2 3

1 2 3

1

d d d d

d d d

1
d

2

B B B B

A A A

B B B

A A A

p

B p

f h f h f h f h

f f f

f

ε ε ε ε

ε ε ε

ε

ε ε ε ε

ε ε ε

ε
ε

λ λ λ λ

ϕ λ ϕ λ ϕ λ

ε
ϕ λ

µ −

− = − + − + −

≤ − + − + −

≤ − ≤

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫

1 1 1 1

1 1 1

1

  

  ومن ثمَّ 

( ) ( )

1

1 1
1

d d

1
d

2 2

p p
B B B

p p
p p

B p

f h f h f h

f h

ε ε ε

ε

ε ε ε

ε ε ε
ε

λ λ

ε ε
µ λ µ

µ

−

− −
−

− = − −

≤ − ≤ =

∫ ∫

∫

1 1 1

1
  

  إذن
B Bp p p

f h f f f h
ε εε ε ε− ≤ − + − ≤1 1  

  ويتمّ الإثبات في هذه الحالة.
  

)تابعٌ ما من  f حالة � ), ,p λL B
K ℝℝ.  ليكنε  من∗

+ℝ عندئذ توجد أربعة توابع ،
)موجبة  )

4k kf ∈ℕ  من( ), ,p λL B
K ℝℝ تحُقّق 

( )1 2 3 4if f f f f= − + −  
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)ومن ثمَّ توجد أربعة توابع  )
4

,k k
hε ∈ℕ  من( )cC ℝ تحُقّق  

4 ,,
4k k p

k f hε
ε

∀ ∈ − <ℕ  
)وعندئذ يكون  ),1 ,2 ,3 ,4ih h h h hε ε ε ε ε= − + )تابعاً من  − )cC ℝ  ُقّق المتراجحةيح   

4
,1 k kp pk

f h f hε ε ε
=

− ≤ − <∑  
  �  .وهو المطلوب

  نجد فيما يلي تطبيقاً مهمّاً للمبرهنة السابقة.  
]من  pلتكن  .مبرهنة 7-10. )من  f، وليكن ∞+,1] ), ,p λL B

K ℝℝ نرمز في حالة ،h 
)بالرمز  ℝمن  )h fτ  إلى التابع( )x f x h−֏عندئذ .  

( )
0

lim 0h p
h

f fτ
→

− =  

  الإثبات
∗من  εلتكن 

+ℝ عندئذ يوجد تابعٌ مستمر . εϕ معدوم خارج مجال محدودٍ، وليكن ،
[ ],a aε ε−ويحُقّق ،  

  
3pf ε

ε
ϕ− <  ( )1  

]بانتظام على اال المتراص  تابعٌ مستمرεϕ  التابعُ  ]1, 1a aε ε− − من اال  εηفيوجد ، +
] ]من  vو  uيحُقّق في حالة  0,1] ]1, 1I a aε ε ε= − −   الاقتضاء +

( ) ( )
3 2(1 )p

u v u v
a

ε

ε

ε
η ϕ ϕ− < ⇒ − <

+
  

hوعليه، في حالة  εη< يكون لدينا  

( ) ( ) d ( ) ( ) ( ) d ( )

1
2(1 )

2(1 ) 3 3

p p

I

p p

x h x x x h x x

a
a

ε

ε ε ε ε

ε
ε

ϕ ϕ λ ϕ ϕ λ

ε ε

− − = − −

     ≤ + =     +    

∫ ∫
ℝ  

  ومنه 

  ( )
3h p

h ε ε ε

ε
η τ ϕ ϕ< ⇒ − <  ( )2  
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)وبالاستفادة من  )و 1( hنرى أنّ الشرط  2( εη< يقتضي  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) 2

h h h hp p p p

h p p

f f f f

f

ε ε ε ε

ε ε ε

τ τ τ ϕ τ ϕ ϕ ϕ

τ ϕ ϕ ϕ ε

− ≤ − + − + −

≤ − + − <

  

  �  يثُبتُ الخاصّة المطلوبة.وهذا 

  عن الاستمرار المنتظم للتابع السابقة ةالمبرهنتعبرّ  .ملاحظة���� 

( ) ( ): , , ,p
f uu fλ τ→T L B

K ℝℝ ℝ ֏  
  .لنتيجتين السابقتينعلى اتطبيقاً مهمّاً  الآتيةونجد في المبرهنة 

[من  qو pلتكن  .مبرهنة 8-10. 1، تحُقّقان ∞+,1] 1
1

p q
+ من  تابعاً  h. وليكن =

( ), ,q λL Bℝℂ ℝ وf  ًمن تابعا( ), ,p λL Bℝℂ ℝمهما يكن . عندئذ ،x  منℝ ،
) التابع ينتمِ  ) ( )t f x t h t−֏  إلى( )1 , ,λL Bℂ ℝℝ  جداء وهذا يتيح لنا تعريف

  التلافّ 
( ) ( ) ( )df h x f x t h t t∗ = −∫  

fويكون    h∗  تابعاً مستمراًّ بانتظام على كاملℝ اية عند  0، ويقبل العدد+∞ 
p، وتتحقّق المتراجحة ∞−وعند  qf h f h∞∗ ≤.  

  الإثبات
0pfيمكننا أن نفترض أنّ  0qhو ≠ إذ لا يوجد ما يجب إثباته في حالة  ≠

0, - . .f a eλ= 0أو, . .h a eλ= − .  
  لدينا Hölderاعتماداً على متراجحة عندئذ . ℝمن  xلتكن 

( ) ( )
1/ 1/

( ) ( ) d ( ) d ( ) d
p q

p q

p q

f x t h t t f x t t h t t

f h

− ≤ −

≤
∫ ∫ ∫  

)وهذا يثُبتُ انتماء التابع  ) ( )t f x t h t−֏  إلى( )1 , ,λL Bℂ ℝℝ فالتابع ،f h∗  ٌمعرّف
p، وتتحقّق المتراجحة ℝمن  xمهما تكن  qf h f h∞∗ ≤.  
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  لدينا ℝمن  yو xهة أخرى، في حالة ومن ج
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) d

( ) ( )

( )
p q

y x qp

f h x f h y f x t f y t h t t

f x f y h

f f hτ −

∗ − ∗ ≤ − − −

≤ −⋅ − − ⋅

≤ −

∫
  

)ولكن  )
0

lim 0pf fδ
δ
τ

→
− ∗من εلتكن  ،إذن .=

+ℝ،  0يوجدδ  من∗
+ℝ يحُقّق  

( )0 p
q

f f
h

δ

ε
δ δ τ< ⇒ − <  

  ومن ثمَّ 
0 ( ) ( ) ( )y x qp

x y f h x f h y f f hδ τ ε−− < ⇒ ∗ − ∗ ≤ − <  
fلتابع ل المنتظم ستمرارالاذا يثُبتُ وه h∗.  

[من  εلتكن ومن جهة أخرى،  )من  εψو εϕ. يوجد تابعان 0,1] )cC ℝ يحُقّقان  

( )3 1
p

q

f
h

ε

ε
ϕ− <

+
و    

( )3 1
q

p

h
f

ε

ε
ψ− <

+
  

]ليكن  ],a aε ε−  ًنعدم خارجه التابعان اً يمحدود مجالاεϕ وεψ .عندئذ  
( ) ( ), ( ) ( ) 0 : | | | |

| | | | | | 2

t x t t t t a x t a

x t x t a

ε ε ε ε

ε

ϕ ψ∃ ∈ − ≠ ⇒ ∃ ∈ ≤ ∧ − ≤
⇒ ≤ + − ≤

ℝ ℝ  

|ومن ثمَّ  | 2x aε>  يقتضي, ( ) ( ) 0t x t tε εϕ ψ∀ ∈ − =ℝومنه ،  
, | | 2 ( ) 0x x a xε ε εϕ ψ∀ ∈ > ⇒ ∗ =ℝ  

  لأنّ وعليه، 

( ) ( ) ( ) ( )f h f h f h f hε ε ε εϕ ψ ϕ ψ∗ = − ∗ − + − ∗ + ∗ −  

|في حالة  استنتجنا أنهّ | 2x aε> لدينا  

( )

( )

1 1 1
3

p q p q p q
f h x f h f h f hε ε ε εϕ ψ ϕ ψ

ε
ε

∗ ≤ − − + − + −

≤ + + =
  

  لقد أثبتنا أنهّإذن 
0, 0, | | ( )A x A f h xε εε ε∀ > ∃ > > ⇒ ∗ <  
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  وهذا يبرهن على أنّ 
lim ( ) 0

x
f h x

→+∞
∗ limو    = ( ) 0

x
f h x

→−∞
∗ =  

  �  ويتمّ الإثبات.

  10-7.ونجد في المبرهنة التالية تطبيقاً آخر للمبرهنة 

)تابعاً من  ρليكن  .تقريب الواحد -  مبرهنة 9-10. )1 , ,λL Bℂ ℝℝ ُالشرط قّق ، يح
d 1ρ λ ) . ولنعرّف متتالية التوابع∫= )n n

ρ ∗∈ℕ  بالصيغة  
, ( ) ( )nx x n nxρ ρ∀ ∈ =ℝ  

]من  pعندئذ مهما تكن    )من  f، ومهما يكن ∞+,1] ), ,p λL Bℝℂ ℝ يكن ،
lim 0n p
n

f f ρ
→∞

− ∗ )أي تتقارب متتالية التوابع  = )n n
f ρ ∗∈∗

ℕ
في  fمن  

( ), ,p λL Bℝℂ ℝ.  
  الإثبات

من  xتحُقّق أنه، مهما تكن  Nمهملة λ-توجد مجموعة ، 9-6.بناءً على نتيجة المبرهنة 
\Nℝ ومهما تكن ،n  من∗ℕفلدينا ،  

( ) ( ) ( )dn nf x f x t t tρ ρ∗ = −∫  
)كان   لـمّاو  )d 1n t tρ من  nومهما تكن  Nℝ\من  xاستنتجنا أنهّ، مهما تكن  ∫=
∗ℕ يكن ،  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )dn nf x f x f x f x t t tρ ρ− ∗ = − −∫  
  ومنه

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) dn nf x f x f x f x t t tρ ρ− ∗ ≤ − −∫  
  نناقش حالتين :وهنا 
Â  1في حالةp   ، نستنتج من المتراجحة السابقة أنّ =

( )( ) ( ) d ( ) ( ) d ( ) dn nf x f x x f x f x t x t tρ ρ− ∗ ≤ − −∫ ∫ ∫  
  ومنه

  
1 1

( ) ( ) dn t nf f f f t tρ τ ρ− ∗ ≤ −∫  ( )1  
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Â  1في حالة وp )من  gفعندئذ مهما يكن التابع الموجب ، < ), ,q λL Bℝℂ ℝ حيث 

1

p
q

p
=

−
Höمتراجحة بالاستفادة من ، يكون لدينا  lder ما يلي :  

( )( ) ( ) ( )d ( ) ( ) ( )d ( ) d

( ) ( ) d

( ) ( ) d

n n

t np q

t nq p

f x f x g x x f x f x t g x x t t

f f g t t

g f f t t

ρ ρ

τ ρ

τ ρ

− ∗ ≤ − −

≤ −

≤ −

∫ ∫ ∫
∫

∫

  

)تابعٌ موجبٌ كيفي من  gولأنّ  ), ,q λL Bℝℂ ℝ  أنّ  9-5.اقتضى هذا بناءً على المبرهنة  

  ( ) ( ) dn t np p
f f f f t tρ τ ρ− ∗ ≤ −∫  ( )2  

)ر إلى وبالنظ )نرى أنّ  1( ]من  pمحقّقة مهما تكن  2(   ولكن .ℕ∗من  nو ∞+,1]

| |
| |

| |

1
| |

( ) ( ) d sup ( ) ( ) d

sup ( ) ( ) d

sup ( )

t n t np p
t a

t a t a

t np
t a

t p
t a

f f t t f f t t

f f t t

f f

τ ρ τ ρ

τ ρ

τ ρ

<< <

<

<

− ≤ −

≤ −

≤ −

∫ ∫

∫  

  و

  | | | |

| |

( ) ( ) d 2 ( ) d

2 ( ) d

t n np p
t a t a

p
u na

f f t t f t t

f u u

τ ρ ρ

ρ

≥ ≥

≥

− ≤

≤

∫ ∫

∫
  

∗من  a، ومهما تكن ℕ∗من  nإذن، مهما تكن 
+ℝ لدينا  

  
1

| |
| |

sup ( ) 2 ( ) dn tp p p
t a

u na

f f f f f u uρ τ ρ ρ
< ≥

− ∗ ≤ − + ∫  ( )2  

∗من  εلتكن 
+ℝ .كان التابع   لـمّا( )t p

t f fτ−֏  بناءً على المبرهنة 0مستمراً عند ،
∗من  aε، استنتجنا وجود 7-10.

+ℝ  ُقّقيح  

1

, , ( )
2t p

t a a f fε ε

ε
τ

ρ
 ∀ ∈ − − ≤   
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)ينتمي إلى  ρولأنّ  )1 , ,λL Bℝ ℝℝ ّاستنتجنا أن ،  

| |

lim ( ) d 0
n

u na

u u

ε

ρ
→∞

≥

=∫  

  تحُقّق ℕ∗من  nεوعليه توجد 

| |

, ( ) d
4

u na p

n n u u
f

ε

ε

ε
ρ

≥

∀ ≥ <∫  

)وبالعودة إلى    الآتيةالخاصّة نرى أننا قد أثبتنا  2(
, n p

n n f fε ρ ε∀ ≥ − ∗ ≤  
  �  وبذا يتمّ الإثبات.

  تبين المبرهنة التالية الدور المهمّ الذي يؤدّيه جداء التلاف.
)من  fليكن  .مبرهنة 10-10. )1 , ,λL Bℂ ℝℝ وليكن ،X  منD  عندئذ ينتمي التابع

f ∗ X  إلى الصفC∞  وإذا كانf  معدوماً خارج مجال محدود، كانf ∗ X  اً عنصر
  .Dمن 

  الإثبات
:2 لنتأمّل التابع , ( , ) ( ) ( )F F x t f t x t= −Xℝ ֏ ℂ: ولنلاحظ ما يلي .  

)يكن التابع  ℝمن  xمهما تكن  � ),t F x t֏  عنصراً من( )1 , ,λL Bℂ ℝℝ  ّلأنه
)قيسٌ وضوحاً ولأنّ م ) ( ), ,t F x t f t∞∀ ∈ ≤ Xℝ. 

)، ينتمِ التابع ℝمن  tمهما تكن  � ),x F x t֏  1إلى الصفC ويكن 

( ) ( ) ( ) ( )2, , ,
F

x t x t f t x t
x

∂ ′∀ ∈ = −
∂

Xℝ  
gوأخيراً ينتمي التابع  � f∞

′= X  إلى( )1 , ,λL Bℂ ℝℝ ويحُقّق 

( ) ( ) ( )2, , ,
F

x t x t g t
x

∂
∀ ∈ ≤

∂
ℝ  

)إذن، استناداً إلى مبرهنة اشتقاق التكاملات التابعة لوسيط، ينتمي التابع  ), dF t t⋅∫  أي
f ∗ X  1إلى الصفC شتقّه هو التابع ومf ′∗ X .  
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)بتطبيق ما أثبتناه على التابع  )nX  منDمع ،n ∗∈ ℕ ّنرى أن ،( )nf ∗ X  ينتمي إلى الصف
1C هو التابع  وأنّ مشتقّه( 1)nf +∗ X ّوهكذا نكون قد أثبتنا أن .f ∗ X  ينتمي إلى الصف

C∞  ّوأن  
( ) ( ), ( ) n nn f f∀ ∈ ∗ = ∗X Xℕ 

)وإذا افترضنا أنّ  ) 0f x ]في حالة  = ],x B B∉ )، وأنّ − ) 0x =X  في حالة
[ ],x A A∉   ، عندئذ نستنتج مباشرة أنّ −

( ) ( ), ( ) ( ) 0 , | | | |

| |

t f t x t t t B x t A

x A B

∃ ∈ − ≠ ⇒ ∃ ∈ ≤ ∧ − ≤

⇒ ≤ +

Xℝ ℝ
  

  وعليه
, ( ) ( ) 0

( ) ( ) ( )d 0

x A B t f t x t

f x f t x t t

> + ⇒ ∀ ∈ − =

⇒ ∗ = − =∫

X

X X

ℝ

  

  إذن
( ) [ ]supp ,f A B A B∗ ⊂ − − +X  

fومن ثمَّ  ∗ ∈X D.ويتمّ الإثبات .  �  

)في كل من الفضاءات  Dلتالية عن كثافة فضاء التوابع تعبرّ المبرهنة ا ���� ), ,p λL Bℝℂ ℝ  في حالة
1p ≥.  

]من  pلتكن  .مبرهنة 11-10. )من  f، وليكن ∞+,1] ), ,p λL Bℝℂ ℝ،  عندئذ مهما يكن
ε  من∗

+ℝ  ٌيوجد تابعεϕ  منD  يحُقّقpf εϕ ε− فضاءٌ جزئي  D. أي إنّ >
)كثيف في  ), ,p λL Bℝℂ ℝ.  
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  الإثبات
∗من  εلتكن 

+ℝ ٌعندئذ يوجد تابع .hε  ينتمي إلى( )cC ℝ ويحُقّق  

  
2p

f hε
ε

− <  ( )1  

)ويحُقّق  Dتمي إلى ين ρنختار تابعاً موجباً  ) [ ]supp 1,1ρ ⊂ dو − 1ρ λ نعرّف و . ∫=
)متتالية التوابع  )n n

ρ ∗∈ℕ  بالصيغة( ) ( )n x n nxρ ρ= 10-9.. فيكون لدينا بناءً على المبرهنة 
  ما يلي

lim 0n pn
h hε ε ρ

→∞
− ∗ =  

)ومن ثمَّ يوجد تابعٌ  )nhε ε εϕ ρ=   يحُقّق ∗
  

2phε ε

ε
ϕ− <  ( )2  

)وبناءً على  )و 1( pfيكون لدينا  2( εϕ ε− المبرهنة السابقة،  بنتيجة عملاً ولكن  .>
  �  . وبذا يتم الإثبات.Dإلى الفضاء  εϕينتمي التابع 

  
  

UIO  
JkL  
M<>  
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  تمرينات

Jإنّ نقول  1. التمرين موعة اA  ّإذا وُجِدَ تقابلٌ بينها وبين مجموعة الأعداد الطبيعية  قابلة للعد
ℕ.  

 Bأو قابلة للعدّ. واستنتج أنهّ إذا كانت  ةً تكون منتهي ℕ أثبت أنّ كل مجموعة جزئيّة من 1.
  منتهية أو قابلة للعدّ.  A ، كانتBمجموعة جزئيّة من  Aمجموعة قابلة للعدّ و

:التطبيق  أثبت أنّ  2. , ( , ) 2 (2 1) 1nf n m m× → + −ℕ ℕ ℕ تقابل واستنتج  ֏
ℕ× أنّ اموعة ℕ .ّقابلة للعد  

  قابلة للعدّ. مجموعات قابلة للعدّ مجموعةٌ من اجتماعَ جماعة منتهية أو قابلة للعد  أثبت أنّ  3.

  قابلة للعدّ. ℚا سبق أنّ مجموعة الأعداد العاديةّ ج ممّ استنت 4.

إلى مجموعة أجزائها.  A امر منغمجموعة غير خالية، أثبت أنهّ لا يوجد تطبيق  Aلتكن  5.
  غير قابلة للعدّ. ℕموعة أجزاء  استنتج أنّ مجثمُّ 

  الحـل

 . نعرّف عندئذ بالتدريج تطبيقاً غير منتهية Nولنفترض أنّ . ℕمجموعة جزئيّة من  Nلتكن 1.
ϕ  منℕ إلىN  : كما يلي   

(0) minϕ = N      و, ( 1) min \ ({0,1, , })n n nϕ ϕ∀ ∈ + = Nℕ …  
\هذا التعريف صحيح لأنّ  ({0,1, , })nϕN ، وذلك بسبب ℕخالية من  مجموعة جزئيّة غير …

لأنهّ إذا   زايدٌ تماماً المعرّف ذا الأسلوب تطبيقٌ مت ϕمجموعة غير منتهية. التطبيق  N افتراض أنّ 
mكان  n> انتمى n  0}إلى, , 1}m )، ومنه…− ) ({0, , 1})n mϕ ϕ∈  ، ولكنّ …−

)العنصر  )mϕ موعةهو أصغر عناصر ا \ ({0,1, , 1})mϕ −N إذن يجب أن يكون  …
( ) ( )n mϕ ϕ<.  أوجدنا تطبيقاً متبايناً إذن:ϕ → Nℕ أنّ  لنثبتْ ، وϕ لٌ.تقاب  

)متزايداً تماماً استنتجنا أنّ  ϕكان   لـمّا .Nمن  bنتأمّل عنصراً  )n nϕ . nأياًّ كانت قيمة  ≤
)وعليه  ) ( )n b n b bϕ ϕ> ⇒ > }اموعة  . إذن≤ }: ( )b k k bϕ= ∈ ≤N ℕ 

بدُّ  . فلاb، وهي محدودة من الأعلى بالعدد 0تحوي  لأا ،ℕهي مجموعة جزئيّة غير خالية من 
maxعنصرٍ وليكن  أنّ فيها أكبر bm = N.  
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)لدينا  mاستناداً إلى تعريف  ) ( 1)m b mϕ ϕ≤ < )، فإذا كان + )m bϕ استنتجنا أنّ  >
\ ({0,1, , })b mϕ∈ N )ومنه  … 1)m bϕ + )وهذا خُلفٌ. إذن  ≥ )m bϕ = .

ϕ:والتطبيق  → Nℕ  يعرّف تقابلاً بينℕ وN .ّفهي مجموعة قابلة للعد  

f: تقابلاً  ولنتأملقابلة للعدّ.  Bمجموعة جزئيّة من مجموعة  Aوبوجه عام، لتكن  B→ℕ ،
)1تكون اموعة عندها  )f A−=N  مجموعة جزئيّة منℕإذن .  

: منتهية وهناك تقابلٌ  Nإمّا أن تكون  � nϕ → Nℕفيكون . 

: , ( ( ))n A k f kϕ ϕ→ɶ ℕ ֏  
 منتهية. A، واموعة Aو nℕتقابلاً بين 

ϕ: قابلة للعدّ، وهناك تقابلٌ  Nوإمّا أن تكون � → Nℕ فيكون .f ϕ�  تقابلاً بينℕ 
  قابلة للعدّ. A، واموعة Aو
)متباينٌ. ليكن  fلنثبت أنّ  2. , )n m و( , )n m′ ℕ×عنصرين من  ′ ℕ ّولنفترض أن ،  

( , ) ( , )f n m f n m′ ′=  
2عندئذ يكون لدينا  (2 1) 2 (2 1)n nm m′ ′+ = n. فإذا كان+ n أمكننا دون الإقلال  ≠′

nمن عموميّة الإثبات أن نفترض مثلاً أنّ  n  ، وعندئذ يكون >′

2 1 2 (2 1)n nm m′− ′+ = +  
nيجب أن يكون  إذنوفي هذا تناقضٌ إذ لا يمكن لعدد زوجي أن يساوي عدداً فردياًّ.  n ومن  =′

2ثمَّ يجب أن يكون  1 2 1m m ′+ = mأو  + m ). ومنه =′ , ) ( , )n m n m′ ′=.  
  عرفّنا ℕعنصراً من  pغامرٌ، فهو نتيجة من خواص الأعداد الطبيعيّة. فإذا كان  fأمّا إثباتُ أنّ 

{ }max : 2 |( 1)k
pn k p= ∈ +ℕ      1و 1

1
2 2 p

p n

p
m

 + = −    
  

)فيكون لدينا وضوحاً  , )p pf n m p=نكون قد أثبتنا أنّ  . وهكذاf  2تقابلٌ بينℕ وℕ ،
  قابلة للعد2ℕ .واموعة 

): لتكن  الآتيةيكفي أن نثبت الخاصّة  3. )k k
A

∈ℕ
جماعةً مجموعةُ أدلّتها قابلة للعد مكوّنةً من  

. عندئذ تكون اموعة  مجموعات قابلة للعدk
k

A A
∈

= ∪
ℕ

  . قابلة للعد  
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k:يوجد تقابلٌ  ℕمن  kمهما تكن  kAϕ →ℕ 2. ليكن:f →ℕ ℕ  التقابل الذي
  درسناه في الطلب السابق. نعرّف عندئذ التطبيق :

{ }: , ( ) min ( , ) : ( )k k
k

A x f k n x nψ ψ ϕ
∈

→ = =∪
ℕ

ℕ  
  متبايناً. ψفيكون التطبيق 

)في الحقيقة، لنفترض أنّ  ) ( )x yψ ψ=  ولتكنp المشتركة، عندئذ يوجد  هذه القيمة( , )k n  في
2ℕ  يحُقّق( , )f k n p= وعندئذ يكون .( )kx nϕ= و( )ky nϕ=  أيx y=.  

)ومجموعة جزئيّة هي  Aبين  نستنتج إذن أنّ هناك تقابلاً  )Aψ  منℕ موعةا .( )Aψ  قابلة
. Aللعد استناداً إلى نتيجة الطلب الأوّل. إذن  نفسها قابلة للعد  

}. عندئذ تكون اموعة ℕ∗من  nلتكن  4. }:k
n n

A k= ∈ ℕ  لأنّ هناك قابلة للعد
n. نستنتج إذن أنّ ℕو nAبين  اً واضح تقابلاً 

n
A+ ∈

= ∪
ℕ

ℚ ولأنّ هناك  مجموعة .قابلة للعد

أيضاً قابلة للعد. وعليه تكون اموعة  ℚ−استنتجنا أنّ  ℚ−و ℚ+بين  اً واضح تقابلاً 
+ −= ∪ℚ ℚ ℚ .قابلة للعد  

:مجموعة غير خالية، ولنفترض أنّ  A لتكن 5. ( )f A A→ P  تطبيق غامرٌ منA  إلى
  مجموعة أجزائها. عندئذ نعرّف اموعة

{ }: ( )x A x f xΩ = ∈ ∉  
)يحقّق  Aفي  ωا عنصراً غامراً وجدن fكان   لـمّا )f ω = Ω: وهنا ناقش حالتين .  

ωفي حالة  � ∈ Ω  يكون لدينا( )fω ω∉  تبعاً لتعريفΩناقض ، وهذا ي
( )f ω = Ω. 

ωوفي حالة  � ∉ Ω  يكون لدينا( )fω ω∈  تبعاً لتعريفΩناقض ، وهذا ي
( )f ω = Ω  ًمجددا.  

)إلى  Aمن  تطبيق غامرٌ يوجد إذن لا  )AP .  
)ومجموعة أجزائها  ℕنستنتج مما سبق أنهّ لا يوجد تقابلٌ بين  )P ℕ موعةفا .( )P ℕ  غير قابلة

  ú  للعدّ. 
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Jنتأمّل في 2. التمرين ℝ  موعةا{ }] , [,c c= +∞ ∈C ℝ كنلي. و Σ  ًفيجبراً تامّا ℝ 
  .Cوي يح
b,أنّ اال  أثبت ℝمن  bلتكن   1. +∞   ينتمي إلىΣ.  
aعددين حقيقيّين يحُقّقان  bو aليكن  2. b<  الأثبت أنّ ا] , [a b  ينتمي إلىΣ.  
  كما يلي   Rعلاقة ثنائيّة  O. نعرّف على ℝمجموعة مفتوحة غير خالية من  Oلتكن  3.

( ) ( )[0,1], (1 )x y t tx t y O⇔ ∀ ∈ + − ∈R  

  علاقة تكافؤ. Rأثبت أنّ  �
  هو مجالٌ مفتوح. xI. أثبت أنّ Oمن  xصف تكافؤ العنصر  xIليكن  �
rتحُقّق  ℚواة في تمح Sأثبت أنهّ توجد مجموعة جزئيّة  �

r S
O I

∈
= ∪.  

Oأنّ ثبت استفدْ من التمرين السابق لت � ∈ Σ .  
  الحـل
  يكفي أن نلاحظ أنّ  1.

[ , [ 2 ,n

n

b b
∗

−

∈

 +∞ = + +∞  
ℕ

∩  

]لنستنتج أنّ  , [b   .ℝمن  b، أياًّ كان Σينتمي إلى  ∞+

aفي حالة  2. b< لدينا  
] , [ ] , [\[ , [a b a b= +∞ +∞  

[إذن ينتمي اال  , [a b  إلىΣ.  
  لنلاحظ أنّ : �3.

2( , ) , min( , ),max( , )x y O x y x y x y O ∀ ∈ ⇔ ⊂ R  

 xإذا وفقط إذا كان اال المغلق الذي طرفاه  Rوفق العلاقة  Oمن  yو xيرتبط العددان ي أ
  .ؤهي علاقة تكاف R. وذه الصيغة نرى وضوحاً أنّ العلاقة الثنائيّة Oمحتوى في  yو
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infليكن  �3. xIα }من  = }∪ −∞ℝو ،sup xIβ }من  = }∪ +∞ℝ .
  ولنلاحظ ما يلي :

]من الواضح أنّ  � , ]xI α β⊂ . 

xI، لأنهّ إذا كان xIلا ينتمي إلى  αإنّ  � Oα ∈ مجموعة  Oاستنتجنا، من كون  ⊃
∗في  εمفتوحة، أنهّ يوجد 

+ℝ  ُقّق يح] 2 , 2 [ Oα ε α ε− + ، وينتج من ذلك أنّ ⊃
( )α ε α− R  َّومن ثم ( ) xα ε− R  أو( ) xIα ε− ، وهذا يناقض كون ∋

inf xIα =. 

[. إذن xIلا ينتمي إلى  βوبأسلوب مماثل نبرهن أنّ  � , [xI α β⊂. 

[عنصراً من  yإذا كان  وبالعكس، � , [α βلى تعريف ، فيوجد، استناداً إα  وβن ا، عدد
u وv  ينتميان إلىxI  ويحُقّقانu y v< < . 

xفي حالة  � y≤  يكونy  العنصراً من ا[ , ]x v  المحتوى فيO إذن ،
[ , ]x y O⊂ ومنه ،xy I∈. 

yوفي حالة   � x<  يكونy ال  عنصراً منا[ , ]u x  المحتوى فيO ، إذن
[ , ]y x O⊂ ومنه ،xy I∈. 

[بذلك نكون قد أثبتنا أنّ  , [xI α β=.  

O/لتكن  �3. R  مجموعة صفوف تكافؤ العلاقةRصفّ تكافؤ . ولن ختر في كلI  من
/O R  ًّعدداً عادياIr ّإنّ هذا ممكنٌ لأن .I  مجال مفتوح غير خالٍ منℝ ، ًعندئذ نعرّف تطبيقا  

: / , IO I rϕ →R ℚ ֏  
O/تطبيق متباينٌ لأنّ عناصر  ϕإنّ  R  تكوّن تجزئة للمجموعةO فإذا عرفّنا .

( / )S Oϕ= R كانت ،S  مجموعة جزئيّة منℚ  وكان{ }/ :rO I r S= ∈R ومن .
rثمَّ 

r S
O I

∈
= ∪.  

 Sمجموعة جزئيّة منها استنتجنا أنّ  Sكانت   لـمّامجموعة قابلة للعدّ، و  ℚكانت   لـمّا �3.
هي اجتماع عددٍ منتهة من االات المفتوحة، أو هي  Oإذن اموعة  مجموعة منتهية أو قابلة للعدّ.

  .Σمتتالية من االات المفتوحة. فهي إذن عنصر من  اجتماع
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هو نفسه الجبر التام الذي تولّده  ℝوهكذا نرى أنّ الجبر التام الذي تولّده اموعات المفتوحة في 
c,االات من النمط  +∞   معc  منℝ.  ونبرهن بأسلوب مماثل أنّه نفسه الجبر التام الذي

c,تولّده االات من النمط  −∞   معc  منℝ .  ú  

Jليكن 3. التمرين :f X Y→  .كن يلو تابعاً بين مجموعتين غير خاليتينB  ًفي  جبراً تامّاY، 

}عندئذ تكون اموعة  }1 1( ) ( ) :f f B B− −= ∈B B  ًفي  جبراً تامّاXنسميّه ، 
  .B جبر التاملل fالصورة العكسيّة وفق 

  الحـل

)1لنضع  )f −=A B.  
∅من الواضح أنّ  � ∈ A. 

1كما نعلم من خواص الصورة العكسيّة أنّ  � 1( \ ) \ ( )f Y B X f B− تنتمي ، إذن =−
 .A إلى Aمتمّمة كل عنصر من 

)كان   لـمّاوكذلك  � )1 1( )n n n nf B f B− −
∈ ∈=ℕ ℕ∪ استنتجنا أنّ اجتماع متتالية  ∪

 . Aينتمي إلى  A من عناصر

)1وهذا يبرهن أنّ  )f −=A B .جبرٌ تام  ú  

Jليكن  4. التمرين:f X Y→  .كن يلو تابعاً بين مجموعتين غير خاليتينA  ًفي جبراً تامّاX، 

}عندئذ تكون اموعة  }# 1( ) : ( )f B Y f B−= ⊂ ∈A A  ًفي  جبراً تامّاY.  
  الحـل

)#لنضع  )f=B A.  
∅من الواضح أنّ  � ∈ B. 

1كما نعلم من خواص الصورة العكسيّة أنّ  � 1( \ ) \ ( )f Y B X f B−  وعليه، =−

1

1

1

( )

\ ( )

( \ )

\

B f B

X f B

f Y B

Y B

−

−

−

∈ ⇒ ∈

⇒ ∈

⇒ ∈

⇒ ∈

B A

A

A

B

  

 .Bإلى  Bمتمّمة كل عنصر من تنتمي  إذن
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1ان ك  لـمّاوكذلك  � 1( ) ( )n n n nf B f B− −
∈ ∈=ℕ ℕ∪ استنتجنا أنّ اجتماع متتالية  ∪

 . Bينتمي إلى  B من عناصر

)#وهذا يبرهن أنّ  )f=B A .جبرٌ تام  ú  
Jليكن  5. التمرين:f X Y→  تابعاً بين مجموعتين غير خاليتين. لتكنC  مجموعة من أجزاء

Y،  أثبت أنّ الصورة العكسّية وفقf تولّده  ذيال لجبر التاملC ذيال الجبر التامّ  وه 
  :أي Cللمجموعة  fة العكسيّة وفق تولّده الصور 

1 1( ( )) ( ( ))f f− −Σ = ΣC C  

  الحـل

1من جهة أولى  � 1( ) ( ( ))f f− −⊂ ΣC C ّ1، ولأن( ( ))f − Σ C  استناداً إلى جبرٌ تام ،
 ، استنتجنا أنّ 3.نتيجة التمرين 

1 1( ( )) ( ( ))f f− −Σ ⊂ ΣC C  
#، نجد أنّ 4.من جهة ثانية، بناءً على نتيجة التمرين و  � 1( ( ( )))f f −Σ C  هي جبرٌ تام 

)فهو يحوي  Cيحوي  )Σ C أي . 

# 1( ) ( ( ( )))f f −Σ ⊂ ΣC C  
  وهذا يعني أنّ   

1 1( ( )) ( ( ))f f− −Σ ⊂ ΣC C  
  ú  وبذا يتمّ الإثبات.

J0لتكن  6. التمرينε   تحُقق الشرطين ℝفي  Oε، أثبت أنهّ توجد مجموعة مفتوحة <
( )Oελ ε≤  وOε = ℝ  

  هو قياس لوبيغ. λحيث 

  الحـل

)قابلة للعدّ. أي توجد متتالية  ℚنعلم أنّ  )n nr ∈ℕ  ُقّق تح{ }:nr n= ∈ℚ ℕ . لتكن
0ε   بالصيغة Oε لنعرّف اموعة المفتوحة، و <

2 2] 2 , 2 [n n
n n

n
O r rε ε ε− − − −

∈
= − +

ℕ
∪  
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Oεأنّ  Oε⊂ℚعندئذ نستنتج من كون  = ℝومن جهة أخرى ،  

( )2 2

1
0 0

1
( ) ] 2 , 2 [

2

n n
n n n

n n

O r rελ λ ε ε ε ε

∞ ∞
− − − −

+
= =

≤ − + = =∑ ∑  

  ú  وبذا يتمّ الإثبات.
  
Jنتأمّل مجموعة بورلِيّة  7. نالتمريA  منBℝ  تحُقّق( )λ < +∞A .التابع  ونتأمّل  

( ): , ] , ]x A xϕ λ→ ∩ −∞ℝ ℝ ֏  

  .ℝعلى  ϕأثبت استمرار 
  الحـل
  .ℝمن  aليكن 
)لتكن  � )n nx ∈ℕ  متتالية متزايدة تسعى إلىa  ولنضع ،] , ]n nA A x= ∩ −∞ .

)عندئذ تكون  )n nA ∈ℕ دة من عناصر متتالية متزايBℝ تحقّق ،] , ]n nA A a∈ = ∩ −∞ℕ∪ 
 ومن ثمَّ 

lim ( ) ( ] , [)n
n

x A aϕ λ
→∞

= ∩ −∞  
})ولأنّ  }) 0aλ  ولدينا الاحتواء ،=

( )] , [ ] , ] ] , [ { }A a A a A a a∩ −∞ ⊂ ∩ −∞ ⊂ ∩ −∞ ∪  
)استنتجنا أنّ  ) ( ] , [)a A aϕ λ= ∩   ، ومن ثمَّ ∞−

lim ( ) ( )n
n

x aϕ ϕ
→∞

=  
)ولأنّ   )n nx ∈ℕ  متتالية متزايدة كيفيّة تسعى إلىa ّاستنتجنا أن ،lim ( ) ( )

x a
x aϕ ϕ

−→
=. 

)لتكن  � )n nx ∈ℕ مت لية  لى ناقصمتتا ولنضع  aة تسعى إ  ،] , ]n nA A x= ∩ −∞ .
)عندئذ تكون  )n nA ∈ℕ من عناصر  ناقصةمتتالية متBℝتحقّق ،] , ]n nA A a∈ = ∩ −∞∩ ℕ 

  استنتجنا أنّ  Aمنته لأّا محتواة في  1Aولأنّ قياس اموعة 

lim ( ) ( ] , ]) ( )n
n

x A a aϕ λ ϕ
→∞

= ∩ −∞ =  
)ولأنّ  )n nx ∈ℕ كيفيّة تسعى إلى   ناقصةمتتالية متa ّاستنتجنا أن ،lim ( ) ( )

x a
x aϕ ϕ

+→
وبذا  .=

  ú  تمّ الإثبات.، و aعند  ϕنكون قد أثبتنا استمرار 
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Jمجموعات كانتور 8. التمرين Cantor  

2pيحقّق  ℕمن  pليكن    ، المقدار]0,1]من  x، وℕ∗من  n. نعرّف في حالة ≤
( ) 1( )p n n
n x p x p p xδ −   = −        

}نضع  1. }0, , 1p p= −D   أثبت أنّ . …
( )[0,1[, , ( )p
n px n xδ∗∀ ∈ ∀ ∈ ∈ Dℕ  

)أثبت أنّ : 2. )

1

[0,1[, ( )p n
n

n

x x x pδ

∞
−

=

∀ ∈ = يُكتب  x. فنقول إنّ العدد ∑

1بالصيغة  pبالأساس  2(0. )n pδ δ δ… ) حيث … )( )p
k k xδ δ=.  

  الآتية. أثبت صحّة الخاصّة ]0,1]من  xلتكن  3.
( ), : ( ) 1p
kn k n x pδ∗∀ ∈ ∃ > ≠ −ℕ  

}نعرّف ، pDمن اموعة  jفي حالة  4. }\j pB j= D، موعةونعرّف ا  

{ }( ) ( )[0,1[ : , ( )p p
j n jA x n x Bδ∗= ∈ ∀ ∈ ∈ℕ  

)إذن    )p
jA  الالتي لا يحوي تمثيلها بالأساس  ]0,1]هي مجموعة الأعداد من اp  على

)أثبت أنّ  .jالخانة  )p
jA .مجموعة بورلِيّة  

)1نرمز في حالة  5. , , )nδ δ…  من( )npD  بالرمز
1( , , )n

I δ δ… ال المغلقإلى ا  

1( , , )
1 1

,
n

n n
k k n

k k
k k

I p p pδ δ δ δ− − −

= =

 
 = + 
  
∑ ∑…  

  ، أثبت أنّ pDمن اموعة  jلتكن   

1

1

( )
( , , )

( , , ) ( )

,
n

n
n j

p
j

B

n A I δ δ

δ δ

∗

∈

∀ ∈ ⊂ …
…

ℕ ∪  

)واستنتج من ذلك أنّ    )( ) 0p
jAλ =.  

2عددين طبيعيّين يحُقّقان  qو pنفترض أنّ  6. p q≤ p,. ونعرّف التابع > qfي ، الذ
  ثابتين في هذا السؤال، بالصيغة qو pلأنّ  fسنرمز إليه اختصاراً بالرمز 

( )

1

( )
[0,1[, ( )

p
n

n
n

x
x f x

q

δ
∞

=

∀ ∈ = ∑  
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xيحُقّقان  ]0,1]عددين من  yو xنفترض أنّ  � y< .  
} صحة الخاصة الآتية:علّل  � }( ) ( ): ( ) ( )p p

n nn x yδ δ∗∈ ≠ ≠ ∅ℕ. 

 نعرّف إذن  �

{ }( ) ( )min : ( ) ( )p p
n nm n x yδ δ∗= ∈ ≠ℕ  

)أثبت أنّ  ) ( )( ) ( )p p
m mx yδ δ<. 

)استنتج مما سبق أنّ  � ) ( )f x f y<.  
,نعرّف إذن اموعة  � , ([0,1[)p q p qf=C ّأثبت أن .,p qC  مجموعة غير قابلة

  للعد ومهملة بالنسبة إلى قياس لوبيغ.
2طبيعيّين يحُقّقان  عددين qو pنفترض أنّ  7. p q≤ . أثبت باعتماد رموز السؤال >

,السابق أنّ  1 , [0,1[p q q p q+ −+ =C Cالجمع هنا معرّف كما يلي .:  
( ){ }: ,A B a b a b A B+ = + ∈ ×  

  الحـل
  لنتأمّل التابع 1.

: , ( )p p x px p x   ∆ → ∆ = −   ℝ ℝ  
j,1من  x، وpDمن  j. وفي حالة دوراً  1تابعٌ يقبل العدد  ∆pنّ من الواضح أ  j

p p

+ 
  

لدينا  
( )p x j∆   . إذن=

( )
( )

( )
1

1

( ) [0,1[

,

,

{ }

p

p

p

p p

j j
p j p p

j j
j p p p

j pj

+
∈

+
∈

∈

∆ = ∆
 = ∆   
 = ∆   

= =

D

D

D
D

ℝ

∪

∪

∪

  

  وأخيراً، لأنّ 
( ) 1( ) ( )p n
n px p xδ −= ∆  

  استنتجنا أنّ 
( )[0,1[, , ( )p
n px n xδ∗∀ ∈ ∀ ∈ ∈ Dℕ  
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  عندئذ .ℕ∗من  m، ولتكن ]0,1]من  xلتكن  2.

( )( ) 1

1 1

1 1

1 1
1

1 0

( )
m m

p n n n n
n

n n
m m

n n n n

n n
m m

n n n n

n n
m m m m

x p p x p p x p

p x p p x p

p x p p x p

p x p x p x p

δ − − −

= =

− − − +

= =
−

− −

= =
− −

   = −      

   = −      

   = −      
    = − =       

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

  

  ومن ثمَّ 

( )

1

( )

m mm
p n

n m
n

p x p x
x x p

p
δ −

=

 −   − =∑  

  ومنه

( )

1

1
, 0 ( )

m
p n

n m
n

m x x p
p

δ∗ −

=

∀ ∈ ≤ − ≤∑ℕ  

  استنتجنا أنّ  ∞+تسعى إلى  mفإذا جعلنا 

( )

1

[0,1[, ( )p n
n

n

x x x pδ

∞
−

=

∀ ∈ = ∑  

  صحيحة. الآتية Sالخاصّة  . لنفترض جدلاً أنّ ]0,1]من  xلتكن  3.
( ), , ( ) 1p
kN k N x pδ∗∃ ∈ ∀ > = −ℕ  

  عندئذ

( )

1

( )

1 1

(

)

)

1

(

1

( )

( ) ( 1

1

( )

)

( )

1

p n

N

n
n
N

p n n
n

n n N
N

p n
n

p N n

n

n

N N

n

x x p

k x p

x p p p

k
x p

p p

δ

δ

δ

δ

∞
−

=
∞

− −

= = +

−

=

=

−

=

= + −

=

=

+ ∈

+ =

∑

∑ ∑

∑

∑ ℕ
�
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npوينتج من ذلك أنّ  x ∈ ℕ  مهما تكنn  التي تحقّقn N≥  َّومن ثم   
( ) 1, ( ) ( ) (0) 0p n
n p pn N x p xδ −∀ > = ∆ = ∆ =  

  ومنه  صحيحٌ، Sنفي الخاصّة  فإنّ  . وعليهSناقض تماماً الخاصّة وهذا ي
( ), : ( ) 1p
kn k n x pδ∗∀ ∈ ∃ > ≠ −ℕ  

  عيّاً. في الحقيقة، إنهّ تابعٌ بسيطٌ، فإذا عرفّناطَ لي لأنهّ مستمر قِ تابعٌ بورِ  ∆pالتابع  4.
1, ,p p pk

X k k+

∈

 ∀ ∈ = + +  
D

ℓℓ
ℓ

ℤ
ℓ ∪  

كان 
p

p X∈
∆ = ∑

D ℓℓ
ℓ1 كان التابع  لـمّا. و  

( ) ( ) 1: , ( )p p n
n nm m x p x−→ =ℝ ℝ  

)نتجنا أنّ التابع تابعاً مستمراًّ، است ) ( )p p
n p nmδ = ∆   لي أيضاً. نستنتج من ذلك أنّ تابعٌ بورِ  �

( ) 1, ( ) ( )p
n jn Bδ∗ −∀ ∈ ∈ Bℝℕ  

  ومن ثمَّ 
( ) ( ) 1( ) ( )p p
j n j

n

A Bδ
∗

−

∈
= ∈ Bℝ

ℕ

∩  

  في الحقيقة نجد بقراءة دقيقة للإثبات السابق أنّ 
1 1

( )

1 10

1
,

n

j

p
p
j n n n nB kn

k k
A

p p p p

−

∗

−

− −∈ =∈

          = + +   
+

       ℓℕ

ℓ ℓ
∩ ∪ ∪  

  . عندئذℕ∗من  n، و]0,1]من  x لتكن 5.

( ) ( )

1 1 1

1
0 ( ) ( ) ( 1)

n
p pk k k

k k n
k k n k n

x x p x p p p
p

δ δ

∞ ∞
− − −

= = + = +

≤ − = < − =∑ ∑ ∑
�

    

  أنّ  ذلكونستنتج من . �عند كتابة المتراجحة  3.إذ استفدنا من السؤال 

( ) ( )

1 1

1
( ) , ( )

n n
p pk k

k k n
k k

x x p x p
p

δ δ− −

= =

 
 ∈ + 
  
∑ ∑  

)ينتمي إلى  xفإذا افترضنا أنّ  )p
jA   كان( ) ( )

1( ( ), , ( )) ( )p p n
n jx x Bδ δ   ومن ثمَّ  …∋

1
1 1( , , ) ( )

1
,

n
n j

n n
k k

k k n
k kB

x p p
pδ δ

δ δ− −

= =∈

 
 ∈ + 
  
∑ ∑

…

∪  
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  وعليه

1

( )

1 1
( , , ) ( )

1
,

n
n j

n np k k
j k kk k n

B

A p p
pδ δ

δ δ− −
= =

∈

 
 ⊂ +  
∑ ∑

…

∪  

  وبذا نكون قد أثبتنا أنّ 

1

1

( )
( , , )

( , , ) ( )

,
n

n
n j

p
j

B

n A I δ δ

δ δ

∗

∈

∀ ∈ ⊂ …
…

ℕ ∪  

  ولكن

( )

( ) ( )

1 11

1

( , , ) ( , , )( , , ) ( )
( , , ) ( )

1

( )

card(( ) )

card( )/ 1

n
n nn j

n
n j

B
B

n n
j

nn

j

I I

B p

B p p

δ δ δ δδ δ
δ δ

λ λ∈
∈

−

−

≤

=

≤ = −

∑… ……
…

∪

  

  إذن
( ) 1, (1 )( )p n
jn A pλ∗ −∀ ∈ ≤ −ℕ  

) نستنتج أنّ  ∞+تسعى إلى  nوبجعل   )( ) 0p
jAλ =.  

xيحُقّقان  ]0,1]ن من اعدد yو xنفترض أنّ  �6. y< .كان  لـمّا  

( )

1

( )p n
n

n

x x pδ

∞
−

=

= )و      ∑ )

1

( )p n
n

n

y y pδ

∞
−

=

= ∑  

xاستنتجنا من كون  y≠  موعةأنّ ا{ }( ) ( ): ( ) ( )p p
n nn x yδ δ∗∈ ≠ℕ  ،وهذا غير خالية

)إذا افترضنا جدلاً أنّ  أصغر عناصرها. mما يتيح لنا تسمية  ) ( )( ) ( )p p
m mx yδ δ> صار لدينا  

1 ( )
( ) ( ) ( )

1 1
( )

1
( ) ( )

1
( ) ( )

1

( )
( ) ( ) ( )

( )
( 1)

( ) 1 ( )

( ) ( )

m p
p p pk k km

k k km
k k m k m

p
km

m
k m

p p
m m

m m

m
p pk k

k k
k m k

y
y y p y p y p

p

y
p p

p

y x

p p

x p x x p

δ
δ δ δ

δ

δ δ

δ δ

− ∞ ∞
− − −

= = = +
∞

−

= +

∞ −
− −

= =

− = = +

< + −

+
< ≤

< = −

∑ ∑ ∑

∑

∑ ∑
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لى تعريف  داً إ لدينا  mولكن استنا
1 1

( ) ( )

1 1

( ) ( )
m m

p pk k
k k

k k

y p x pδ δ

− −
− −

= =

=∑ ن  ∑ ذ yإ x< ،

)ناقض الفرْض. وعليه لا بدُّ أن يكون وهذا ي ) ( )( ) ( )p p
m mx yδ δ<. إذن  

1( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1
1 ( ) ( )

1
1 ( ) ( )

1
1 ( ) ( ) ( )

1 1

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) 1 1

1

( ) ( ) 1

( ) ( ) ( )
( )

mp p p p
n n m n

n n m n
n n n m
m p p

n m

n m m
n
m p p

n m

n m
n
m p p p

n m n

n m n
n n

x x x x
f x

q q q q

x x p

qq q q

y x

q q

y y y
f y

q q q

δ δ δ δ

δ δ

δ δ

δ δ δ

∞ − ∞

= = = +
−

=
−

=
− ∞

= =

= = + +

−
≤ + + ⋅

−
+

< +

< + ≤ =

∑ ∑ ∑

∑

∑

∑ ∑

  

  .]0,1]تابعٌ متزايدٌ تماماً على  fوهذا يثبتُ أنّ 
,اموعة لنفترض جدلاً أنّ  �6. , ([0,1[)p q p qf=C  وليكن قابلة للعد .,: p qϕ ∗ → Cℕ 

)نعرّف المتتالية عندئذ تقابلاً.  )n n
δ ∗∈ℕ  من عناصرpD  بالصيغة 

( )( )min \{ ( ( ))}q
n p n nδ δ ϕ= D 

ونعرّف العدد  
1

n
nn

x pδ
∞ −

=
= 1,. عندئذ يكون ∑

( ) n
n p qn

f x qδ
∞ −

=
= ∈∑ C ،

)قّق يحُ  ℕ∗من  mتقابلٌ استنتجنا وجود عددٍ  ϕولأنّ  ) ( )m f xϕ وهذا يقتضي بوجه  .=
  خاصّ أنّ 

( ) ( ) ( )( ( )) ( ( )) \{ ( ( ))}q q q
m m m p mm f x mδ ϕ δ δ δ ϕ= = ∈ D  

p,وهو خُلفٌ واضحٌ. إذن اموعة  qC .ّغير قابلة للعد  
) ومن جهة أخرى نرى مباشرة أنّ  )

,
q

p q pA⊂C َومن ثم ،,( ) 0p qλ =C.  

  لدينا ]0,1]من  xلنلاحظ أوّلاً أنهّ في حالة  7.
( )

1 1

( ) 1 1
0 ( )

1

p
n

n n
n n

x p p
f x

qq q

δ
∞ ∞

= =

− −
≤ = < =

−∑ ∑  
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1ومن ثمَّ 
, 1

0, pp q q

−
−

 ⊂   
C  1و , 1

0, q p
q p q q

−
+ − −

 ⊂   
Cالاحتواء صحة ، وهذا يقتضي  

1
1 , , 1 1

0, 0, [0,1[p q p
q p q p q q q

− −
+ − − −

   + ⊂ + ⊂      
C C  

)، ولنضع ]0,1]من  xليكن  وبالعكس، )( )q
n n xδ δ=عندئذ نعرّف المتتاليتين ،( )n n

δ ∗∈
′

ℕ
 

)، وpDمن  )n n
δ ∗∈

′′
ℕ

1qمن   p+ −Dأتي، كما ي:  
0 في حالة � 1n pδ≤ < )نضع  − , ) ( , 0)n n nδ δ δ′ ′′ =. 

1nفي حالة  � pδ = )نضع  − , ) ( 1,1)n n nδ δ δ′ ′′ = −. 

npفي حالة  � qδ≤ )نضع  > , ) ( , )n n n p pδ δ δ′ ′′ = −. 

  ثمُّ نعرّف

0

0

[0,1[

( 1 ) [0,1[

n
n

n

n
n

n

u p

u q p

δ

δ

∞
−

=
∞

−

=

′ ′= ∈

′′ ′′= + − ∈

∑

∑
     

  عندئذ 

   
, ,

0

1 , 1 ,
0

( )

( )

n
p q n p q

n

n
q p q n q p q

n

x f u q

x f u q

δ

δ

∞
−

=
∞

−
+ − + −

=

′ ′ ′= = ∈

′′ ′′ ′′= = ∈

∑

∑

C

C

  

xوتتحقّق وضوحاً المساواة  x x′ ′′+   . إذن=

1 , , [0,1[q p q p q+ − + =C C  
  ú  وبذا يتمّ المطلوب.

  

C=2,32تسمّى اموعة  .ملاحظة � C  مجموعةCantor.   
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Jليكن  9. التمرين:f →ℝ ℂ  تابعاً بورلِياًّ، ولنفترض أنهّ مهما يكنa وb  منℝ  مع

a b<  يكن التابع[ , ]a b f1  1عنصراً من ( , , )λL Bℂ ℝℝ.  ُن تُ عدداً ثبa  فيℝ ،
)المقدار  ℝمن  xعرّف في حالة نُ و  )F x  كما يلي  

[ , ]

[ , ]

d :
( )

d :

a x

x a

f x a
F x

f x a

λ

λ

 ≥= − <

∫
∫
1

1
  

  .تابعٌ مستمرF  أثبت أنّ  1.

)يقبل اية  fنفترض أنّ  2. )f b+  عندما تسعىx  إلىb قيم أكبر من بb.  ّأثبت أن
F  يقبل الاشتقاق من اليمين عندb  ّوأن( ) ( )F b f b+ +′ =.  

)يقبل اية  fنفترض أنّ  3. )f b− ا تسعى عندمx  إلىb قيم أصغر من بb ّأثبت أن .
F  يقبل الاشتقاق من اليسار عندb  ّوأن( ) ( )F b f b− −′ =.  

fتأمّل حالة  4. = ℚ1 .لتأخذ عبرة  
  الحـل

1من  fلندرس أوّلاً حالة  1. ( , , )λL Bℂ ℝℝ نعرّف .
  اموعتين الجزئيتّين 2ℝفي 

{ }
{ }

2

2

( , ) :

( , ) :

x t a t x

x t x t a

+

−

∆ = ∈ ≤ ≤

∆ = ∈ ≤ ≤

ℝ

ℝ
  

  ثمُّ نعرّف
2: , ( , ) ( , ) ( , )g g x t x t x t+ −∆ ∆→ = −ℝ ℝ 1 1  

  عندئذ نرى مباشرة أنّ 
, ( ) ( , ) ( )d ( )x F x g x t f t tλ∈ = ∫ℝ  

  .ℝمن  bلتكن  لنطبّق مبرهنة استمرار التكامل التابع لوسيط.
)، فالتابع ℝمن  xأياًّ كانت  � , ) ( )t g x t f t֏ .تابعٌ مقيس 

}\من  tأياًّ كانت  � }bℝ فالتابع .( , ) ( )x g x t f t֏  عند تابعٌ مستمرb. 

)2 ويحُقّق للمكاملة قابل fالتابع  � , ) , ( , ) ( ) ( )x t g x t f t f t∀ ∈ ≤ℝ. 

  .ℝعلى  Fاستنتجنا استمرار  ℝعددٌ كيفي من  b. ولأنّ bتابعٌ مستمر عند  F إذن

 

xa

a

t

1g=+

1g=−

0g=

0g =

+∆

−∆
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]ق ما أثبتناه على التابع طبّ نالحالة العامّة.  في , ]a M a Mf −  على Fنستتج استمرار ف 1+
[ , ]a M a M− ∗من  M، وذلك مهما كانت +

+ℝبتُ استمرار . وهذا يثF  علىℝ.  

x، ولنفترض أنّ ℝمن  yو xلتكن  2. y< التالية :. عندئذ نناقش الحالات  
aحالة  � x≤إذن . 

( )[ , ] [ , ] [ , ]( ) ( ) a y a x x yF y F x f f− = − =∫ ∫1 1 1  
xحالة  � a y<  . إذن>

( )[ , ] [ , ] [ , ]( ) ( ) a y x a x yF y F x f f− = + =∫ ∫1 1 1  
yحالة  � a≤إذن . 

( )[ , ] [ , ] [ , ]( ) ( ) y a x a x yF y F x f f− = − + =∫ ∫1 1 1  
  إذن في جميع الأحوال لدينا

[ , ]( ) ( ) x yy x F y F x f> ⇒ − = ∫ 1  
)يقبل اية  fنفترض أنّ  )f b+  عندما تسعىx  إلىb  بقيم أكبر منb . عندئذ في حالة
0 h< لدينا  

[ , ]( ) ( ) ( ) ( ( ))b b hF b h F b hf b f f b+ +
++ − − = −∫ 1  

  ومنه

[ , ]

[ , ]

( ) ( ) ( ) ( )

sup ( )

b b h

b b h

F b h F b hf b f f b

h f f b

+ +
+

+

+

+ − − ≤ −

≤ −
∫ 1

  

ولأنّ 
0 [ , ]

lim sup ( ) 0
h b b h

f f b
+

+

→ +
−   استنتجنا أنّ  =

0

( ) ( )
lim ( ) 0
h

F b h F b
f b

h+

+

→

+ −
− =  

)يساوي  من اليمين يقبل الاشتقاق من اليمين ومشتقّه Fإذن  )f b+.  
)يقبل اية  fنفترض أنّ  3. )f b−  عندما تسعىx  إلىb  بقيم أصغر منb عندئذ في حالة .

0 h< لدينا  

[ , ]( ) ( ) ( ) ( ( ))b h bF b F b h hf b f f b− −
−− − − = −∫ 1  
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  ومنه

[ , ]

[ , ]

( ) ( ) ( ) ( )

sup ( )

b h b

b h b

F b F b h hf b f f b

h f f b

− −
−

−

−

− − − ≤ −

≤ −
∫ 1

  

ولأنّ 
0 [ , ]

lim sup ( ) 0
h b h b

f f b
+

−

→ −
−   استنتجنا أنّ  =

0

( ) ( )
lim ( ) 0
h

F b F b h
f b

h+

−

→

− −
− =  

)يساوي  من اليسار يقبل الاشتقاق من اليسار ومشتقّه Fإذن  )f b−.  
fفي حالة  4. = ℚ1 0. يكون لديناF ومشتقّه  ℝ. وهذا التابع يقبل الاشتقاق على كامل =

  ú  فليس له اية من اليمين ولا من اليسار عند أيةّ قيمة. f . أمّاالتابع الصفريّ 

Jموعة الجزئيّة  لتكن 10. التمريناD  2منℝ : المعرفّة بالعلاقة   

{ }2 2 2 2 2( , ) : ( 0) ( 0)D x y x y x x y y= ∈ + − ≤ ∧ + − ≥ℝ  
)2احسب التكامل    ) d d

D
I x y x y= +∫∫.  

  الحـل
المكوّنة من النقاط التي تقع  Dاً موجباً لمتحوّلين على اموعة لنلاحظ أوّلاً أننا نُكامل تابعاً مستمرّ 

)داخل الدائرة التي معادلتها  )2 21 1
2 4

x y− + وخارج الدائرة التي معادلتها  =

( )22 1 1
2 4

x y+ − =.  
 

x

y

21 1
2 4 y− − 21 1

2 4
y+ −

2y y−

1
2−

1

1

y

y

1
2

D
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  موجباً لا تم بترتيب التكامل، ونجد أنّ  كامل ـُكان التابع الم  لـمّا
2 21 1 1 1

2 4 2 4

2 21 1
2 4

1 2

/2

1/20

2 2

1/2 0

0 1/2

1/2 0

( ) d d ( ) d d

( )d ( )d

y y

y y y

I I

I x y x y x y x y

g y y h y y

+ − + −

− − − −

−

          = + + +           

= +

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

���������� 
����������

  

  حيث
21 1

2 4

21 1
2 4

2( ) ( ) d

y

y

g y x y x

+ −

− −

= و    ∫+
21 1

2 4

2

2( ) ( ) d

y

y y

h y x y x

+ −

−

= +∫  

  هنا نلاحظ ما يلي :و 

( )( )

3 3

2 2

3 33/2

2

1 1 1 1 1 1
( )

3 2 4 3 2 4

1 1 1 1 1 1

3 2 2 2 2 2

2 1
1 2 1

3 4

g y y y y y

y y y y y

y y y

      = + + − − + − −         
              = + + + − − + − −                   

= + + −

  

  ومن ثمَّ 

( )( )
0

2
1

1/2

1
1 2 1 1 4 d

3
I y y y y

−

= + + −∫  

1فإذا أجرينا تغيير المتحوّل 
2
siny θ←   في هذا التكامل استنتجنا أنّ  −

( )
/2

2
1

0

1 1 3 1
1 sin 1 sin cos d

6 2 64 12
I

π
π

θ θ θ θ
 = − − = −  ∫  

  وكذلك نلاحظ أنّ 

( )
3

3
2 21 1 1 1

( )
3 2 4 3

h y y y y y y
  = + + − − + −   
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  إذن 

( )
1 2

31/2 1/2
3

2 2
2

0 0

1 1 1 1

3 2 4 3

J J

I y y dy y y y dy
  = + + − − + −   

∫ ∫

������������������������ 
��������������������

  

  ولكن
3

3
2 21 1 1 3 4 1

(1 )(1 2 )
2 4 2 4

y y
y y y y y

  + − + + − = + + + −   
  

1بالاستفادة من تغيير المتحول  إذن
2
siny θ← نجد  

/2

2
1

0

13 1 1
(1 sin ) 1 sin cos d

32 4 2

9 17

128 32

J

π

θ θ θ θ

π

 = + + +   

= +

∫  

  ومن جهة أخرى

( )
3

2 2 3 2 23 2 ( 2 )y y y y y y y y y+ − = − + + −  

2siny، بالاستفادة من تغيير المتحول إذن θ← نجد  
/4

4 2 2
2

0

3
2 sin (1 2 sin )cos d

32

9 1

128 32

J

π

θ θ θ θ

π

= + +

= −

∫  

  وأخيراً 

2

3 17 3 1 3

128 96 128 96 16
I

π π = + − − =  
  

  نجد أنّ  Iوبالعودة إلى 

   1 2

3 5

64 48
I I I

π
= + = +  ú  
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Jليكن  11. التمرينa وb  عددين من∗
+ℝ  قان0يحُق a b< . ولتكن اموعة الجزئيّة >

[0,1] [ , ]D a b= d التكامل. احسب 2ℝمن  × dy

D
x x y∫∫ واستنتج بطريقتين ،

قيمة 
1

0

d
ln

b ax x
x

x

−
∫.  

  الحـل

)كان التابع   لـمّا , ) yx y x֏  موجباً ومستمراًّ علىD  استنتجنا بتطبيق مبرهنةTonelli  ّأن  
1 1

0 0

d d d d d d

b b

y y y

D a a

I x x y x y x x x y= = =∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

  ولكن من جهة أولى لدينا
11 1

00

1
d

1 1

x
y

y

x

x
x x

y y

=+

=

 
 = = + + 

∫  

  ومن ثمَّ 
1

0

1 1
d d d ln

1 1

b b

y

a a

b
I x x y y

y a

+
= = =

+ +∫ ∫ ∫  

  ومن جهة ثانية لدينا
ln

lnd d
ln ln

y bb b
y x b a

y y x

y aa a

e x x
x y e y

x x

=

=

  − = = = 
 

∫ ∫  

  ومن ثمَّ 
1 1

0 0

d d d
ln

b
b a

y

a

x x
I x y x x

x

−
= =∫ ∫ ∫  

  نجدوعليه 
1

0

1
d ln

ln 1

b ax x b
x

x a

− +
=

+∫  

  ú  يجة المرجوّة.وهي النت
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J1لاحظ أنّ  12. التمرين

0
[0,1], ln(1 ) d

1

x
x x y

xy
∀ ∈ + =

، واستنتج من ذلك ∫+

1قيمة التكامل 

20

ln(1 )
d

1

x
J x

x

+
=

+∫.  

  الحـل

  : نلاحظ أنّ التابعل

2
: [0,1] [0,1] , ( , )

(1 )(1 )

x
f f x y

x xy
+× → =

+ +
ℝ  

  يمكننا أن نكتب Tonelliإذن اعتماداً على مبرهنة  تابعٌ مقيسٌ موجبٌ.
1 1 1 1

2 2
0 0 0 0

d d d d
(1 )(1 ) (1 )(1 )

x x
x y y x

x xy x xy

        =    + + + +      
∫ ∫ ∫ ∫  

  ولكن، من جهة أولى لدينا
1 1 1 1

2 2
0 0 0 0

1

2
0

1
d d d d

1(1 )(1 ) 1

ln(1 )
d

1

x x
y x y x

xyx xy x

x
x J

x

        =    ++ + +      

+
= =

+

∫ ∫ ∫ ∫

∫
  

  ومن جهة ثانية

2 2 2 2(1 )(1 ) (1 )(1 ) (1 )(1 )

x x y y

x xy x y y xy

+
= −

+ + + + + +
  

  ومن ثمَّ 

( )
1

1
2

2 0
0

2

1
( , )d ln 1 arctan ln 1

1

1 1
ln2 ln(1 )

2 41

x

x
f x y x x y x xy

y

y
y

y

π

=

=

 = + + − +  +
 = + − +   +

∫
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  ومنه
1 1

0 0

1 1 1

2 2 2
0 0 0

( , )d d

ln2 d d ln(1 )
d

2 41 1 1

J f x y x y

y y y y
y

y y y

π

   =     

+
= + −

+ + +

∫ ∫

∫ ∫ ∫
  

  وعليه، لأنّ 
1

2
0

ln2
d

21

y
y

y
=

و    ∫+
1

2
0

1
d

41
y

y

π
=

+∫  

  أنّ  مما سبقاستنتجنا 
ln2

4
J J

π
= −  

ln2 أو 

8
J

π
  ú  . وهو المطلوب.=

Jليكن التابع 13. التمرين  

3

2 2 2 2

1
: , ( , , )

(1 )(1 )
f f x y t

x t y t
+→ =

+ +
ℝ ℝ  

[0,1]ولتكن  [0,1] +∆ = × ×ℝ بأسلوبين التكامل المضاعف التالي. احسب  
( , , )d d dI f x y t x y t

∆

= ∫∫∫  

التكامل ثمُّ استنتج قيمة 
2

0

arctan
d

t
t

t

∞     ∫.  

  الحـل
  يكون لدينا Tonelliوموجبٌ، وعليه استناداً إلى مبرهنة  مُكامل تابعٌ مستمر ـلنلاحظ أنّ التابع ال

2 20 0[0,1] [0,1]

( , , )d d d ( , , )d d df x y t x y t f x y t t x y

∞ ∞        =         
∫ ∫∫ ∫∫ ∫  
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xولكن، من جهة أولى لدينا في حالة  y≠ : ما يلي  
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1

(1 )(1 ) 1 1

x y

x t y t x y x t y t

  = −  + + − + + 
  

xومنه، في حالة  y≠ لدينا ،  

( )
2 2 2 2 2 2

00

d 1
arctan arctan

(1 )(1 )

1

2

t

t
x xt y ty

x t y t x y

x y

π

∞ ∞

=

 
 = − + + − 

= ⋅
+

∫
  

xوهي تبقى صحيحة في حالة  y= َّومن ثم .  

( )

( )

2

1 1 1

0 0 0 0[0,1]

11

0 0
1

0

d
( , , )d d d d ln(1 ) ln d

2 2

1 1
ln(1 ) ln d

2 2 1

1
ln2 d ln2

2 2 1

x
f x y t t x y y y y y

x y

y y y y y
y y

y
y

π π

π π

π π
π

∞

= = + −
+

    = + − − −    +  

= + =
+

∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫

∫

  

  ومن جهة ثانية، 

2

2

2 2 2 2
0 0[0,1]

d d arctan
( , , )d d

1 1

x y t
f x y t x y

tx t y t

∞ ∞  = =   + +∫∫ ∫ ∫  

  وهذا ما يثبتُ أنّ 

2

2

0 0[0,1]

arctan
( , , )d d d d

t
f x y t x y t t

t

∞ ∞  =   ∫ ∫∫ ∫  

  صحة المساواة نكون قد أثبتنا هكذاو 
2

0

arctan
d ln2

t
t

t
π

∞   =  ∫  

  ú  وهي النتيجة المرجوّة.



تكامل وال نظريةّ القياس مة فيمقدّ   152 

Jاحسب التكاملات المضاعفة  14. التمرين( , )d d
D
f x y x y∫∫  الآتيةفي الحالات.  

� 2( , )f x y x y= و  { }2( , ) : 0, | | 1D x y y y x= ∈ ≥ + ≤ℝ.  

�  ( , )f x y xy= 2  و 2 2
( , ) : 0,( )

3
D x y y x y x

   = ∈ ≥ + ≤    
ℝ.  

�
2 2( , )f x y x y=   و +

2
2( , ) : 0 1

4

y
D x y x

   = ∈ ≤ ≤ −    
ℝ.  

�
2 2( , )f x y x y=   و +

2 2
2

2 2
( , ) : 1

x y
D x y

a b

   = ∈ + ≤    
ℝ.  

  الحـل

)كان   لـمّامتناظرة بالنسبة إلى محور التراتيب، و  Dكانت اموعة   لـمّا � , ) ( , )f x y f x y= − 
  استنتجنا أنّ 

1
1 ( , )d d 2 ( , )d d

D D
I f x y x y f x y x y= =∫∫ ∫∫  

  وقد عرفّنا
{ }2

1 ( , ) : 0, 0, 1D x y x y y x= ∈ ≥ ≥ + ≤ℝ  
  أنّ  fعلى التابع الموجب  Tonelliوعندئذ نستنتج بتطبيق مبرهنة  

1 1 1

2 2 2
1

0 0 0

1
2 d d (1 ) d

30

x

I x y y x x x x

−   = = − =    
∫ ∫ ∫  

). فإذا افترضنا أنّ Dالمهمّ هنا دراسة اموعة  � , )x y  عنصر منD  ّ0استنتجنا أنx ≥ ،
0yولأنّ  2وجب أن يكون  ≤ /3x y x+ . وهذا يقتضي بوجه خاص أنّ ≥
2 /3x x≤  إذن  

2
0

3
x≤ 2و   ≥

0
3

x
y x≤ ≤ −  

 وبالعكس، تنتمي كل( , )x y  تحُقّق الشرطين السابقين إلىDوعليه ،  

2 2 2
( , ) : 0 , 0

3 3

x
D x y x y x

   = ∈ ≤ ≤ ≤ ≤ −    
ℝ  
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  إذن

( ) ( )

2/3 2 /3

2

0 0

2/3 2/3
2

2 3 5/21 1 2
3 2 3

0 0

5

( , )d d d d

1
2 /3 d d

2

1 8 1 16 2 16 2 2

9 27 8 81 7 81 17017 3

x x

D
I f x y x y xy y x

x x x x x x x x

−   = =     

= − = + −

= ⋅ + ⋅ − ⋅ = =
⋅

∫∫ ∫ ∫

∫ ∫  

  
)كان   لـمّامتناظرة بالنسبة إلى محور الفواصل، و  Dكانت اموعة   لـمّا � , ) ( , )f x y f x y= − 

  استنتجنا
 

1
3 ( , )d d 2 ( , )d d

D D
I f x y x y f x y x y= =∫∫ ∫∫  

  وقد عرفّنا
{ }2

1 ( , ) : 0 1,0 2 1D x y x y x= ∈ ≤ ≤ ≤ ≤ −ℝ  
  أنّ  fعلى التابع الموجب  Tonelliوعندئذ نستنتج بتطبيق مبرهنة  

( )

( )

1 2 1

2 2
3

0 0

1

2

0
1

2

0
1

1/2 3/2 5/2

0

2 ( )d d

4 4
4 1 d

3 3

4
3 2 3 d

3

4 96
3 2

3

1

3 d
35

x

I x y y x

x
x x x

t t t t

t t t t

t x

−   = +    

 = − + −   

= − +

= − + =

← −

∫ ∫

∫

∫

∫

�

  

 كان   لـمّاالإحداثيّات، و متناظرة بالنسبة إلى محوري  Dكانت اموعة   لـمّا �

( , ) ( , )f x y f x y= )و − , ) ( , )f x y f x y= −  
  استنتجنا أنّ 

1
4 ( , )d d 4 ( , )d d

D D
I f x y x y f x y x y= =∫∫ ∫∫  
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  وقد عرفّنا

{ }2 2 2
1 ( , ) : 0 , 0 1 /D x y x a y b x a= ∈ ≤ ≤ ≤ ≤ −ℝ  

  أنّ  fعلى التابع الموجب  Tonelliعندئذ نستنتج بتطبيق مبرهنة 

( )

2 21 /

2 2
4

0 0

2 2 2
2

2 2
0

/2

2 2 2 2 2

0
/2 2 2 2 2 2

0

2

4 ( )d d

4 1 1 d
3

4
cos (3 )sin d

3

2 3
cos2

ar

cos 4 d
2 3

c i

6

n

4

s

(

a b x a

a

I x y y x

x b x
b x x

a a

ba
b a b

a b b a

a

ba

x

b

ab a

π

π

θ θ θ

θ θ θ

θ

π

−   = +     
    = − + −       

= + −

 + −  =

←

+ −   

= +

∫ ∫

∫

∫

∫

�

2)b

  

  ú  .ةالمطلوبحساب التكاملات وبذا يتمّ 

Jاحسب التكاملات المضاعفة  15. التمرين( , )d d
D
f x y x y∫∫  الآتيةفي الحالات.  

� ( , ) ln(1 )f x y x y= + }و  + }2( , ) : | | | | 1D x y x y= ∈ + ≤ℝ.  
� ( , ) ( )sin sinf x y x y x y= )2هي مجموعة نقاط الربع الأوّل  Dو + )+ℝ  التي

)تحُقّق إحداثياا  , )x y  الشرطx y π+ ≤.  
�  2 2( , ) ( )f x y x y a x y= + + + هي مجموعة نقاط الربع الأوّل  Dو +

2( )+ℝ  االتي تحُقّق إحداثيا( , )x y  الشرطx y a+ 0، مع ≥ a<.  
  الحـل
  يع الحالات نرى أنهّ من المناسب النظر في تغيير المتحوّل الخطّيفي جم

( )2 2: ,( , ) ,x y x y x yu vΦ → + −= =ℝ ℝ ֏  

1الذي يحُقّق  1
Jac ( , )

1 1
x yΦ

 
 = −  

)، ومن ثمَّ  , ) 2J x yΦ =.  
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  يكن  g، مهما يكن التابع المقيس الموجب إذن

( )
( , )d d 2 ( , )d d

D D

g u v u v g x y x y x y

Φ

= + −∫∫ ∫∫  

)هنا  � , ) ln(1 )g u v u= )2و  + ) [ 1,1]DΦ =   . إذن−
1 1

1

1 1

1

1
1

1

1
( , )d d ln(1 )d d

2

ln(1 )d

2
(1 )ln(1 ) 2 ln

D

I f x y x y u v u

u u

u u u
e

− −

−

−

   = = +    

= +

 = + + − =  

∫∫ ∫ ∫

∫  

  لدينا هنا �
1

( , ) (cos cos )
2

g u v u v u= }   و   − }( ) ( , ) : | |D u v v u πΦ = ≤ ≤  

)وبالاستفادة من كون  )DΦ  متناظرة بالنسبة إلى محور التراتيب، وكون( , ) ( , )g u v g u v= − 
  نستنتج أنّ 

2

( )

0 0

2

0

2

0

1
( , )d d ( , )d d

2

1
(cos cos )d d

2

1
( sin cos )d

2

1 3
(3 )sin 3 cos

2 2

D D

u

I f x y x y g u v u v

u v u v u

u u u u u

u u u u

π

π

π π

Φ

= =

   = −    

= −

 = − − =  

∫∫ ∫∫

∫ ∫

∫

  

  لدينا هنا �
2 2( , )g u v u a u= + }و  + }( ) ( , ) : | |D u v v u aΦ = ≤ ≤  

)وبالاستفادة من كون   )DΦ  متناظرة بالنسبة إلى محور التراتيب، وكون( , ) ( , )g u v g u v= − 
  ما يأتي:نستنتج 



تكامل وال نظريةّ القياس مة فيمقدّ   156 

( )

( )

( )

3

( )

2 2

0 0

2 2

0
ln(1 2)3

3 3

0

argsh(

1
( , )d d ( , )d d

2

d d

d

2 2
d

4 3
/ )

D D

a u

a

t t

I f x y x y g u v u v

u a u v u

u a u u u

a
t ue e t a a

Φ

+
−

= =

   = + +  

←

  

= + +

= − =

∫∫ ∫∫

∫ ∫

∫

∫ �

  

  ú  وبذا يتمّ المطلوب.

Jدف إلى حساب  16. التمرين2

0
dxe x

∞ −∫.  
  التطبيق أثبت أنّ   1.

2

2
: 0, , ( , ) ( cos , sin )r r rπ θ θ θ∗ ∗

+ +
 Φ × → Φ =  ℝ ℝ  

  .1Cتقابلٌ من الصف 
f:2أثبت أنهّ مهما يكن التابع المقيس   2. +→ℝ ℝ يكن  

2 ]0, /2[

( , )d d ( cos , sin ) d df x y x y f r r r r

π

θ θ θ
∗ ∗
+ +×

=∫∫ ∫∫
ℝ ℝ

  

2ضاعف احسب التكامل الم  3. 2

2
d dx ye x y

∗
+

− −∫ℝ لتستنتج قيمة التكامل أسلوبينب  

2

0
dxI e x

∞ −= ∫.  
  الحـل
  التابعينتمي  1.

2

2
0, , ( , ) ( cos , sin )r rx y rπ θ θ θ∗ ∗

+ +
 Φ : × →  =  =ℝ ℝ ֏  

  ويعُطى تابعه العكسي بالصيغة. وضوحاً  1Cالصف إلى 
1 2 2 2

2
0, , ( , ) , arctan

y
x y x y

x
rπ θ− ∗ ∗

+ +

  Φ = =: → × +      
ℝ ℝ ֏  

  . 1Cوهو أيضاً ينتمي إلى الصف 
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  إنّ وكذلك ف
cos sin

Jac ( , )
sin cos

r
r

r

θ θ
θ

θ θΦ

 − =  −  
  

)إذن  , )J r rθΦ = .  
f:2مهما يكن التابع المقيس الموجب أنهّ  نرى استناداً إلى مبرهنة تغيير المتحوّل 2. +→ℝ ℝ ،

  يكن

( ) ]0, /2[]0, /2[

( , )d d ( , ) d df x y x y f r r r

ππ

θ θ
∗∗
++ ×Φ ×

= Φ∫∫ ∫∫
ℝℝ

�  

  أو

2 ]0, /2[

( , )d d ( , ) d df x y x y f r r r

π

θ θ
∗ ∗
+ +×

= Φ∫∫ ∫∫
ℝ ℝ

�  

2فإذا اخترنا التابع  3. 2

( , ) x yf x y e−   كان لدينا من جهة أولى  =−

2 2

2

2 2

0 0

2

0 0

( , )d d d d

d d

x y

x y

f x y x y e x y

e x e y I

∗
+

∞ ∞
− −

∞ ∞
− −

   =     

= × =

∫∫ ∫ ∫

∫ ∫

ℝ  

  ومن جهة ثانية

2

2

/2

0 00, /2

0

( cos , sin ) d d d d

d
2 4

r

r

f r r r r re r

re r

π

π

θ θ θ θ

π π

∗
+

∞
−

 × 
∞

−

   =     

= =

∫∫ ∫ ∫

∫

ℝ  

2ون وعليه يك /4I π= أو  

2

0

d
2

xe x
π

∞
− =∫  

  ú  وهي النتيجة المرجوّة.
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J0في حالة  17. التمرينa 1نعرّف  <

0
( ) da ta t e t

∞ − −Γ = من  bو a، وفي حالة ∫

∗
+ℝ  1نضع

1 1

0
( , ) (1 ) da ba b t t tβ − −= −∫.  

  التطبيق الآتي أثبت أنّ  1.
2: 0,1 , ( , ) ( , (1 ))s r sr s r∗ ∗

+ +
 Φ × → Φ = − ℝ ℝ  

  .1Cتقابلٌ من الصف 
f:2مهما يكن التابع المقيس  هأثبت أنّ  2. +→ℝ ℝ يكن  

2 ]0,1[

( , )d d ( , (1 )) d df t u t u f sr s r s s r
∗ ∗
+ +×

= −∫∫ ∫∫
ℝ ℝ

  

 احسب التكامل المضاعف  3.
2

1 1 d da b x yx y e x y
∗
+

− − − −∫∫ℝ  لتستنتج بأسلوبين

) حساب , )a bβ  بدلالة التابعΓ.  

   الحـل

  ينتمي التابع 1.
( )2: ]0,1[ , ( , ) , (1 )s r sr s rx y∗ ∗

+ +Φ × → Φ = = = −ℝ ℝ  
  وضوحاً. ويعُطى تابعه العكسي بالصيغة 1Cإلى الصف 

1 2 1: ]0,1[, ( , ) ,
x

x y s rx y
x y

− ∗ ∗ −
+ + = =

 Φ → × Φ = +   + 
ℝ ℝ  

  إنّ فكذلك و . 1Cوهو أيضاً ينتمي إلى الصف 

Jac ( , )
1

r s
s r

r sΦ

 
 =  − −  

  

)إذن  , )J s r sΦ = − .  
f:2استناداً إلى مبرهنة تغيير المتحوّل نرى أنهّ مهما يكن التابع المقيس الموجب  2. +→ℝ ℝ ،

  يكن

( ]0,1[) ]0,1[

( , )d d ( , ) ( , ) d df x y x y f s r J s r s r
∗ ∗
+ +

Φ

Φ × ×

= Φ∫∫ ∫∫
ℝ ℝ

�  



 تمرينات 159

  أو

2 ]0,1[

( , )d d ( , (1 )) d df x y x y f sr s r s s r
∗ ∗
+ +×

= −∫∫ ∫∫
ℝ ℝ

  

1 الموجب فإذا اخترنا التابع 3. 1( , ) a b x yf x y x y e− − −   كان لدينا من جهة أولى  =−

2

1 1

0 0

1 1

0 0

( , )d d d d

d d

( ) ( )

a b x y

a x b y

f x y x y x y e x y

x e x y e y

a b

∗
+

∞ ∞
− − − −

∞ ∞
− − − −

   =     

= ×

= Γ Γ

∫∫ ∫ ∫

∫ ∫

ℝ

  

  ومن جهة ثانية
1 1

]0,1[ ]0,1[

1 1 1

]0,1[

1

1 1 1

0 0

( , (1 )) d d ( ) ( (1 )) d d

(1 ) d d

d (1 ) d

( ) ( , )

a b s

a b s a b

a b s a b

f sr s r s s r sr s r e s s r

s e r r s r

s e s r r r

a b a bβ

∗ ∗
+ +

∗
+

− − −

× ×
+ − − − −

×
∞

+ − − − −

− = −

= −

= −

= Γ +

∫∫ ∫∫

∫∫

∫ ∫

ℝ ℝ

ℝ  

  وعليه يكون
( ) ( , ) ( ) ( )a b a b a bβΓ + = Γ Γ  

  أو
( ) ( )

( , )
( )

a b
a b

a b
β

Γ ⋅ Γ
=

Γ +
  

  ú  وهي النتيجة المرجوّة.

1باختيار  ملاحظة. �
2

a b= (1)وملاحظة أنّ  = 1Γ   نستنتج أنّ  =

( )( ) ( )
2sin

1 /2
2

1 1 1
2 2 2

0 0

d 2 sin cos
, d

sin cos(1 ) t

t

t t θ

π
θ θ

β θ π
θ θ→

Γ = = = =
−∫ ∫   

)إذن  )1
2

πΓ =.  
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Jليكن 18. التمرين a وb عددين من∗
+ℝ  قان المتراجحةيحُق

0 a b< اموعة الجزئيّة المحدودة من  D. ولتكن >
2( )+ℝ 0: تحدّها المنحنيات التيy x− = ،
2و 2 1y x− xy، و= a=و ،xy b=.  

  تغيير المتحولات : ادة منفبالاست
2 2u y x= 2vو   − xy=  

  احسب التكامل
2 2 2 2( ) ( )d dxy

D
y x x y x y− +∫∫  

  الحـل

2. فيكون ℂو 2ℝنطابق كالعادة بين 
0: ,z zΦ →P L تقابلاً هولومورفياًّ هو وتقابله  ֏

  العكسي. وإذا عدنا إلى الصيغة الحقيقيّة استنتجنا أنّ 
2 2 2: \( {0}),( , ) ( ,2 )x y x y xyϕ ∗

+ −× → × −ℝ ℝ ℝ ℝ ֏  

2هو وتقابله العكسي. ويكون  1Cالصف  نميعرّف تقابلاً  2
Jac ( , )

2 2

x y
x y

y xϕ

 − =    
 .  

∗المحتواة في  Ω، واموعة المفتوحة fالتابع المقيس الموجب  إذن مهما يكن
+ ×ℝ ℝ يكن  

2 2 2 2

( )

( , )d d 4 ( ,2 )( )d df u v u v f x y xy x y x y

ϕ Ω Ω

= − +∫∫ ∫∫  

)2/فإذا اخترنا  , ) vf u v u=  موعة المفتوحةاستنتجنا أنهّ مهما تكن اΩ  المحتواة في∗
+ ×ℝ ℝ 

  يكن
/2 2 2 2 2

( )

d d 4 ( ) ( )d dv xyu u v x y x y x y

ϕ Ω Ω

= − +∫∫ ∫∫  

)بقي أن نلاحظ أنّ  ) [0,1] [2 ,2 ]D a bϕ =   . ومن ثمَّ ×
2 1 2

2 2 2 2 /2

2 0 2

2

2

1 1 d
( ) ( )d d d d

4 4 1 /2

1 1 1
ln( 2) ln

2 2 1

b b

xy v

D a a

b

a

v
x y x y x y u u v

v

b
v

a

− + = =
+

+ = + =  +

∫∫ ∫ ∫ ∫  

  ú  وهي النتيجة المرجوّة.

 

yx b=

yx a=

2 2 1y x− =

y x=

0

D

x

y
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Jلتكن  19. التمرين{ }2 2( , ) : 2D x y y x= ∈ ≤ℝ احسب التكامل .  

2 2 2

d d

(1 )
D

x y
I

x y
=

+ +∫∫  

  الحـل
  كامَل يوحي بالانتقال إلى الإحداثيّات القطبيّة. لنذكّر أنّ التابع ـُإنّ شكل التابع الم

2] , [ \( {0}),( , ) ( cos , sin )r x r y rπ π θ θ θ∗
+ −Φ : × − → × = =ℝ ℝ ℝ ֏  

  هو وتابعه العكسي. ولدينا 1Cهو تقابل من الصف 
cos sin

Jac ( , )
sin cos

r
r

r

θ θ
θ

θ θΦ

 − =  −  
  

)إذن  , )J r rθΦ المحتواة في  Ω، واموعة المفتوحة f.ومهما يكن التابع المقيس الموجب =
] , [π π∗

+ × −ℝ يكن  

( )

( , )d d ( , ) d df x y x y f r r rθ θ

Φ Ω Ω

= Φ∫∫ ∫∫ �  

 فإذا اخترنا

2 2 2

1
( , )

(1 )
f x y

x y
=

+ +
  

[المحتواة في اموعة  Ωاستنتجنا أنهّ مهما تكن اموعة المفتوحة  , [π π∗
+ × −ℝ يكن  

2 2 2 2 2
( )

d d
d d

(1 ) (1 )

x y r
r

x y r
θ

Φ Ω Ω

=
+ + +∫∫ ∫∫  

)int)1بقي أن نختار  ))D−Ω = Φ ولكن ،  
( )
2 2

2

( , ) cos , sin int( )

sin 2 cos

cos
2
sin

r r r D

r r

r

θ θ θ

θ θ

θ

θ

∈ Ω ⇔ ∈

⇔ <

⇔ <

  

  إذن

2

cos
( , ) : 0 2

2 2 sin
r r

π π θ
θ θ

θ

        Ω = − < < ∧ < <            
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  وعليه
2

2

2

/2 2 cos /sin

2 2 2 2 2
/2 0

/2 2 cos /sin

2 2
0 0

/2 /22 cos /sin 4

2 4 2
00 0

d d
d d

(1 ) (1 )

2
d d

(1 )

1 sin
d 1 d

1 sin 4 cos

D

x y r
I r

x y r

r
r

r

r

π θ θ

π

π θ θ

π πθ θ

θ

θ

θ
θ θ

θ θ

−

   = =   + + +  
   =    +  

  −   = = −   + +  

∫∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

  

  ولكن
4 2 2

4 2 2 2 2 2

sin 4 cos 1 tan
1 4

sin 4 cos (1 cos ) (2 tan )

θ θ θ

θ θ θ θ

+
− = =

+ + +
  

  إذن
/2 2

2 2
0

1 tan
4 d

(2 tan )
I

π
θ
θ

θ

+
=

+∫  

)نجري تغيير المتحوّل  )arctan 2 tanθ ϕ←  ّفنستنتج أن  
/2

2

0

2 cos d
2 2

I

π
π

ϕ ϕ= =∫  

  موجباً استنتجنا أنّ مُكامَل مستمراًّ و ـكان التابع ال  لـمّا:  طريقة ثانية

2

2

2 2 2

2 2 2
/2

2 2 2
0 /2

d d

(1 )

d
d

(1 )

d
2 d

(1 )

D

y

y

x y
I

x y

x
y

x y

x
y

x y

∞ ∞

−∞
∞ ∞

=
+ +

   =    + +  
   =    + +  

∫∫

∫ ∫

∫ ∫
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21xنجُري في التكامل الداخلي تغيير المتحوّل  y u←   فنجد +

2 2

3/2 2 22
0 /(2 1 )

1 d
2 d

(1 )(1 )
y y

u
I y

uy

∞ ∞

+

  =   +  +
∫ ∫  

tanyوإذا أجرينا تغيير المتحوّل  θ←  ّاستنتجنا أن  

2

/2

2 2
0 sin /(2 cos )

d
2 cos d

(1 )

u
I

u

π

θ θ

θ θ

∞   =    +  
∫ ∫  

tanuأجرينا تغيير المتحوّل  وأخيراً إذا ϕ←  ّ2/استنتجنا أن

0
2 cos ( )dI F

π

θ θ θ= ∫ ،
  وقد رمزنا

2

/2

2

sin
arctan

2 cos

( ) cos dF

π

θ

θ

θ ϕ ϕ

     

= ∫  

2/وهنا نلاحظ أنّ 
2

00
lim ( ) cos dF

π

θ
θ ϕ ϕ

+→
= و ∫

/2
lim ( ) 0F
θ π

θ
→

  ، وأخيراً أنّ =

2 2 2
2

2 3

sin sin 8 cos sin
( ) arctan cos arctan

2cos 2 cos (1 cos )
F

θ θ θ θ
θ

θ θ θ

′         ′  = − = −            +     
  

  مُكاملة بالتجزئة أمكننا أن نكتبفإذا أجرينا 
/2 /2

/2

0
0 0
/2 /2

2 2 2

2 3 2 3 2
0 0

2 cos ( )d 2 sin ( ) 2 sin ( )d

cos sin tan d
16 d 16

(1 cos ) (2 tan ) cos

I F F F

π π
π

π π

θ θ θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ
θ

θ θ θ

  ′= = −  

= = ⋅
+ +

∫ ∫

∫ ∫
  

)وأخيراً بإجراء تغيير المتحوّل  )arctan 2 tanθ ϕ← نجد  
/2 /2

2 2 2

0 0

4 2 sin cos d 2 sin 2 d
2 2

I

π π
π

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= = =∫ ∫  

  ú  وهذه هي النتيجة التي وجدناها سابقاً.
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Jلتكن  20. التمرينa وb وc وd  من∗
+ℝ  تحُقّقa b< وc d<موعةنتأمّل ا .  

( ) ( ){ }2 2 2( , ) :D y bx xy dx y ax c≤ ∧≤ ≤= ∈ ≤ℝ  

)احسب  � )DA  مساحةD. 

)ثمُّ احسب   � )d d

D

I x y x y= +∫∫.  

  الحـل
  يوحي بتأمّل التقابل Dإنّ شكل اموعة 

2 2

2
,( , ) ,

y
x uy y

x
vx∗ ∗

+ +

 Φ : → = =   
ℝ ℝ ֏  

  الذي تقابله العكسي

( ) 31 2 2 23, , ,
u

u v x y u v
v

− ∗ ∗
+ +

  Φ : → = =   
ℝ ℝ ֏  

  إذ نلاحظ أنّ 
{ } ( )2 1( , ) : ( , ) [ , ] [[ , ] [] , ],D x y x y c d cb a bda∗ −

+ × ×= ∈ Φ ∈ = Φℝ  

1وأنّ 

1
( , )

3
J u v

v
−Φ  Ω، واموعة المفتوحة f. وعليه، مهما يكن التابع المقيس الموجب =

∗2المحتواة في 
+ℝ يكن  

1

1

( )

1 1
( , )d d ( , )d d

3
f x y x y f u v u v

v
−

−

ΩΦ Ω

= Φ∫∫ ∫∫ �  

[فإذا اخترنا  , [ ] , [c d a bΩ =   يكن fاستنتجنا أنهّ مهما يكن التابع المقيس الموجب  ×
1

] , [ ] , [

1 1
( , )d d ( , )d d

3
D c d a b

f x y x y f u v u v
v

−

×

= Φ∫∫ ∫∫ �  

)في حالة  � , ) 1f x y  نستنتج أنّ  =

1 d
( ) d d d ln

3 3

d b

D c a

v d c b
D x y u

v a

 − = = =   ∫∫ ∫ ∫A  

  

 

2y ax=

2y bx=

c

x
y =

d

x
y =

D

ւ

ւ

ց
տ
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)وفي حالة  � ),f x y x y=  نستنتج أنّ  +

( )
1/3 1/3 2/3 1/3

1/3 4/3 2/3 2/3

1
d d d d

3

1 1
d d d d

3 3

d b

D c a

d b d b

c a c a

u v u v
I x y x y v u

v

u u v v u u v v

−

− −

  +  = + =     

= × + ×

∫∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
  

  ومن ثمَّ 

( ) ( )( )3 33 3 3 32 2

3 3

3 1 1 3

4 5
I d d c c d d c c b a

a b

 = − − + − −  
  

  ú  وهي النتيجة المرجوّة.
Jفوف المطرّدة.الصّ  21. التمرين  

I  

  ط :و ر إذا حقّقت الش صف مطرّدٌ إّا  Xمن أجزاء مجموعة  Mنقول عن مجموعة 
� X ∈ M. 

Aيحُقّقان  Mمن  Bو Aإذا كان  � B⊂   كان\B A ∈ M. 

)إذا كانت  � )n nA ∈ℕ عناصر  متتالية متزايدة منM   كانn nA∈ ∈ Mℕ∪. 

إذا  ،مغلقة بالنسبة إلى التقاطع المنتهيإّا  Xمن أجزاء مجموعة Aونقول عن مجموعة 
  : الآتي حقّقت الشرط

,1إذا كانت � , nA A…  عناصر منA   1كان
n
k kA= ∈ A∩. 

 

). أثبت أنهّ يوجد صف مطرّدٌ Xجبراً من أجزاء  Aليكن  1. )MA  ّيكون أصغر صف
)وبين أنهّ محتوى في  .Aتولده  الذيالصفّ المطرّد  يسمى. A مطرّدٍ يحوي )Σ A.  

  نعرّف 2.
{ }1 ( ) : , ( )M A M A= ∈ ∀ ∈ ∈M MA A M A∩  

1أثبت أنّ  ( )=M MA.  
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  نعرّف 3.
{ }2 ( ) : ( ), ( ))M A M A= ∈ ∀ ∈ ∈M MA MA MA∩  

2أثبت أنّ  ( )=M MA.  ماذا تستنتج بشأن( )MA؟  
)أثبت أنّ اجتماع عددٍ منته من عناصر  4. )MA  ينتمي إلى( )MA ، ثمُّ استنتج مما سبق

)أنّ  ) ( )= ΣMA A.  
ثمُّ نتأمّل  مغلقة بالنسبة إلى التقاطع المنتهي. Xمن أجزاء  Aومجموعة  ،Xنتأمّل مجموعة  5.

)لقابل للقياس الفضاء ا ), ( )X Σ A وقياسين ،µ وν  على( ), ( )X Σ A .  
)نفترض أنّ  � ) ( )X Xν µ= < ,و  ،∞+ ( ) ( )A A Aν µ∀ ∈ =A ، أثبت

µأنّ  ν= .  
,نفترض أنّ  � ( ) ( )A A Aν µ∀ ∈ =A ، نفترض وجود متتالية متزايدة و( )n nV ∈ℕ 

nتحقّق  Aمن  nX V∈= ℕ∪و ،, ( )nn Vν∀ ∈ < +∞ℕ ّأثبت أن .
µ ν= .  

II  
)نتأمّل الفضاء المقيس  , , )n

n
nλB

ℝ
ℝ ،رمزنا كالعادة بالرمز  وقدnλ  .إلى قياس لوبيغ

  . nℝعلى الفضاء  ⋅ونتأمّل نظيماً ما 
)لتكن  1. , )B a r  الكرة المفتوحة التي مركزهاa  ونصف قطرهاr ّأثبت أن .  

( ( , )) ( (0,1))n
n nB a r r Bλ λ=  

)لى دلالة ع Vنرمز فيما يلي بالرمز  (0,1))n Bλ ما قيمة .( ( , ))n B a rλ ؟  
  المقدارين Bℝمن  Bنعرّف في حالة  2.

{ }( )
1

( ) : { }

( ) ( )d ( ) { }

n
n

n

B

B x x B

B V nr r r

µ λ

ν λ∗
+

+

−
+

= ∈ ∈ ∈ ∪ +∞

= ∈ ∪ +∞∫ ℝ

ℝ � � ℝ

ℝ1
  

)قياسين على νو µأثبت أنّ    , )Bℝℝ ّما متساويان.، ثمُّ أثبت أ  
f:أثبت أنهّ مهما يكن التابع البورِلي الموجب  3. ∗

+ +→ℝ ℝ يكن لدينا  

1

0

( )d ( ) ( )d
n

n
nf x x V nr f r rλ

∞
−=∫ ∫

ℝ

� �  
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1pلتكن  4. ⋅p، ولنفترض أنّ ≤ = ⋅� � �   أي النظيم المعطى بالصيغة �

1 1( , , ) | | | |p p p
n np

x x x x= + +… ⋯  
)ولنضع    )p

nV  دلالة على حجم الكرة الواحديةّ في( , )n
p⋅ℝ �   أي �

{ }( )( ) : 1p n
n n pV x xλ= ∈ ≤ℝ � �  

)على التابع  2.طبّق    )
puf u e−=  لتستنتج قيمة( )p

nV  بدلالة التابعΓ.  

  الحـل

.1.I  ّفي الحقيقة، إن( )Σ A الجبر التام الذي تولّده ، أيAصفّ مطرّد يحوي  و، هA وعليه .
خذ  ن نأ )يكفي أ )MA  تحوي لمطرّدة التي  ف ا جميع الصفو طع  عام  .Aتقا ويكون بوجه 
( ) ( )⊂ ΣMA A.  

.2.I الصف كون  نّ إA أن يكونبالنسبة إلى التقاطع المنتهي يقتضي  مُغلق  
1 ( )⊂ ⊂A M MA  

1Xمن الواضح أنّ  � ∈ M. 

Nيحُقّقان  1Mعنصرين من  Nو Mإذا كان  � M⊂   كان\M N  عنصراً من
( )M A يحُقّق 

, ( \ ) ( )\( ) ( )A M N A M A N A∀ ∈ = ∩ ∩ ∈A M A∩  
M\1ومن ثمَّ  N ∈ M.  

)إذا كانت  � )n nA ∈ℕ  1متتالية متزايدة من عناصرM  وكانA  عنصراً منA كانت ،
( )n nA A ∈∩ ℕ  متتالية متزايدة من الصف المطرّد( )MA َّوكان من ثم ،   

( ) ( ) ( )n n
n n

A A A A
∈ ∈

= ∈ MA
ℕ ℕ

∩ ∪ ∪ ∩  

nاستنتجنا أنّ  Aمن  Aولأنّ هذا محقّق أياًّ كان العنصر 
n

A
∈ℕ
  .1Mينتمي إلى  ∪

)فهو يحوي  Aصف مطرّدٌ يحوي  وه 1Mإذن،  )MA 1يثبتُ أنّ . وهذا ( )=M MA .
  أي

( ), , ( )M A M A∀ ∈ ∀ ∈ ∈MA A M A∩  
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.3.I ستناداً إلى ما أثبتناه في النقطة السابقة لديناا  
2 ( )⊂ ⊂A M M A  

2Xمن الواضح أنّ  � ∈ M. 

Nيحُقّقان  2Mعنصرين من  Nو Mإذا كان  � M⊂   كان\M N  عنصراً من( )MA 
 يحُقّق

( ), ( \ ) ( )\( ) ( )A M N A M A N A∀ ∈ = ∩ ∩ ∈MA M A∩  
M\2ومن ثمَّ  N ∈ M.  

)إذا كانت  � )n nA ∈ℕ  2متتالية متزايدة من عناصرM  وكانA  عنصراً من( )MA كانت ،
( )n nA A ∈∩ ℕ  متتالية متزايدة من الصف المطرّد( )MA َّوكان من ثم ،  

( ) ( ) ( )n n
n n

A A A A
∈ ∈

= ∈ MA
ℕ ℕ

∩ ∪ ∪ ∩  

)من  A العنصر كان  ولأنّ هذا محقّق أياًّ  )MA  ّاستنتجنا أنn
n

A
∈ℕ
  .2Mينتمي إلى  ∪

)فهو يحوي  Aصف مطرّدٌ يحوي  وه 2Mإذن،  )MA ّ2. وهذا يثبتُ أن ( )=M MA .
  أي

( ), ( ), ( )M A M A∀ ∈ ∀ ∈ ∈MA M A MA∩  
)أي إنّ الصفّ  )MA  ونثبتُ بالتدريج أنهّ مغلق بالنسبة إلى  .التقاطعمُغلق بالنسبة إلى عمليّة
  التقاطع المنتهي.

.4.I  ّلأن( )MA وبالنسبة إلى التقاطع المنتهي، استنتجنا بالنسبة إلى عمليّة أخذ المتمّم ةمُغلق ،
)مباشرة أنّ  )MA .لنثبت أنّ  مُغلقة بالنسبة إلى الاجتماع المنتهي استناداً إلى دستور دو مورغان 

( )MA  جبرٌ تام.   
) تكنل )n nA ∈ℕ متتالية من عناصر ( )MAعندئذ نعرّف المتتالية المتزايدة .( )n nB ∈ℕ  من

) عناصر )MA،   0بالصيغة

n

n k kB A==   كون لدينا، عندئذ ي∪
( )n n

n n
A B

∈ ∈
= ∈ MA

ℕ ℕ
∪ ∪  

)وعليه نرى أنّ  )MA  يحوي  جبرٌ تامA  فهو يحوي( )Σ A ن قد أثبتنا صحّة . وبذلك نكو
)المساواة:  ) ( )= ΣMA A.  
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.5.Iمّل مجموعة نتأX ومجموعة ،A  من أجزاءX  مغلقة بالنسبة إلى التقاطع المنتهي. ثمُّ نتأمّل
)الفضاء القابل للقياس  ), ( )X Σ A وقياسين ،µ وν  على( ), ( )X Σ A .  

}لنتأمّل اموعة  � }( ) : ( ) ( )M M Mν µ= ∈ Σ =M A: عندئذ نلاحظ ما يلي .  
Xمن الواضح أنّ  � ∈ M. 

Nيحُقّقان  Mعنصرين من  Nو Mإذا كان  � M⊂   كان\M N ∈ M ّلأن ،  

( \ ) ( ) ( )

( ) ( ) ( \ )

M N M N

M N M N

ν ν ν

µ µ µ

= −

= − =
  

)إذا كانت  � )n nA ∈ℕ  متتالية متزايدة من عناصرM كان ،n nA∈ ∈ Mℕ∪ ّلأن ،  

( ) ( )lim ( ) lim ( )n n n n
n nn n

A A A Aν ν µ µ
→∞ →∞∈ ∈

= = =
ℕ ℕ
∪ ∪  

)استناداً إلى الفرْض، فهو يحوي  Aهو صف مطرّدٌ يحوي  Mإذن  )MA  الذي يساوي
( )Σ A  ى أنّ بناءً على ما أثبتناه آنفاً. وعليه نر( )= ΣM A  ّوهذا يثبت أنν µ=.  
}اموعة  مجدداً لنتأمّل  � }( ) : ( ) ( )M M Mν µ= ∈ Σ =M A عندئذ نلاحظ ما .

  يلي :
Xإنّ  � ∈ M ّلأن . 

( )
( )

( ) lim ( )

lim ( ) ( )

n n
nn

n n
n n

X V V

V V X

ν ν ν

µ µ µ

→∞∈

→∞ ∈

= =

= = =
ℕ

ℕ

∪

∪
  

Nيحُقّقان  Mعنصرين من  Nو M ليكن � M⊂ عندئذ 

( ) ( )

( )
( )

( \ ) ( )\( )

( ) ( )

( ) ( )

( )\( )

( \ )

n n n

n n

n n

n n

n

V M N V M V N

V M V N

V M V N

V M V N

V M N

ν ν

ν ν

µ µ

µ

µ

=
= −

= −
=
=

∩ ∩ ∩

∩ ∩

∩ ∩

∩ ∩

∩

  

)نجد أنّ  ∞+تسعى إلى  nومن ثمَّ، بجعل  \ ) ( \ )M N M Nν µ= ، َّومن ثم\M N 
  .Mينتمي إلى 
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) لتكنوأخيراً،  � )m m
A

∈ℕ
   عندئذ، ℕمن  n، وMمتتالية متزايدة من عناصر  

( )( )
( )( )

lim ( )

lim ( )

n m n m
mm

n m n m
m m

V A V A

V A V A

ν ν

µ µ

→∞∈

→∞ ∈

∩ = ∩

= ∩ = ∩
ℕ

ℕ

∪

∪
  

)نجد  ∞+تسعى إلى   nومن ثمَّ، بجعل ) ( )m m m mA Aν µ∈ ∈=ℕ ℕ∪ ومن ثمَّ ، ∪
n nA∈ ∈ Mℕ∪.  

)استناداً إلى الفرْض، فهو يحوي  Aهو صف مطرّدٌ يحوي  Mإذن  )MA  الذي يساوي
( )Σ A  ّبناءً على ما أثبتناه آنفاً. وعليه نرى أن( )= ΣM A  ُأنّ  وهذا يثبتν µ=.  

)وبيغ هو القياس الوحيد المعرّف على نستنتج مما سبق أنّ قياس ل .ملاحظة � ),Bℝℝ  ويقرن
  بكل مجالٍ طوله. 

.II  نتأمّل الفضاء المقيس( ), ,n
n

nλB
ℝ

ℝ إذ رمزنا كالعادة بالرمز ،nλ  .إلى قياس لوبيغ
  . nℝعلى الفضاء  ⋅ونتأمّل نظيماً ما 

.1.II  لتكن( , )B a r  الكرة المفتوحة التي مركزهاa  ونصف قطرهاrعندئذ يكون التطبيق .  
: (0,1) ( , ),B B a r x a rxΦ → +֏  

Jacتقابله العكسي. ويكون و هو  1Cتقابلاً من الصف  ( ) nx rIΦ =.  
  إذن

( (0,1)) (0,1)

(0,1)

( ( , )) d ( ) ( ) d ( )

d ( )

( (0,1))

n n n
B B

n
n

B

n n
n

B a r y J f x

r x

r B r V

λ λ λ

λ

λ

ΦΦ
= =

=

= =

∫ ∫
∫  

 ق موجبٌ تماماً يحُقّ  Rأنهّ يوجد  nℝونستنتج من تكافؤ جميع النظم على 

(0,1) [ , ]nB R R⊂ − 

 ومن ثمَّ يكون 

( (0,1)) ([ , ] ) 2n n n
n nV B R R Rλ λ= ≤ − = < +∞  

  محدودٌ. ة مفتوحةكر فقياس لوبيغ لأي  
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)وإذا لاحظنا أنّ  )( , 2 )m

m
B a r −

∈
+

ℕ
  استنتجنا أنّ هي متتالية متناقصة من الكرات  

( )( ( , )) ( , 2 )

lim ( ( , 2 ))

lim ( 2 )

m
n n

m
m

n
m

m n n

m

B a r B a r

B a r

r V r V

λ λ

λ

−

∈
−

→∞
−

→∞

= +

= +

= + =

ℕ
∩

  

.2.II  ّف في حالة نعرB  منBℝ المقدارين  
{ }( )

1

( ) : { }

( ) ( )d ( ) { }

n
n

n

B

B x x B

B V nr r r

µ λ

ν λ∗
+

+

−
+

= ∈ ∈ ∈ ∪ +∞

= ∈ ∪ +∞∫ ℝ

ℝ � � ℝ

ℝ1
  

)قياسين على الفضاء القابل للقياس  νو µإنّ التحقّق من كون  ),Bℝℝ  كه أمرٌ بسيط نتر
  للقارئ.

بأّا مجموعة االات  A. نعرّف Iسنستفيد من نتيجة  νو µلإثبات تساوي القياسين 
  اطع المنتهي.وهي تتمتّع بخاصّة التق .ℝالمفتوحة في 

0a. في حالة ℝمن  a لتكن � [)يكون  ≥ , [) 0aν −∞ [)و = , [) 0aµ −∞ = 
0وضوحاً. أمّا في حالة  a< فلدينا 

1

] , [

1

0

(] , [) ( (0, ))

(] , [) ( )d

d

n
n

n

a

a

n n

a B a a V

a V nr r r

V nr r a V

µ λ

ν ∗
+

−

−∞

−

−∞ = = < +∞

−∞ =

= = < +∞

∫

∫

ℝ
1  

[بالاستفادة من كون  ،ونستنتج من ذلك , ] ] , 2 [m
mb b −

∈−∞ = −∞ +ℕ∩،  ّأن  

( ) ( ), ] , ] ] , ]b b bµ ν∀ ∈ −∞ = −∞ < +∞ℝ  

aوأخيراً، في حالة  b< ّلأن ،] , [ ] , [\] , ]b a a b= −∞   ، نستنتج أنّ ∞−
2( , ) , (] , [) (] , [)a b a b b a b aµ ν∀ ∈ ≤ ⇒ = < +∞ℝ  
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)فتوحة بقي أن نلاحظ أنّ متتالية االات الم � )m mI ∈ℕ حيث ] , [mI m= في  تحُقّق ∞−
 :آن معاً الخاصتين

m mI∈= ℕℝ ,و  ∪ ( ) n
mm I m Vν∀ ∈ = < +∞ℕ. 

)وأخيراً نعلم أنّ  � )= ΣB Aℝ. 

νنستنتج أنّ  �I.5.إذن استناداً إلى  µ=.  
  

.3.II  في الحقيقة، نستنتج من المساواةν µ= ّأنه  
( ) 1, d ( ) ( ) ( )dn

B n BB x x V r nr r rλ ∗
+

−∀ ∈ =∫ ∫Bℝ ℝ
� �1 1 1  

 من الشكلتابعاً درجيّاً موجباً  fوإذا كان 
1 k

m

k Bk
f α +

=
= ∈∑ E1، ا سبق أنّ استنتجنا مم  

( ) ( )
1

1

1
1

d ( ) d ( )

( ) ( )d

( ) ( )d

k

k

m

n k B n
k

m
n

k B
k

n

f x x x x

V r nr r r

V f r nr r r

λ α λ

α ∗
+

∗
+

=

−

=
−

=

=

=

∑∫ ∫

∑ ∫

∫
ℝ

ℝ

� � � �1

1 1

1

  

كان كل تابعٍ بورِلي موجبٍ هو اية بسيطة لمتتالية متزايدة من التوابع الدرجيّة الموجبة، استنتجنا   لـمّاو 
  يكن fمما سبق أنهّ مهما يكن التابع البورِلي الموجب 

( ) 1d ( ) ( ) ( )dn
nf x x V f r nr r rλ ∗

+

−=∫ ∫ ℝ
� � 1  

.4.II  1لتكنp ⋅p، ولنفترض أنّ ≤ = ⋅� � � )ولنضع ، � )p
nV  دلالة على حجم الكرة

)الواحديةّ في  ),n p⋅ℝ � )نختار . � )
puf u e−= ا، فيكون لدينفي النتيجة السابقة  

( ) 1
1

1

exp d d ( )d
p

n
p p r n

k n n
k

x x x V e nr r r∗
+

− −

=

  − =   
∑∫ ∫ ℝ

⋯ 1  
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  ولكن من جهة أولى لدينا

1

1

( , , )
1 1

1

1

1

0

d d d d

d

d

1
2 d

1
2 1

pp
n p k

p

k

p

p

n
x x x

n n
k

n
x

k
k

n
t

n

n u

n

n

e x x e x x

e x

e t

u e u
p

p

− −

=

−

=

−

∞
− −

=

=

 =   
   =     
   = Γ +      

∏

∏

∫ ∫

∫

∫

∫

� … �
⋯ ⋯

  

  ومن جهة ثانية

11

0

( )d d

1

n
p

pr n un
e nr r r e u u

p

n

p

∗
+

∞
−− − −=

 = Γ +   

∫ ∫ℝ
1

  

  وعليه نستنتج أنّ 

( )( )
( )

( )
1 1/

2
1 /

n

p n
n

p
V

n p

Γ +
=

Γ +
  

  ú  .الحلوبذا يتمّ 

2pفي النظيم الإقليدي المألوف الموافق لـ  .ملاحظة � نجد أنّ حجم الكرة الواحدية في الفضاء  =
  يعطى بالصيغة nℝالإقليدي المألوف 

/2
(2)

(1 /2)

n

nV
n

π
=

Γ +
  

  فعلى سبيل المثال:
2

(2) (2) (2)
4 3 2

4
, , ,

2 3
V V V

π π
π= = =  
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Jاحسب قيمة التكامل 22. التمرين  

2 2 2

d d

(1 )
D

x y

x y
=

+ +∫∫I  

  في حالة  
{ }2 2 2 2( , ) : ( 1) ( 2 )D x y x y y x= ∈ + < ∧ <ℝ.  

  

  الحـل

2لنلاحظ أولاً أنّ الدائرة التي معادلتها  2 1y x+ كافئ الذي  ـُوالقطع الم =
2دلته امع 2y x= يتقاطعان في النقطتين  

( )2 1, 2 2 2A − )و − )2 1, 2 2 2B − − −  
  ثمَّ ومن 

0

2 2 2
( , ) arctan

2 1

arctan 2 2 2

i OA θ
−

= =
−

= +

�����

  

وكذلك كامَل موجبٌ ومقيسٌ، وهو متناظر بالنسبة إلى محور الفواصل،  ـُالتابع الم
نفسها متناظرة بالنسبة إلى محور الفوصل. إذن إذا رمزنا بالرمز  Dاموعة فإنّ 
D+  إلى الجزء منD  1الواقع فوق محور الفواصل، وبالرمزD+  إلى مجموعة

)0التي تحُقّق  +Dمن  Mالنقاط  , )i OM θ≤
�����

إلى  +2D، وأخيراً بالرمز 
)0التي تحُقّق  +Dمن  Mالنقاط  مجموعة , )i OM θ>

�����
  ، كان لدينا

  

1 2

2 2 2 2 2 2

d d d d
2 2

(1 ) (1 )
D D

x y x y

x y x y+ +

= +
+ + + +∫∫ ∫∫I  

 

1

1

D

A

B

O

0θ

 

1

1

1D+

A

O

0θ

 

1

1
2D+A

O

0θ

i
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  ولكن بالانتقال إلى الإحداثياّت القطبيّة يمكننا أن نكتبَ 

0

1

1

2 2 2 2 2
0 0

1

0 2 2
0
1

0 0

2
0

d d d d

(1 ) (1 )

d

(1 )

d

2 4(1 )

1
arctan 2 2 2

4

D

x y r r

x y r

r r

r

u

u

θ
θ

θ

θ θ

+

=
+ + +

=
+

= =
+

= +

∫∫ ∫ ∫

∫

∫

  

  وكذلك نجد أن

2

02

/2 2 cos /sin

2 2 2 2 2
0

d d d
d

(1 ) (1 )
D

x y r r

x y r

π θ θ

θ

θ
+

   =   + + +  
∫∫ ∫ ∫  

  
  ومن ثمَّ 

  
2

02

0

0

0

/2 2 cos /sin

2 2 2 2
0

/2 4

4 2

/2 2

4 2

cot 2

2 2
0

d d 1 1
d

2(1 ) 1

1 sin
1 d

2 sin 4 cos

1 4 cos
d

2 sin 4 cos

2
d :

(1 2
ot

)
c

D

x y

x y r

u
u u

u

π θ θ

θ

π

θ

π

θ

θ

θ

θ
θ

θ

θ

θ

θ

θ
θ θ

+

       = −    + + +   
  = −   + 

=
+

= =
+

∫∫ ∫

∫

∫

∫ �
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  ولكن
00 0cotcot cot2

2 2 2 2
00 0

0

2
00

2 1 1 d
d

2(1 2 ) 2(1 2 ) 1 2

tan 1 2
arctan

tan2(tan 2) 2 2

u u
u u

u u u

θθ θ

θ

θθ

 − = + + + + 
−

= +
+

∫ ∫
  

0tanولأنّ  2 2 2θ =   أنّ  ناستنتجا +

2

2 2 2

d d 1 1 1
arctan

(1 ) 2 24 1 2 1 2D

x y

x y+

−
= +

+ + + +
∫∫  

  وعليه

  
4

1 1 1 1
arctan arctan 2 2 2

222 1 2 1 2
1 1 1

1 arccos 2 1
22 2

−
= + + +

+ +
 = + − −  

I

  

  ú    وهي النتيجة المطلوبة.

  
qwe  
agd  
zxc  
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  هـويلات فورييـتح
)تحويلات فورييه في  1. )1

L ℝ  

 ℝلتوابع القابلة للمكاملة على كامل ا على فضاء خواص تحويلات فورييه فقرةال هندرس في هذ
)والذي رمزنا إليه سابقاً بالرمز  )1

, ,λL Bℝℂ ℝ ًوسنرمز إليه اختصارا ،( )1L ℝ  .في هذا البحث
)إنّ  )1L ℝ  هو فضاء التوابع المقيسة التي تأخذ قيمها فيℂ وتحُقّق الشرط  

 ( )1 df f t t= < +∞∫ℝ
تعــريف

  
، بالنسبة إلى قياس لوبيغ التي تختلف على مجموعة مهملةوكالعادة، نطابق في هذا الفضاء بين التوابع 
  .⋅1بالنسبة إلى النظيم  فنحصل بذلك على فضاء شعاعي منظّم تامّ 

)يحوي الفضاء  )1L ℝ مثل ة مهمّةجزئيّ  ءاتفضا ( )cC ℝ ستمرةّ على الذي يمثّل فضاء التوابع الم
ℝ ومتراصّة اتاملها مجموعو وح ،D  التي تنتمي إلى الصف الذي يمثّل فضاء التوابعC∞   وحامل

)أنّ  126)صفحة  10-11مبرهنة ( كل منها مجموعة متراصّة. ولقد رأينا )cC ℝ وD  فضاءان
)جزئياّن كثيفان في  )1L ℝ.  

  عموميّات 1-1.

)عنصراً من  fليكن  .تعريف 1-1-1. )1L ℝ عندئذ نعرّف في حالة .ξ  منℝ، المقدارين  

( )

2 i

2 i

ˆ( )( ) ( ) ( )d

ˆ( )( ) ( )d

x

x

f f e f x x

f f e f x x

π ξ

π ξ

ξ ξ

ξ ξ

−= =

= − =

∫

∫

F

F

ℝ

ℝ

  

) التابع يسمّى )fF للتابع  تحويل فورييهf ويسمّى التابع ،( )fF  تحويل فورييه
  . fللتابع  المرافق

)بالطبع، إنّ للتكاملين اللذين يعرّفان  )fF و( )fF  معنى لأنّ التابعf  ينتمي إلى( )1L ℝ ،
2 ، لديناℝمن  ξه مهما تكن ولأنّ  i ( )

e f f
π ξ± ⋅ =.  

 الثالث والعشرونالفصل 
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1( )L ℝ  178 تحويلات فورييه في

  أمثلة 2-1-1.

1لنتأمّل حالة التابع المميّز للمجال  � 1
2 2
, −    1أي 1

2 2
,

f  −  
=    في هذه الحالة لدينا. 1

1/2

2 i

1/2

sin
: 0

(̂ ) d

1 : 0

xf e xπ ξ

πξ
ξ

ξ πξ

ξ

−

−

 ≠= =  =
∫  

]وبوجه عام، في حالة التابع المميّز للمجال  � ],a b  أي[ ],a bf =   لدينا، 1

i ( )sin( ( ) )
: 0

(̂ )

: 0

a bb a
e

f

b a

π ξπ ξ
ξ

ξ πξ

ξ

− + − ≠=  − =

  

|لنتأمّل حالة التابع  � |( ) xx f x e−=֏لة ، في حا، عندئذξ  منℝ لدينا  

| | 2 i

0

(1 2 i ) (1 2 i )

0
0

(1 2 i ) (1 2 i )

0

2 2

(̂ ) d

d d

1 2 i 1 2 i

1 1 2

1 2 i 1 2 i 1 4

x x

x x

x x

f e e x

e x e x

e e

π ξ

π ξ π ξ

π ξ π ξ

ξ

π ξ π ξ

π ξ π ξ π ξ

− −

∞
− + −

−∞
∞− + −

−∞

=

= +

   
   = − +   + −   

= + =
+ − +

∫

∫ ∫

ℝ

  

)لنتأمّل حالة التابع  � ) max(0,1 | |)x f x x=  ، عندئذ ֏−

2 i

1 0

2 i 2 i

0 1
1 1

2 i 2 i

0 0
1

0

(̂ ) ( ) d

(1 ) d (1 ) d

(1 ) d (1 ) d

2 (1 )cos(2 )d

x

x x

x x

f f x e x

x e x x e x

x e x x e x

x x x

π ξ

π ξ π ξ

π ξ π ξ

ξ

πξ

−

− −

−

−

=

= − + +

= − + −

= −

∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

ℝ
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  ومن ثمَّ 
1

0

sin(2 )
(̂ ) (1 )

x

x

x
f x

πξ
ξ

πξ

=

=

 
 = −
  

1

0
2

2 2

1
sin(2 )d

1 cos(2 ) sin

2

x xπξ
πξ

πξ πξ

πξπ ξ

+

 − = =   

∫
 

)عنصراً من  fكن لي .مبرهنة 3-1-1. )1L ℝ عندئذ يكون تحويل فورييه .fɵ  ًتابعاً محدودا
  . ويكونℝومستمراًّ بانتظام على كامل 

  
  الإثبات

المتراجحة  �
1

f̂ f
∞

2، لأنّ واضحة ≥ i ( )
e f f

π ξ± ⋅ =.  
)لتكن  � ),ξ η  2منℝ تحقّق ξ η≠ ،عندئذ  

( )2 i( ) 2 iˆ ˆ( ) ( ) 1 ( )dx xf f e e f x xπ η ξ π ηξ η − −− = −∫ℝ  
  ومن ثمَّ 

2 i( )ˆ ˆ( ) ( ) 1 ( ) dxf f e f x xπ η ξξ η −− ≤ −∫ℝ  
∗من  Aلتكن 

+ℝستفادة من المتراجحة ، عندئذ بالا  
( )i, | 1| min | |, 2uu e u∀ ∈ − ≤ℝ  

  نجد

{ } { }

{ } { }

2 i( )

:| | :| |

1

2 i( )

:| | :| |

1 ( ) d 2 ( ) d

2

1 ( ) d 2 ( ) d

x

x x A x x A

x

x x A x x A

e f x x A f x x

A f

e f x x f x x

π η ξ

π η ξ

π η ξ

π η ξ

−

≤ ≤

−

> >

− ≤ −

≤ −

− ≤

∫ ∫

∫ ∫

  

  ومنه

{ }
1

:| |

ˆ ˆ( ) ( ) 2 2 ( ) d

x x A

f f A f f x xξ η π η ξ

>

− ≤ − + ∫  

1
ˆ ˆsupf f f

ξ
∞ ∈

= ≤
ℝ

 تعريف
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A/1لنختر  ξ η=   ، فنجد−
  ( )2 ˆ ˆ( , ) , ( ) ( )f fξ η ξ η ω ξ η∀ ∈ − ≤ −ℝ  ( )1  

)وقد وضعنا  )0 0ω   ، وعرفّنا=

{ }
1

:| | 1/

, ( ) 2 2 ( ) d

x x

f f x x

ε

ε ω ε π ε∗
+

>

∀ ∈ = + ∫ℝ  

لاحظنا أنّ فإذا 
0

lim ( ) 0
ε

ω ε
+→

)من  ، استنتجنا=   �  .ℝ على f̂الاستمرار المنتظم للتابع  1(

-Riemann مبرهنة 4-1-1. Lebesgue ليكن :f  عنصراً من( )1L ℝ عندئذ .  
ˆlim ( ) 0f

ξ
ξ

→+∞
limˆو    = ( ) 0f

ξ
ξ

→−∞
=  

  الإثبات

∗من  εليكن 
+ℝ ٌعندئذ يوجد تابع .ϕ  منD يحُقّق 

1 2
f

ε
ϕ− <.  

) يحُقّق Mلنتأمّل عدداً حقيقيّاً ثمُّ  ) ] [supp ,M Mϕ ⊂ 0ξ، في حالة عندئذ − ≠،  

( ) 2 i

2 i

ˆ ( ) d

( )
2 i

M

x

M
M

x

x M

x e x

e
x

π ξ

π ξ

ϕ ξ ϕ

ϕ
π ξ

−

−

−

=−

=

 
 = − 
 

∫

2 i1
( ) d

2 i

M

x

M

x e xπ ξϕ
π ξ

−

−

′+ ∫
  

  ومن ثمَّ 

11
ˆ, ( ) ( ) d

2 2

M

M

x x
ϕ

ξ ϕ ξ ϕ
π ξ π ξ

∗

−

′
′∀ ∈ ≤ =∫ℝ  

∗من  Aوعليه يوجد 
+ℝ يحُقّق  

ˆ, ( )
2

A
ε

ξ ξ ϕ ξ∀ ∈ > ⇒ <ℝ  

Aξ، في حالة ومن ثمَّ    ، يكون لدينا<

1

ˆ ˆ( ) ( )( ) ( )

ˆ( )
2 2

f f

f

ξ ϕ ξ ϕ ξ

ε ε
ϕ ϕ ξ ε

≤ − +

≤ − + < + =

F

  

  �  وهذا يثُبتُ الخاصّة المطلوبة.
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)إذا رمزنا بالرمز . ملاحظة ���� )0C ℝ  إلى فضاء التوابع المستمرةّ على كاملℝ 0 وتسعى إلى 
هو  Fقد أثبتنا أنّ تحويل فورييه  رى أننّا. ن⋅∞ مزوّداً بالنظيم المنتظم ∞−وعند  ∞+عند 

)تطبيقٌ خطي مستمر من  )1L ℝ  إلى( )0C ℝ ّ1، وأن
0: ( ) ( ) 1L C→ ≤F ℝ ℝ.  أمّا

]لتابع مثال ا ]1 1
2 2,f −=   فيبرهن على المساواة في المتراجحة السابقة أي ،1

1
0: ( ) ( ) 1L C→ =F ℝ ℝ  

)عنصرين من  gو  fليكن  .مبرهنة 5-1-1. )1L ℝالتابعان  . عندئذ ينتميˆfg وf̂g  إلى
( )1L ℝوتتحقّق المساواة ،  

ˆˆ( ) ( )d ( ) ( )df t g t t f t g t t=∫ ∫
ℝ ℝ

  

  الإثبات
  يمكننا أن نكتب 1-1-3.بالاستفادة من المبرهنة 

1
f̂g f g≤   و   

1
ˆfg g f≤  

)إلى  f̂gو fgˆوهاتان المتراجحتان تثبتان انتماء التابعين   )1L ℝ .  
  

  ، نرى أنّ التابعFubini-Tonelliومن جهة أخرى، بالاستفادة من مبرهنة 
2 2 i: , ( , ) ( ) ( )xyF F x y e f x g yπ−→ =ℝ ℂ  

)ينتمي إلى  )1 2L ℝ َّومن ثم ،  

2 i 2 i( ) ( )d d ( ) ( )d dxy xye f x g y y x e f x g y x yπ π− −
       =        

∫ ∫ ∫ ∫
ℝ ℝ ℝ ℝ

  

  �  وهذا يُكافئ المساواة المطلوبة.

  

خواص تحويل فورييه نفسها التي أثبتناها في المبرهنات  F المرافقفورييه  تحويل تلكيم .ملاحظة ����
  السابقة.
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  قواعد حساب تحويلات فورييه 2-1.

ktبالصيغة  ℝإلى التابع المعرّف على  kXنرمز كما جرت العادة بالرمز  � t֏.  
   تحويل فورييه والاشتقاق - مبرهنة 1-2-1.
kXنفترض أنّ التابع   � f  ينتمي إلى الفضاء( )1L ℝ  في حالةk  موعةمن ا

{ }0,1, ,n… عندئذ يقبل تحويل فورييه .f̂  الاشتقاقn مرةّ، ويكون  
ˆd

, ( 2 i) ( )
d

k
k k

n k

f
k X fπ

ξ
∀ ∈ = − Fℕ  

f:نفترض أنّ التابع   � →ℝ ℂ  ينتمي إلى الصفnCوأنّ التوابع ،( )( )
0

k

k n
f

≤ ≤
 

)تنتمي إلى  )1L ℝعندئذ .  
�( ) ˆ, (2 i)k k k

nk f X fπ∀ ∈ =ℕ  
)عنصراً من  fإذا كان  � )1L ℝ وكان ،f  معدوماً خارج مجال محدود، انتمى التابعf̂  إلى

  .∞Cالصف 
  اتالإثب
  .nلنثبت الخاصّة المطلوبة بالتدريج على العدد  �

1nحالة  �  . نتأمّل التابع لمتحوّلين=

2 2 i: , ( , ) ( )xF F x e f xπ ξξ −→ =ℝ ℂ  
  ونسعى إلى تطبيق مبرهنة اشتقاق التكاملات التابعة لوسيط.

)، انتمى التابع ℝمن  ξأياًّ كان  � , )x F xξ֏  إلى( )1L ℝ. 

)، انتمى التابع ℝمن  xأياًّ كان  � , )F xξ ξ֏  1إلى الصفCولدينا ، 

2 i( , ) ( 2 i) ( )xF
x e xf xπ ξξ π

ξ

−∂
= −

∂
 

:التابع  � 2 ( )g x xf xπ֏   ينتمي إلى( )1L ℝ ويحُقّق 

2( , ) , ( , ) ( )
F

x x g xξ ξ
ξ

∂
∀ ∈ ≤

∂
ℝ  

)واستناداً إلى مبرهنة اشتقاق التكاملات التابعة لوسيط، يقبل التابع  , )dF x xξ ξ∫ℝ֏ أي ،
f̂ الاشتقاق على ،ℝ  ومشتقّه يساوي( 2 i) ( )Xfπ− F.  
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1nلنفترض صحّة الخاصّة المرجوّة، في حالة  � )من  f. ولنتأمّل تابعاً − )1L ℝ  يحُقّق
( )1kX f L∈ ℝ  في حالةk  موعةمن ا{ }0,1, ,n…  عندئذ استناداً إلى فرْض التدريج .

1nالاشتقاق  f̂يقبل تحويل فورييه   مرةّ، ويكون −

  

1

ˆd
, ( 2 i) ( )

d

k
k k

n k

f
k X fπ

ξ
−∀ ∈ = − Fℕ  

1n حالةوإذا طبّقنا  1ng، على = X f−= ّاستنتجنا أن ،ĝ  أنّ يقبل الاشتقاق، و  
ˆ( ) ( 2 i) ( )g Xgπ′ = − F  

1ولكن  ( 1)

1

1 ˆˆ ( ) ( )
( 2 i)

n n

n
g X f f

π

− −
−

= =
−

F إذن يقبل ،f̂  الاشتقاقn مرةّ، ويكون  

( ) 1 ˆdˆ( ) ( 2 i) ( 2 i) ( ) ( 2 i) ( )
d

n n n n ng
f Xg X fπ π π

ξ

−= − = − = −F F  

  ، ومنه النتيجة المطلوبة.nوهذا يثُبتُ صحّة الخاصّة في حالة 
  .nهنا أيضاً نثبت الخاصّة المطلوبة بالتدريج على العدد  �

1nحالة  � f:لنتأمّل تابعاً . = →ℝ ℂ  1من الصفC ولنفترض أنّ التابعين ،f 
fو )ينتميان إلى  ′ )1L ℝ. 

)مّا كان ـل )1f L′ ∈ ℝ  ّاستنتجنا أن( )1f L∗
+

′ ∈ℝ ℝ1 و( )1f L∗
−

′ ∈ℝ ℝ1 ُوهذا يثبت ،

وجود التكاملين 
0

( )df x x
∞

و ∫′
0

( )df x x
−∞

  كان  لـمّاولكن  ∫′

0
, ( ) (0) ( )d

x

x f x f f t t′∀ ∈ = + ∫ℝ  
limاستنتجنا وجود النهايتين  ( )

x
f x

→+∞
limو  ( )

x
f x

→−∞
  . في الحقيقة،

0
lim ( ) (0) ( )d
x

f x f f t t
∞

→+∞
′= + =∫ ℓ  

  و
0

lim ( ) (0) ( )d
x

f x f f t t ∗

−∞→−∞
′= − =∫ ℓ 

)إلى  fانتماء  أنّ  يأتيسنبين فيما  )1L ℝ  0يقتضي∗= =ℓ ℓ.  
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0Aوُجدَ عددٌ  ℓ≠0في الحقيقة، إذا كان    يحُقّق  <
1

( ) | |
2

x A f x≥ ⇒ ≥ ℓ  

  وهذا يقتضي

( )
[ , [

1
| | [ , [

2A
f f Aλ

∞
≥ ≥ ∞ = +∞∫ ∫ℝ

ℓ  

)إلى  fويناقض انتماء  )1L ℝ 0، إذن=ℓ0اثل أنّ . ونثبتُ بأسلوب مم∗ =ℓ.  
  بإجراء مُكامَلة بالتجزئة يمكننا أن نكتب

2 i 2 i 2 i

2 i 2 i 2 i

( )d ( ) 2 i ( )d

( ) ( ) 2 i ( )d

B B
B

x x x

A
A A

B

A B x

A

e f x x e f x e f x x

e f A e f B e f x x

π ξ π ξ π ξ

π ξ π ξ π ξ

π ξ

π ξ

− − −

− − −

 ′ = +  

= − +

∫ ∫

∫

  

)وبالاستفادة من كون  )lim 0
B

f B
→+∞

)و = )lim
A

f A
→−∞

  نستنتج مما سبق أنّ  
	 ( ) ˆ2 i ( )f fξ π ξ ξ′ =  

1nوهذا يثبتُ المطلوب في حالة  =.  
1nلنفترض صحّة الخاصّة المرجوّة، في حالة  � ، nCالصف من  f. ولنتأمّل تابعاً −

)ولنفترض أنّ التوابع  )( )
0

k

k n
f

≤ ≤
)تنتمي إلى   )1L ℝ عندئذ استناداً إلى الحالة السابقة يكون .

 ، من جهة أولى لدينا

	 ˆ2 if Xfπ′ =  
fبتطبيق فرض التدريج على التابع ومن جهة ثانية،    نستنتج أنّ  ′

( )
� 	( )

1, (2 i)
k k k

nk f X fπ− ′ ′∀ ∈ =ℕ  
  أو

�( 1) 1 1
1

ˆ, (2 i)k k k
nk f X fπ+ + +
−∀ ∈ =ℕ  

 . وتم المطلوب.nحّة النتيجة في حالة وبذا نكون قد أثبتنا ص

)معدوماً خارج مجال محدود، انتمت جميع التوابع  fإذا كان  � )k

k
X f

∈ℕ
إلى الفضاء  

( )1L ℝانتماء ، �على  بناءً هذا يبرهن،  ، وf̂  إلى الصفC∞.  �  
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f: بمتحوّل حقيقي  حالة تابعٍ في ���� →ℝ ℂ، رمز نرمز بالf مرافقه  إلى( )t f t֏، 
fلرمز ونرمز با



) مُناظرهإلى   )t f t−֏ ًونكتب أيضا ،( )fσ  دلالة علىf



.  

  المُرافق والمناظرتحويل فورييه و  -مبرهنة  2-2-1.
)ابعاً من ت fليكن  )1L ℝعندئذ .  

�   ( )f f= Fɵ.  

�   ( )f f f= =F


 
ɵɵ أي ،σ σ= =F � F F� �.  
  فردياًّ. fɵفردياًّ كان  fزوجيّاً، وإذا كان  fɵزوجيّاً كان  fإذا كان  �
 fɵفردياًّ وحقيقياًّ كان  f اً أيضاً، وإذا كانزوجيّاً وحقيقيّ  fɵزوجياًّ وحقيقياًّ كان  fإذا كان  �

  فردياًّ وتخيّلياً بحتاً.  
  الإثبات

  ، يكنℝمن  ξمهما تكن  في الحقيقة، �
2 i 2 i(̂ ) ( )d ( )d ( )( )x xf e f x x e f x x fπ ξ π ξξ ξ−= = =∫ ∫ F

ℝ ℝ
  

  وكذلك، �
2 i 2 i

( )

ˆ ˆ( ) ( ) ( )d ( )dx x

f

x x
f f e f x x e f x x fπ ξ π ξξ ξ

←−

−= − = = − =∫ ∫
F

ℝ ℝ


 
ɵ

�






�






�
  

fزوجيّاً إذا وفقط إذا كان  fيكون  � f=



ˆ، أنّ �، وهذا يقتضي، بناءً على  ˆf f=



أي  
  زوجيّاً.  f̂أن يكون 

fفردياًّ إذا وفقط إذا كان  fومن جهة أخرى يكون  f= −



، أنّ �، وهذا يقتضي، بناءً على 
ˆ ˆf f= −



  فردياًّ.  fɵأي أن يكون  

)أنّ  �و �نستنتج من  � )
	

f̂ f f= =F


�
زوجياًّ وحقيقياً إذا وفقط إذا   f. ولكن يكون 

fكان  f=



fو  f=أنّ � ، وهذا يقتضي، بناءً على ،f̂  ّزوجيّ، وكذلك أن
	

ˆ ˆf f f= =

�

  حقيقي. fɵ، أي إنّ 
  �  فردياًّ وحقيقياًّ. وبذا يتمّ الإثبات. f يكون فردياًّ وتخيلّياً بحتاً إذا كان fɵونبرهن بأسلوب مماثل أنّ 



1( )L ℝ  186 تحويلات فورييه في

f:  حالة تابعٍ بمتحوّل حقيقيفي ���� →ℝ ℂ ، ٍوعددa  منℝ ،نكتب ( )a fτ  دلالة
) على )t f t a−֏.  ونكتب[ ]af  دلالة على( )t f at֏ في حالة ،a  من∗ℝ .

]، بالرمز ℂمن  λونرمز، في حالة  ]λE  إلى التابع بمتحوّل حقيقيtt eλ֏.  

)تابعاً من  fيكن ل .مبرهنة 3-2-1. )1L ℝعندئذ .  

�   [ 2 i ]ˆ, ( ( )) a
aa f fπτ −∀ ∈ =F Eℝ.  

�   [2 i ] ˆ, ( ) ( )a
aa f fπ τ∀ ∈ =F Eℝ.  

�   � ( )[1/ ][ ] 1 ˆ,
| |

aaa f f
a

∗∀ ∈ =ℝ.  

  الإثبات

  �  ر نتركه تمريناً للقارئ.إنّ الإثبات تحقّقٌ مباش

[نذكّر بالتابع  .أمثلة 4-2-1. [0,H +∞=   .Heaviside يدهڤيسا الذي أسميناه تابع 1
)نتأمّل في حالة   � )Re 0λ ]التابع  < ]f Hλ−= E  عندئذ ينتميf  إلى( )1L ℝ 

 ويكون لدينا

( ) (2 i )

0

1ˆ d
2 i

xf e xπ ξ λξ
λ π ξ

∞
− += =

+∫ 

)ونتأمّل في حالة   � )Re 0λ ]، التابع ℕ∗من  k، و< ]1

!
kg X H

k

λ−= E  عندئذ

)إلى  gينتمي  )1L ℝ. لدينا �ومن نتيجة المثال  1-2-1.الاستفادة من وب 

�
1

ˆ( 2 i) ! d
ˆ( ) ( 2 i) ( 2 i) !

( 2 i ) d

k k
k k k

k k

k f
X f k g

π
ξ π π

λ π ξ ξ+

−
= = − = −

+
  

 ومن ثمَّ 

1

1
(̂ )

( 2 i )k
g ξ

λ π ξ +
=

+
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) وكذلك، في حالة  � )Re 0λ |، نتأمّل التابع < |: ( ) xk x k x e λ−=֏  عندئذ
kنلاحظ أنّ  f f= +



  ومن ثمَّ  

2 2 2

1 1 2
(̂ )

2 i 2 i 4
k

λ
ξ

λ π ξ λ π ξ λ π ξ
= + =

+ − +
  

) وكذلك، في حالة  � )Re 0λ |التابع  ، نتأمّل< |: ( ) sgn( ) xx x x e λ−=ℓ ֏ ℓ 
fعندئذ نلاحظ أنّ  f= −



ℓ  َّومن ثم  

2 2 2

1 1 4 iˆ( )
2 i 2 i 4

π ξ
ξ

λ π ξ λ π ξ λ π ξ

−
= − =

+ − +
ℓ  

)2 التابع نأتي الآن إلى مثال مهمّ هو  	 ) ax
ax h x e−=֏ 0، في حالةa . لحساب <

2azzالمعرّف بالصيغة  ℂنتأمّل التابع الهولومورفي في المستوي  ،ahفورييه للتابع  تحويل e−֏ .
تنتجنا، بمِكُاملة اس ،عياًّ معدوماً طَ قِ  1Cكان تكامل هذا التابع على أيّ منحن مغلق من الصف   لـمّا

  الذي رؤوسه النقاط : Rهذا التابع على المستطيل 

R  وiR T+  وiR T− T حيث  −Rو  +
a

πξ
=  

   يأتيما 

2 2 2 2

2 41 3

( i ) ( i ) ( i )

0 0

( ) ( )( ) ( )

d i d d i d 0

R T R T

ax a R t a x T a R t

R R

I R I RI R I R

e x e t e x e t− − + − + − − +

− −

+ − − =∫ ∫ ∫ ∫
�





�





� �





�





��



�



� �





�





�

  

  ولكن نجد بحسابٍ بسيطٍ أنّ 
2 2

2( )
aR aTI R e Te−≤       2و 2

4( )
aR aTI R e Te−≤  

  وأنّ 
2

1lim ( ) dax

R
I R e x−

→∞
= ∫ℝ  

  وأخيراً 
	2 2 2 2 2/ 2 i /

3lim ( ) d ( )a x ax a
a

R
I R e e e x e hπ ξ π ξ π ξ ξ− −

→∞
= =∫ℝ  
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  دنج ∞+تسعى إلى  Rإذن بجعل 
	2 2 2 2/ 1
( ) d da ax x
ae h e x e x

aa

π ξ π
ξ − −= = =∫ ∫ℝ ℝ

  

  وأخيراً 
	 2 2 /( ) a
ah e

a

π ξπ
ξ

−=  

2وبوجه خاص نرى أنّ التابع 

: , xh x e ππ
−→ℝ ℝ لتحويل فورييه يوافق  شعاع ذاتيهو  ֏

)، أي 1القيمة الذاتيّة  )h hπ π=F.  

)تحويل فورييه العكسي في  3-1. )1L ℝ  

)تابعٌ من  fلنفترض أنّ  .مبرهنة1-3-1. )1L ℝ  ّوأنf̂  ينتمي إلى( )1L ℝعندئذ .  
� ˆ( ) , - . .f f a eλ=F.  
)وإذا كانت  � )cont f  هي مجموعة النقاط التي يكونf مستمراًّ عندها، كان  

ˆcont( ), ( )( ) ( )t f f t f t∀ ∈ =F  

  الإثبات

2لنضع 

: , ( ) xx e πρ ρ −→ =ℝ ℝنلاحظ أنّ ، ولρ  1تابعٌ موجبٌ ينتمي إلى( )L ℝ 
1ويحُقّق  1ρ ). ثمُّ لنعرّف متتالية التوابع= )n n

ρ ∗∈ℕ  بالصيغة( ) ( )n x n nxρ ρ=.  
ρ̂رأينا في المثال السابق أنّ  ρ= نستنتج أنّ  1-2-3.، وبالاستفادة من المبرهنة  

�[ ] [1/ ]ˆ, n n
nn nρ ρ ρ∗∀ ∈ = =ℕ   

  ، لديناℝمن  tنفسها، أنهّ في حالة  1-2-3.ونستنتج مما سبق ومن المبرهنة 
�( ) ( )[1/ ] [2 i ] [1/ ], ( ) n t n

t n tn πτ ρ τ ρ ρ∗∀ ∈ = =ℕ F E  
  ، أنّ ℕ∗من  nزوجياً، استنتجنا، في حالة  nρ، ومن كون1-1-5.وإذا استفدنا من المبرهنة 

2 iˆ( ) ( )d ( ) dt
nf x t x x f e

n

π ξ ξ
ρ ξ ρ ξ

 − =   ∫ ∫ℝ ℝ
  

  أو
2 22 i /

( )

ˆ, ( ) ( ) d

n

t n
n

I t

n f t f e eπ ξ πξρ ξ ξ∗ −∀ ∈ ∗ = ∫ℝℕ
�









�









�
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)لنثبت أوّلاً أنّ المتتالية  � ( ))n n
I t ∗∈ℕ  تسعى إلىˆ( )fF.  هنا نطبّق مبرهنة التقارب للوبيغ

)على متتالية التوابع  )n n
f ∗∈ℕ أتيالمعرفّة كما ي : 

2 22 i /ˆ: , ( ) ( ) t n
n nf f f e eπ ξ πξξ ξ −→ =ℝ ℂ 

)إنّ حدود المتتالية  � )n n
f ∗∈ℕ  توابع مستمرةّ على كاملℝ. 

)المتتالية  ، تتقاربℝمن  ξمهما تكن  � )
1

( )n n
f ξ

≥
2من   i(̂ ) tf e π ξξ. 

gˆالتابع ينتمي  � f=  1إلى( )L ℝولدينا ، 

1, , ( ) ( )nn f gξ ξ ξ∀ ≥ ∀ ∈ ≤ℝ  
  إذن، استناداً إلى مبرهنة التقارب للوبيغ، لدينا

2 iˆlim ( ) dt
n

n
f f e π ξξ ξ

→∞
=∫ ∫ℝ ℝ

  
  أو

ˆlim ( ) ( )( )n
n

I t f t
→∞

= F  

)وهذا يعني أنّ متتالية التوابع  )n n
f ρ ∗∈∗

ℕ
)ˆتتقارب ببساطة من التابع   )fF.  

أنّ ناءً على ما درسناه عند دراسة نظريةّ القياس وتكامل لوبيغ، ، بومن جهة أخرى، نعلم �
)المتتالية  )n n

f ρ ∗∈∗
ℕ

)1تتقارب في   )L ℝ  منf،  ّا تتقارب ببساطة من التابع ولأˆ( )fF ،
)ˆاستنتجنا مباشرة أنّ  ) , - . .f f a eλ=F ومنه .�. 

 :مهملةλ-مجموعة الآتية  نعلم استناداً إلى ما أثبتناه أنّ اموعة �

{ }ˆ: ( )( ) ( )x f x f x= ∈ ≠N Fℝ  
) من t لتكن )cont fمهما تكن  ،. عندئذn  منℕ، يكن 

1(] 2 , 2 [\ ) 2 0n n nt tλ − − −− + = >N   
[ ينتمي إلى اموعة nt يوجد عددٌ ف 2 , 2 [\n nt t− −− + N . لديناحينئذ يكون و  

lim n
n

t t
→∞

,ˆو     = ( )( ) ( )n nn f t f t∀ ∈ =Fℕ  

ˆولكنّ استمرار التابعين  ˆ( ) ( )f f=F F



  يجعلنا نستنتج مما سبق أنّ  tعند  fو 

ˆ( )( ) ( )f t f t=F  
  �  يتمّ إثبات المبرهنة.بذا و . �ومنه 



1( )L ℝ  190 تحويلات فورييه في

1إنّ تحويل فورييه  .نتيجة 2-3-1.
0: ( ) ( )L C→F ℝ ℝ  ٌتطبيق  متباينٌ. خطّي  

) الفضاء إلى fɵ تحويل فورييه لتبيان انتماء أسلوباً سهلاً  الآتيةتعُطي المبرهنة  )1L ℝ  بناءً وذلك
  نفسه. f التابع على معلومات عن

fو f، ولنفترض أنّ التوابع 2Cتابعٌ من الصف  fلنفترض أنّ  .مبرهنة 3-3-1. fو ′ تنتمي  ′′
)إلى  )1L ℝ عندئذ ينتمي .f̂  إلى( )1L ℝ.  

  الإثبات

  أنّ  1-2-1.في الحقيقة، نعلم استناداً إلى المبرهنة 
2 2 ˆ, ( )( ) (1 4 ) ( )f f fξ ξ π ξ ξ′′∀ ∈ − = +Fℝ  

  ومن ثمَّ 
2 2

1
ˆ, (1 4 ) ( )f f fξ π ξ ξ ′′∀ ∈ + ≤ −ℝ  

  وهذا يقتضي

1 12 2

d 1
(̂ ) d

21 4
f f f f f

ξ
ξ ξ

π ξ
′′ ′′≤ − = −

+∫ ∫
ℝ ℝ

  

  �  الخاصّة المطلوبة. هيو 

  لنتأمّل التابع .ثالم 4-3-1.
( )

2

1
: ,

1
f f x

x
→ =

+
ℝ ℝ  

)ينتمي إلى  fمن المعلوم أنّ  )1L ℝ استنتجنا أنّ التابع 1-2-4.. وإذا استندنا إلى الأمثلة  
2 | |: , ( ) xg g x e ππ −→ =ℝ ℝ  

)الذي ينتمي إلى  )1L ℝ  يحُقّقĝ f= ولأنّ التابع .g  ّمستمر، استنتجنا من المبرهنة السابقة أن
ˆˆ( ) ( )g g f f f= = = =


ɵ
F F ،إذن  

2 i
2

2
, d

1

xe
x e

x

π ξ
π ξξ π

−
−∀ ∈ =

+∫
ℝ

ℝ  
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)في  تحويل فورييه وجداء التلافّ  4-1. )1L ℝ  

)من  hو fلقد رأينا عند دراسة نظريةّ القياس وتكامل لوبيغ، أنهّ في حالة تابعين  )1L ℝ  يمكننا
fتعريف تابعٍ  h∗  من( )1L ℝ  بالصيغة( ) ( ) ( )df h x f x t h t t∗ = −∫ℝ ويكون ،

1لدينا  1 1f h f h∗   وتحويل فورييه. لافّ صلة مهمّة بين جداء التّ  الآتية. تبين المبرهنة ≥

)من  hو fليكن  .مبرهنة 1-4-1. )1L ℝ عندئذ .  
�f h f h∗ = ⋅ɵ ɵ  

  الإثبات

  . ولنتأمّل التابع لمتحوّلينℝمن  ξلتكن 
2 2 i: , ( , ) ( ) ( )xg g x t e f x t h tπ ξ−→ = −ℝ ℂ  

  أنّ  Tonelliتابعٌ مقيسٌ. ونجد بتطبيق مبرهنة  gمن الواضح أنّ 

2

1 1 1

( , ) d d ( ) ( ) d d

( ) ( ) d d

( ) d

g x t x t f x t h t x t

h t f x t x t

h t f t f h

= −

= −

= = < +∞

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫

ℝ ℝℝ

ℝ ℝ

ℝ

  

1إلى  gإذن ينتمي  2( )L ℝ َّنستنتج اعتماداً على مبرهنة . ومن ثم ،Fubiniما يلي ،  

( ) ( )( , )d d ( , )d d

A B

g x t x t g x t t x=∫ ∫ ∫ ∫ℝ ℝ ℝ ℝ�







�







� �







�







�
  

  ولكن

( )
( )
( )

2 i

2 i ( ) 2 i

2 i 2 i

2 i

( ) ( )d d

( )d ( )d

( )d ( )d

ˆ ˆ ˆ( ) ( )d ( ) ( )

x

x t t

u t

t

A e f x t h t x t

e f x t x e h t t

e f u u e h t t

f e h t t f h

π ξ

π ξ π ξ

π ξ π ξ

π ξξ ξ ξ

−

− − −

− −

−

= −

= −

=

= =

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

ℝ ℝ

ℝ ℝ

ℝ ℝ

ℝ

  



 192 تحويلات فورييه 

  و

( )
( )

�

2 i

2 i

2 i

( ) ( )d d

( ) ( )d d

( )d ( )

x

x

x

B e f x t h t t x

e f x t h t t x

e f g x x f g

π ξ

π ξ

π ξ ξ

−

−

−

= −

= −

= ∗ = ∗

∫ ∫

∫ ∫

∫

ℝ ℝ

ℝ ℝ

ℝ

  

Aوهذا يثُبتُ المطلوب لأنّ  B=.  �  

  S فضاء التوابع ذات التناقص السريع 2.

ر تحويل فورييه على فضاء جزئي من صْ لاحظنا في دراستنا السابقة، أنهّ في كثير من الأحيان علينا قَ 
( )1L ℝ  في حتىّ تصبح دساتير الاشتقاق ودستور تحويل فورييه العكسي صالحة. لذلك سنتعرّف

)من  اً جزئي فضاءً  هذه الفقرة )1L ℝ ،يكون محفوظاً بتأثير العديد من العمليات المرغوبة كالاشتقاق ،
  كثير حدود، وتحويل فورييه وغيرها.  فيوالضرب 

نّ التابع  .تعريف 1-2. f:نقول إ →ℝ ℂ فضاء التوابع ذات التناقص السريع ينتمي إلى 
S، : إذا وفقط إذا حقّق الشروط التالية  

  .∞Cينتمي إلى الصف  fالتابع  
)يكن  ℕمن  kو nمهما تكن  � )sup ( )n k

x

x f x
∈

< +∞
ℝ

.  

 ∞Cتمي إلى الصف نالمكوّن من التوابع التي ت Dيحوي الفضاء  فضاء شعاعي Sنرى وضوحاً أنّ 
، بالرمز Sمن  fولقد جرت العادة أن نرمز، في حالة  .ها مجموعة متراصّةكل من  وحامل
( ),n kp f  إلى المقدار( )sup ( )n k

x

x f x
∈ℝ

.  

  
  :الآتيةالخواص  S: تتحقّق في  مبرهنة 2-2.

P انتمىكثير الحدود،   تابعاً  P، وكان S عنصراً من fإذا كان   � f إلى S.  
f، كان Sعنصراً من  fإذا كان   �   .Sعنصراً من  ′
]من  pمهما تكن   � )فضاء شعاعي جزئي من  Sفإنّ  ،∞+,1] ), ,p λL Bℝℂ ℝ  

)كثيفٌ في  ), ,p λL Bℝℂ ℝ.  
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  الإثبات
  عندئذ، ℕمن  m، وSمن  f ليكن �

( ) ( )

0

( )

0 min( , )

( ) ( 1) ( 1)

!

( )!

k
m k r m r k r

k
r

r m r k r
k

r m k

X f C m m m r X f

m
C X f

m r

− −

=

− −

≤ ≤

= − − +

=
−

∑

∑

⋯

  

)، مهما تكن ومن ثمَّ  ),n k  2منℕ يكن ،  
min( , )

( )
,

0

!
sup ( ) ( ) ( )

( )!

m k
n m k r

k n m r k r
x r

m
x X f x C p f

m r
+ − −

∈ =

≤ < +∞
−∑

ℝ

  

mXوهذا يثُبتُ أنّ  f ∈ S  مهما تكنm  منℕ . ومنه الخاصة�.  
  
g، ولنضع Sاً من عنصر  fليكن  � f )عندئذ، مهما تكن  =′ ),n k  2منℕ يكن ،  

( )
, 1sup ( ) ( )n k
n k

x

x g x p f+
∈

= < +∞
ℝ

  

fوهذا يثُبتُ أنّ    .Sينتمي إلى  ′
  
  ولنعرّف، Sعنصراً من  fليكن  �

0,0 2,0( ) ( )M p f p f= +  
  عندئذ

2, (1 ) ( )x x f x M∀ ∈ + ≤ℝ  

21 ولأنّ 

M
x

x+
)ينتمي إلى  ֏ ), ,p λL Bℝℂ ℝ  ّاستنتجنا أن ( ), ,pf λ∈ L Bℝℂ ℝ.  

)فضاءً جزئيّاً من  Dكان   لـمّاو  ), ,p λL Bℝℂ ℝ   كثيفاً في( ), ,p λL Bℝℂ ℝ . استنتجنا من
⊃ الاحتواء SD  ّأنS  نفسه كثيفٌ في( ), ,p λL Bℝℂ ℝ . بذا يتم الإثبات.و  �  
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  أي .Sعنصراً من  fɵ، كان Sعنصراً من  fإذا كان  .مبرهنة 3-2.

( ) ⊂F S S  

  الإثبات

mXينتمِ التابع  ℕمن  mمهما تكن  � f  إلىS  ومن ثمَّ إلى( )1L ℝاستناداً إلى  ،. إذن
 . ∞Cإلى الصف  f̂ينتمي تحويل فورييه ، 1-1-2.برهنة الم

)لتكن  � ),n k  2منℕولنضع ،( )
, ( )k n
n kg X f= ينتمي  2-2.. استناداً إلى المبرهنة

n,التابع  kg  إلىS،  ومن ثمَّ إلى( )1L ℝوعليه يكون لدينا . 

�
, , 1

, ( )n k n kg gξ ξ∀ ∈ ≤ℝ 

  ،ℝمن  ξلدينا، في حالة  1-1-2.المبرهنة ولكن، استناداً إلى 
�
,

( )

( ) ( 2 i ) ( )( )

ˆ( 1) (2 i) ( ) ( )

n k
n k

k n k n k

g X f

f

ξ π ξ ξ

π ξ ξ−

= −

= −

F  

  وهذا يبرهن على أنّ 

( )
, 1

1ˆ, ( ) ( )
(2 )

n k
n kn k

f gξ ξ ξ
π −

∀ ∈ ≤ℝ  

  �  .Sإلى  f̂ ومن ثمَّ ينتمي التابع

  .الآتيالتعريف  هو هدف، وهذا Sللتقارب في الفضاء  سنحتاج فيما يلي إلى تعريف مفهومٍ 

)لتكن .تعريف 4-2. )m mf ∈ℕ متتالية من S نقول إنّ متتالية التوابع ،( )m mf ∈ℕ  تتقارب في
S  من العنصرf  منSإذا وفقط إذا كان .  

( ) ( )2
,, , lim 0n k m

m
n k p f f

→∞
∀ ∈ − =ℕ  

-ونكتب عندئذ  lim m
m

f f
→∞

= S.  

  .Sعلى استمرار أغلب العمليّات على الفضاء  الآتيةتنص المبرهنة 
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) لتكن .مبرهنة 5-2. )m mf ∈ℕ  متتالية منSفي  ، تسعىS  عندئذ  .0الصفري إلى التابع  
) تسعى متتالية المشتقات � )m mf ∈′

ℕ  فيS  وهذا يعُبرّ عن استمرار0إلى التابع الصفري . 
fالاشتقاق  مؤثرّ f   .Sإلى  Sمن  اً خطيّ اً تابعبصفته  ֏′

)، فإنّ المتتالية Pاً كان التابع كثير الحدود أيّ  � )m mPf ∈ℕ  تسعى فيS  إلى التابع الصفري
fوهذا يعُبرّ عن استمرار التطبيق . 0 P f֏  من  اً خطيّ اً تابعبصفتهS  إلىS.  
) تسعى المتتالية � )m mf ∈ℕ  في( ), ,p λL Bℝℂ ℝ وهذا يُعبرّ عن 0فري إلى التابع الص .

fاستمرار التطبيق الخطّي  f֏  من  اً خطيّ اً تابعبصفتهS  إلى( ), ,p λL Bℝℂ ℝ.  
)ˆتسعى متتالية تحويلات فورييه  � )m mf ∈ℕ  فيS  وهذا يعُبرّ عن 0إلى التابع الصفري .

fˆ تحويل فورييهاستمرار  f֏  من  اً خطيّ اً تابعبصفتهS  إلىS.  
  الإثبات

  واضحة لأنّ  هذه نتيجة �
( ) ( ) ( )2

, , 1, , , n k m n k mn k m p f p f+′∀ ∈ ∀ ∈ =ℕ ℕ  
-يقتضي  lim 0m

m
f

→∞
′ =S.  

qPيكفي أن نثبت المطلوب في حالة  � X= حيث q  منℕ وهنا نستفيد من المتراجحة .
)لنكتب، في حالة  2-2.أيناها عند إثبات المبرهنة التي ر  ),n k  2منℕ،  

min( , )

, ,
0

!
, ( ) ( )

( )!

q k
q r

n k m k n q r k r m
r

q
m p X f C p f

q r
+ − −

=

∀ ∈ ≤
−∑ℕ  

)وهذا يقتضي  )- lim 0q
m

m
X f

→∞
=S.  

  لدينا Sمن  fلنلاحظ أوّلاً أنهّ في حالة  �
2

0,0 2,0, (1 ) ( ) ( ) ( )x x f x p f p f∀ ∈ + ≤ +ℝ  
  ومن ثمَّ، لأنّ 

1/

2

( 1/2)d

( )(1 )

p

p
pp

px
I

px

π Γ −  = = < +∞  Γ+  
∫ℝ  

  أنّ  ناستنتجا
( ) ( )( )0,0 2,0, m p m mpm f I p f p f∀ ∈ ≤ +ℕ  

)لمتتالية اوهذا يثُبتُ أنّ  )m mf ∈ℕ  تسعى في( ), ,p λL Bℝℂ ℝ  0إلى التابع الصفري .  
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)لتكن  � ),n k  2منℕ عندئذ نستنتج من .- lim 0m
m

f
→∞

=S ّومن النتائج السابقة أن ،
- lim 0k

m
m

X f
→∞

=S ّومن ثمَّ أن ،( )- lim ( ) 0k n
m

m
X f

→∞
=S .  

)وهذا بدوره يقتضي أنّ متتالية التوابع  )m mg ∈ℕ  المعرّفة بالصيغة( )( )k n
m mg X f=  تسعى إلى

)الصفر في  )1L ℝ 1، أيlim 0m
m

g
→∞

  . ولكن=
� � ( )( ) ( 1) (2 i) ( ) ( )k n k n k
m mg fξ π ξ ξ−= −  

  إذن

�( )
( )

�
( )

, 1

1 1

2 2
n k m m mn k n k
p f g g

π π∞− −= ≤  

)�وهذا يقتضي أنّ  ),lim 0n k m
m

p f
→∞

-�، إذن = lim 0m
m

f
→∞

=S.ويتمّ الإثبات .  �  

:ˆإنّ تحويل فورييه  .مبرهنة 6-2. , f f→F S S ֏  هو وتقابله  تقابلٌ خطّي مستمر
−1العكسي، ولدينا  =F F.  

  ثباتالإ
إلى  f̂ينتمي  Sمن  f. وفي حالة تابعٍ Sإلى  Sتطبيق خطّي مستمر من  Fلقد أثبتنا أنّ 

( )1L ℝ ومن ثمَّ يتّفق ،ˆ( )fF التابع مع f  عند نقاط استمرار التابعf.  أي يكون
ˆ( )f f=F  ّلأنf .ومنه  مستمر  

I= SF F�  
ˆومن جهة أخرى، إذا تذكّرنا أن  ( )f f f= =F


 
ɵ أمكننا أن نستنتج مما سبق ما يلي  

ˆ, ( ) ( )f f f f f∀ ∈ = = =S F F F F


 
ɵɵ ɵ
� �  

  وهذا يبرهن على أنّ 
I= = SF F F F� �  

−1إذن  =F F.  
: كان التطبيق  لـمّاوأخيراً  , f fσ →S S



ستمراًّ وضوحاً استنتجنا من المساواة م ֏

σ=F F   �  . وبذا يتمّ الإثبات.Fاستمرار التابع  �
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σ=Fاعتماداً على ما سبق نرى أنّ  .ملاحظة � F�  ّ4وأن I= SF.  

  مبرهنة 7-2.
) والتطبيق ،Sإلى  fg انتمى، Sعنصرين من  gو fإذا كان � ),f g fg֏  تطبيق

 على  ثنائي الخطيّة مستمر×S S.  
f انتمى، Sعنصرين من  gو fا كان إذ � g∗ إلى S كان ، و( ),f g f g∗֏ 

S×على  اً اً ثنائي الخطيّة مستمرّ تطبيق S.  
  الإثبات

)في الحقيقة، في حالة  � ),n k  2منℕلدينا ،  

( ) ( ) ( )

0

( ) ( ) ( ) ( )
k

n k r n r k r
k

r

x fg x C x f x g x−

=

= ∑  

  ومن ثمَّ 

( )
, 0,

0

, ( ) ( ) ( ) ( )
k

n k r
k n r k r

r

x x fg x C p f p g−
=

∀ ∈ ≤∑ℝ  

  ، ولديناSإلى  fgإذن ينتمي 

  ( ) ( ) ( ), , 0,
0

k
r

n k k n r k r

r

p fg C p f p g−
=

≤∑  ( )1  

)لنثبت الآن استمرار التابع  ),f g fg֏ .  
)لتكن  )m mf ∈ℕ و( )m mg ∈ℕ  متتاليتين منS  متقاربتين فيS  من التابعينf وg بالترتيب. 

  التابعين، ℕمن  mفي حالة  ،ولنعرّف
m mf fϕ = m  و   − mg gψ = −  

)بناءً على  )، في حالة لدينا 1( ),n k  2منℕ ، المتراجحات  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

, , 0,
0

, , 0,
0

, , 0,
0

k
r

n k m k n r k r m

r

k
r

n k m k n r m k r

r

k
r

n k m m k n r m k r m

r

p f C p f p

p g C p p g

p C p p

ψ ψ

ϕ ϕ

ϕ ψ ϕ ψ

−
=

−
=

−
=

≤

≤

≤

∑

∑

∑
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  إذن 
   ( ),lim 0n k m

m
p fψ

→∞
=  

)  و ),lim 0n k m
m

p gϕ
→∞

=  
)  و ),lim 0n k m m

m
p ϕ ψ

→∞
=  

  كان  لـمّاو 
( )( )m m m m

m m m m

f g fg f g fg

f g

ϕ ψ

ψ ϕ ϕ ψ

− = + + −
= + +

  

  كان
( ) ( ) ( ) ( ), , , ,n k m m n k m n k m n k m mp f g fg p f p g pψ ϕ ϕ ψ− ≤ + +  

  ومنه
( ),lim 0n k m m

m
p f g fg

→∞
− =  

) أياًّ كانولأنّ هذا محُقّق   ),n k  2منℕ  ّاستنتجنا أن( )m m mf g ∈ℕ  تسعى فيS  إلىfg .
   ثنائي الخطيّةالومنه استمرار التطبيق 

( ): , ,f g f g× × → ⋅S S S ֏  
  

  ولنتأمّل التابع لمتحولين. Sعنصرين من  gو fليكن  �
2: , ( , ) ( ) ( )F F x t f x t g t→ = −ℝ ℂ  

)، يكن التابع ℝمن  xمهما تكن  � ),t F x t֏ راًّ على مستمℝ. 

)يكن التابع  ℝمن  tمهما تكن  � ),x F x t֏  مستمراًّ علىℝ. 

)إلى  gوأخيراً، ينتمي التابع  � )1L ℝ ويحُقّق 

( ) ( ) ( ) ( )2
0,0, , ,x t F x t p f g t∀ ∈ ≤ℝ  

  التابع نرى أنّ إذن، استناداً إلى مبرهنة استمرار التكاملات التابعة لوسيط، 
: , ( ) ( ) ( )df g f g x f x t g t t∗ → ∗ = −∫ℝℝ ℂ  

 على كامل  تابعٌ مستمرℝ. من وكذلك ف إنّ انتماء كلf وg  إلى( )1L ℝ  يقتضي انتماء
f g∗  إلى( )1L ℝ ، وتتحقّق المساواة� ˆˆf g f g∗ =.  
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�التابع  انتمى ،Sإلى ينتميان  ĝو f̂التابعان  ا كانمّ ـل من جهة أخرى، ˆˆf g f g∗ ، S إلى =
�fذلك عملاً بالنتيجة السابقة. ولكنّ انتماء و  g∗  إلى( )1L ℝ وكون التابع ،f g∗  ًّمستمرا

)�يقتضيان صحّة المساواة  )f g f g∗ = ∗F ّوهكذا نكون قد أثبتنا أن .  
  ˆ ˆ( , ) , ( )f g f g f g∀ ∈ × ∗ = ⋅S S F  ( )2  

fوأخيراً، إنّ انتماء  g⋅ɵ ɵ  إلىSالعكسي  ، وكون تحويل فورييهF  يعرّف تقابلاً علىS ،ا نيجعلان
fأنّ نستنتج  g∗  ينتمي إلىS. إنّ العلاقة وكذلك ف(   ثنائي الخطيّة الطبيق تبرهن استمرار الت 2(

( ): ,  ,f g f g∗ × → ∗S S S ֏  
  �  .المبرهنة . وبذا يتمّ إثبات×و Fو Fبسبب استمرار كل من التوابع 

 f. ومهما يكن S إنّ جداء التلاف قانون تشكيل داخلي تبديلي وتجميعي على .نتيجة 8-2.
  : يكن Sمن  gو

�f g f g∗ = ⋅ɵ ɵ      و�f g f g∗ = ⋅ɵ ɵ  
  الإثبات

  ري كما يلي :في الحقيقة، علينا فقط إثبات المساواة الأخيرة، وهذا يج
� �( ) ( ) ( )f g f g f g f f f g∗ = ∗ = ⋅ = ⋅ = ⋅F F F


 
ɵ ɵɵ ɵ ɵɵ ɵ ɵ  
  �  ويتمّ الإثبات.

  يكن Sمن  gو f: مهما يكن  Plancherel-Parseval- مبرهنة 9-2.
ˆ ˆ( ) ( )d ( ) ( )df x g x x f gξ ξ ξ=∫ ∫

ℝ ℝ

  

  ثباتالإ
  يمكننا أن نكتب 1-1-5.بالاستفادة من المبرهنة  في الحقيقة،

ˆ ˆ( ) ( )d ( ) ( ( ))( )d

( ) ( ( ))( )d

( ) ( )d

f g f x g x x

f x g x x

f x g x x

ξ ξ ξ =

=

=

∫ ∫

∫

∫

F F

F F

ℝ ℝ

ℝ

ℝ

  

  �  وهذا يثُبتُ المطلوب.
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  يكن Sمن  gو fمهما يكن  .Bessel- نتيجة 10-2.
22 ˆd df fλ λ=∫ ∫

ℝ ℝ

  

:إذن يحافظ تحويل فورييه    →F S S  2على النظيم⋅.  

)تحويلات فورييه في  3. )L
2
ℝ  

)لقد رمزنا بالرمز  )2
, ,λL Bℝℂ ℝ ا الكاملة على كامل مُ ـإلى فضاء التوابع المقيسة التي تقبل مربعّا

ℝ ًوسنرمز إليه اختصارا ،( )2L ℝ  .لىكالعادة، نطابق في هذا الفضاء بين التوابع التي تختلف ع 
ر به الذي نذكّ  ⋅2بالنسبة إلى النظيم  مجموعة مهملة، فنحصل بذلك على فضاء شعاعي منظّم تامّ 

  فيما يلي :

  
)في الحقيقة، إنّ  )2L ℝ  هو النظيم الموافق للجداء السلّمي ⋅2فضاء هِلبيرت لأن النظيم  

, df g fg λ〈 〉 = ∫
ℝ

  

)فضاء شعاعي جزئي كثيفٌ في  Dو S من ولقد رأينا أنّ كلاًّ  )2L ℝ. ) 10-11انظر المبرهنة 
  .126)صفحة 

)يوجد تقابلٌ خطّي يحافظ على النظيم  .مبرهنة 1-3. ) ( )2 2: L L→F ℝ ℝ  د تحويليمد
:فورييه  →F S S.  

  ثباتالإ
)من  gليكن  )2L ℝ عندئذ توجد متتالية .( )n nϕ ∈ℕ  من عناصرS  تسعى في( )2L ℝ  إلى
g  2أي تحُقّقlim 0n

n
gϕ

→∞
− ). وهذا يقتضي أنّ المتتالية = )n nϕ ∈ℕ  تحُقّق شرط كوشي

)في  )2L ℝأي .  
( ) 20, , n mN n m Nε ϕ ϕ ε∀ > ∃ ∈ ≥ ≥ ⇒ − <ℕ  

  لدينا، )Besselمتطابقة ( 2-10.النتيجة  ولكن، استناداً إلى

2 2
ˆ ˆ

n m n mϕ ϕ ϕ ϕ− = −  

2

2
( ) df f t t= ∫ℝ

 تعريف
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  ومنه

2
ˆ ˆ0, , ( ) n mN n m Nε ϕ ϕ ε∀ > ∃ ∈ ≥ ≥ ⇒ − <ℕ  

)ˆوهذا يبرهن على أنّ المتتالية  )n nϕ ∈ℕ  تحُقّق شرط كوشي في( )2L ℝ ٌولكنّ هذا الفضاءَ فضاء .
)ˆتام، فالمتتالية  )n nϕ ∈ℕ  متقاربة في( )2L ℝ أي يوجد في ،( )2L ℝ  عنصرٌ نرمز إليهĝ يحُقّق 

2
ˆ ˆlim 0n

n
gϕ

→∞
− =.  

)لتسعى في  Sبالمتتالية التي نختارها من عناصر  ĝلا يتعلّق  )2L ℝ  إلىg لأنهّ إذا كانت .
( )n nψ ∈ℕ من عناصر  متتالية أخرىS  تسعى في( )2L ℝ  إلىg كان .  

2lim 0n n
n

ψ ϕ
→∞

− =  
نّ ولأ

2 2
ˆˆ

n n n nϕ ψ ϕ ψ− =   استنتجنا من ذلك أنّ  −

2
ˆˆlim 0n n

n
ϕ ψ

→∞
− =  

 أنّ  وهذا يقتضي
2

ˆ ˆlim 0n
n

gψ
→∞

− =.  

)من  gنعرّف إذن في حالة  )2L ℝ العنصر ،ˆ( )g g=F  بأنهّ النهاية في( )2L ℝ  لأي
)ˆمتتالية من النمط  )n nϕ ∈ℕ حيث ( )n nϕ ∈ℕ  متتالية منS  تسعى في( )2L ℝ  إلىg.  

)نعرّف بذلك تطبيقاً  ) ( )2 2: L L→F ℝ ℝ يتّفق مع تحويل فورييه على ،S.  

)من  hو g. لأنهّ في حالة تطبيق خطّي Fإنّ  � )2L ℝ وλ  منℂ نتأمّل متتاليتين ،
( )n nϕ ∈ℕ و( )n nψ ∈ℕ  من عناصرS في  تسعيان( )2L ℝ  إلىg وh عندئذ . بالترتيب

)تكون  )n n nϕ λψ ∈+ ℕ  متتالية من عناصرS  تسعى في( )2L ℝ  إلىh gλ+.  منهو 

�2 2

2 2

ˆˆ( ) - lim ( ) - lim ( )

ˆˆ- lim - lim ( ) ( )

n n n n
n n

n n
n n

g h L L

L L g h

λ ϕ λψ ϕ λψ

ϕ λ ψ λ

→∞ →∞

→∞ →∞

+ = + = +

= + ⋅ = +

F

F F

 

)من  g. لأنهّ في حالة يُحافظ على النظيم Fإنّ  � )2L ℝ نتأمّل متتالية ،( )n nϕ ∈ℕ  من
)تسعى في  Sعناصر  )2L ℝ  إلىgاستناداً إلى متطابقة  . وهنا يكون لديناBessel: 

2 2
ˆ, n nn ϕ ϕ∀ ∈ =ℕ  
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-2ولكن  lim n
n

L gϕ
→∞

2و  = ˆ- lim ( )n
n

L gϕ
→∞

= Fإذن .  

2 2
( )g g= F  

)من  gوهذا، مهما يكن  )2L ℝ.  

)لنذكّر بالتطبيق  � ) ( ) ( )2 2: ,L L f fσ σ→ =



ℝ ℝطياًّ ، الذي يعُرّف تقابلاً خ
 محُافظاً على النظيم.

Fكان التطبيقان   لـمّا F� وσ مستمريّن على ( )2L ℝ وكان ،σ=S SF F�و ،S 
)في  اً كثيف  اً جزئي فضاءً  )2L ℝ،  ّاستنتجنا أنσ=F F� ّوهذا يبرهن أن .F  تقابلٌ على
( )2L ℝ  ّ1وأن σ σ− = = =F F F F� �.  �  

)على الفضاء  .مبرهنة 2-3. ) ( )2 1L L∩ℝ ℝلذي عرفّناه على الفضاء ، يتفق تحويل فورييه ا
( )2L ℝ  مع تحويل فورييه الذي عرفّناه على الفضاء( )1L ℝ.  

  الإثبات
  :الآتيةإثبات هذه المبرهنة إلى التوطئة في سنحتاج 

)عنصراً من  fليكن  .توطئة ) ( )2 1L L∩ℝ ℝ ، وليكنε  من]  εϕ. عندئذ يوجد تابعٌ 0,1]
  يحُقّق في آن معاً الشرطين : Dمن 

1f εϕ ε− 2f  و  > εϕ ε− <  

  إثبات التوطئة
)عنصراً من  fليكن ) ( )2 1L L∩ℝ ℝ وليكن ،ε  من] 2fالتابع كان  لـمّا. 0,1] f+ 

)راً من صعن )1L ℝ  ّاستنتجنا أن  

,

2

\[ ]lim d 0( ) n n
n

f f λ−→∞
+ =∫ ℝ1  

  في آن معاً الشرطين يحُقّق νدُ عدداً طبيعياًّ وعليه نج

\[ , ]d 2
f ν ν

ε
λ− ≤∫ ℝ1     و

2
2

\[ , ]d 2
f ν ν

ε
λ−

 ≤   ∫ ℝ1  

]وعليه، إذا عرفّنا  ]1 ,f f ν ν−=   كان لدينا  1

1 1 2
f f

ε
− 1   و    ≥ 2 2

f f
ε

− ≤  
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  نوكا

1[ , ], ( ) 0x f xν ν∀ ∉ − =  
)يحُقّق  Dمن  ρوهنا نتأمّل تابعاً موجباً  ) [ ]supp 1,1ρ ⊂ dو − 1ρ λ . ونعرّف ∫=

)متتالية التوابع  ρانطلاقاً من  )n nρ ∗∈ℕ  بالصيغة( ) ( )n x n nxρ ρ= ّه سنار د ا. عندئذ نعلم مم
)أنّ متتالية التوابع  »تكامل النظريةّ القياس و مقدّمة في  «في بحث  )1 n nf ρ ∗∈∗ ℕ  1تتقارب منf 

)في كل من  )1L ℝ و( )2L ℝ  ّ1لأنf  ينتمي إلى( ) ( )2 1L L∩ℝ ℝ ٌإذن يوجد عدد .
  يحُقّق 0nطبيعي 

01 1 1 2nf f
ε

ρ− ∗    و   ≥
01 1 2 2nf f

ε
ρ− ∗ ≤  

ولكن التابع 
01 nf ρ∗  ينتمي إلىD  لأنهّ من الصفC∞ال المتراص ، وحامله محتوى فيا 

[ ]1, 1ν ν− − . يكفي إذن أن نعرّف +
01 nfεϕ ρ= يحُقّق  Dعنصراً من  εϕليكون  ∗

  : في آن معاً الشرطين

1f εϕ ε− 2fو     > εϕ ε− <  

  وبذا يتم إثبات التوطئة.
)من  fنتأمّل تابعاً  3-2.لإثبات المبرهنة  ) ( )2 1L L∩ℝ ℝ عندئذ نستنتج من التوطئة .

)السابقة أنهّ توجد متتالية  )n nϕ ∈ℕ  من عناصرD تحُقّق  
1lim 0n

n
fϕ

→∞
− 2limو     = 0n

n
fϕ

→∞
− =  

)من  بصفته تابعاً  fإلى تحويل فورييه للتابع  f̂لنرمز بالرمز  )1L ℝ ولنرمز بالرمز .( )fF  إلى
)من  بصفته تابعاً  fتحويل فورييه للتابع  )2L ℝعندئذ نستنتج من المتراجحة .  

1
ˆ ˆ, n nn f fϕ ϕ

∞
∀ ∈ − ≤ −ℕ  

)ˆأنّ متتالية التوابع  )n nϕ ∈ℕ من عناصر S  تتقارب ببساطة منf̂ةساوا. ونستنتج من الم  

2 2
ˆ, ( ) n nn f fϕ ϕ∀ ∈ − = −Fℕ  

نّ متتالية التوابع  )ˆأ )n nϕ ∈ℕ  في )تتقارب  )2L ℝ  من( )fF.  مباشرة أنّ ونستنتج من ذلك
ˆ( ) , - . .f f a eλ=F وذلك بناءً على ما أثبتناه عند دراسة الفضاءات ،p

L .  �  
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) من fليكن  .مبرهنة 3-3. )2L ℝ،  عندئذf̂  النهاية في هو( )2L ℝ  لمتتالية التوابع
( )n nϕ ∈ℕ  يأتيالمعرفّة كما:  

2 i, , ( ) ( ) d

n

x
n

n

n f x e xπ ξξ ϕ ξ −

−

∀ ∈ ∀ ∈ = ∫ℕ ℝ  

  الإثبات

]لنضع  ],n n nf f −= ). عندئذ تنتمي التوابع 1 )n nf ∈ℕ  إلى( )1L ℝنهّ استناداً إلى ، لأ
 شوارتز، لدينا-متراجحة كوشي

[ , ]2 22
, d 2n n nn f f n fλ −∀ ∈ ≤ =∫ℕ 1  

  ومن ثمَّ نرى مباشرة أنّ 

ˆ, n nn fϕ∀ ∈ =ℕ  

  كان  لـمّاومن جهة أخرى، 

2 2

\[ , ]2
dn n nf f f λ−− = ∫ ℝ1  

  استنتجنا أنّ 

2
lim 0n
n

f f
→∞

− =  

) فالمتتالية )n nf ∈ℕ  تسعى إلىf  في( )2L ℝ ومن ثمَّ، بسبب استمرار تحويل فورييه على .
( )2L ℝالمتتالية ، تسعى ˆ( )n nf ∈ℕ  إلىf̂  في( )2L ℝ . ّالإثبات.وبذا يتم  �  

  

  لنتأمّل التابع  .مثال
sin

: 0
: , ( )

1 : 0

x
x

f f x x
x

 ≠→ =  =

ℝ ℝ  

)من المعلوم أنّ  )1f L∉ ℝ ّولكن نرى وضوحاً أن .( )2f L∈ ℝ .  
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  نلاحظ أنّ وكذلك 

2 i

0

sin
( ) d

sin cos(2 )
d

sin( 2 ) sin( 2 )
d

(1 2 ) (1 2 )

n

x
n

n
n

n
n

n n

x
e x

x

x x
x

x

x x x x
x

x

F F

π ξϕ ξ

πξ

πξ πξ

πξ πξ

−

−

−

=

=

+ + −
=

= + + −

∫

∫

∫

  

  حيث

0

sin
( ) d

n

n

ax
F a x

x
= ∫  

)ولكن  ) ( )n nF a F a− = 0a، وفي حالة −   لدينا <

0

sin
( ) d

na

n

t
F a t

t
= ∫  

  بإجراء مُكاملة بالتجزئة نجدو 

2
0 0

1 cos 1 cos
( ) d

nana

n

t t
F a t

t t

 − − = +
  

∫  

  
  أو

/2 2

2
0

1 cos sin
( ) d

na

n

na u
F a u

na u

−
= + ∫  

  من ثمَّ و 
2

2
0

sin
lim ( ) dn
n

t
F a t A

t

∞

→∞
= =∫  

  وعليه نرى أنّ 
, lim ( ) sgn( )n

n
a F a A a

→∞
∀ ∈ =ℝ  
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  إذن
( )

{ }1 1 1 1
2 2 2 2
, ,

, lim ( ) sgn(1 2 ) sgn(1 2 )

2 ( ) ( )

n
n

A

A A
π π π π

ξ ϕ ξ πξ πξ

ξ ξ
→∞

 − −  

∀ ∈ = + + −

= +

ℝ

1 1
  

)فالمتتالية  ) 1n nϕ [تتقارب ببساطة من التابع  ≤ [ { }1 1 1 1
2 2 2 2, ,2A A
π π π π

− −+1 ، ولأا تتقارب في 1
( )2L ℝ  من التابعf̂  ّاستنتجنا أن  

1 1
2 2
,

ˆ 2 , - . .f A a e
π π

λ −  
= 1  

  كان  لـمّاوأخيراً 
2

2

2

4ˆ A
f

π
2   و   =

2 2f A=  

أنّ  Besselاستنتجنا من علاقة 
2

A
π

=.  

)من  gو fلقد رأينا عند دراسة نظريةّ القياس وتكامل لوبيغ، أنهّ في حالة  � )2L ℝ  يمكننا
f تعريف جداء التلافّ  g∗ بالصيغة  

( ) ( ) ( )df g x f x t g t t∗ = −∫  
fويكون التابع  g∗  عنصراً من( )0C ℝ و ∞+عند  0، أي تابعاً مستمراًّ يسعى إلى−∞ .

2وتتحقّق المتراجحة  2f g f g∞∗   ثنائي الخطيّةال. وهذا يعبرّ عن استمرار التطبيق ≥

( ) ( ) ( ) ( )2 2
0: , ,L L C f g f g∗ × → ∗ℝ ℝ ℝ ֏  

)من  gو fمهما يكن  .مبرهنة 4-3. )2L ℝيكن ،  
ˆ ˆ( )f g f g∗ = ⋅F     و�f g f g⋅ = ∗ɵ ɵ  

  الإثبات
  ثنُائي الخطيّةاللنتأمّل التطبيق 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
0: , , ( )L L C f g f gΦ × → Φ = ⋅F ɵ ɵℝ ℝ ℝ  

)من  gو fمهما يكن  )2L ℝ فلدينا  

( ) 2 221 2
,f g f g f g f g∞Φ ≤ ⋅ ≤ =ɵ ɵɵ ɵ  
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  أنّ  2-7.. ولقد رأينا في المبرهنة تطبيق مستمرΦ  إذن 
( ) ( ), , ,f g f g f g∀ ∈ × Φ = ∗S S  

)على  ∗و Φوعليه نستنتج من استمرار التابعين  ) ( )2 2L L×ℝ ℝ ومن كثافة الفضاء ،S  في
( )2L ℝ أنّ المساواة ،( ),f g f gΦ = )من  gو fكان   تبقى صحيحة أياًّ  ∗ )2L ℝ.  

�fتنتج المساواة  gو fبدلاً من  gɵو fɵوبتطبيق النتيجة السابقة على  g f g⋅ = ∗ɵ ɵ.  �  
  

)من  fمهما يكن  .مبرهنة 5-3. )2L ℝ وg  من( )1L ℝيكن ،  
�f g f g∗ = ⋅ɵ ɵ  

  الإثبات
  �  إنّ الإثبات مشابهٌ للإثبات السابق، ونتركه تمريناً للقارئ.

  
QWE 

AgD  
ZXC  
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  تمرينات
Jنعرّف، في حالة  1. التمرينσ  من∗

+ℝ  وµ  منℝالتابع ،  
2

, , 2

1 ( )
: , ( ) exp

22

x
G G xσ µ σ µ

µ

σσ π

 −  → = −   
ℝ ℝ  

�احسب   
,Gσ µ ّأثبت أن ّ ثم ،  

2 2

2 2
, , ,

( , ) , ( , ) , G G Gσ µ σ µ σ σ µ µ
σ σ µ µ∗

′ ′+ ′ ′+ +
′ ′∀ ∈ ∀ ∈ ∗ =ℝ ℝ  

  الحـل

2لنتذكّر أنّ التابع 

: , ( ) xh h x e π−→ =ℝ ℝ  يحُقّقĥ h= ّوهنا نلاحظ أن .  
2 )

2
1/(

2
, ( ) exp

2

x
x h x

πσ

σ

  
  ∀ ∈ = −   

ℝ  

  يكن ℝمن  x، مهما كانت ومن ثمَّ 

( )2 )]

2
[1/(

2

1 1 ( )
( ) exp

22 2

x
h xπσ

µ

µ
τ

σσ π σ π

 −  = −   
  

  أي 

( )2 )][1/(
,

1

2
G h πσ
σ µ µτ

σ π
=  

  ، يكنℝمن  ξومنه، مهما تكن 

� ( )( )2 )]

2 )]

2 2 2

[1/(
,

2 i [1/(

2 i

2 2 i

1
( ) ( )

2
1

( )( )
2
1 ˆ2 ( 2 )
2

G h

e h

e h

e

π

π

σ
σ µ µ

π µξ σ

π µξ

π σ ξ π µξ

ξ τ ξ
σ π

ξ
σ π

σ π σ πξ
σ π

−

−

− −

=

=

= ×

=

F

F
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  ، فلديناℝمن  ξونستنتج أنهّ، مهما تكن 
� �

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

, , , ,

2 2 i 2 2 i

2 ( ) 2 i( )

,

( )( ) ( ) ( )

( )( )

G G G G

e e

e

G

σ µ σ µ σ µ σ µ

π σ ξ π µξ π σ ξ π µ ξ

π σ σ ξ π µ µ ξ

σ σ µ µ

ξ ξ ξ

ξ

′ ′ ′ ′
′ ′− − − −

′ ′− + − +

′ ′+ +

∗ = ⋅

= ×

=
=

F

F

  

  ومن ثمَّ 
 2 2, , ,

G G Gσ µ σ µ σ σ µ µ′ ′ ′ ′+ +
∗ =  ú  

Jنعرّف، في حالة  2. التمرينα وλ  من∗
+ℝالتابع ،  

1
, ,

1
: , ( ) ( )

( )
xY Y x x x eα λ

α λ α λ
α

∗
+

− −→ =
Γ ℝ

ℝ ℝ 1  

�سب اح  
,Yα λ ُّأثبت أنّ ، ثم   

2
, , ,( , ) , , Y Y Yα λ β λ α β λα β λ∗ ∗

+ + +∀ ∈ ∀ ∈ ∗ =ℝ ℝ  

  الحـل

�دف إلى حساب التكامل  1 ( 2 i )
,

0

1
( ) d

( )
xY x e xα λ π ξ

α λ ξ
α

∞ − − +=
Γ من  ξفي حالة  ∫

ℝ الآتي لمتحوّلين. لتحقيق ذلك نتأمّل التابع:  
1

/2

1
: ,( , ) ( , ) ( )

( )
zxF x z F x z x x eα

λ
α

∗
+

− −× → =
Γ

P
ℝ

ℝ ℂ ֏ 1  

} حيث }: Res z z s= ∈ >P ℂ يأتي. وهنا نلاحظ ما:  
)، فالتابع 2λP/من  zمهما تكن  � , )x F x z֏  على تابعٌ مستمر∗ℝ. 

)، فالتابع ℝن م xمهما تكن  � , )z F x z֏  2/هولومورفي فيλP. 

1 التابع � /21
: , ( ) ( )

( )
xg g x x x eα λ

α
∗
+

− −→ =
Γ ℝ

ℝ ℝ  ويحُقّق قابل للمُكاملة 1

/2( , ) , ( , ) ( )x z F x z g xλ∀ ∈ × ≤Pℝ  
)نستنتج إذن أنّ التابع  ) ( , )dz f z F x z x= ∫ℝ֏ 2/ هولومورفي فيλP.  
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من  tمن جهة أخرى، في حالة 
2
,λ +∞  لدينا ،  

1 1

0 0

1 1 1 1
( ) d d

( ) ( )
tx uf t x e x u e u

t t

α α

α αα α

∞ ∞
− − − −= = × =

Γ Γ∫ ∫  

)expولأنّ  Log )z z zα α− =  اال على f، ويتّفق مع 2λP/تابعٌ هولومورفي في  ֏−

2
,λ +∞   ما يتّفقان على كاملّ2/، استنتجنا أλPإذن .  

1
/2

0

1 1
, d

( )
zxz x e x

z

α
λ αα

∞
− −∀ ∈ =

Γ ∫P  

  وهذا يقتضي أنّ 

1 ( 2 i )

0

1 1
, d

( ) ( 2 i )

xx e xα λ π ξ

α
ξ

α λ π ξ

∞
− − +∀ ∈ =

Γ +∫ℝ  

  ومنه
�
,

1
, ( )

( 2 i )
Yα λ α

ξ ξ
λ π ξ

∀ ∈ =
+

ℝ  

  بالاستفادة من المساواة
2( , ) , \ ,z z z zα β α βα β − − − −

−∀ ∈ ∀ ∈ ⋅ =ℝ ℂ ℝ  

  ، فلديناℝمن  ξنجد أنهّ مهما تكن 
� ( ) �, , , ,

,

( )( ) ( )

1 1

( 2 i ) ( 2 i )
1

( 2 i )

( )( )

Y Y Y Y

Y

α λ β λ α λ β λ

α β

α β

α β λ

ξ ξ ξ

λ π ξ λ π ξ

λ π ξ

ξ

+

+

∗ = ⋅

= ×
+ +

=
+

=

F

F

  

  وهذا يثُبتُ أنّ 
, , ,Y Y Yα λ β λ α β λ+∗ =  

  ú  وهي النتيجة المرجوّة.
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Jنعرّف، في حالة  3. التمرينα  من∗
+ℝالتابع ،  

2 2

1
: , ( )Z Z x

x
α α

α

π α
→ = ⋅

+
ℝ ℝ  

ّ أثبت أنّ �Zαاحسب    ثم ،  
2( , ) , Z Z Zα β α βα β ∗
+ +∀ ∈ ∗ =ℝ  

  الحـل

�زوجيّاً استنتجنا أنّ  Zαكان  لـمّا
Zα  زوجي، لذلك يكفي أن نحسب�( )Zα ξ  0في حالةξ < .

0ξلنفترض إذن أنّ    . ولنتأمّل التابع الميرومورفي>
2 i

2 2
( )

ze
z f z

z

π ξα

π α

−
= ⋅

+
֏  

}في نصف المستوي  واقعاً  iαالذي يقبل قطباً بسيطاً وحيداً  }0 : Im 0z z= >Q.  
  

]المكوّن من اال  RΓعلى المنحني  fبمكُاملة التابع  , ]R R−  ًمتبوعا
. 0Qوالمحتواة في  Rونصف قطرها  0التي مركزها  Rγبنصف الدائرة 

Rنستنتج استناداً إلى مبرهنة الرواسب أنهّ في حالة  α> لدينا  

2( )d 2 iRes( , i )
R

f z z f e πξαπ α
Γ

= =∫  

  ولكن

( )d ( )d ( )d
R R

R

R
f z z f x x f z z

γΓ −
= +∫ ∫ ∫  

  ولدينا
i

[0, ]

i

2 2 2 i 2 2
0,

( )d sup ( )

exp( 2 i )
sup

R

f z z R f Re

Re R
R

R e R

θ

γ θ π

θ

θ
θ π

π

π ξ α
α

α α

∈

 ∈ 

≤

−
≤ ≤

+ −

∫
  

0ξاستفدنا من كون  وقد   . وهذا يقتضي أنّ >
lim ( )d 0

RR
f z z

γ→∞
=∫  

 

RR−

Rγ

iα
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  ولأنّ 

�lim ( )d ( )

R

R
R

f x x Zα ξ→∞
−

=∫  

�استنتجنا أنّ  20, ( )Z e παξαξ ξ∀ <   . وهذا يقتضي أنّ =
� 2 | |, ( )Z e πα ξ
αξ ξ −∀ ∈ =ℝ  

  ، لديناℝمن  ξونستنتج من ذلك أنهّ، مهما تكن 
� �

2 | | 2 | |

2 ( )| |

( )( ) ( ) ( )

( )( )

Z Z Z Z

e e

e

Z

α β α β

πα ξ πβ ξ

π α β ξ

α β

ξ ξ ξ

ξ

− −

− +

+

∗ = ⋅

= ×

=

=

F

F

  

  وهذا يثُبتُ أنّ 
Z Z Zα β α β+∗ =  

  ú  وهي النتيجة المرجوّة.

Jليكن  4. التمرينa  من∗
+ℝ حلّ في ،( )1L ℝ  هول  التاليةالمعادلة التكامليّةباf   

2 2

1
, ( ) ( )dx f x t f t t

a x
∀ ∈ − =

+∫
ℝ

ℝ  

  الحـل

)1من  fليكن  )L ℝ  ًّيه  للمعادلة المعطاة. عندئذ نستنتج أنّ تحويل فوريحلاf̂ يحُقّق المساواة  

  2 2 | |ˆ, ( ( )) af e
a

π ξπ
ξ ξ −∀ ∈ =ℝ  ( )∗  

,ˆ2كان   لـمّاو  استفدنا من نتيجة التمرين السابق. وقد ( ( ))fξ ξ ∗
+∀ ∈ ∈ℝ ℝ  ّاستنتجنا أن  
ˆ, ( )fξ ξ∀ ∈ ∈ℝ ℝ  

̂)يقتضي أنّ  f̂ولكنّ استمرار التابع  )f ℝ مجال من ℝ ّال  لا ينتمي إلى 0 ، ولأنهذا ا
  استنتجنا أنّ 

(̂ )f ∗
+⊂ℝ ℝ   أو(̂ )f ∗

−⊂ℝ ℝ  
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̂)في حالة  � )f ∗
+⊂ℝ ℝ،  نستنتج من(  أنّ  ∗(

| |ˆ, ( ) af e
a

π ξπ
ξ ξ −∀ ∈ =ℝ  

نجد  ذاتهوبالاستفادة من التمرين السابق 
2 2

4 1
, ( )

4

a
x f x

a xπ
∀ ∈ = ⋅

+
ℝ. 

̂)في حالة  � )f ∗
−⊂ℝ ℝ نستنتج من ،(  أنّ  ∗(

| |ˆ, ( ) af e
a

π ξπ
ξ ξ −∀ ∈ = −ℝ  

ة من التمرين السابق نجد وبالاستفاد
2 2

4 1
, ( )

4

a
x f x

a xπ
∀ ∈ = − ⋅

+
ℝ.  

ن للمعادلة ، هما حلاّ نفاً آذين عثرنا عليهما ونتيقّن مباشرة، بالاستفادة من تحويل فورييه، أنّ التابعين الل
  ú   التكامليّة المطروحة.

Jحلّ في  5. التمرين( )1L ℝ هول  التاليةادلة التكامليّة المعباf   

2

, ( ) ( )d xx f x t f t t e−∀ ∈ − =∫
ℝ

ℝ  

  الحـل

)1من  fليكن  )L ℝ  حلاً للمعادلة المعطاة. عندئذ نستنتج أنّ تحويل فورييهf
ɵ يحُقّق المساواة  

  2 22ˆ, ( ( ))f e π ξξ ξ π −∀ ∈ =ℝ  ( )∗  

,ˆ2كان   لـمّا ( ( ))fξ ξ ∗
+∀ ∈ ∈ℝ ℝ  ّاستنتجنا أن  

ˆ, ( )fξ ξ∀ ∈ ∈ℝ ℝ  
̂)يقتضي أنّ  f̂ولكنّ استمرار التابع  )f ℝ  مجال منℝ ّال  0، ولأنلا ينتمي إلى هذا ا

  استنتجنا أنّ 
(̂ )f ∗

+⊂ℝ ℝ   أو(̂ )f ∗
−⊂ℝ ℝ  

̂)في حالة  � )f ∗
+⊂ℝ ℝ نستنتج من ،( 2أنّ  ∗( 24 /2ˆ, ( )f e π ξξ ξ π −∀ ∈ =ℝ ومنه ، 

224
4

, ( ) xx f x e
π

−∀ ∈ = ⋅ℝ  
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̂)في حالة  � )f ∗
−⊂ℝ ℝ نستنتج من ،( 2أنّ  ∗( 24 /2ˆ, ( )f e π ξξ ξ π −∀ ∈ = −ℝ ،

 ومنه

224
4

, [ ] xx f a e
π

−∀ ∈ = − ⋅ℝ.  

ن للمعادلة ، هما حلاّ نفاً آذين عثرنا عليهما ونتيقّن مباشرة، بالاستفادة من تحويل فورييه، أنّ التابعين الل
  ú   التكامليّة المطروحة.

J1أوجد توابع  6. التمرينf 2وf 3وf  من( )1L ℝ  0تحُقّق في حالةξ   ما يلي : ≠

	 ( )
( )

1
sin 2

2
f

πξ
ξ

πξ
	 و = ( )

( )2

2 2 2

sin 2

4
f

πξ
ξ

π ξ
	 و = ( )

( )3

3 3 3

sin 2

8
f

πξ
ξ

π ξ
=  

)استنتج قيمة التكاملات    )
0

sin
d

kx
x

x

∞

}في حالة  ∫ }2,3, 4,5,6k ∈.  

  الحـل

1لنتأمّل التابع  � [ 1,1]

1

2
f −= 0ξعندئذ نجد بحساب مباشر أنهّ في حالة  1  لدينا ≠

	
11 2 i

2 i
1

11
2 i 2 i

1
( ) d

2 4 i

1 sin(2 )

2 2 i 2

x
x

x

e
f e x

e e

π ξ
π ξ

π ξ π ξ

ξ
π ξ

πξ

πξ πξ

−
−

=−−
−

 
 = =  − 

−
= ⋅ =

∫
  

1وعليه إذا عرفّنا  [ 1,1]

1

2
f −= 	كان   1

1

sin(2 )
( )

2
f

πξ
ξ

πξ
=.  

)1عنصراً من  1fكان   لـمّا � )L ℝ  ّاستنتجنا أن 

� 	
2

2
1 1 1 2 2

sin (2 )
, ( ) ( ( ))

4
f f f

πξ
ξ ξ ξ

π ξ

∗∀ ∈ ∗ = =ℝ  

2وعليه يحُقّق التابع  1 1f f f=   الخاصّة المطلوبة. ونجد بحساب مباشر أنّ  ∗

( )

1 1

2 [ 1,1] [ 1,1]

1 1

1 1
( ) ( )d ( )d

4 4

1
[ 1,1] [ 1, 1]

4

x

x

f x x t t v v

x xλ

+

− −
− −

= − =

= − ∩ − +

∫ ∫1 1
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  وعليه

1
2 4

1
4

0 : | | 2

( ) (2 ) : 2 0

(2 ) 0 2

x

f x x x

x x

 >= + − ≤ ≤ − ≤ ≤

  

  كافئة : ـُالذي يكُتب بالصيغة الم

2

1
, ( ) max(0,2 | |)

4
x f x x∀ ∈ = −ℝ.  

)1عنصرين من 2fو 1fكان   لـمّا � )L ℝ  ّاستنتجنا أن 

� 	 	
3

2 1 2 1 3 3

sin (2 )
, ( ) ( ) ( )

8
f f f f

πξ
ξ ξ ξ ξ

π ξ

∗∀ ∈ ∗ = =ℝ  

3وعليه يحُقّق  2 1f f f=   الخاصّة المطلوبة. ونلاحظ أنّ  ∗

3 [ 1,1] 2

1

1

1
( ) ( ) ( )d

2

1
max(0,2 | |)d

8

x

x

f x x t f t t

t t

−

+

−

= −

= −

∫

∫

ℝ
1

  

  وعليه

1

2

13

1

2

1

0 : | | 3

1
(2 )d : 3 1

8
( ) 1

(2 | |)d : 1 1
8
1

(2 )d : 1 3
8

x

x

x

x

x

u u x

f x
u u x

u u x

+

−
+

−

−

 > + − ≤ ≤ −=  − − ≤ ≤ − ≤ ≤


−

∫

∫

∫

  

  أو

21
16

3 21
8

21
16

0 : | | 3

(3 ) : 3 1
( )

(3 ) : 1 1

(3 ) : 1 3

x

x x
f x

x x

x x−

 > + − ≤ ≤ −=  − − ≤ ≤ − ≤ ≤
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  .3fو 2fو 1fالرسم البياني للتوابع  الآتيونجد في الشكل 

 

1

1
2

0 0 0

1f
ւ

2f
ւ

3f
ւ

2 3

1
2

3
8

  
	وكون  2fبسبب استمرار  �

2f  1ينتمي إلى( )L ℝ  ّنستنتج أن 

		

2 2

2

0

2 2

sin sin2
d d

2

(0) (0)
2

x
I x

x

f f

πξ
π ξ

πξ

π
π π

∞ ∞

−∞

     = =        

= = =

∫ ∫

�

  

	وكون  3fوكذلك بسبب استمرار  �
3f  1ينتمي إلى( )L ℝ  ّنستنتج أن 

		

3 3

3

0

3 3

sin sin2
d d

2

3
(0) (0)

8

x
I x

x

f f

πξ
π ξ

πξ

π
π π

∞ ∞

−∞

     = =        

= = =

∫ ∫

�

  

)2ينتمي إلى  2fومن جهة أخرى، لأنّ  � )L ℝ  أنّ  لسِ بِ نستنتج من علاقة 

	

4 4

4

0
2 2

2 2 22
22 3

2

00

sin sin2
d d

2

(2 )
(2 ) d

8 24

3

x
I x

x

f f

u
u x

πξ
π ξ

πξ

π π

π π

π

∞ ∞

−∞

     = =        

= =

 − = − = − 
 

=

∫ ∫

∫
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)2ينتميان إلى  3fو 2fوكذلك، لأنّ  � )L ℝ  أن بارسفال-لبلانشرِ نستنتج من علاقة 

	 	

5 5

5

0
2

2 3 2 3 2 3

0
1 2

2 2

0 1
1 1

2 2

0 0

sin sin(2 )
d d

2

, , 2 ( ) ( )d

1 1
2 (2 )(3 )d 2 (2 )(3 ) d

32 64

115
(2 )(3 )d (1 ) d

16 32 384

x
I x

x

f f f f f x f x x

x x x x x x

x x x v v v

πξ
π ξ

πξ

π π π

π π

π π
π

∞ ∞

−∞

     = =        

= = =

= − − + − −

= − − + + =

∫ ∫

∫

∫ ∫

∫ ∫

  

)2ينتمي إلى  3fوأخيراً، لأن  � )L ℝ  أنّ  لسِ بِ نستنتج من علاقة 

	

6 6

6

0
2 2

3 3 22
1 3

2 2 4

0 1
1 2

2 4 4

0 0

sin sin(2 )
d d

2

1 1
2 (3 ) d 2 (3 ) d

64 256

(9 2 )d d
32 128

11

40

x
I x

x

f f

x x x x

x x u u u

πξ
π ξ

πξ

π π

π π

π π

π

∞ ∞

−∞

     = =        

= =

= − + −

= − + +

=

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

  

 ú  المطلوب.وهو 

Jنتأمّل التابع  7. التمرين
4

1
: , ( )

1
f f x

x
→ =

+
ℝ ℝظريةّ الرواسب احسب . باستخدام ن

∗من  αفي حالة 
+ℝ التكامل  

i( ) ( ) dxI f x e xαα

∞

−∞

= ∫  

. واستنتج قيمة التكامل f̂ثمُ احسب تحويل فورييه 
4 2

d

(1 )

x
J

x

+∞

−∞
=

+∫.  
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  الحـل
  لنتأمّل التابع الميرومورفي

i

4
: ( )

1

ze
h z h z

z

α

=
+

֏  

0الذي يقبل في نصف المستوي { : Im 0}z z= >Q قطبين بسيطين فقط هما ، 

1

1 i

2
p

+
2  و  =

1 i

2
p

− +
=.  

]من اال  المكوّن RΓعلى المنحني  hبمكُاملة التابع  , ]R R−  ًمتبوعا
. 0Qوالمحتواة في  Rونصف قطرها  0التي مركزها  Rγبنصف الدائرة 

1Rة نستنتج  استناداً إلى مبرهنة الرواسب أنهّ في حال   لدينا <

( )1 2( )d 2 i Res( , ) Res( , )
R

h z z h p h pπ
Γ

= +∫  

  ولكن

( )d ( )d ( )d
R R

R

R
h z z h z x h z z

γΓ −
= +∫ ∫ ∫  

  ولدينا
i

[0, ]

i

4 4 i 4
[0, ]

( )d sup ( )

exp(i )
sup

1 1

R

h z z R h Re

Re R
R

R e R

θ

γ θ π

θ

θ
θ π

π

α π
π

∈

∈

≤

≤ ≤
+ −

∫
  

0αاستفدنا من كون  وقد   . وهذا يقتضي أنّ <
lim ( )d 0

RR
h z z

γ→∞
=∫  

  ولأنّ 

lim ( )d ( )

R

R
R

h x x I α
→∞

−

=∫  

  استنتجنا أنّ 
( )1 2( ) 2 i Res( , ) Res( , )I h p h pα π= +  

 

RR−

Rγ

1p2p
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i1ولكن 
Res( , )

4
kp

k kh p p e α=   ، إذن−
/ 2

( ) sin cos
2 2 2

e
I

α
π α α

α
−        = +           

  

fزوجياًّ استنتجنا أنّ  fكان  لـمّا
ɵ  ّلذلك يكفي أن نحسب زوجي ،( )f ξ

ɵ 0 في حالةξ . ولكن >
,0ˆنرى مباشرة أنّ  ( ) ( 2 )f Iξ ξ πξ∀ < =   ، ومن ثمَّ −

( )
2 | |

ˆ, ( ) sin( 2 | |) cos( 2 )
2

e
f

π ξπ
ξ ξ π ξ π ξ

−
∀ ∈ = +ℝ  

  لأنّ طرفيَ المساواة السابقة زوجيّان. ومن جهة أخرى نلاحظ أنّ 
2 2
2 2

ˆJ f f= =� � � �  

  وهذا يقتضي أنّ 

( )
2 2 2 | | 2

0

( 1 i)

0

sin( 2 | |) cos( 2 ) d
2

(1 sin )d
2 2

1 Im d
2 2

1 3
1 Im

1 i2 2 4 2

u

u

e
J

e u u

e u

π ξπ
π ξ π ξ ξ

π

π

π π

−

∞
−

∞
− +

= +

= +

   = +    
 = + =  − 

∫

∫

∫

ℝ

  

  ú  وب.المطلهو و 
Jمن التابعين : 8. التمرين احسب تحويل فورييه لكل  

2 2

1
: , ( )

(1 )
f f x

x
→ =

+
ℝ ℝ  

2 2
: , ( )

(1 )

x
g g x

x
→ =

+
ℝ ℝ  
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  الحـل

أنّ تحويل فورييه للتابع  3.لقد رأينا في التمرين 
2 2

1 a
x

a xπ
⋅

+
2هو  ֏ a

e
π ξ

ξ
−

֏ .  

0. إذا عرفنا في حالة ℝفي  ξنثبّتُ فيما يلي العدد  a<  المقدار 

2 i

2 2
( ) d

xe
F a x

a x

π ξ−
=

+∫
ℝ

  

2كان لدينا 
( )

a
F a e

a

π ξπ   . لنتأمّل إذن التابع لمتحوّلين :=−
2 i

1
2 2 2

: , , ( , )
xe

h h x a
a x

π ξ−
 × +∞ → =   +

ℝ ℂ  

1من  aمهما تكن  �
2
, +∞   ينتمِ التابع ،( , )x h x a֏  1إلى( )L ℝ. 

)، يقبل التابع ℝمن  xمهما تكن  � , )a h x a֏  1الاشتقاق على
2
, +∞  ويكن ، 

2 i

2 2 2

2
( , )

( )

xh ae
x a

a a x

π ξ−∂
= −

∂ +
  

1وإذا تنبّهنا أنهّ في حالة  �

2
a  لدينا <

2 2
, 2

a
x

a x
∀ ∈ ≤

+
ℝ    و

2 2 2

1 4
,

1 4
x

a x x
∀ ∈ ≤

+ +
ℝ  

استنتجنا أنّ التابع 
2

16
( )

1 4
x g x

x
=

+
)1الذي ينتمي إلى  ֏ )L ℝ يحُقّق  

1
2

( , ) , , ( , ) ( )
h

x a x a g x
a

∂ ∀ ∈ × +∞ ≤   ∂
ℝ  

)إذن يقبل التابع  )a F a֏  1الاشتقاق على
2
, +∞   ويعُطى مشتقّه ،( )F a′ بالصيغة  

2 i

2 2 2

2
( ) d

( )

xae
F a x

a x

π ξ−
′ = −

+∫
ℝ

  

2كن ول
( ) ( / )

a
F a a e

π ξ
π

  إذن لقد أثبتنا أنّ  =−

( )
2 i

2

2 2 2 2

1 2
, d 1 2
2 ( )

x
aae

a x a e
a x a

π ξ
π ξπ

π ξ
−

−∀ > − = − +
+∫

ℝ
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1aوبوجه خاص، في حالة    ، نجد=

( )
2 i

2

2 2
(̂ ) d 1 2

2(1 )

xe
f x e

x

π ξ
π ξπ

ξ π ξ
−

−= = +
+∫

ℝ

  

gكان   لـمّاو  Xf=  1ينتمي إلى( )L ℝ ّاستنتجنا أن .i ˆˆ, ( ) ( ) ( )
2

g fξ ξ ξ
π

′∀ ∈ =ℝ ومنه  
22ˆ, ( ) ig e
π ξ

ξ ξ π ξ
−∀ ∈ = −ℝ  

  ú  وهي النتيجة المرجوّة.

J1نتأمّل التابع  9. التمرين
: , ( )

ch
f f x

x
→ =ℝ ℝ باستخدام نظريةّ الرواسب احسب في .

∗من  αحالة 
+ℝ تكامل الi( ) ( ) dxI f x e xαα

∞

−∞
= . ثمُ احسب تحويل فورييه ∫

f̂ ًواستنتج تابعا .g  من الصيغة[ ]f β  ُقّق يحg g=ɵ.  
  الحـل

∗من  αفي حالة 
+ℝ نتأمّل التابع الميرومورفي ،

i

: ( )
ch

ze
h z h z

z

α

. تمثل الجماعة ֏=

( )i ( 1/2)
k

kπ
∈

+
ℤ

وهي جميعاً بسيطةٌ. ومن بينها قطبان فقط يقعان في الشريط  hأقطاب  
{ }: 0 Im 2z z π= ≤ ≤Sهما ،  

1 2
ip π=  3و

2 2
ip π=.  

)الذي رؤوسه هي النقاط  Rعلى طول المستطيل  hنُكامل التابع  )A R− و( )B R 
)و 2 i)C R π+ و( 2 i)D R π−   فنجد اعتماداً على نظريةّ الرواسب أنّ  ،+

  ( )1 2( )d 2 i Res( , ) Res( , )h z z h p h pπ= +∫
R

  �  
  ولكن من جهة أولى لدينا

i ( i ) i

2 2 i 2[ ] [0,2 ]

2 4
( )d 2 sup

1 1

R t R t R

R t RBC t

e e e
h z z

e e

α

π

π
π

+ +

+∈
≤ ≤

+ −∫  

  و
i ( i ) i

2 2 i 2[ ] [0,2 ]

2 4
( )d 2 sup

1 1

R t R t R

R t RDA t

e e e
h z z

e e

α

π

π
π

− + − + −

− + −∈
≤ ≤

+ −∫  
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  وأخيراً، 
i

[ ]
( )d d

ch

R
x

AB
R

e
h z z x

x

α

−

=∫ ∫  

  و
i ( 2 i ) i

2

[ ]
( )d d d

ch( 2 i ) ch

R R
x x

DC
R R

e e
h z z x e x

x x

α π α
πα

π

+
−

− −

= =
+∫ ∫ ∫  

  أنّ  �نستنتج من  ∞+تسعى إلى  Rن بجعل إذ

  ( )
i

2
1 2(1 ) d 2 i Res( , ) Res( , )

ch

xe
e x h p h p

x

α
πα π

∞
−

−∞

− = +∫  �  

  ولكن 
1i

/2
1

1

Res( , ) i
sh

pe
h p e

p

α
απ−= = و −

2i
3 /2

2
2

Res( , ) i
sh

pe
h p e

p

α
απ−= =  

  نستنتج أنّ  �وبالعودة إلى 
i

2 /2 3 /2

/2

(1 ) d 2 ( )
ch

2 (1 )

xe
e x e e

x

e e

α
πα απ απ

απ απ

π

π

∞
− − −

−∞
− −

− = −

= −

∫  

1)2ولأنّ  ) (1 )(1 )e e eπα απ απ− − −− = −   استنتجنا أنّ  +
/2i

( ) d 2
ch ch( /2)1

xe e
I x

x e

απα

απ

π
α π

απ

∞ −

−
−∞

= = =
+∫  

1وبوجه خاص نجد أنهّ في حالة 
( )

ch
t f t

t
  لدينا ֏=

2[ ]

2
ˆ, ( ) ( )

ch( )
f f π

π
ξ ξ π ξ

π ξ
∀ ∈ = =ℝ  

  ومنه، يكون لدينا
� 2[ ] [1/ ] [ / ]1 ˆ, f f fβ β π βπ

β
β β

∗
+∀ ∈ = =ℝ  

]وعلى وجه الخصوص، إذا اخترنا  ]g f π= كان ،ĝ g=.  ú  
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Jالتابع  10. التمرينf  قابل للاشتقاق علىℝ وينتمي إلى ( )1L ℝ  يحُقّق و  

4
ˆ, ( )

1
f

ξ
ξ ξ

ξ
∀ ∈ =

+
ℝ  

B(0) احسب f )و      =′ )dA tf t t= ∫ℝ  
  الحـل

ˆ1في الحقيقة، نلاحظ أوّلاً أنّ  ( )f L∈ ℝ وهذا يعني أنّ المقدار ،f
ɵɵ  يتفق معf



عند نقاط  

 إذن. فرضاً  استمراره، ولكنه مستمر f f=

ɵɵيأتي ما. سنكتب ف g  دلالة على التابعf̂.  

)1ينتميان إلى  Xgو gنستنتج، من مبرهنة الاشتقاق، ومن كون التابعين  � )L ℝ ّأن ،ĝ 
)ˆوأنّ  1Cينتمي إلى الصف  ) 2 i ( )g Xgπ′ = − F ّولأن .ĝ f=



ينتمي  fاستنتجنا أنّ  

2ˆوأنّ  1Cإلى الصف  i ( )f Xfπ′ = F


������
 . وبوجه خاص

2
2

4
(0) 2 i d i 2

1

x
B f x

x
π π′= = =

+∫
ℝ

  

2لأنّ 

41 2
dx

x
x π

+
=∫ℝ.  

gو gكان   لـمّامن جهة أخرى،  � )1ينتميان إلى  ′ )L ℝأنّ  ، استنتجنا  
	 ˆ2 i 2 i( )g Xg Xfπ π′ = = −


����
  

  كان  لـمّاو 

4

1 1 1
( ) Im

21

x
g x

x xx ω ω

 = = +   − + +
1  حيث    i

2
ω

+
=  

gاستنتجنا بتحقّق مباشر أنّ التوابع  gو ′ )1تنتمي إلى  g(3)و ′′ )L ℝ ّوهذا يقتضي أن ،	
g ′ 

)1نفسه ينتمي إلى  )L ℝ ّومنه نستنتج أن .Xf  1ينتمي إلى( )L ℝ المساواة. وعليه تقتضي 
	 2 i( )g Xfπ′ = −


����
�2 أنّ   ig Xfπ′ =   وبوجه خاص،، −

� i i
( )d (0) (0)

2 2
A tf t t Xf g

π π

+∞

−∞

′= = = =∫  

  ú  وهي النتيجة المطلوبة.
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J2احسب المقدار  11. التمرين
( ) df t t∫ℝ إذا علمتَ أنّ التابع .f  2من( )L ℝ  يحُقّق  

sin 1 iˆ, ( )
1 i

f
ξ ξ

ξ ξ
ξ ξ

∗ −
∀ ∈ = ⋅

+
ℝ  

  الحـل

22لدينا  Besselفي الحقيقة، استناداً إلى متطابقة 

2 2
ˆf f= إذن  

22

2

2

2

2 2

ˆ( ) d ( ) d

sin
d

sin (2 )
d

2

f t t f ξ ξ

ξ
ξ

ξ

π πξ
ξ

π ξ

=

=

=

∫ ∫

∫

∫

ℝ ℝ

ℝ

ℝ

  

0ξومن جهة، أخرى نعلم أنهّ في حالة    لدينا ≠

�
11 2 i

2 i
[ 1,1]

11
2 i 2 i

( ) d
2 i

sin(2 )

2 i

x
x

x

e
e x

e e

π ξ
π ξ

π ξ π ξ

ξ
π ξ

πξ

π ξ πξ

−
−

−
=−−

−

 
 = =  − 

−
= =

∫1

  

  إذن
12 2

[ 1,1]2 2 2
1

sin (2 )
d d 2t

πξ
ξ

π ξ
−

−

= = =∫ ∫
ℝ

1  

  وعليه
2

( ) df t t π=∫ℝ  
  ú  وهي النتيجة المرجوّة.

J2احسب المقدار  12. التمرين
( ) df f t t′∗∫ℝ إذا علمتَ أنّ تحويل فورييه للتابع .f  يحُقّق

 المساواة
3

1ˆ, ( )
1 | |

fξ ξ
ξ

∀ ∈ =
+

ℝ.  
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  الحـل

gˆلنضع  f= نستنتج، من مبرهنة الاشتقاق، ومن كون التابعين .g وXg  1ينتميان إلى( )L ℝ ،
)ˆ، وأنّ 1Cينتمي إلى الصف  ĝأنّ  ) 2 i ( )g Xgπ′ = − F ّولأن .ĝ f=



 fاستنتجنا أنّ  

2ˆوأنّ  1Cينتمي إلى الصف  i ( )f Xfπ′ = F


������
ينتميان إلى  Xfˆو f̂. كما نستنتج من كون 

2( )L ℝ  ّأنf وf )2ينتميان أيضاً إلى  ′ )L ℝ.  

gو g، وأنّ 2Cينتمي إلى الصف  gمن جهة أخرى، نتيقّن مباشرة أنّ  gو ′ تنتمي إلى  ′′
1( )L ℝ ّوهذا يقتضي أن .ĝ 1ينتمي إلى( )L ℝ 1. ومنه( )f L∈ ℝ،ًنتيقّن أيضاً أنّ  . وأخيرا

Xg  2ينتمي إلى الصفC ّوأن ،Xg و( )Xg )و ′ )Xg )1تنتمي إلى  ′′ )L ℝ وهذا يقتضي .
�أنّ 

Xg  1ينتمي إلى( )L ℝ 1. ومنه( )f L′ ∈ ℝ .  

)1كان   لـمّا )f L∈ ℝ 2و( )f L′ ∈ ℝ  ّ2استنتجنا أن( )f f L′∗ ∈ ℝ ّوهذا يقتضي أن .  
� 22 2

2 2
( ) df f t t f f f f′ ′ ′∗ = ∗ = ∗∫ℝ  

)1 كان  لـمّاو  )f L′ ∈ ℝ  ً1استنتجنا أنّ ، أيضا( )f f L′∗ ∈ ℝ  َّومن ثم  
� 	 2ˆ ˆ ˆ ˆ2 i 2 i ( )f f f f f Xf X fπ π′ ′∗ = ⋅ = ⋅ =  

  وعليه
� 2 22 2 2

22
42 2

2
2

3 4

2
2

3 4
0

2 2

4
0

ˆ( ) d 4 ( )

ˆ4 ( ) d

4 d
(1 | | )

8 d
(1 )

8 1 8
d

3 9(1 )

f f t t f f X f

f

u
u

π

π ξ ξ ξ

ξ
π ξ

ξ

ξ
π ξ

ξ

π π

∞

∞

′ ′∗ = ∗ = ⋅

=

=
+

=
+

= =
+

∫
∫

∫

∫

∫

ℝ

ℝ

ℝ
  

  ú  رجوّة.وهي النتيجة الم
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Jتحويلات فورييه لتحسب التكامل فد مناست 13. التمرين  

2

sin
d

(1 )

x
I x

x x
=

+∫
ℝ

  

  الحـل
]لنتذكّر أنهّ في حالة التابع  1,1]f −=   لدينا 1

( )
1

2 i

1

sin(2 )ˆ, dxf e xπ ξ πξ
ξ ξ

πξ

∗ −

−

∀ ∈ = =∫ℝ  

|وكذلك، في حالة التابع  |( ) xx g x e−=֏لدينا ،  

2 i | |

0

(1 2 i ) (1 2 i )

0

2 2

ˆ, ( ) d

d d

1 1

1 2 i 1 2 i
2

1 4

x x

x x

g e x

e x e x

π ξ

π ξ π ξ

ξ ξ

π ξ π ξ

π ξ

∞
− −

−∞
∞

− − +

−∞

∀ ∈ =

= +

= +
− +

=
+

∫

∫ ∫

ℝ

  

  ، نجدPlancherel-Parsevalوعليه، بالاستفادة من مطابقة 

2 2 2

1 1

| |

1 0
1

sin sin(2 )
d d

(1 ) (1 4 )

ˆ ˆ( ) ( )d ( ) ( )d
2 2

d d
2

(1 )

x x

x
I x

x x

f g f x g x x

e x e x

e

πξ
ξ

ξ π ξ

π π
ξ ξ ξ

π
π

π

− −

−
−

= =
+ +

= =

= =

= −

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

ℝ ℝ

ℝ ℝ  

  ú  وهي النتيجة المرجوّة.
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Jأثبت أنهّ يوجد تابعان  14. التمرينf وg  منS يحُقّقان  
0f 0gو  ≠ 0fو  ≠ g∗ =  

  الحـل
  المعرّف بالصيغة Dمن  ϕلنتأمّل التابع 

] 1,1[ 2

1
: , ( ) ( )exp

1
x x

x
ϕ ϕ −

 → =   −
ℝ ℝ 1  

)suppالذي يحُقّق  ) [ 1,1]ϕ = fˆنعرّف  إذن  .− ϕ= و�
3( )g τ ϕ= 0، فيكونf ≠ 

0gو 0ϕلأنّ  ≠   . ويكون≠
� ( ) ˆ ˆ, ( ) ( ) ( ) ( 3 ) 0f g f gξ ξ ξ ξ ϕ ξ ϕ ξ∀ ∈ ∗ = = ⋅ − − =ℝ  

0fإذن  g∗ = .  
)وعليه، تحوي الحلقة  ), ,+ ∗S .قواسم للصفر   ú  

  
Jليكن  15. التمرينf  من( )1L ℝ موعتانأثبت أنهّ لا يمكن أن تكون ا ،( )supp f 

)suppو )fɵ  غير خاليتين في آن معاً. فلا يمكن لإشارة أن تكون و مجموعتين متراصّتين
   الزمن والتواتر في آن معاً.محدودة في

  الحـل

)1ينتمي إلى  fلنفترض جدلاً وجود تابعٍ  )L ℝ: ويحُقّق ،  
supp( ) [ , ]f A A⊂ )suppˆ  و  − ) [ , ]f B B⊂ −  

 المقدار ℂمن  zعندئذ نتأمّل في حالة 

( ) ( )dzxF z e f x x−= ∫
ℝ

  

   لدينافي الحقيقة، 

| |

0

( 1)
, , ( ) ( )

!

n k
k k A z

k

x n x f x z e f x
k=

−
∀ ∈ ∀ ∈ ≤∑ℝ ℕ  
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)1ينتمي إلى  fالتابع لكنّ و  )L ℝ ما يأتي:، استنتجنا اعتماداً على مبرهنة التقارب للوبيغ  

( )
0

( 1)
, ( ) ( )d

!

k
k k

k

z F z x f x x z
k

∞

=

−
∀ ∈ = ∑ ∫ℝℂ  

  . ولكنℂتابعٌ تحليلي في  Fوهذا يبرهن أنّ التابع 
ˆ, ( ) (2 i )f Fξ ξ π ξ∀ ∈ =ℝ  

)suppˆولأنّ  ) [ , ]f B B⊂ }ينعدم على  F، استنتجنا أنّ التابع − }2 i : Bπ ξ ξ ، إذن <
0Fليست معزولة، وهذا يقتضي أنّ  Fأصفار  ˆ، ومن ثمَّ = 0f 0fو = هي النتيجة . و =
  ú  .المطلوبة

  

Jيوجد في  لاأثبت أنهّ  16. التمرين( )1L ℝ  ٌيحُقّق  1تابع  

( )1 ,    f L f f∀ ∈ ∗ =ℝ 1  

) ستبدلنا الفضاءاوأثبت أنّ النتيجة نفسها تبقى صحيحة إذا  )2L ℝ بالفضاء ( )1L ℝ 
  فيما سبق.

  الحـل

)1في  1هذا التابع في الحقيقة، إذا افترضنا وجود مثل  )L ℝ  اختبرنا المساواة المشار إليها على التابع
f  منS  المعرّف بالصيغة  

2

( ) xf x e π−=  

f̂ستنتج من كون فن f=  ّأن  
2

, ( ( ) 1) 0e πξξ ξ −∀ ∈ − =ɵℝ 1  

  وهذا يقتضي

,أنّ  ( ) 1ξ ξ∀ ∈ =ɵℝ 1  

ɵيناقض ضرورة انتماء  هذاو 
)0إلى  1 )C ℝ.  

)2كان جداء تلافّ تابعين من   لـمّاومن جهة أخرى  )L ℝ  0تابعاً من( )C ℝ استنتجنا أنّ تحقّق ،
)2الخاصّة المطلوبة في  )L ℝ  2يقتضي صحة الاحتواء

0( ) ( )L C⊂ℝ ℝ .ٌوهذا خُلفٌ واضح  ú  
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Jليكن  17. التمرينf  عنصراً منS 2، يحُقّق
( ) d 1f x x =∫ℝ .  

أثبت أنّ   1.
22 2 2( ) d 4 ( ) df x x fπ ξ ξ ξ′ =∫ ∫ℝ ℝ

ɵ.  

)احسب المقدار   2. )Re ( ) ( )dx f x f x x′∫ℝ.  

  استنتج مما سبق أنّ   3.

( ) ( )222 2

2

1 ˆ( ) d ( ) d
16

x f x x fξ ξ ξ
π

≤ ×∫ ∫ℝ ℝ
  

2، يحُقّق Sعنصراً من  Ψليكن   4.
( ) d 1x xΨ =∫ℝنعرّف المقادير .  

( )

( )

2 2 2

2 22

( ) ( ) d , var( ) ( ) ( ) d ,

ˆ ˆ( ) ( ) d , var( ) ( ) ( ) d ,

X x x x X x X x x

P p p p P p P p p

= Ψ = − Ψ

= Ψ = − Ψ

∫ ∫
∫ ∫

E E

E E

ℝ ℝ

ℝ ℝ

  

  أثبت صحة المتراجحة  

2

1
var( )var( )

16
X P

π
≤  

   ، المعروف في ميكانيك الكم.في الارتياب Heisenbergهايزنبرغ التي تعبرّ عن مبدأ 
  الحـل

	في الحقيقة، نعلم أنّ  1. ˆ2 i( )f Xfπ′   نجد  Bessel. واستناداً إلى مطابقة =
	 2 2 22 2

2 2 22

ˆ ˆ2 i 4f f Xf Xfπ π′ ′= = =  

  وهي المساواة المطلوبة.
  مُكاملة بالتجزئة نجدمن جهة أخرى، بإجراء  2.

( ) 2 21
Re ( ) ( ) d ( ) ( ) d

2 2

B BB

AA A

x
x f x f x x f x f x x

 
′  = −

  
∫ ∫  

2نستنتج أنّ  Sينتمي إلى  fوبالاستفادة من كون 

| |
lim ( ) 0
t

t f t
→∞

  ، ومن ثمَّ =

21
Re ( ) ( )d ( ) d

2
xf x f x x f x x

+∞ ∞

−∞ −∞

′ = −∫ ∫  

)أو  )2

2
2Re ,f Xf f ′= −.  
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  ومن الفرْض، يمكننا أن نكتب Cauchy-Schwarzوبالاستفادة من متراجحة  3.

( )
2 2

1 2Re , 2 , 2Xf f Xf f Xf f′ ′ ′= − ≤ ≤  

استنتجنا أنّ  1.فإذا استفدنا من نتيجة 
2 2

1 ˆ
4

Xf Xf
π
  . وهي المتراجحة المطلوبة.≥

0λ د عددٌ وإذا وقعت المساواة، استنتجنا أنّه يوج. ملاحظة 2fيحُقّق  < Xfλ′ = ، وهذا −
2يقتضي أنّ 

( ) xf x ke λ−= والشرط ،
2

1f نّ  = 2يقتضي أ
4  ( ) 2 / xf x e λλ π −= .

  أمّا العكس، فهو صحيح وضوحاً.
  لدينا Sمن  Ψ، وℝمن  bو aفي حالة نعلم أنهّ  4.

( ) ( )[2 i ] [ 2 i ]ˆ( )a b
b a

π πτ τ −Ψ = ΨF E E  
2]لنطبّق إذن المتراجحة السابقة على التابع  i ] ( )a

bf π τ= ΨE نلاحظ مباشرة أنّ الشرط .

2
1Ψ يقتضي أنّ  =

2
1f   نّ أو ، =

2 2 22 2

2
2 2 22 2

2

( ) d ( ) ( ) d

ˆ ˆ ˆ( ) d ( ) ( ) d

Xf x x b x x b x x

Xf a aξ ξ ξ ξ ξ ξ

= Ψ − = + Ψ

= Ψ − = + Ψ

∫ ∫
∫ ∫
ℝ ℝ

ℝ ℝ

  

)وعليه، مهما تكن  , )a b  2منℝ يكن  
222 2

2

1 ˆ( ) ( ) d ( ) ( ) d
16

x b x x aξ ξ ξ
π

≤ + Ψ × + Ψ∫ ∫ℝ ℝ
  

)فإذا اخترنا  )b X= −E  و( )a P= −E تحقّقت المتراجحة  

2

1
var( )var( )

16
X P

π
≤  

  ú  في الارتياب. Heisenbergوهي صيغة من صيغ مبدأ 

Jلتكن ترشيح 18. التمرين .Ω  من∗
+ℝ نرمز بالرمز .LΩ  إلى فضاء التوابع من( )2L ℝ  التي

  أي Ωطيفها محدود بالعدد 
( ) [ ]{ }2 : supp( ) ,L g L gΩ = ∈ ⊂ −Ω Ωɵℝ  

)من  fليكن  )2L ℝ عين .fΩ  أقرب تابعٍ منLΩ  إلىf  أي ⋅2بمعنى النظيم .  
f LΩ Ω∈     2و 2,g L f f f gΩ Ω∀ ∈ − ≤ −  
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  الحـل

)من  fفي الحقيقة، لدينا في حالة  )2L ℝ وg  منLΩ ما يلي  
222

[ , ] \[ , ]2 2 2
22

[ , ] \[ , ] [ , ] \[ , ]2 2

22

[ , ] \[ , ]2 2

ˆ ˆ ˆˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ2Re ,

ˆ ˆˆ

f g f g f g f

f g f f g f

f g f

−Ω Ω −Ω Ω

−Ω Ω −Ω Ω −Ω Ω −Ω Ω

−Ω Ω −Ω Ω

− = − = − +

= − + + −

= − +

ℝ

ℝ ℝ

ℝ

�









�









�

1 1

1 1 1 1

1 1

�

  

)suppˆولقد استفدنا من كون  ) [ , ]g ⊂ −Ω Ω  اوهكذ معدوم. �لنستنتج أنّ الجداء السلمّي 
  ى أنّ نر 

\[ , ]2 2

ˆ,g L f g fΩ −Ω Ω∀ ∈ − ≥ ℝ1  
]مع مساواة إذا وفقط إذا كان  , ]

ˆĝ f −Ω Ω= 1.  
)2من  GΩولكن نعلم أنّ التابع  )L ℝ المعرّف بالصيغة  

sin(2 )
( )

x
G x

x

π

π
Ω

Ω
=  

� يحُقّق
[ , ]GΩ −Ω Ω=    ومن ثمَّ ، 1

�
[ , ]

ˆ ˆˆ ˆg f g fG

g f G

−Ω Ω Ω

Ω

= ⇔ =

⇔ = ∗

1  

fبالصيغة  fΩفإذا عرفّنا  GΩ∗ كان ،f LΩ Ω∈  ّلأن	
[ , ]

ˆf fΩ −Ω Ω=   ، وكان1

	
\ ,2 2

22

ˆ,

ˆ

g L f g f

f f f f

 Ω −Ω Ω 

Ω Ω

∀ ∈ − ≥

= − = −

ℝ1  

fوعليه يكون  f GΩ Ω= بمعنى النظيم  fإلى التابع  LΩر من أقرب عنص ∗
2

  . ونذكّر أنّ ⋅
sin2

( ) ( ) d
t

f x f x t t
t

π

π
Ω

Ω
= −∫ℝ  

  ú  المطلوب.هو الحلّ و 
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Jليكن  19. التمرينf  عنصراً منS وليكن .T  عدداً حقيقيّاً موجباً تماماً. في حالةx  منℝ 
  نضع

( ) ( )
n

F x f x nT
∈

= +∑
ℤ

  

  .∞Cدوراً، وأنهّ ينتمي إلى الصف  Tهو تابعٌ دوري يقبل العدد  Fأثبت أنّ   1.

  التالية : Poissonبمتسلسلة فورييه، واستنتج علاقة  Fانشر   2.
1 2 iˆ exp ( )
n n

n nx
f f x nT

T T T

π

∈ ∈

      = +        ∑ ∑
ℤ ℤ

  

2في حالة التابع  Poissonاكتب علاقة   3.

: ( ) xf x f x e π−=֏.  
)حامله  Dتابعاً من  fليكن   4. )supp f  محتوى في[ ]0,a أثبت أنهّ مهما تكن .T 

)انطلاقاً من  f، يمكن استرجاع aأكبر تماماً  )(̂ / )
n

f n T
∈ℤ

 .  
  الحـل
  بالصيغة : nfالتابع  ℤمن  nلنعرّف في حالة  1.

: , ( ) ( )n nf f x f x nT→ = +ℝ ℂ  

، وأخيراً 1Cمتقاربتان، وأنّ مجموعيهما ينتميان إلى الصف  ∑−nfو ∑nfأنّ المتسلسلتين  ولنثبتْ 

)أنّ  )n nf f′ ′∑ = )و ∑ )n nf f− −
′ ′∑ = ∑.  

  بالرمز ،Sمن  fفي حالة ، نذكّرل
( ) ( )

, ( ) sup ( )p q p q
p q

x

p f x f x X f ∞
∈

= =
ℝ

� �  

  واضحٌ بسبب المتراجحة ∑−nfو ∑nfنّ التقارب البسيط للمتسلسلتين إ

0,0 2,0

2

( ) ( )
, , ( )

1 ( )
n

p f p f
n x f x

x nT

+
∀ ∈ ∀ ∈ ≤

+ +
ℤ ℝ  

  وهذا يتيح لنا تعريف التابع

0 1
n n n

n n n

F f f f−
≥ ≥ ∈

= + =∑ ∑ ∑
ℤ

  

  دوراً.  Tيقبل العدد  F. ونتيقّن مباشرة أنّ التابع ℝعلى كامل 



 تمرينات 233

∗من  Aلنتأمّل عدداً كيفياًّ 
+ℝ 0. ولنضع 1 A

T
n  = +   .  

 .ℝعلى كامل  1Cإلى الصف  nf، ينتمِ التابع nكانت   اً أيّ  �

0,1بوضع  � 2,1( ) ( )M p f p f=  ، نجد+

0,1 2,1

2

( ) ( )
, , ( )

1 ( )

p f p f
n x f x nT

x nT

+
′∀ ∈ ∀ ∈ + ≤

+ +
ℤ ℝ 

|0تحُقّق  ℤمن  nوعليه، في حالة  |n n> يكون لدينا  

2
[ , ]

sup ( )
1 (| | )

n
x A A

M
f x

n T A∈ −
′ ≤

+ −
  

وهذا يبرهن تقارب المتسلسلتين 
0n n nf≥ و ∑′

0n n nf≥ ]بالنظيم على اال  ∑′− , ]A A− ومنه .
نستنتج أنّ اموعين 

0n n nf≥∑ و
0n n nf≥ ]على اال  1Cينتميان إلى الصف  ∑− , ]A A− ،

  وأنّ 

( )
0 0n n n n n nf f≥ ≥

′ ′∑ = )و    ∑ )
0 0n n n n n nf f≥ − ≥ −

′ ′∑ = ∑  

0ولأنّ التابعين  1

0

n

n nf
−
0و  ∑= 1

1

n

n nf
−
= ]على  1Cينتميان وضوحاً إلى الصف  ∑− , ]A A− ،

0nاستنتجنا أنّ التابعين  nf≥∑ 1وn nf≥ ]على  1Cينتميان إلى الصف  ∑− , ]A A− ّوأن ،  

   ( )0 0n n n nf f≥ ≥
′ ′∑ = ∑    

)     و )1 1n n n nf f≥ − ≥ −
′ ′∑ = ∑  

0nعددٌ كيفي، استنتجنا أنّ التابعين  Aلأنّ أخيراً، و  nf≥∑ 1وn nf≥ ينتميان إلى الصف  ∑−
1C  على كاملℝ وتتحقّق المساواتان السابقتان على ،ℝ ّنستنتج إذن أن .F  ًيقبل مشتقا

  ، وأنّ ℝكامل   علىمستمراًّ 

, ( ) ( )
n

x F x f x nT
∈

′ ′∀ ∈ = +∑
ℤ

ℝ  
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). بتطبيق ما أثبتناه على التابع ℕمن  kلتكن  )kf  الذي ينتمي إلى الفضاءSابع ، نستنتج أنّ الت  
( )( ) ( )k

k
n

x F x f x nT
∈

= +∑
ℤ

֏  

  ، وأنّ ℝكامل   على 1Cينتمي إلى الصف
( 1)

1, ( ) ( ) ( )k
k k

n

x F x f x nT F x+
+

∈

′∀ ∈ = + =∑
ℤ

ℝ  

   وأنّ  ℝعلى  ∞Cينتمي إلى  Fوهذا يثُبتُ أنّ 
( ) ( ), , ( ) ( )k k

n

k x F x f x nT
∈

∀ ∈ ∀ ∈ = +∑
ℤ

ℕ ℝ  

استنتجنا أنّ متسلسلة  ∞Cدوراً، وينتمي إلى الصف  Tتابعاً دورياًّ، يقبل العدد  Fكان   لـمّا 2.
  . إذنFمتقاربة، ومجموعها يساوي  Fفورييه للتابع 

2 i /, ( ) ( ) nx T
n

n

x F x C F e π

∈

∀ ∈ = ∑
ℤ

ℝ  

  ، لديناℤمن  nولكن، في حالة 

2 i /

0

1
( ) ( ) d

T

nt T
nC F F t e t

T

π−= ∫  

,0]متقاربة بانتظام على اال  Fولأنّ المتسلسلة التي تعرّف  ]T  ّاستنتجنا أن  

2 i /

0
( 1)

2 i /

2 i /

1
( ) ( ) d

1
( ) d

1 1 ˆ( ) d

T

nt T
n

p

p T

nu T

p pT

nu T

C F f t pT e t
T

f u e u
T

n
f u e u f

T T T

π

π

π

−

∈
+

−

∈
+∞

−

−∞

= +

=

 = =   

∑∫

∑ ∫

∫

ℤ

ℤ

  

  الآتيةفنكون قد أثبتنا علاقة بواسون 
2 i /1 ˆ, ( ) nx T

n n

n
x f x nT f e

T T

π

∈ ∈

 ∀ ∈ + =   ∑ ∑
ℤ ℤ

ℝ  

∗من  Tو Sمن  fوذلك في حالة 
+ℝ.  
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2في حال التابع  3.

: , ( ) xf f x e π−→ =ℝ ℝ  منSلدينا ،  
2

, ( )f e πξξ ξ −∀ ∈ =ɵℝ  
  ومن ثمَّ، 

2
2

( )

2

1 2 i
, expx nT

n n

n nx
x e

T TT

π π π− +

∈ ∈

  ∀ ∈ = − +   
∑ ∑
ℤ ℤ

ℝ  

0xوبوجه خاص، بوضع  2uو  = T= نجد  

2 2/1n u n u

n n

e e
u

π π− −

∈ ∈

=∑ ∑
ℤ ℤ

  

  يسمّى التابع
2

: , ( ) n u

n

u e πϑ ϑ∗ −
+

∈

→ = ∑
ℤ

ℝ ℝ  

  ، أنّ هذا التابع يحُقّق المعادلة التابعيّةنفاً آتابع جاكوبي، ولقد أثبتنا 
1 1

, ( )u u
uu

ϑ ϑ∗
+

 ∀ ∈ =   
ℝ.  

  نجد أيضاً أنّ التابع 10وبالمثل، استناداً إلى نتيجة التمرين 
1

: , ( )
ch( )n

u
nuπ

∗
+

∈

Ψ → Ψ = ∑
ℤ

ℝ ℝ  

  يحقّق أيضاً المعادلة التابعية
1 1

, ( )u u
u u

∗
+

 ∀ ∈ Ψ = Ψ   
ℝ  

)suppحامله  Dتابعاً من  fليكن  4. )f  0]محتوى في, ]a وليكن .T  ًأكبر تماماa عندئذ ،
  نلاحظ مباشرة أنّ 

[0, ], ( ) ( )
n

x a f x f x nT
∈

∀ ∈ = +∑
ℤ

  

  واستناداً إلى علاقة بواسون يكون لدينا
2 i /1 ˆ[0, ], ( ) nx T

n

n
x a f x f e

T T

π

∈

 ∀ ∈ =   ∑
ℤ

  

)انطلاقاً من  fلة استرجاع إذن يمكن في هذه الحا )(̂ / )
n

f n T
∈ℤ

  ú   .. وبذا يتمّ الإثبات
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Jليكن  20. التمرينf  عنصراً منS ّولنفترض أن .[ ]0 0supp( ) ,f ν ν⊂ −ɵ .  
02νتبع أسلوب التمرين السابق لتثبتَ أنهّ في حالة ا  1. ν≥ لدينا  

1 2 iˆ, , ( ) exp
2 2 n

n nx
x f x f

ν ν π

ν ν ν∈

        ∀ ∈ − = −           
∑
ℤ

  

. استنتج أنهّ في حالة Shannonمبرهنة   2.
0

1

2
T

ν
  لدينا ≥

sin ( )
, ( ) ( )

( )n

x nT
x f x f nT

x nT

ω

ω∈

−
∀ ∈ =

−∑
ℤ

ℝ  
عرفّنا  وقد

T

π
ω =.  

  الحـل

، وعددٍ Sمن  gأثبتنا في التمرين السابق علاقة بواسون التي تنصّ على أنهّ في حالة تابعٍ  1.
  ، لديناνموجبٍ 

2 i /1
ˆ, ( ) nx

n n

n
x g x n g e π νν

ν ν∈ ∈

 ∀ ∈ + =   ∑ ∑
ℤ ℤ

ℝ  

gˆطبّقنا هذه النتيجة على التابع فإذا  f=  في حالةf منSنجد ،  

2 i /1ˆ, ( ) nx

n n

n
x f x n f e π νν

ν ν∈ ∈

 ∀ ∈ + =   ∑ ∑
ℤ ℤ

ɵɵ
ℝ  

fولكن  f=

ɵɵ إذن  

2 i /

2 i /

1ˆ, ( )

1

nx

n n

nx

n

n
x f x n f e

n
f e

π ν

π ν

ν
ν ν

ν ν

∈ ∈

−

∈

 ∀ ∈ + = −   
 =   

∑ ∑

∑
ℤ ℤ

ℤ

ℝ

  

0نفترض أنّ  0
ˆsupp( ) [ , ]f ν ν⊂ 02ν، وأنّ − ν≥ عندئذ  

ˆ ˆ, , ( ) ( )
2 2 n

x f x n f x
ν ν

ν
∈

 
 ∀ ∈ − + =
  

∑
ℤ
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  ومن ثمَّ 
2 i /1ˆ, , ( )

2 2
nx

n

n
x f x f e π νν ν

ν ν

−

∈

    ∀ ∈ − =      
∑
ℤ

  

  نستنتج إذن من المساواة السابقة أنّ  2.

2 2

2 i /
,

1ˆ, ( ) ( )nx

n

n
x f x f e xν ν

π ν

ν ν

−
 −  ∈

 ∀ ∈ =   ∑
ℤ

ℝ 1  

  ولكن إذا عرفّنا

2 2

[ 2 i / ]
,

1 n
n

n
f ν ν

π νϕ
ν ν

−
 −  

 =   
E1  

  كان  

1 2 2
, n

n M
n f

n
ϕ

ν ν

 ∀ ∈ = ≤   +
ℤ  

2 حيث
0,0 2,0( ( ) ( ))M p f p fν= nn. وهذا يثُبتُ أنّ المتسلسلة +

ϕ
∈∑ ℤ

متقاربة في  
1( )L ℝ  ّا بالنظيم. ولأا متقاربة ببساطة من التابع لتقارf̂  1استنتجنا أنهّ في( )L ℝ لدينا  

ˆ
n

n

f ϕ
∈

= ∑
ℤ

  

�ومن ثمَّ يكون لدينا  
n

n

f ϕ
∈

= ∑
ℤ

ɵɵ  0في( )C ℝ أو ،ˆ
n

n

f ϕ
∈

= ∑
ℤ


��
، وهذا التقارب منتظم. 

  لكنو 

( )
2 2

[ 2 i / ]
,

1
ˆ ( ) ( )

sin ( / )

( / )

n
n

n
x f x

x nn
f

x n

ν ν
π νϕ

ν ν

πν ν

ν πν ν

−
 −  

 =   
  +=   + 

F E 1

  

  إذن
sin ( / )

ˆ ( )
( / )n

x nn
x f

x n

πν ν
ϕ

ν πν ν

  −=   − 


��
  

ˆ المساواة ج منإذن نستنت
n

n

f ϕ
∈

= ∑
ℤ


��
  أنّ  

sin ( / )
, ( )

( / )n

x nn
x f x f

x n

πν ν

ν πν ν∈

  −∀ ∈ =   − ∑
ℤ

ℝ  
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  وإذا عرفّنا
1

T
ν

و      =
T

π
ω πν= =  

استنتجنا أنهّ في حالة 
0

1

2
T

ν
  لدينا ≥

sin ( )
, ( ) ( )

( )n

x nT
x f x f nT

x nT

ω

ω∈

−
∀ ∈ =

−∑
ℤ

ℝ  

  Shannon.  úوهي مبرهنة 

Jنعرّف، في حالة  21. التمرينn  منℕ ،هرميت تابع Hermit  من المرتبةn بالصيغة  

2 22 ( )( 1)
: , ( ) ( )

!

n
x n x

n nh h x e e
n

π π−−
→ =ℝ ℝ  

2أثبت أنّ   1.

( ) ( )x
n nx H x e h xπ=֏  هو تابعٌ كثير الحدود من الدرجةn واستنتج .

  .Sعنصرٌ من  nhأنّ 
  ، لديناℝمن  xو ℕمن  nأثبت أنهّ، في حالة   2.
    1( ) 2 ( ) ( 1) ( )n n nh x xh x n h xπ +′ − = − +  ( )1  
  ، لديناℝمن  xو ℕمن  nأثبت أنهّ، في حالة   3.
    1( ) 2 ( ) 4 ( )n n nh x xh x h xπ π −′ + =  ( )2  

1مع الاصطلاح  0h− 224مرة التابع  n. يمكنك أن تشتق = xx xe ππ −−֏.  
nn(i)�نعرّف   4. nk h=  في حالةn  منℕ نّ المتتالية ). أثبت أ )n nk ∈ℕ  تحُقّق العلاقة

)التدريجيّة  )1.  
�فلدينا  ℕمن  nيكن مهما استنتج أنهّ   5. ( i)nn nh h= −.  
  المؤثر الخطّي Sنعرّف على   6.

2 2: ,  4K f f X fπ′′→ −S S ֏  

  .Kشعاعٌ ذاتي للمؤثر الخطّي  nhأثبت أنّ   
)استنتج أنّ   7. )n nh ∈ℕ  جملة متعامدة في( )2L ℝ.  
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  ، لديناℕمن  nأثبت أنهّ، في حالة   8.
    1 1( 1) 4 2n n nn h h hπ+ − ′+ = −  ( )3  

  واستنتج أنّ 
2 2

1 2 2
( 1) 4n nn h hπ++ =  

2ثمُّ احسب  
2nh.  

G:نعرّف  �  9. →ℂ ℂ  22بالصيغة( ) zG z e π−= ّأثبت أن .  
( )

2

0

( )
( , ) , ( )

!

n
n

n

G z
w z G z w w

n

∞

=

∀ ∈ + = ∑ℂ  

)استنتج أنهّ في حالة  � ),x t  2منℝ لدينا  

    2 22 4

0

( )x t xt n
n

n

e h x tπ π π
∞

− − +

=

= ∑  ( )4  

أثبت أيضاً تقارب المتسلسلة  ،ℝفي  tنثبّت  �
0
n
nn

t h
∞

)في  ∑= )2L ℝ.  
)2تابعاً ما من  fليكن  � )L ℝ،  ّولنفترض أن, , 0nn f h∀ ∈ =ℕ استفدْ مما .

0سبق لتثبتَ أنّ  0f h∗ 0f، وأخيراً أنّ = =.  
n/2في هذا السؤال نعرّف  10. n ne h h= � )2من  f . ونتأمّل تابعاً � )L ℝ.  

أثبت أنّ المتسلسلة  �
0

,n nn
e f e

∞

=
〈 )2متقاربة في  ∑〈 )L ℝ ، ليكنg .مجموعها  

,أثبت أنّ  �   , 0nn f g h∀ ∈ − =ℕ ّواستنتج من ذلك أن .  

0

,n n
n

f e f e

∞

=

= 〈 و      ∑〈
0

ˆ ( i) ,n
n n

n

f e f e

∞

=

= − 〈 〉∑  

  ، ما يليSمن  fلتثبتَ، في حالة  6.نحتفظ برموز السؤال السابق. استفد من  11.

( ) ( ) ( )
2 222 2

0

2
2

1
d d 2 1 ,

2

1

2

n

n

x f x x f n e f

f

ξ ξ ξ
π

π

∞

=
+ = +

≥

∑∫ ∫
ℝ ℝ

ɵ

  

]طبّق المتراجحة السابقة على  ]af  واخترa بأسلوب مُناسب لتستنتج إثباتاً جديداً لمتراجحة 
  .Heisenberg هايزنبرغ
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  الحـل

2لنلاحظ أنّ  1.

0( )
xh x e π−= َّ0، ومن ثم( ) 1H X . 0. فهو كثير حدود من الدرجة =

2لنفترض إذن أنّ 

( ) ( )x
n nx H x e h xπ=֏  هو تابعٌ كثير الحدود من الدرجةn عندئذ .

  نّ نستنتج أ
2 22 2 ( )( 1)

, ( ) ( )
!

n
x x n

nx e H x e
n

π π− −−
∀ ∈ =ℝ  

  ومن ثمَّ 
2 2

2

1
2 2 ( 1)

1

( 1)
, ( ( )) ( 1) ( )

( 1)!

( 1) ( )

n
x x n

n

x
n

x e H x n e
n

n e h x

π π

π

+
− − +

+

−′∀ ∈ = − +
+

= − +

ℝ  

  وعليه

( ) 2

1

1
, ( ) 4 ( ) ( )

1
x

n n nx h x xH x H x e
n

ππ −
+ ′∀ ∈ = −

+
ℝ  

1nHفإذا عرفّنا كثير الحدود    بالصيغة : +

    1

4 1
( ) ( ) ( )

1 1n n nH X XH X H X
n n

π
+ ′= −

+ +
  (1)′  

1degكانت  1 deg 1n nH H n+ = + =   وكان ، +
2

1 1, ( ) ( ) x
n nx h x H x e π−+ +∀ ∈ =ℝ  

nhوهذا يثُبتُ المطلوب. ويثُبتُ بوجه خاص أنّ   ∈ S ّ2، لأن

( )xx e π− ∈ S֏.  
  لدينا 2.

2 2 ( )2( 1)
, , ( ) ( )

!

n
n

x x
nn x e h x e

n

π π− −−
∀ ∈ ∀ ∈ =ℕ ℝ  

  إذن بالاشتقاق نستنتج أنّ 
2 2

2

2

2 ( 1)

1
2 ( 1)

1

( 1)
, , ( ( )) ( )

!
( 1)

( 1) ( )
( 1)!

( 1) ( )

n
x x n

n

n
x n

x
n

n x e h x e
n

n e
n

n e h x

π π

π

π

− − +

+
− +

−
+

−′∀ ∈ ∀ ∈ =

−
= − +

+
= − +

ℕ ℝ
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  لدينا ℝمن  xو ℕمن  nبالاصلاح نستنتج أنهّ في حالة و 
  1( ) 2 ( ) ( 1) ( )n n nh x xh x n h xπ +′ − = − +  (1)  

  ظ أن من جهة أخرى، نلاح 3.
2 22 2( ) 4x xe xeπ ππ− −′ = −  

  مرةّ أنّ  nنجد باشتقاق طرفيَ المساواة السابقة  ℕ∗من  nومن ثمَّ في حالة 

( )
2 2

2 2

( 1)2 2 ( )

2 ( ) 2 ( 1)

( ) 4 ( )

4 ( ) ( )

nx x n

x n x n

e xe

x e n e

π π

π π

π

π

+− −

− − −

= −

= − +
  

  كافئة ـُالسابقة بالصيغة الم. تُكتبُ المساواة لايبنتز استفدنا من علاقة وقد
    1 1( 1) ( ) 4 ( ) 4 ( )n n nn h x x h x h xπ π+ −+ = −  (2)′  

0nوتبقى هذه المساواة صحيحة في حالة  1إذا اصطلحنا أنّ  = 0h− . وبالاستفادة من =
   نستنتج (1)

    1( ) 2 ( ) 4 ( )n n nh x xh x h xπ π −′ + =  (2)  
nn(i)�بالصيغة  nkالتابع  ℕمن  nنعرّف في حالة  4. nk h= أنّ  (1). نستنتج من العلاقة  

� � �
12 ( 1)n n nh Xh n hπ +′ − = − +  

�ولكن  �2 in nh Xhπ′ �وكذلك  = �( ) 2 in nh Xhπ′ = ، إذن تُكتب العلاقة السابقة −
  بالشكل

� � �
1( ) 2 ( 1)in n nh Xh n hπ +

′ − = − +  
  وهذا يقتضي أنّ 

1( ) 2 ( ) ( 1) ( )n n nk k n kξ πξ ξ ξ+′ − = − +  
)فالمتتالية  )n n

k
∈ℕ

  .ذاا (1)العلاقة التدريجيّة  تحُقّق 
0نعلم أنّ  5. 0k h= فإذا افترضنا في حالة .n  منℕ ّأن ،n nh k=  أنّ  (1)استنتجنا من  

1( 1) 2 2 ( 1)n n n n n nn h X h h X k k n kπ π+ ′ ′+ = − = − = +  

1إذن  1n nh k+ ,، أنّ n. فنكون قد أثبتنا بالتدريج على =+ n nn h k∀ ∈ =ℕأو .  
�, ( i)nn nn h h∀ ∈ = −ℕ  



 242 تحويلات فورييه 

  المؤثر الخطّي Sنعرّف على  6.
2 2: ,  4K f f X fπ′′→ −S S ֏  

  أنّ  (1)نستنتج باشتقاق 
    1( ) 2 ( ) 2 ( ) ( 1) ( )n n n nh x h x xh x n h xπ π +′′ ′ ′− − = − +  (3)  

  لدينا (2)ولكن بناءً على 
1 1( ) 4 ( ) 2 ( )n n nh x h x x h xπ π+ +′ = −  

  استنتجنا أنّ  (3)لعلاقة فإذا عوّضنا في ا 
( )1( ) 2 ( ) 2 ( ) ( 1) 4 ( ) 2 ( )n n n n nh x h x xh x n h x xh xπ π π π +′′ ′− − = − + −  

  أو
( )1( ) 2 ( ) ( 1) ( ) 2 (2 1) ( )n n n nh x x h x n h x n h xπ π+′′ ′− + + = − +  

  مرةّ ثانية استنتجنا أنّ  (1)وأخيراً إذا استفدنا من 
2 2( ) 4 ( ) 2 (2 1) ( )n n nh x x h x n h xπ π′′ − = − +  

2، يوافق القيمة الذاتيّة Kعٌ ذاتي للمؤثر الخطّي شعا  nhوهذا يثُبتُ أنّ  (2 1)nπ− +.  

  نّ :إأي تطبيق هرمتي  Kلنبرهن أنّ التطبيق الخطّي  7.
2( , ) , ( ), , ( )f g K f g f K g∀ ∈ =S  

  الذاتيّة الموافقة لقيم ذاتيّة مختلفة تكون متعامدة.  وعندئذ نستنتج أنّ أشعته
f. ولنعرّف Sمن  gو fلنتأمّل عنصرين  g fg′ ′= −ℓ ّمن الواضح أن .ℓ   ينتمي إلىS .

ومن ثمَّ 
| |
lim ( ) 0
x

x
→∞

=ℓ ّوهذا يقتضي أن ،( )d 0x x′ =∫ℝ ℓ ولكن .  

f g fg′ ′′ ′′= −ℓ  
  إذن 

, ,f g f g′′ ′′=  
  ولكن من الواضح أنّ 

2 2 2 24 , , 4X f g f X gπ π− = −  
  نستنتج بالطرح، أنّ ف

( ), , ( )K f g f K g=  
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  لدينا ℕمن  mو nوبوجه خاص، في حالة 
2 (2 1) , ( ),

, ( )

2 (2 1) ,

n m n m

n m

n m

n h h K h h

h K h

m h h

π

π

− + =

=
= − +

  

  أو
( ) , 0n mn m h h− =  

nإذن في حالة  m≠  يكون لدينا, 0n mh h ). وهذا يبرهن على أنّ الجملة = )n n
h

∈ℕ
 

)2جملة متعامدة في  )L ℝ.  
  طرفاً إلى طرف أنّ  (2)و  (1)، نستنتج من جمع العلاقتين ℕمن  nفي حالة  8.

    1 1( 1) 4 2n n nn h h hπ+ − ′+ = −  (4)  
  وعليه نستنتج من جهة أولى أنّ 

2

1 1 12
( 1) 4 ,n n nn h h hπ+ − ++ = 1 12 , 2 ,n n n nh h h h+ +′ ′− = −  

  ومن جهة ثانية

1 1( 1) ,n nn h h+ −+
2

1 12
4 2 ,n n nh h hπ − −′= −  

1nوهذا يقتضي، بعد استبدال    ، أنّ فيما سبق nدد بالع +
2

1 12
4 2 , 2 ,n n n n nh h h h hπ + +′ ′= = −  

  المساواة الأخيرة بعد إجراء مُكاملة بالتجزئة. وهكذا نكون قد أثبتنا أنّ  تنتجوقد 
2 2

1 2 2
, ( 1) 4n nn n h hπ+∀ ∈ + =ℕ  

)نستنتج إذن أنّ المتتالية  )n na ∈ℕ التي حدّها العام  
2

2

!

(4 )
n nn

n
a h

π
=  

0ثابتة، ولأنّ  2/2a   ، استنتجنا أنّ =
2

2

(4 )
,

! 2

n

nn h
n

π
∀ ∈ =ℕ  
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G:نعرّف  �9. →ℂ ℂ  22بالصيغة( ) zG z e π−= ّيكفي أن نلاحظ أن .G  ٌتابع 
  لنستنتج أنّ  ℂتحليلي في 

( )
2

0

( )
( , ) , ( )

!

n
n

n

G z
w z G z w w

n

∞

=

∀ ∈ + = ∑ℂ  

)وبوجه خاص، في حالة  � , )x t  2منℝلدينا ،  
2 22 2 ( )

0

( , ) , ( 1) ( )x t n x n
n

n

x t e h x e tπ π
∞

− + −

=

∀ ∈ = −∑ℝ  

  أو

    2 22 2 4

0

( , ) , ( )x t xt n
n

n

x t e h x tπ π π
∞

− − +

=

∀ ∈ = ∑ℝ  (5)  

، ونضعℝفي  tنثبّت  �
0

n k
n kk
S t h

=
= ). بالاستفادة من تعامد الجملة∑ )k kh ∈ℕ  في

2( )L ℝة . نستنج أنهّ في حالm n> لدينا  

2
2 22

2 2
1 1

1 (4 )

!2

m m k
k

m n k
k n k n

t
S S t h

k

π

= + = +

− = =∑ ∑  

ولأنّ المتسلسلة 
2(4 )

!

kt

k

π∑  متقاربة، استنتجنا من المساواة السابقة أنّ المتتالية( )n nS ∈ℕ  قتحُق

)2شرط كوشي في  )L ℝ ّومنه ، فهي متقاربة فيه لأن .تقارب ته فضاء تام
0
k
kk

t h
∞

في  ∑=
2( )L ℝ ّ2هذه المتسلسلة متقاربة ببساطة من التابع  . ولأن 22 4x t xtx e π π π− − ، استنتجنا ֏+

)2أا تتقارب منه في  )L ℝ .ًأيضا  

)2تابعاً ما من  fكن لي � )L ℝ ّولنفترض أن .  
, , 0nn f h∀ ∈ =ℕ  

. عندئذ نستنتج من تقارب ℝمن  tليكن  
0
k
kk

t h
∞

)2في  ∑= )L ℝ  ّأن  

0
0

, , 0n n
n nn

n

f t h t f h

∞
∞

=
=

= =∑ ∑  
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  وعليه نستتج أنّ 
2 22 4, ( ) d 0x t xtt f x e xπ π π− − +∀ ∈ =∫

ℝ

ℝ  

  أو
2( 2 ), ( ) d 0x tt f x e xπ− −∀ ∈ =∫

ℝ

ℝ  

0وأخيراً نستنتج أنّ  0f h∗ 	. وهذا يقتضي أنّ =
0

ˆ 0, - . .f h a eλ= ّولأن .	
0 0h h=  لا

ˆنّ ينعدم استنتجنا أ 0, - . .f a eλ= َّ0، ومن ثم, - . .f a eλ=.  

n/2في هذا السؤال نعرّف  10. n ne h h= � )2من  f. ونتأمّل تابعاً � )L ℝ.  

، المقدار ℕمن  n، في حالة نتأمّل �
0

,
n

n k kk
S e f e

=
= 〈   . بملاحظة أنّ ∑〈

( )n kf S e− 0في حالة  ⊥ k n≤ ≤  
)نستنتج أنّ   )n nf S S−   ومن ثمَّ  ⊥

2 2 2

2 2 2n nS f S f+ − =  
  وبوجه خاص  

2 2

2 2
, nn S f∀ ∈ ≤ℕ  

)ولكن، لأن الجملة  )n ne ∈ℕ  2متعامدة نظاميّة في( )L ℝ ّاستنتجنا أن ،  
2 2

2
0

,
n

n k
k

S e f
=

= 〈 〉∑  

  ومن ثمَّ 
2 2

2
0

, ,
n

k
k

n e f f
=

∀ ∈ 〈 〉 ≤∑ℕ  

2وهذا يثُبتُ تقارب المتسلسلة 

0
,kk

e f
∞

=
〈 2وأنّ مجموعها أصغر أو يساوي  ∑〈

2
f.  

mمن جهة أخرى، في حالة  n>لدينا ،  
2 2

2
1

,
m

m n k
k n

S S e f
= +

− = 〈 〉∑  
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2وعليه فإنّ تقارب المتسلسلة 

0
,kk

e f
∞

=
〈 )يقتضي أنّ المتتالية  ∑〈 )n nS ∈ℕ  تحُقّق شرط كوشي

)2في  )L ℝ ٍفهي متقاربة من تابع ،g  2ينتمي إلى( )L ℝ تتحقّق . أي ، لأنّ هذا الفضاء فضاءٌ تام
)2في  )L ℝ المساواة الآتية  

0

,n n
n

g e f e

∞

=

= 〈 〉∑    

)في  gنستنتج، من تقارب المتسلسلة التي تعرّف  � )2L ℝ أنهّ مهما تكن ،n  منℕ يكن  

0

0

, , ,

, , ,

n n k kk

k n k n
k

e g e e f e

e f e e e f

∞

=
∞

=

〈 〉 = 〈 〉

= 〈 〉〈 〉 = 〈 〉

∑

∑
  

  أو
, , 0nn f g h∀ ∈ − =ℕ  

f، نستنتج أنّ 9.وعليه، عملاً بنتيجة  g= ّإذن لقد أثبتنا أن .  

0

,n n
n

f e f e

∞

=

= ∑  

 2على  ولأنّ تحويل فورييه تطبيق خطّي مستمر( )L ℝ 2متقاربة في  لمذكورة آنفاً ا، والمتسلسلة( )L ℝ ،
  استنتجنا أنّ 

0 0

ˆ ˆ, ( i) ,n
n n n n

n n

f e f e e f e

∞ ∞

= =

= 〈 〉 = − 〈 〉∑ ∑  

ولأنّ 
2

lim 0n
n

f S
→∞

−   نستنتج أيضاً أنّ  =

2 2

2
0

,k
k

e f f

∞

=

〈 〉 =∑  

  جزئة أنّ . عندئذ نستنتج بإجراء مُكاملة بالتSمن  fليكن  11.
2 22 2

2 2 2
ˆ ˆ, 4f f f f Xfπ′′ ′ ′〈 〉 = − = − = −  

  ومن جهة أخرى لدينا 
22 2 2

2
4 , 4X f f fπ π〈− 〉 = −  
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  إذن

( )222 2 2

2 2
ˆ( ), 4 , 4K f f f X f f Xf Xfπ π′′〈 〉 = − = − +  

)كان   لـمّا )K f  عنصراً منS  2استنتجنا أنّ المساواة التالية تتحقق في( )L ℝ :  

0

0 0

( ) , ( )

), 2 (2 1) ,

n n
n

n n n n
n n

K f e K f e

K e f e n e f eπ

∞

=
∞ ∞

= =

= 〈 〉

= 〈 ( 〉 = − + 〈 〉

∑

∑ ∑
  

ولأنّ 
0

,n nn
f e f e

∞

=
= 〈   ، استنتجنا مما سبق أنّ ∑〈

2

0

( ), 2 (2 1) ,n
n

K f f n e fπ

∞

=

〈 〉 = − + 〈 〉∑  

  وعليه نكون قد أثبتنا أنّ 
22 2

2 2
0

1ˆ, (2 1) ,
2 n

n

f Xf Xf n e f
π

∞

=

∀ ∈ + = + 〈 〉∑S  

  نستنتج بوجه خاص، 
22 2 2

2 22
0

1 1ˆ, , 0
2 n

n

f Xf Xf f n e f
π π

∞

=

∀ ∈ + − = 〈 〉 ≥∑S  

  إذ تحدث المساواة إذا وفقط إذا كان
, , 0nn e f∗∀ ∈ 〈 〉 =ℕ  

0fوهذا يُكافئ أنّ  hλ=  حيثλ  منℂ.  
∗من  a، وليكن Sمن  fلنتأمّل إذن عنصراً 

+ℝ بتطبيق المتراجحة السابقة على .[ ]af  نستنتج
  أنّ 

2 2 2
[ ] [1/ ] [ ]

22 2

1 1ˆ
2

a a aXf Xf f
a π 2

+ ≥  

  أو
22 22

22 2

1 1ˆ
2

Xf a Xf f
a π 2

+ ≥  
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2فإذا اخترنا 
2 2

ˆ/a Xf Xf= � � �   استنتجنا أنّ  �
2

2 2

1ˆ2
2

Xf Xf f
π 2

≥  

  أو
24 2

22 2

1 ˆ
16

f Xf Xf
π 2

≤  

  . وبذا يتمّ الإثبات.هايزنبرغوهي متراجحة 
  

  : لقد رأينا أنّ  تطبيق
2 22 2 4

0

( , ) , ( )x t xt n
n

n

x t e h x tπ π π
∞

− − +

=

∀ ∈ = ∑ℝ  

0λلتكن  ]. ولنتأمّل التابع < ]
0f h λ

λ ي التابع المعطى بالعلاقة  = 2أ

( ) xf x e πλλ
−= .

  ولنضع
2 2 22 4( , ) dx t xt xI t e xπ π π πλλ − − + −= ∫

ℝ

  

  يأتيما  ℝمن  tعندئذ نلاحظ في حالة 

0

( , ) , n
n

n

I t h f tλλ

∞

=

= ∑  

  ومن جهة ثانية

2

2 2

2

2

2

2

4 2
( , ) exp (1 ) d

1 1

2 (1 ) 2
exp exp (1 ) d

1 1

1 2 (1 )
exp d

11

1 2 (1 )
exp

11

v

I t x xt t x

t
t x x

t e v

t

π

λ π λ
λ λ

π λ
π λ

λ λ

π λ

λλ

π λ

λλ

−

   = − + − +     + +  
     −    = − + −        + +     

 − =   + +
 −=  ++

∫

∫

∫

ℝ

ℝ

ℝ


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  إذن

2

0

2

0

1 1
, exp 2

11

(2 ) 1

1! 1

n
n

n
nn

n

n

h f t t

t
n

λ

λ
π

λλ

π λ

λλ

∞

=
∞

=

 − =   + +
 − =   + +

∑

∑
  

  وهذا يبرهن أنّ 
2 1

2

, , 0

(2 ) 1
,

1! 1

m

mm

m

m h f

h f
m

λ

λ

π λ

λλ

+∀ ∈ =

 − =   + +

ℕ

  

  وعليه

2
0

2 (2 )! 1

1 1(8 ) !

m

mm
m

m
f h

m
λ

λ

λ λπ

∞

=

 − =  + + ∑  

)على أساس هيلبرت المتعامد  fλوهو منشور  )n nh ∈ℕ  2في( )L ℝ.  ú  
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 )التوابع المعمّمة( التوزيعـات

  فضاءات توابع الاختبار 1.

   ذات الحوامل المتراصّة ∞C، فضاء التوابع من الصف Dالفضاء  1-1.

f:نذكر أنهّ في حالة تابعٍ ما  →ℝ ℂ حامل التابع، نعرّف f ّه لصاقة مجموعة النقاط التي ، بأن
  ، أي fلا ينعدم عندها التابع 

{ }supp( ) : ( ) 0f x f x= ∈ ≠ℝ  
)وهذا التعريف يُكافئ قولنا إنّ  )\supp fℝ موعات المفتوحة التي يكون هي اجتماع جميع ا

  عليها معدوماً : fمقصور 
 ( ) { }|\supp : 0f f= =OO Oℝ ∪   مجموعــة مفتوحــة و

وهي  وحواملها مجموعات متراصّة. ∞Cإلى مجموعة التوابع التي تنتمي إلى الصف  Dونرمز بالرمز 
  وضرا بعدد. ،وضرا ،لنسبة إلى عمليات جمع التوابعوضوحاً جبرٌ با

  فمثلاً نعلم أنّ التابع

1/ : 0
: , ( )

0 : 0

x
e x

x
x

ϕ ϕ

− >→ =  ≤
ℝ ℝ  

  بالصيغة ℝالمعرّف على  f . وعليه، ينتمي التابعℝ−وهو معدومٌ على  ∞Cينتمي إلى الصف 

2

2
exp : 1

( ) (1 ) ( 1) 1
       0 : 1

x
f x x x x

x

ϕ ϕ

    < = − + =   − ≥

  

)، ويحُقّق ∞C، وهو تابعٌ موجبٌ من الصف Dإلى الصف  ) [ ]supp 1,1f = −.  

)على الثابت  fوبقسمة التابع  )df x x∫ نحصل على .
، وحامله هو اال Dينتمي إلى  ρتابعٍ موجبٍ 

[ )، ويحُقّق −1,1[ )d 1x xρ =∫.  

 

1-1

ρ
ւ

x

y

0

 الرابع والعشرونالفصل 
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∗من  hو aوكذلك إذا تأمّلنا في حالة 
+ℝالتابع ،  

1 2( )/

, ,

1 2( )/

: , ( ) ( )d

x a h

a h a h

x a h

x t tχ χ ρ

+ +

− + −

→ = ∫ℝ ℝ  

a,لاحظنا مباشرة أنّ  hχ  الآتيةيحُقّق الخواص  
� ,a hχ  ينتمي إلى الصفC∞. 
|وفي حالة   � |x a h≥ ,نا لدي + ( ) 0

a h
xχ a,، إذن = hχ ∈ D. 

|وفي حالة   � |x a≤  لدينا, ( ) 1
a h

xχ =. 
,,وأخيراً لدينا  � ( ) [0,1]

a h
x xχ∀ ∈ ∈ℝ . 

 

a-a

,a hχ
ւ

x

y

0

1

hh  

فضاء جزئي كثيفٌ في جميع  Dأنّ الفضاء  » مقدّمة في نظريةّ القياس والتكامل «لقد رأينا في بحث 
)الفضاءات  ), ,p λL Bℝℂ ℝ حيث p  من[ [1,+∞ الآتية مجموعة الخواص م المبرهنة . تُـتَم

  .السابقة

f:ليكن  .مبرهنة 1-1-1. →ℝ ℂ  ُه متراص، أي تابعاً مستمراًّ حامل( )cf C∈ ℝ عندئذ ،
)توجد متتالية  )n nϕ ∈ℕ  من عناصرD  تتقارب بانتظام من التابعfأي .  

lim sup 0n
n

f ϕ
→∞

− =
ℝ

  

  الإثبات

]حامله اال  ،Dينتمي إلى  ρاً موجباً تابعنتأمّل  )، ويحُقّق −1,1[ )d 1x xρ =∫ℝ ُّثم .
  :يأتيكما   nρ، التابع ℕمن  nنعرّف، في حالة 

: , ( ) ( )n n x n nxρ ρ ρ→ =ℝ ℝ  
nوأخيراً نعرّف  nfϕ ρ=   . ونذكّر هنا أنّ ℕمن  n، في حالة ∗

, ( ) ( ) ( )dn nx x f t x t tϕ ρ∀ ∈ = −∫ℝℝ  
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)كان   لـمّا � )supp f  ،ًوجدنا عدداً متراصّاM  يحُقّق( ) [ ]supp ,f M M⊂ − ،
|ومن ثمَّ نتيقّن مباشرة أنهّ في حالة  | 1x M>  لدينا  +

, ( ) ( ) 0nt f t x tρ∀ ∈ − =ℝ  
  ومن ثمَّ 

( ) [ ]supp 1, 1n M Mϕ ⊂ − − +  

، يقبل ℕمن  kابعة لوسيط أنهّ مهما تكن نبرهن باستخدام مبرهنة اشتقاق التكاملات الت �
)التابع  )k

nf ρ∗  الاشتقاق على كاملℝ  وأنّ مشتقّه هو التابع( )1k
nf ρ . وهذا يثُبتُ أنّ ∗+

nϕ  ينتمي إلى الصفC∞ ّوأن ، 

( ) ( ), k k
n nk fϕ ρ∀ ∈ = ∗ℕ  

,ومن النتيجتين السابقتين نرى أنّ  nn ϕ∀ ∈ ∈ℕ D. 
 وأخيراً، لأنّ  �

, ( )d 1nn x xρ∗∀ ∈ =∫
ℝ

ℕ  

  يأتي، ما ℕ∗من  n، وℝمن  xنستنتج في حالة 

( )

1

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )d

( ) ( )d

( ) ( )d

n nx f x f x t f x t t

u
f x f x u u

n

u
f x f x u u

n

ϕ ρ

ρ

ρ

−

− = − −

     = − −         

     = − −         

∫

∫

∫

ℝ

ℝ

  

  ومن ثمَّ 
1

1 1
1

( ) ( ) ( )d sup ( )n
u

u
x f x u u f x f x

n
ϕ ρ

− ≤ ≤−

 − ≤ × − −  ∫  

  أو
  

1 1

( ) ( ) sup ( ) ( )

n n

n
h

x f x f x h f xϕ
− ≤ ≤

− ≤ − −  �  
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]على اال  fفي الحقيقة، نستنتج من الاستمرار المنتظم للتابع  ]2 ,2I M M= − − ، أنهّ +
∗من  εفي حالة 

+ℝ ٌيوجد عدد ،εη  من∗
+ℝ يحُقّق  

  2( , ) , ( ) ( )u v I u v f u f vεη ε∀ ∈ − < ⇒ − <  �  

n/1تحُقّق  ℕ∗من  n، ولتكن ℝمن  xلتكن إذن  εη>عندئذ .  

|في حالة  � | 1x M> )يكون لدينا  + ) 0f x )و = ) 0n xϕ  ، ومن ثمَّ =

( ) ( )n x f xϕ ε− < 

|أمّا في حالة  � | 1x M≤ ]من  h، فعندئذ مهما يكن + ]1 1,n n− ينتمِ العددان ،x 
xو h−  إلىI  المتراجحة �وتتحقّق بناءً على 

( ) ( )f x h f x ε− − ≤  
  فهذا يقتضي أنّ  �واستناداً إلى المتراجحة 

( ) ( )n x f xϕ ε− ≤  
  وهكذا نكون قد أثبتنا أنّ 

1
sup ( ) ( )n
x

n x f x
ε

ϕ ε
η ∈

> ⇒ − <
ℝ

  

 �  وهي النتيجة المرجوّة.

)لتكن  .D التقارب في - تعريف 2-1-1. )n nϕ ∈ℕ  متتالية توابع منD نقول إنّ المتتالية .
( )n nϕ ∈ℕ عٍ متقاربة من تابϕ  فيD  الآتيةإذا وفقط إذا تحقّقت الشروط:  

  تحوي جميع حوامل حدود المتتالية أي  Kتوجد مجموعة متراصّة  �  
( ), supp nn Kϕ∀ ∈ ⊂ℕ  

  ، فإنّ ℕمن  pمهما تكن  �
( ) ( )lim sup ( ) ( ) 0p p
n

n x K

x xϕ ϕ
→∞ ∈

− =.  

-ونكتب في هذه الحالة   lim n
n

ϕ ϕ
→∞

= D.  
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ليّتي الاشتقاق والضرب بتوابع من الصف مُغلقٌ بالنسبة إلى عم Dإنّ الفضاء  .مبرهنة 3-1-1.
C∞  علىℝ وهاتان العمليتّان مستمرتان على .D أي لتكن .( )n nϕ ∈ℕ  متتالية توابع

-تحُقّق  Dمن  lim n
n

ϕ ϕ
→∞

= D  عندئذ .  
-من جهة أولى يكون لدينا  � lim n

n
ϕ ϕ

→∞
′ ′= D.  

 ، يكن ℝعلى  ∞Cمن الصف  fومن جهة ثانية، مهما يكن التابع  �

- lim n
n

f fϕ ϕ
→∞

= D  

  الإثبات
  �  المتعلّقة باشتقاق جداء. Leibnizبات بسيطٌ وفق التعريف، وباستخدام علاقة إنّ الإث

  
  التناقص السريعذات  ∞C، فضاء التوابع من الصف Sالفضاء  2-1.

f:نقول إنّ التابع  .ريفتع 1-2-1. →ℝ ℂ الصف ينتمي إلى S إذا وفقط إذا حقّق ،
  : الآتيةالشروط 

  .∞Cينتمي إلى الصف  fالتابع  �
)يكن  ℕمن  kو nمهما تكن  � )sup ( )n k

x

x f x
∈

< +∞
ℝ

.  

هو في الحقيقة جبرٌ بالنسبة  S، ولقد رأينا أنّ Dفضاء شعاعي يحوي الفضاء  Sنرى وضوحاً أنّ 
، Sمن  fإلى عمليات جمع التوابع وضرا وضرا بعدد. ولقد جرت العادة أن نرمز، في حالة 

)بالرمز  ),n kp f إلى المقدار  
( )

, ( ) sup ( )n k
n k

x

p f x f x
∈

=
ℝ

  

  :يأتي، فهو كما Sأمّا تعريف مفهوم التقارب في الفضاء 

)لتكن  .S التقارب في - تعريف 2-2-1. )m mf ∈ℕ  متتالية منS نقول إنّ متتالية التوابع ،
( )m mf ∈ℕ  تتقارب فيS  من العنصرf  منSإذا وفقط إذا كان .  

( ) ( )2
,, , lim 0n k m

m
n k p f f

→∞
∀ ∈ − =ℕ  

-ونكتب عندئذ lim m
m

f f
→∞

= S.  
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:إنّ التطبيق  .ملاحظة ���� ,i f f→ S ֏D  أي إذا كانت مستمر .( )n nϕ ∈ℕ  متتالية
-تحُقّق  Dتوابع من  lim n

n
ϕ ϕ

→∞
= D  كان ،- lim n

n
ϕ ϕ

→∞
= S.  

  .Sئي كثيف في فضاء جز  Dإنّ الفضاء  .مبرهنة3-2-1.

  الإثبات
]يأخذ قيمه في  Dمن  χ. ولنتأمّل تابعاً Sتابعاً من  ϕليكن    ويحُقّق  0,1[

( ) [ ]supp 2,2χ ⊂ ]و     − 1,1], ( ) 1x xχ∀ ∈ − =  

  بالصيغة : nf، التابع ℕمن  nعندئذ نعرّف في حالة 

: , ( ) ( ) (2 )n
n nf f x x xϕ χ −→ =ℝ ℂ  

  ، ℕمن  mو kفيكون لدينا، في حالة 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

1
( ) ( ) [2 ] ( [2 ]

0
1

[2 ]
( ) [2 ] ( ) ( (

0

)

) )

1

1 2

n n

n
n

k kkm m k m
n k

k
m k n k m k

k

X f X C X

X C X

ϕ ϕ χ ϕ χ

ϕ χ ϕ χ

− −

−
−

− −

=
−

− −

=

− = − −

= − −

∑

∑

ℓ
ℓ

ℓ

ℓ ℓ

ℓ

ℓ

ℓ ℓ

  

  ومنه
1

1,( )
, 0,\[ 2 ,2 ]

0

( ) 1
( ) ( ) ( )

| | 2
n n

k
m km k

n k m kn

p
X f C p p

X

ϕ
ϕ ϕ χ

−
+

−−
=

− ≤ + ∑ ℓ
ℓ ℓℝ

ℓ

1  

  وأخيراً 
1

, 1, , 0,
0

1
( ) ( ) ( ) ( )

2

k

m k n m k k m kn
p f p C p pϕ ϕ ϕ χ

−

+ −
=

  − ≤ +    
∑ ℓ

ℓ ℓ
ℓ

  

   إذن
( ) ( )2

,, , lim 0m k n
n

m k p f ϕ
→∞

∀ ∈ − =ℕ  
-ومنه  lim n

n
fϕ

→∞
= S.  �  
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  .∞C، فضاء التوابع من الصف Eفضاء ال 3-1.

f:: نقول إنّ التابع  تعريف1-3-1. →ℝ ℂ الصف ينتمي إلى E إذا وفقط إذا انتمى إلى ،
جبرٌ بالنسبة إلى عمليات جمع التوابع وضرا وضرا بعدد  E. إنّ ℝعلى  ∞Cالصف 

  . Sوهو يحوي الجبر 

  :يأتي، كما Eونعرّف مفهوم التقارب في الفضاء 

)لتكن  .E التقارب في -  تعريف 2-3-1. )n nf ∈ℕ  متتالية منE نقول إنّ متتالية التوابع ،
( )n nf ∈ℕ  تتقارب فيE  من العنصرf  منE :كانت   أياًّ . إذا وفقط إذا تحقّق الشرط

  ، كانℕمن  pكان العدد   اً أيّ ، وKاموعة المتراصّة 
( ) ( )lim sup ( ) ( ) 0p p
n

n x K

f x f x
→∞ ∈

− =  

-ونكتب عندئذ  lim n
n

f f
→∞

= E.  

:إنّ التطبيق  .ظةملاح   ���� ,i f f→S E ֏  أي إذا كانت مستمر .( )n nf ∈ℕ  متتالية منS 
-تحُقّق  lim n

n
f f

→∞
= S كان ،- lim n

n
f f

→∞
= E.  

E\رٌ من عنص 1التابع الثابت . ملاحظة ���� S 2، والتابعxx e−֏  عنصرٌ من\S D وعليه .  
S E⊊ ⊊D  

  

  التوزيعات، والتوزيعات المُلطفة، والتوزيعات ذات الحوامل المتراصّة 2.

   D′وزيعات فضاء الت 1-2.

  . فيكون التطبيقDكل شكلٍ خطّي مستمر على توزيعاً نسمّي  .تعريف 1-1-2.
( ): , ,T T Tϕ ϕ ϕ→ =ℂ ֏D  

: أياًّ كانت المتتالية الآتيتطبيقاً خطيّاً، يحُقّق شرط الاستمرار  Tتوزيعاً إذا وفقط إذا كان 
( )n nϕ ∈ℕ  منD  التي تسعى فيD  كان 0إلى ،lim , 0n

n
T ϕ

→∞
. نرمز =

  .إلى الفضاء الشعاعي المكوّن من جميع التوزيعات D′بالرمز
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T:لنتأمّل شكلاً خطيّاً  .مبرهنة 2-1-2. → ℂD الآتيتين. هناك تكافؤ بين الخاصتين:  
  توزيع. Tإنّ  �
∗من  KM، وℕمن  KN، يوجد ℝفي  Kمهما تكن اموعة المتراصّة  �

+ℝ :يحُقّقان  

( ) ( )

0

, supp , sup
KN

p
K

Kp

K T Mϕ ϕ ϕ ϕ
=

∀ ∈ ⊂ ⇒ ≤ ∑D  

  الإثبات
⇐� ). لنتأمّل متتالية � )n nϕ ∈ℕ  منD  تسعى فيD  عندئذ نعلم استناداً إلى 0إلى ،

  : الشرطين الآتيين، تحُقّق Kالتعريف أنهّ توجد مجموعة متراصّة 
� ( ), supp nn Kϕ∀ ∈ ⊂ℕ. 
� ( ), lim sup 0p

n
n K

p ϕ
→∞

∀ ∈ =ℕ. 

∗من  KM، وℕمن  KN، يوجد �ولكن استناداً إلى 
+ℝ : يحُقّقان  

( ) ( )

0

, supp , sup
KN

p
K

Kp

K T Mϕ ϕ ϕ ϕ
=

∀ ∈ ⊂ ⇒ ≤ ∑D  

  وبوجه خاص يكون لدينا
( )

0

, , sup
KN

p
n K n

Kp

n T Mϕ ϕ
=

∀ ∈ ≤ ∑ℕ  

limوهذا يقتضي وضوحاً أنّ  , 0n
n

T ϕ
→∞

= .  
⇐� ، ℕمن  n، ومهما تكن 0Kتراصّة خطأ. عندئذ توجد مجموعة م �. لنفترض أنّ �

)يحُقّق  Dمن  nψيوجد تابعٌ  ) 0supp n Kψ   ، والمتراجحة⊃

  
0

( )

0

, 2 sup
n

n m
n n

Km

T ψ ψ
=

> ∑  ( )∗  

بالصيغة  nMنعرّف العدد 
0

( )

0

2 sup
n

n m
n n

Km

M ψ
=

=   بالصيغة  Dمن  nϕ، والتابع ∑

1
n n

nM
ϕ ψ=  

  عندئذ نلاحظ مباشرة أنّ 
( ) 0, supp nn Kϕ∀ ∈ ⊂ℕ  
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  ، لديناℕمن  pو في حالة 

0 0

( ) ( )1 1
, sup sup

2

p p
n n n

K Kn

n p
M

ϕ ψ∀ ≥ = ≤  

وهذا يبرهن أنّ 
0

( ), lim sup 0p
n

n K

p ϕ
→∞

∀ ∈ =ℕ إذن ،- lim 0n
n

ϕ
→∞

=D .  

lim، هذا يقتضي أنّ �ولكن بناءً على , 0n
n

T ϕ
→∞

)ناقض ، وي= )لأنّ المتراجحة  ∗( )∗ 
,تُكافئ  , 1nn T ϕ∀ ∈ >ℕ وهذا التناقض يثُبتُ صحة .�.  �  

   أمثلة 3-1-2.

f:نقول إنّ تابعاً . لمنتظمةالتوزيعات ا   � →ℝ ℂ  ًّنهّ ينتمي إلى إ أو، قابلٌ للمكاملة محليا
)الفضاء  )1,locL ℝ إذا وفقط إذا انتمى التابع ،Kf )إلى  1 )1 , ,λL Bℂ ℝℝ كانت   وذلك مهما

)من  f. في حالة تابع ℝمن  Kاموعة المتراصّة  )1,locL ℝ نعرّف الشكل الخطّي ،fT  على
D بالصيغة  

: , , ( ) ( )df fT T f x x xϕ ϕ ϕ→ 〈 〉 = ∫ℝℂ ֏  
  لدينا ℝمن  K. وذلك لأنهّ في حالة مجموعة متراصّة D′إلى  fTعندئذ ينتمي 

( ), supp( ) , d supf
K K

K T fϕ ϕ ϕ λ ϕ∀ ∈ ⊂ ⇒ 〈 〉 ≤ ⋅∫D  

  لنتأمّل إذن التطبيق الخطّي
( )1,loc: , fi L f T′→ℝ ֏D  

0fTولنفترض أنّ  )من  fفي حالة تابعٍ  = )1,locL ℝ.   
∗من  a ليكن

+ℝ، 1,نتأمّل تابعاً ولaχ  منD يحُقّق  
( ) [ ],1supp 1, 1a a aχ = − − |1, و   + | ( ) 1ax a xχ≤ ⇒ =  

1a,نعرّف ثمُّ ل af fχ= فيكون ،af  عنصراً من( )1 , ,λL Bℂ ℝℝ.  

] في اال تابعاً موجباً، حامله محتوى Dمن  ρليكن  )، ويحُقّق −1,1[ )d 1x xρ =∫ℝ .
  غة يبالص nρ، التابع ℕ∗من  nولنعرف في حالة 

( ) ( )n x n nxρ ρ=.  



 260  اتـالتوزيع

:1, ، ينتمي التابعℕمن  n، وℝمن  tفي حالة  ( ) ( )n ax t x xϕ ρ χ−֏  إلىD ومن .
  ثمَّ 

,10 , ( ) ( ) ( )df a nT f x x t x xϕ χ ρ= 〈 〉 = −∫ℝ  
,ومنه  0a nn f ρ∗∀ ∈ ∗ =ℕلية . ولكنّ المتتا( )a n nf ρ ∈∗ ℕ  متتالية منD  تسعى إلى

af  في( )1 , ,λL Bℂ ℝℝ 0. إذنaf )في  = )1 , ,λL Bℂ ℝℝ ّوهذا يقتضي أن .  
{ }( )0, [ , ] : ( ) 0 0a x a a f xλ∀ > ∈ − ≠ =  

,0إذن   - . .f a eλ= ّوهذا يثُبتُ أن .i مُطابقة بين فضاء ـتطبيق خطّي متباينٌ، ويتيح لنا ال
، نسميّه فضاء التوزيعات D′التوابع القابلة للمُكاملة محليّاً وبين فضاء جزئي من فضاء التوزيعات 

  المنتظمة.
  بالصيغة Dعلى  aδالشكل الخطّي  ℝمن  aنعرّف في حالة . قياس ديراك �

: , , ( )a a aδ δ ϕ ϕ→ 〈 〉 =ℂD  

  لدينا ℝمن  Kمن الواضح أنهّ مهما تكن اموعة المتراصّة 
,

supp( ) , supa
K

K

ϕ

ϕ δ ϕ ϕ

∀ ∈

⊂ ⇒ 〈 〉 ≤

D

  

aδوهذا يثُبتُ أنّ  ′∈ D.  ونكتب عادةδ  0دون دليل دلالة علىδ .  

  بالصيغة Dالمعرّف على  Шإنّ هذا التوزيع هو الشكل الخطّي . ديراك مشط �
Ш Ш: , , ( )

n

nϕ ϕ
∈

→ 〈 〉 = ∑
ℤ

ℂD  

  لدينا ℝمن  Kإذ من الواضح أنهّ مهما تكن اموعة المتراصّة 

Ш

,

supp( ) , card( ) sup
K

K K

ϕ

ϕ ϕ ϕ

∀ ∈

⊂ ⇒ 〈 〉 ≤ ⋅∩ ℤ

D

  

Ш  ونعبر عن هذا التوزيع بدلالة قياسات ديراك بالصيغة = n

n

δ
∈
∑
ℤ

.  

  .»شا  «ويقُرأ ڤيّة هو الحرف السادس والعشرون من الأبجديةّ السلا Шإنّ  				
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 T. نقول إنّ ℝمجموعة مفتوحة من  U، ولتكن D′توزيعاً من  Tليكن  .تعريف 4-1-2.
  إذا وفقط إذا تحقّق ما يلي : Uعلى  أو صفري معدوم

( ), supp , 0U Tϕ ϕ ϕ∀ ∈ ⊂ ⇒ =D  
عليها، ونرمز إليه بالرمز  صفرياًّ  T، متمّمة أكبر مجموعة مفتوحة يكون T حاملنسمّي 
( )supp T.  

  أمثلة  5-1-2.

�  في حالة تابعٍ مستمرf  لدينا( ) ( )supp suppfT f=. 

)لدينا  aδفي حالة قياس ديراك  � )supp { }a aδ =. 

)لدينا  Шفي حالة مشط ديراك  � )Шsupp = ℤ.  

   S′ فةط لَ فضاء التوزيعات المُ  2-2.

  . فيكون التطبيقS معرّف على شكلٍ خطّي مستمر  كل   توزيعاً مُلَطفاً نسمّي  .تعريف 1-2-2.
: , ( ) ,T T Tϕ ϕ ϕ→ = 〈 〉S ℂ ֏  

أياًّ كانت  الآتي:تطبيقاً خطيّاً، يحُقّق شرط الاستمرار  Tتوزيعاً ملطفّاً إذا وفقط إذا كان 
)المتتالية  )n nϕ ∈ℕ  منS  التي تسعى فيS  كان0إلى ،  

lim , 0n
n

T ϕ
→∞

=  
   إلى الفضاء الشعاعي المكوّن من جميع التوزيعات الملطفة. S′نرمز بالرمز

T:لنتأمّل شكلاً خطيّاً  .مبرهنة 2-2-2. →S ℂ الآتيتين. هناك تكافؤ بين الخاصتين:  
  وزيع مُلطفٌ.ت Tإنّ  �
∗من  M، وℕمن  Nيوجد  �

+ℝ : يحُقّقان  
( ), ,

N
T Mqϕ ϕ ϕ∀ ∈ ≤S  

  عرفّنا وقد
( )

,
0 , 0 ,

( ) ( ) sup ( )n k
n k

N xk n N k n N

q p x xϕ ϕ ϕ
∈≤ ≤ ≤ ≤

= =∑ ∑
ℝ
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  الإثبات

⇐� ). لنتأمّل متتالية � )m mϕ ∈ℕ  منS  تسعى فيS  عندئذ نعلم استناداً إلى 0إلى ،
  التعريف أنّ 

( ) ( )2
,, , lim 0n k m

m
n k p ϕ

→∞
∀ ∈ =ℕ  

∗من  M، وℕمن  N، يوجد �ولكن استناداً إلى 
+ℝ : يحُقّقان  

( ), ,
N

T M qϕ ϕ ϕ∀ ∈ ≤S  
  وبوجه خاص يكون لدينا

( ), , m mN
m T M qϕ ϕ∀ ∈ ≤ℕ  

limأنّ  وهذا يقتضي وضوحاً  , 0m
m

T ϕ
→∞

= .  

⇐�   ق يحُقّ  Sمن  mψ، يوجد تابعٌ ℕمن mخطأ. عندئذ مهما تكن  �. لنفترض أنّ �

  ( ), 2mm mm
T qψ ψ>  ( )∗  

)بالصيغة  mAنعرّف العدد  )2mm mm
A q ψ= والتابع ،mϕ  منS  بالصيغة  

1
m m

mA
ϕ ψ=  

)اشرة أنهّ في حالة عندئذ نلاحظ مب ),n k  2منℕلدينا ،  

( ) ( ) ( ),
1 1

max , , sup
2

n k
m n k m m

m

m n k x p
A

ϕ ψ∀ ≥ = ≤
ℝ

  

  وهذا يبرهن أنّ 
( ) ( )2

,, , lim 0n k m
m

n k p ϕ
→∞

∀ ∈ =ℕ  
-إذن  lim 0m

m
ϕ

→∞
=S .  

lim، هذا يقتضي أنّ �ولكن بناءً على , 0m
m

T ϕ
→∞

)ناقض ، وي= )لأنّ المتراجحة  ∗( )∗ 
,تُكافئ  , 1mm T ϕ∀ ∈ >ℕ وهذا التناقض يثُبتُ صحة .�.  �  

  إنّ كل توزيعٍ مُلَطفٍ توزيعٌ، ولكنّ العكس غير صحيح : .مبرهنة 3-2-2.
′ ′S ⊊ D  
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  الإثبات

⊃في الحقيقة، نستنتج من الاحتواء  SD أنهّ إذا كان ،T  شكلاً خطيّاً علىS كان مقصوره ،
). وإذا كانت Dشكلاً خطيّاً على  TDكان ، أي  Dلى ع )m mϕ ∈ℕ  متتالية منD  تحُقّق

- lim 0m
m

ϕ
→∞

=D كان لدينا ،- lim 0m
m

ϕ
→∞

=S واستنتجنا من استمرار ،T  علىS  ّأن
lim , 0m

m
T ϕ

→∞
  . وهذا يبرهن على أنّ =

T T′ ′∈ ⇒ ∈S D D  
  ما عبرّنا عنه بقولنا إنّ كل توزيعٍ مُلَطف توزيعٌ. ووه

2نرى مباشرة أنهّ في حالة التابع 

: , ( ) xf f x e→ =ℝ ℝ،  ينتمي التوزيع المنتظمfT  إلى′D 
  �  .S′ولكنّه لا ينتمي إلى 

   أمثلة 4-2-2.

)تابعاً من  fليكن   � )1 , ,λL Bℂ ℝℝ عندئذ مهما يكن .ϕ  منS  ينتمِ التابعfϕ  إلى
( )1 , ,λL Bℂ ℝℝ وتتحقّق المتراجحة ،  

01
( ) ( )d ( )f x x x f qϕ ϕ≤∫ℝ  

  وهذا يثُبتُ أنّ التطبيق الخطّي

: , , ( ) ( )df fT T f x x xϕ ϕ→ 〈 〉 = ∫S
ℝ

ℂ  

  .S′ينتمي إلى 
[من  pتكن ل  � )تابعاً من  f. إذا كان ∞+,1] ), ,p λL Bℝℂ ℝ استنتجنا من كون .

)التطبيق  ): , , ,qi λ ϕ ϕ→S L Bℝℂ ℝ  حيثتطبيقاً مستمراً،  ֏
1

p
q

p
=

−
، ومن 

)إلى  fϕينتمِ التابع  Sمن  ϕ، أنهّ مهما يكن Hölderمتراجحة  )1 , ,λL Bℂ ℝℝ ويكون .
  التطبيق الخطّي

: , , ( ) ( )df fT T f x x xϕ ϕ→ 〈 〉 = ∫S
ℝ

ℂ  
  .S′عنصراً من 
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  توزيعٌ مُلَطف، إذ لدينا aδإنّ قياس ديراك   �
0, ( ) ( )a qϕ ϕ ϕ∀ ∈ ≤S  


  ف، لأنّ توزيعٌ مُلَطШ  إنّ التوزيع   

( )

2

2

0,0 2,02

1
, ( ) (1 ) ( )

1

1
( ) ( )

1

n n

n

n n n
n

p p
n

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

∈ ∈

∈

∀ ∈ = +
+

  ≤ +   +

∑ ∑

∑

S

ℤ ℤ

ℤ

  

)يتقارب اموع  Sمن  ϕوهذا يبرهن أنهّ مهما يكن  )
n

nϕ
∈∑ ℤ

  بالإطلاق وتتحقّق المتراجحة 

2
, ( ) ( )

n

n M qϕ ϕ ϕ
∈

∀ ∈ ≤∑S

ℤ

  

2 حيث

1

1n

M
n∈

=
+∑

ℤ

Шيثُبتُ أنّ مِشط ديراك  . وهذا = nn
δ

∈∑ ℤ
  .S′ينتمي إلى  

pنترك القارئ يثُبتُ بأسلوب مماثل أنّ   �
na

n

n δ
∈
∑
ℤ

  .S′يعُرّف أيضاً توزيعاً مُلَطفاً من  

  E′ فضاء التوزيعات ذات الحوامل المتراصّة 3-2.

  . فيكون التطبيقE على كل شكلٍ خطّي مستمر   توزيعاً حامله متراصنسمّي  .تعريف1-3-2.
: , ( ) ,T T Tϕ ϕ ϕ→ = 〈 〉E ℂ ֏  

: أياًّ  الآتيتطبيقاً خطيّاً، يحُقّق شرط الاستمرار  Tإذا وفقط إذا كان  تراصحامله متوزيعاً 
)كانت المتتالية  )n nϕ ∈ℕ  منE  التي تسعى فيE  كان0إلى ،  

lim , 0n
n

T ϕ
→∞

=  
  إلى الفضاء الشعاعي المكوّن من التوزيعات ذات الحوامل المتراصّة. E′نرمز بالرمز

T:: لنتأمّل شكلاً خطيّاً  مبرهنة 2-3-2. →E ℂ الآتيتين. هناك تكافؤ بين الخاصتين:  
  توزيع ذو حامل متراص. Tإنّ  �
∗من  M، وℕمن  N، ويوجد 0Kتوجد مجموعة متراصّة  �

+ℝ  ُتح قق :  

0

( )

0

, , sup ( )
N

p

x Kp

T M xϕ ϕ ϕ
∈=

∀ ∈ 〈 〉 ≤ ∑E  

)تتعلّق  حيث )0, ,K N M  بالتطبيق الخطّيT.  
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  الإثبات

⇐� ). لنتأمّل متتالية � )n nϕ ∈ℕ  منE عى في تسE  عندئذ نعلم استناداً إلى 0إلى ،
  ، يكنℕمن  p، ومهما تكن ℝفي  Kالتعريف أنهّ، مهما تكن اموعة المتراصّة 

( )lim sup 0p
n

n K

ϕ
→∞

=  

  ، لدينا �ولكن استناداً إلى 
( ) ( )

00

, , sup
N

p
n n

x Kp

n T M xϕ ϕ
∈=

∀ ∈ ≤ ∑ℕ  

limوهذا يقتضي وضوحاً أنّ  , 0n
n

T ϕ
→∞

= .  

⇐�   يحُقّق  Eمن  nψ، يوجد تابعٌ ℕ من nتكن  خطأ. عندئذ مهما �. لنفترض أنّ �

  ( )

[ , ]0

, 2 sup ( )
n

n p
n n

x n np

T xψ ψ
∈ −=

> ∑  ( )∗  

  بالصيغة  nA نعرّف العدد

( )

[ , ]0

2 sup ( )
n

n p
n n

x n np

A xψ
∈ −=

= ∑  

n/ بالصيغة Eمن nϕوالتابع  n nAϕ ψ=  عندئذ نلاحظ مباشرة أنهّ في مجموعة متراصّة ماK 
0nيحُقّق  ℕمن  0n. يوجد عددٌ ℕمن  p، وفي حالة ℝفي  p≥ و[ ]0 0,K n n⊂ − .

  وعندئذ

( ) ( )
0

[ , ]

1 1
, sup sup

2

p p
n n n

K n nn

n n
A

ϕ ψ
−

∀ ≥ ≤ ≤  

  وهذا يبرهن أنّ 
( )lim sup 0p
n

n K

ϕ
→∞

=  

- إذن lim 0n
n
ϕ

→∞
=E.  

lim، هذا يقتضي أنّ � بناءً على ،ولكن , 0n
n

T ϕ
→∞

)ناقض ، وي= )لأنّ المتراجحة  ∗( )∗ 
,تُكافئ  , 1nn T ϕ∀ ∈ >ℕ وهذا التناقض يثُبتُ صحة .�.  �  
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حامله متراصّ، ولكنّ العكس غير  S′هو توزيعٌ من  E′إنّ كل توزيعٍ من  .مبرهنة 3-3-2.
′صحيح ، أي إنّ  ′E S⊊.  

  الإثبات

S⊃ن الاحتواء في الحقيقة، نستنتج م E أنهّ إذا كان ،T  شكلاً خطياًّ علىE كان مقصوره ،
T كان  ، أيSلى ع S  شكلاً خطياًّ علىSنت . وإذا كا( )m mϕ ∈ℕ  متتالية منS  تحُقّق

- lim 0m
m

ϕ
→∞

=S كان لدينا ،- lim 0m
m

ϕ
→∞

=E واستنتجنا من استمرار ،T  علىE  ّأن
lim , 0m

m
T ϕ

→∞
  . وهذا يبرهن على أنّ =

T T′ ′∈ ⇒ ∈SE S  
من جهة أخرى، . هو توزيعٌ مُلَطف، وهو من ثمَّ توزيعٌ  E′عنه بقولنا إنّ كل توزيعٍ من  وهذا ما نعبرّ 

، وعددٌ ℕفي  N، ويوجد 0Kتعريف، توجد مجموعة متراصّة . اعتماداً على الE′من  Tليكن 
  المتراجحة قّقتحُ ، Mموجبٌ 

0

( )

0

, , sup ( )
N

p

x Kp

T M xϕ ϕ ϕ
∈=

∀ ∈ 〈 〉 ≤ ∑E  

  وبوجه خاصّ نرى أنّ 
( ) ( )0, supp \ , 0K Tϕ ϕ ϕ∀ ∈ ⊂ ⇒ =ℝD  

)وهذا يبرهن أنّ  ) 0supp T K⊂ ّونرى أن .T1  ينتمي إلى′S  ولا ينتمي إلى′E.  �  

  .E′لا ينتمي إلى  Ш، وE′ينتمي إلى  aδ .مثال 4-3-2.

  مفاهيم التقارب في فضاءات التوزيعات 3.

، ويرمز Eأو  Sأو  D إلى أحد فضاءات توابع الاختبار Xفي هذا التعريف يرمز  .تعريف 1-3.
′X  إلى فضاء التوزيعات الموافق. لتكن( )n nT ∈ℕ  متتالية من′X نقول إنّ المتتالية ،

( )n nT ∈ℕ  تسعى إلىT من′X إذا وفقط إذا، مهما كان ،ϕ  منXكان ،  
lim , ,n
n

T Tϕ ϕ
→∞

=  
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)من  fليكن  .مثال 2-3. )1 , ,λL Bℂ ℝℝ  : يحُقّقd 1f λ =∫ℝ. نعرّف التابعول  

: , ( ) ( )n nf f x nf nx→ =ℝ ℝ  
). كما نعرّف متتالية التوزيعاتℕ∗من  nفي حالة  )n nT ∗∈ℕ  من′S بالعلاقة

nn fT T= .
-0عندئذ  lim n

m
T δ

→∞
′ =S.  

  . عندئذSمن  ϕفي الحقيقة، ليكن 

, ( ) ( )d ( ) dn n

t
T f x x x f t t

n
ϕ ϕ ϕ

 〈 〉 = =   ∫ ∫
ℝ ℝ

  

:لنضع  , ( ) ( ) ( / )n ng g t f t t nϕ→ =ℝ ℝ ولنلاحظ ما يلي .  
 تابعٌ مقيس. ng، فالتابع ℕ∗من  nمهما تكن  �

)، تتقارب المتتالية ℝمن  tمهما تكن  � ( ))n n
g t ∗∈ℕ  من( ) (0)f t ϕ. 

)التابع  � )0,0g p fϕ=  ينتمي إلى( )1 , ,λL Bℂ ℝℝ يحُقّق 

, , ( ) ( )nt n g t g t∗∀ ∈ ∀ ∈ ≤ℝ ℕ  

  ، استناداً إلى مبرهنة التقارب للوبيغ، نجدإذن
lim ( )d (0) ( )d (0)n
n

g t t f t tϕ ϕ
→∞

= =∫ ∫ℝ ℝ
  

  أو
0lim , (0) ,n

n
T ϕ ϕ δ ϕ

→∞
〈 〉 = = 〈 〉  

-0وهذا يثُبت أنّ  lim n
m

T δ
→∞

′ =S.  
  في الحقيقة، لدينا .مثال 3-3.

Ш = - lim
n

k
n

k n

δ
→∞ =−

′ ∑S  

nفإذا عرفّنا 

n kk n
T δ

=−
  . استنتجنا أنّ Sمن  ϕ. وتأمّلنا ℕمن  nفي حالة  ∑=

Ш, 2
2

| | | |

2 ( )1
, ( ) ( )

( 1)n
k n k n

q
T k q

k k n

ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ

> >

〈 〉− 〈 〉 ≤ ≤ ≤
+∑ ∑  

  وعليه
Ш,  lim , ,n

n
Tϕ ϕ ϕ

→∞
∀ ∈ 〈 〉 = 〈 〉S  
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  العمليات على التوزيعات 4.

)من  f، وℝمن  aعرفّنا في حالة  .الانسحاب 1-4. )1,locL ℝ  التابع( )a fτ  بالصيغة
( )( ) ( )a f x f x aτ = ). ينتج الخطّ البياني للتابع − )a fτ  من الخط البياني للتابعf  بعد

aiإجراء انسحاب شعاعه 

  عميم هذا المفهوم إلى التوزيعات.بتهنا . نرغب 

  . عندئذ نلاحظ أنّ Dمن  ϕليكن 

( ), ( ) ( )d

( ) ( )d , ( )

a f

f a

T f x a x x

f x x a x T

τ ϕ ϕ

ϕ τ ϕ−

〈 〉 = −

= + = 〈 〉
∫
∫
ℝ

ℝ

  

  :الآتيوهذا ما يجعلنا نضع التعريف 

)، نعرّف التوزيع ℝمن  aوعددٍ  D′من  Tفي حالة توزيع . تعريف )a Tτ بالصيغة  
, ( ), , ( )a aT Tϕ τ ϕ τ ϕ−∀ ∈ 〈 〉 = 〈 〉D  

)دوراً، إذا وفقط إذا كان  κويقبل العدد  دوري Tونقول إنّ    )T Tκτ =.  

) ، لديناℝمن  aنلاحظ بوجه خاصّ أنهّ في حالة  )aτ ′ ′=S S و( )aτ ′ ′=E E.  

) .أمثلة )0a aτ δ δ=والتوزيع ، Ш  دوراً. 1توزيعٌ دوري يقبل العدد  

)من  fفي حالة  .تناظرال 2-4. )1,locL ℝ نعرّف التابع ،f
�

)بالصيغة   ) ( )f x f x= −
�

. ينتج 
fالخطّ البياني للتابع 
�

إلى  سعى هنابالنسبة إلى محور التراتيب. ن fبأخذ نظير الخط البياني للتابع  
  لى التوزيعات.عتعميم هذا المفهوم 

  . عندئذ نلاحظ أنّ Dمن  ϕليكن 
, ( ) ( )d

( ) ( )d ,

f

f

T f x x x

f x x x T

ϕ ϕ

ϕ ϕ

〈 〉 = −

= − = 〈 〉
∫
∫

�

ℝ

ℝ

�  

  وهذا ما يجعلنا نضع التعريف التالي :
T التوزيع المُناظر، نعرّف D′من  Tفي حالة توزيع  .تعريف

  بالصيغة ��
, , ,T Tϕ ϕ ϕ∀ ∈ 〈 〉 = 〈 〉
� �

D  
Tإذا كان  زوجي Tنقول إنّ    T=

�
Tإذا كان  فردي T، ونقول إنّ  T= −

�
.  

  .على الترتيب E′أو S′ينتمي إلى  E′أو من  S′نلاحظ بوجه خاصّ أنّ مناظر توزيع من 
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  أمثلة
a aδ δ−=
��

  توزيعان زوجيّان. Шو  0δ، والتوزيعان 

)من  f، وℝ∗من  aالة عرفّنا في ح .تغيير السلّم 3-4. )1,locL ℝ  التابع[ ]af  بالصيغة
[ ]( ) ( )af x f ax=  .نرغب إذن بتعميم هذا المفهوم إلى التوزيعات .  

  . عندئذ نلاحظ أنّ Dمن  ϕليكن 
[ ]

[1/ ]

, ( ) ( )d

1 1 1
( ) d ,

| | | |

af

a
f

T f ax x x

f x x x T
a a a

ϕ ϕ

ϕ ϕ

〈 〉 =
 = =  

∫

∫
ℝ

ℝ

  

  .الآتيذا ما يجعلنا نضع التعريف وه

]، نعرّف التوزيع ℝ∗من  aوعددٍ  D′من  Tفي حالة توزيع  .تعريف ]aT بالصيغة  
[ ] [1/ ]1

, , ,
| |

a aT T
a

ϕ ϕ ϕ∀ ∈ =D  

  .مثال

/1]لدينا  ℝمن  bو ℝ∗من  aفي حالة  ] | |a
b abaδ δ=.  

  تابعي فالضرب  4-4.

.1-4-4 ′×E D ليكن .ψ  تابعاً منEإنّ التطبيق الخطّي ،  
: ,Mψ ϕ ϕψ→ ֏D D  

 لة مجموعة متراصّة . لأنهّ لدينا في حاتطبيق مستمرK ٍوعدد ،p  منℕ يأتي، ما  

( ) ( ) ( ) ( )

0 0

sup ( ( )) sup sup sup
p p

p p
p

K K K K

M C Aψ ψϕ ψ ϕ ϕ−

= =

≤ ≤ ⋅∑ ∑ℓ ℓ ℓ ℓ

ℓ ℓ

  

) حيث )

0
max sup p

p
p K

A Cψ ψ −

≤ ≤

 =   
ℓ ℓ

ℓ
.  

)في حالة متتالية  ،وهذا يثُبتُ  )n nϕ ∈ℕ  منD، أتيما ي :  
( ) ( )- lim - limn n

m m
M Mψ ψϕ ϕ ϕ ϕ

→∞ →∞
= ⇒ =D D  
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Tأنّ  Mψ. نستنتج من استمرار Eمن  ψ، وليكن D′من  Tليكن  Mψ
هو شكلٌ  
 على  خطّي مستمرD فهو إذن توزيعٌ من ،′D  نرمز إليه عادة بالرمزTψأي .  

( ) ( ), , ,T T M T Tψϕ ψ ϕ ϕ ψϕ ψϕ∀ ∈ = = =
D  

)ونلاحظ بسهولة أنهّ إذا كانت  )n nT ∈ℕ  متتالية من′D  متقاربة منT تقاربت المتتالية .
( )n nTψ ∈ℕ  في′D  منTψ.  

   أمثلة
 لدينا ℝمن  aنستنتج من التعريف السابق أنهّ في حالة  �

, ( )a aaψ ψδ ψ δ∀ ∈ =E  

  في ميكانيك الكمّ، نعبرّ عن الموضع بالمؤثرّ الخطّي    ����
: ,XM T XT′ ′→ ֏D D  

xالمعرّف بالصيغة  Eإلى التابع من  Xإذ رمزنا كالعادة بالرمز  x֏ .
aنستنتج مما سبق أنّ  aX aδ δ= إذن جميع الأعداد الحقيقيّة هي قيم ،

 .a الذاتيّة موافق للقيمةذاتيّ شعاع  aδ، وXMذاتيّة للمؤثرّ 

 لدينا Eمن  ψفي حالة  �

Ш = ( ) n
n

nψ ψ δ
∈
∑
ℤ

  

  ملاحظات 
 ويكون E′إلى  Tψ، ينتمي التوزيع D′من  T، وDمن  ψفي حالة  �

( ) ( )supp suppTψ ψ⊂  
′عن هذا بالكتابة   نعبرّ  ′× ⊂ ED D. 

 ويكون E′إلى  Tψ، ينتمي التوزيع E′من  T، وEمن  ψوكذلك، في حالة  �

( ) ( )supp suppT Tψ ⊂  
′عن هذا بالكتابة  نعبرّ  ′× ⊂E E E.  
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، فإنهّ بوجه عام لا Sمن  ϕ، وتابعٍ Eمن  ψفي حالة تابعٍ . حالة التوزيعات المُلَطفة 2-4-4.
المعرفّين  ϕو ψلتابعين تأمّل على سبيل المثال حالة ا(. Sإلى  ψϕينتمي جداء الضرب 

2بالصيغتين 

( ) xx eψ 2و =

( ( ) xx eϕ توزيع مُلَطف  في E، لذلك عند ضرب تابعٍ من =−
  ورة. نحصل على توزيع لا يكون توزيعاً مُلَطفاً بالضر 

2المعرّف بالصيغة  ψفمثلاً في حالة التابع 

( ) xx eψ ولكنّه لا  D′ينتمي إلى  Шψ، نرى أنّ =
  .S′ينتمي إلى 

  :يأتيدتان نبينهما فيما ومع ذلك، هناك حالتان خاصّتان مفي

  
 ψالتابع  في، أنّ الضرب Sمن  ψنجد في حالة  4-4-1.بأسلوب مماثل لما رأيناه في  �

::  Sيعُرف تطبيقاً خطيّاً مستمراً على  ,Mψ ϕ ψϕ→S S ֏ . 
T. يكون S′من  T، وSمن  ψوعليه في حالة  Mψ
اً اً مستمرّ شكلاً خطيّ  

. وهو معرّف كما في الحالة السابقة Tψ، نرمز إليه بالرمز S′، أي توزيعاً من Sعلى 
  وفق :

, , ,T Tϕ ψ ϕ ψϕ∀ ∈ 〈 〉 = 〈 〉S  
′ونعُبرّ عن هذا بالكتابة  ′× ⊂S S S.  

:وكذلك، في حالة التابع  � ,n nX x x→ℝ ℝ ، يعُرف ℕمن  n حيث، ֏
 : Sتطبيقاً خطياًّ مستمراً على  nXالتابع  فيالضرب 

: ,n
n

XM Xϕ ϕ→S S ֏ 

nXT. يكون S′من  Tوعليه في حالة  M
، أي Sاً على اً مستمرّ شكلاً خطيّ  
nX، نرمز إليه بالرمز S′توزيعاً من  T وهو معرّف كما في الحالة السابقة وفق .  

, , ,n nX T T Xϕ ϕ ϕ∀ ∈ 〈 〉 = 〈 〉S  
]ونعُبرّ عن هذا بالكتابة  ]X ′ ′× ⊂S Sℂ.  

  طريقة لتعريف ضرب التوزيعات. لا يوجد بوجه عامّ  .ملاحظة���� 
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  اشتقاق التوزيعات 5-4.

f:لنلاحظ أنهّ في حالة تابع  →ℝ ℂ  1من الصفC دينال  

, , ( ) ( )d

( ) ( )d ,

f

f

T f x x x

f x x x T

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

′ ′∀ ∈ 〈 〉 =

′ ′= − = −〈 〉
∫
∫
ℝ

ℝ

D

  

  في الحقيقة، لقد رأينا أنّ الاشتقاق :

( ): ,  ϕ ϕ′∂ → ∂ =D D  

من  T. وهذا يقتضي أنهّ مهما يكن التوزيع 1-1-3يعُرّف تطبيقاً خطياًّ مستمراًّ، راجع المبرهنة  
′D يكن ،T ∂
  .الآتي. وهذا ما يجعلنا نضع التعريف D′اً أي توزيعاً من شكلاً خطيّاً مستمرّ  

Tمشتقّه بأنه التوزيع نعرّف  D′من  Tفي حالة توزيع  .تعريف 1-5-4. T′ = − ∂
 .
)بأنهّ التوزيع  nمن المرتبة  T مشتقّ ونعرّف بوجه عام  ) ( 1)n n nT T= − ∂
. وهذا 
  مُكافئةـيُكتبُ بالصيغة ال

( ) ( ), , ( 1) ,n n nT Tϕ ϕ ϕ∀ ∈ 〈 〉 = − 〈 〉D  

)مثلاً المساواة  1Cمن الصف  fحالة تابع  وعندئذ تتحقّق في )f fT T ′
′ =.  

  من التطبيقين  كان كل   لـمّا .ملاحظة 2-5-4.

( ): ,  ϕ ϕ′∂ → ∂ =S S  و( ): ,  ϕ ϕ′∂ → ∂ =E E  

)تنتمي جميع المشتقات  S′من  T. استنتجنا من التعريف السابق أنهّ في حالة أيضاً  اً مستمرّ  )nT 
)المشتقات تنتمي  E′من  T، وفي حالة S′إلى  )nT  إلى′E .  

   أمثلة 3-5-4.

Hلنتأمّل التوزيع  � T ∗
+

=
ℝ1

  . عندئذ نلاحظ أنّ يدهِڤيساالتوزيع الموافق لتابع  ، وهو

0

, , , ( )d (0) ,H H t tϕ ϕ ϕ ϕ ϕ δ ϕ

∞

′ ′ ′∀ ∈ 〈 〉 = −〈 〉 = − = = 〈 〉∫D  

Hوهذا يبرهن أنّ  δ′ =.  
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  أنّ  Dمن  ϕالتوزيع الموافق لتابع الجزء الصحيح. عندئذ نجد في حالة  Eليكن  �

Ш,

1

1

, , ( )d

( )d

( )d

( ( 1) ( ))

( ) ( 1)

( ) ( 1) ( )

( )

n

n n
n

n n

n

n n

n n

n

E E x x x

x x x

n x x

n n n

n n n n

n n n n

n

ϕ ϕ ϕ

ϕ

ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

+

∈
+

∈

∈

∈ ∈

∈ ∈

∈

 ′ ′ ′〈 〉 = −〈 〉 = −  

  ′= −  

′= −

= − + −

= − +

= − −

= = 〈 〉

∫

∑ ∫

∑ ∫

∑

∑ ∑

∑ ∑

∑

ℝ

ℤ

ℤ

ℤ

ℤ ℤ

ℤ ℤ

ℤ

  

ШE إذن ′ =.  
  

Tإلى مؤثر الاشتقاق  ∂لنرمز بالرمز  .مبرهنة 4-5-4. T   :الآتيةالخواص  ∂. عندئذ يحُقّق ֏′
 . خطّيمؤثّـرٌ  ∂إنّ  �
)مستمرّ. أي إذا كانت  ∂إنّ  � )n nT ∈ℕ متتالية توزيعات من′D تسعى إلى ،T 

)، سعت المتتاليةD′في )n n
T ∈
′

ℕ
Tإلى   ، وتبقى هذه النتيجة إذا صحيحة D′في  ′

  في هذه الخاصّة. D′بالفضاء  E′أو  S′إذا استبدلنا 
)، لدينا D′من  T، وتوزيع Eمن  ψفي حالة تابع  � )T T Tψ ψ ψ′ ′ ′= +. 
 لدينا ℕ∗من  n، وD′من  T، وتوزيع Eمن  ψفي حالة تابع  �

( ) ( ) ( )

0

( )
n

n k k n k
n

k

T C Tψ ψ −

=

= ∑  

  الإثبات
  إنّ إثبات الخاصتين الأولى والثانية بسيط، نترك صياغة تفاصيله للقارئ. 

  



 274  اتـالتوزيع

  ، عندئذD′من  T، وتوزيعاً Eمن  ψلنثبت إذن الخاصّة الثالثة. لنتأمّل إذن تابعاً 
, ( ) , , ,

, ( ) , ,( )

, , , ,

,

T T T

T T T

T T T T

T T

ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψϕ

ψ ϕ ψϕ ψ ϕ ψϕ

ψ ϕ ψϕ ψ ϕ ψ ϕ

ψ ψ ϕ

′ ′ ′∀ ∈ 〈 〉 = −〈 〉 = 〈 − 〉

′ ′′ ′= 〈 − 〉 = 〈 〉−〈 〉
′ ′ ′ ′= 〈 〉 + 〈 〉 = 〈 〉 + 〈 〉
′ ′= 〈 + 〉

D

  

  �  وهي النتيجة المرجوّة.وتنتج الخاصّة الأخيرة بالتدريج. 

   أمثلة 5-5-4.

aالاشتقاق والانسحاب يتبادلان : إنّ مؤثري  � aτ τ∂ = ∂
 
  أي 
, , ( ( )) ( )a aa T T Tτ τ′′ ′∀ ∈ ∀ ∈ =ℝ D  

  وكذلك، نلاحظ أنّ 
, ( )T T T′′ ′∀ ∈ = −

�����
D  

sgn يعُطى بالصيغة sgnفمثلاً، بملاحظة أنّ تابع الإشارة  H H= −
��

  نستنتج أنّ  
sgn 2H H δ δ δ′ ′ ′= + = + =

���
  

  
)، التوزيع ℕمن  pو nلنتأمّل في حالة  � )n pT X δ= عندئذ في حالة .ϕ  منD نجد  

( ) ( ), , ( 1) ,( )p n p n pT X Xϕ δ ϕ δ ϕ〈 〉 = 〈 〉 = − 〈 〉  

  نجد Leibnizوبالاستفادة من علاقة 
( ) ( )

0

min( , )
( )

0

, ( 1) , ( )

!
( 1) ,

( )!

pp k n k p k
pk

p n
p k n k p k

p
k

T C X

n
C X

n k

ϕ δ ϕ

δ ϕ

−
=

− −

=

〈 〉 = −

= −
−

∑

∑
  

  وعليه نستنتج أنّ 

( )

0 :

, !
( 1) , :

( )!
p p n

p n

T p
p n

p n

ϕ
δ ϕ −

 <〈 〉 =  − 〈 〉 ≥ −
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  أو

( )

0 :

, !( 1)
, :

( )!

n
p n

p n

T p
p n

p n

ϕ
δ ϕ−

 <〈 〉 =  − 〈 〉 ≥ −

  

  إذن لقد أثبتنا أنّ 

( )
( )

0 :

!( 1)
:

( )!

n p n
p n

p n

X p
p n

p n

δ
δ −

 <=  − ≥ −

  

1Vp التوزيع � x لنتأمّل التابع .ℓ  من( )1,locL ℝ  المعرّف بالصيغة( ) ln| |x x=ℓ ولنثبت .
  . S′ينتمي إلى  Tℓأنّ التوزيع الموافق 

  كان التابع  لـمّافي الحقيقة، 

2

ln| |

1

x
x

x+
֏  

)ينتمي إلى  )1L ℝ استنتجنا أنهّ مهما يكن ،ϕ  منS  ينتمِ التابع( )ln| |x x xϕ֏  إلى
1( )L ℝ وهذا يتيح لنا تعريف الشكل الخطّي .Tℓ  علىS بالصيغة  

, , ln| | ( )dT x x xϕ ϕ ϕ∀ ∈ 〈 〉 = ∫S ℓ
ℝ

  

  فٌ، لأنّ توزيعٌ مُلطTℓ  و

( )

2

2

0,0 2,0

ln| |
, (1 ) ( ) d

1
( ) ( )

x
T x x x

x
K p p

ϕ ϕ

ϕ ϕ

〈 〉 ≤ +
+

≤ +

∫ℓ
ℝ  

  وقد عرفّنا 

2

|ln| ||
d

1

x
K x

x
=

+∫ℝ.  

Tنسمّي المشتق  ′ℓ  1لوزيع القيمة الأساسيّة تبالتعريف
x

1Vp، ونرمز إليه  x .  
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1Vpلنبحث إذن عن صيغة للتوزيع  x في حالة .ϕ  منS لدينا  

0

0

1
Vp , , ln| | ( )d

lim ( )ln d ( )ln( )d

lim ( )ln d ( )ln d

x T x x x

x x x x x x

x x x x x x

ε

ε
ε

ε
ε ε

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

+

+

∞ −

→
−∞

∞ ∞

→

′ ′= −〈 〉 = −

   ′ ′ = − + −    
   ′ ′ = − + −    

∫

∫ ∫

∫ ∫

ℓ

ℝ

  

  أي

( )
0

0

1
Vp , lim ( ) ( ) ln d

( ) ( )
lim ( ) d

x x x x x

x x
x

x

ε
ε

ε
ε

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ
θ ε

+

+

∞

→

∞

→

   ′ ′ = − + −    
  − −  = − −    

∫

∫
  

) حيث )( ) ( ) ( ) lnθ ε ϕ ε ϕ ε ε= − . ولأنّ −
0

lim ( ) 0
ε

θ ε
+→

  ، استنتجنا أنّ =

0

1 ( ) ( )
, Vp , dx

x x
x

x

ϕ ϕ
ϕ ϕ

∞
− −

∀ ∈ = ∫S  

) لدينا S′وهكذا نرى أنهّ في  ) 1
ln Vp x

′⋅  Sمن  ϕكما نلاحظ مباشرة، أنهّ في حالة .  =
  لدينا

( )

0

0

1 1 ( ) ( )
Vp , Vp , d

( ) ( ) d ,

x x
x x x x

X X x
x

x x x

ϕ ϕ
ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

∞

∞

+ −
⋅ = =

= + − = 〈 〉

∫

∫ 1

  

1Vp وهذا يثُبتُ أنّ  xX ⋅ = 1.  


التوزيع  
2
1Pf
x

 شبّه التابع. نعرّف 
2

1

x
، بأنهّ التوزيع 

2
1Pf
x

  المعرّف بالصيغة  S′من  

( )2 2

1 1 1
Pf Vp Pfxx x

′
= −  
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2لنبحث إذن عن صيغة للتوزيع 

1
Pf

x
  لدينا Sمن  ϕ. في حالة 

2

0

2
0

1 1 ( ) ( )
Pf , Vp , d

( ) ( ) 2 (0)
d

xx
x x

x
x

x x
x

x

ϕ ϕ
ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

∞

∞

′ ′− −′= =

+ − −
=

∫

∫
  

  إذن 

2 2
0

1 ( ) ( ) 2 (0)
, Pf , d

x
x x

x
x

ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ

∞
+ − −

∀ ∈ = ∫S  

  ونجد مباشرة أنّ 

2

1 1
Pf Vp xx

X ⋅ =  

  .نأتي الآن إلى تعميم خاصّة مفيدة ومألوفة لدينا في حالة التوابع

0Tأنّ  . نفترضD′توزيعاً من  Tليكن  .مبرهنة 6-5-4. ′ ثابتاً. أي  T، عندئذ يكون =
Tيحُقّق  cيوجد ثابتٌ  c= Tوهو ما نكتبه عادة (. 1 c=.(  

  الإثبات
  في الحقيقة، يُكافئ الفرْض قولنَا 

  , , 0Tϕ ϕ′∀ ∈ 〈 〉 =D  ( )∗  
dيحُقّق  Dمن  ρنثبّت تابعاً  1ρ λ =∫ℝ ونضع ،,c T ρ= 〈 في حالة تابعٍ ما  نتأمّلثمُّ . 〈

ϕ  منD التابع ،ϕɶ الآتي :  

: ( ) ( ( ) , ( ))d

x

x t t tϕ ϕ ϕ ϕ ρ

−∞

→ = −〈 〉∫ɶ ɶℝ ℂ 1  

,تذكّر أنّ  dϕ ϕ λ〈 〉 = ∫ℝ1 ّهنا نلاحظ مباشرة أن .�ϕ  ينتمي إلى الصفC∞  ّلأن  

,ϕ ϕ ϕ ρ′ = −〈 〉ɶ 1  
   .ρو ϕوهي عبارةٌ خطيّةٌ بالتابعين 
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  يحُقّق Aوإذا اخترنا 

( ) ( ) [ ]supp supp ,A Aϕ ρ∪ ⊂ −  

)كان  ) 0xϕ =ɶ  ًّكان   أياx  من[ ]\ ,A A−ℝ إذن ينتمي التابع ،ϕɶ  إلىD . من  ونستنتج
(   أنّ  ∗(

0 , , , ,

, , ,

T T T

T c T c

ϕ ϕ ϕ ρ

ϕ ϕ ϕ

′= 〈 〉 = 〈 〉−〈 〉〈 〉

= 〈 〉− 〈 〉 = 〈 − 〉

ɶ 1

1 1
  

  إذن، لقد أثبتنا أنّ 
, , 0T cϕ ϕ∀ ∈ 〈 − 〉 =D 1  

Tأو  c= 1.  �  

0T. نفترض أنّ D′توزيعاً من  Tليكن  .مثال 7-5-4. aδ′ ذ ، عندئℂمن  a حيث =
Tيحُقّق  cيوجد ثابتٌ  aH c= + الذي يمثّل التابع  Heaviside يدهِڤيسا هو توزيع H، و1

∗
+ℝ1 .) ًونكتب أيضاT aH c= +.(  

  كان  لـمّافي الحقيقة، 
( ) 0 0T aH T aδ′ ′− = − =  

Tيحُقّق  cأنهّ يوجد ثابتٌ السابقة  4-5-6.المبرهنة استنتجنا من  aH c− = ، وهي النتيجة 1
  المطلوبة.

.5  فةتحويلات فورييه للتوزيعات المُلط  

يُعرّف  Fلقد رأينا عند دراستنا لتحويلات فورييه للتوابع ذات التناقص السريع، أنّ تحويل فورييه 
اً على توزيعاً مُلطفاً، أي شكلاً خطيّاً مستمرّ  T. وعليه إذا كان Sإلى  Sتقابلاً خطيّاً مستمراً من 

S   كانT F
   .الآتي. ومنه التعريف Sاً على أيضاً شكلاً خطيّاً مستمرّ  

بأنهّ التوزيع  Tللتوزيع  تحويل فورييه. عندئذ نعرّف S′توزيعاً مُلطفاً من  Tليكن  .تعريف 1-5.
)، أو �Tالملطّف  )TFة ، المعرّف بالصيغT F
  . أي

�, , ,T Tϕ ϕ ϕ∀ ∈ 〈 〉 = 〈 〉S ɵ  
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)من  f: في حالة تابعٍ  مبرهنة 2-5. )1L ℝ  أو من( )2L ℝ  لدينا�
f fT T= ɵ.  

  الإثبات

)من  fل حالة لنتأمّ  � )1L ℝو ،ϕ  منS عندئذ نستنتج من كون .( )1Lϕ ∈ ℝ  ّأن 

( ) ( ) ( ) � ( )

� �

d d

, ,

f

f f

T f f x

T T

ϕ ξ ϕ ξ ξ ϕ ξ ξ

ϕ ϕ

〈 , 〉 = =

= 〈 〉 = 〈 〉

∫ ∫ɵ

ℝ ℝ

ɵ

  

�وهذا يثُبتُ أنّ 
f fT T= ɵ.  

)من  fحالة في  � )2L ℝو ،ϕ  منS نعرّف .( )1ψ ϕ−= F  منS،  فنستنتج
 أنّ  Parsevalمن علاقة 

�

ˆ
ˆ ˆ, ( ) ( )d ( ) ( )d

ˆ ˆ( ) ( )d , ,

f

f f

T f x f x x

x f x x T T

ϕ ψ ξ ξ ξ ψ

ϕ ϕ ϕ

〈 〉 = =

= = 〈 〉 = 〈 〉

∫ ∫

∫
ℝ ℝ

ℝ

  

ψلأنّ  ϕ= ɵ ّوهذا يثُبتُ أن .�
f fT T= ɵ .أيضاً في هذه الحالة  � 

تقابلاً خطياًّ مستمراًّ هو وتقابله العكسي بين فضاء  Fيعُرّف تحويل فورييه  .مبرهنة 3-5.
−1ونفسه. أمّا  S′مُلَطفة ـات الالتوزيع

F  فهوF  المعرّف في حالةT من ′S بالصيغة  
, ( ), , ( )T Tϕ ϕ ϕ∀ ∈ 〈 〉 = 〈 〉S F F  

)وهذا يُكافئ  ) � �T T T= =F

����.  
  الإثبات
 خطيّاً أمرٌ بسيطٌ نترك التيقّن من صحّته تمريناً للقارئ. Fأن يكون تحويل فورييه  �

)لتكن  � )n nT ∈ℕ  متتالية من′S  تحُقّق- lim n
n

T T
→∞

′= S ولنتأمّل .ϕ  منS .
,�عندئذ، نستنتج من المساواة  ,n nT Tϕ ϕ〈 〉 = 〈 〉ɵ  ّأن 

� �lim , lim , lim , ,n n
n n n

T T T Tϕ ϕ ϕ ϕ
→∞ →∞ →∞
〈 〉 = 〈 〉 = 〈 〉 = 〈 〉ɵ ɵ  

�إذن  �- lim n
n

T T
→∞

′= S وهذا يثُبتُ استمرار .F. 
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 . عندئذSمن  ϕ. ولنتأمّل S′من  Tليكن  �

�� �, , , , ,T T T T Tϕ ϕ ϕ ϕ ϕ〈 〉 = 〈 〉 = 〈 〉 = 〈 〉 = 〈 〉
����ɵɵ ɵ  

T,��وهذا يبرهن على أنّ    T T′∀ ∈ =S
��

 .  
  فإذا عرفّنا

( ) � �
: , T T T′ ′→ = =F S S F

�� ��  
F=كان لدينا وضوحاً    F F F
 
  تقابلٌ، وأنّ  F. وهذا يبرهن على أنّ 

1− =F F  

−1ونرى أنّ   
F  لأنّ مستمر ،F  والتطبيقT T

��
  �  مستمراّن وضوحاً. ֏

  :الآتيةيحُقّق تحويل فورييه الخواص . مبرهنة 4-5.

�، لدينا ℕمن  kو S′من  Tفي حالة  � ( ) ( ) ( )( ) 2 ik kkT X Tπ= − ⋅F.  

)، لدينا ℕمن  kو S′من  Tفي حالة  � )( ) ( ) �2 ik kkT X Tπ= ⋅F.  

  ، لديناℝمن  aو S′من  Tفي حالة  �
� [ ]( )2 i( ) exp a

a T Tπτ = ⋅F   و( )( ) [ ] �2 iexp a
a T Tπτ −= ⋅F  

]وقد رمزنا بالرمز  ]exp α  إلى التابع من الصفC∞  المعرّف بالصيغةxx eα֏.  


  لدينا  S′من  Tفي حالة  
( ) � �T T T= =F

��T، و���� T=
��.  

)، ℝ∗من  aو S′من  Tفي حالة  � ) � [1/ ]1
[ ] ( )

| |
aT a T

a
=F.  

  الإثبات

 الصف التوابع ذات التناقص السريع استناداً إلى الخواص الموافقة في  قٌ مباشرٌ إنّ الإثبات تحقS نترك .
  �  للقارئ. التفاصيل تمريناً 
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  أمثلة 5-5.

  . aδلنحسب تحويل فورييه لتوزيع ديراك  �
  لدينا Sمن  ϕفي الحقيقة، في حالة 

� 2 i [ 2 i ]ˆ ˆ, ( ) ( )d exp ,ax a
a a a e x xπ πδ ϕ δ ϕ ϕ ϕ ϕ− −〈 〉 = 〈 , 〉 = = = 〈 〉∫ℝ  

  رى أنّ وعليه ن
� [ 2 i ]exp a
a

πδ )و       =− ) ��[2 i ]exp a
a a

π δ δ−= =F  
  . وجدنا1إلى التوزيع المنتظم الموافق للتابع الثابت الذي يساوي  1وبوجه خاص إذا رمزنا بالرمز 

�
0δ =   0δ=ɵ1   و    1

  وأخيراً 
�( ) [ 2 i ](2 i) expk k k a
a X πδ π −=   

2]   و i ] ( )1
( exp )

( 2 i)

k a k
ak

X π δ
π

=
−

F  

  ، نبرهن بسهولة أنّ Sمن  ϕ. ليكن Poissonعلاقة  �
: , ( ) ( )

n

F F x x nϕ
∈

→ = +∑
ℤ

ℝ ℂ  

بانتظام من  Fدوراً. إذن تتقارب متسلسلة فورييه للتابع  1، وهو يقبل العدد ∞Cتابعٌ من الصف 
  . أيFالتابع 

2 i, ( ) ( ) nx
n

n

x F x C F e π

∈

∀ ∈ = ∑
ℤ

ℝ  

  أنّ  ولكن نجد بحساب بسيط
1

2 i

0
1

2 i

0

1
2 i

2 i

( ) ( ) d

( ) d

( ) d

( ) d

ˆ( )

nx
n

nx

k
k

nx

k
k

nx

C F F x e x

x k e x

f e x

x e x

n

π

π

π

π

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

−

−

∈
+ −

∈
−

=

= +

=

=

=

∫
∑∫

∑∫

∫

ℤ

ℤ

ℝ
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  ، لديناSمن  ϕوعليه، في حالة 
2 iˆ, ( ) ( ) nx

n n

x x n n e πϕ ϕ
∈ ∈

∀ ∈ + =∑ ∑
ℤ ℤ

ℝ  

0xوبتعويض    الآتية Poissonنستنتج بوجه خاص علاقة  =
ˆ, ( ) ( )

n n

n nϕ ϕ ϕ
∈ ∈

∀ ∈ =∑ ∑S

ℤ ℤ

  

  تنصّ هذه المساواة على أنّ 
Ш, Ш, ˆ,ϕ ϕ ϕ∀ ∈ 〈 〉 = 〈 〉S  

�Ш أي Ш=.  
  ومن جهة أخرى، نستنتج من استمرار تحويل فورييه أنّ 

� ( ) � [ ]
Ш 2 iexp n

n nn n n

πδ δ
∈ ∈ ∈

= = =∑ ∑ ∑F
ℤ ℤ ℤ

  
  ومنه

[2 i ]exp n
n

n n

πδ
∈ ∈

=∑ ∑
ℤ ℤ

  

�Шكما نستنتج من  Ш= لةأنهّ، في حا a  من∗ℝلدينا ،  
�
Ш Ш[ ] [1/ ]1

| |
a a

a
=  

]ولكن  ]
/

1

| |

a
b b a

a
δ δ=، إذن  

[2 i / ]1 1
, exp

| | | |
n a

n na
n n n

a
a a

πδ δ∗

∈ ∈ ∈

  ∀ ∈ = =   
∑ ∑ ∑F

ℤ ℤ ℤ

ℝ  

1تحويل فورييه للتوزيع  �
Vp x.  

1لقد رأينا أنّ 
Vp x  ّف. سنثبت أن�1توزيع مُلط

Vp i sgnx π= دلالة على  sgnرمزنا وقد. −

)sgnالتوزيع المنتظم الموافق لتابع إشارة عدد :  )
| |

x
x

x
=.  

�1لنضع 
Vp xT   . عندئذ نجد مباشرة أنّ =

�1
( 2 i) Vp 2 i 2 ixT Xπ π π δ′ = − ⋅ = − = −ɵ

1  
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  يحُقّق cثابتٌ  4-5-7.وعليه يوجد، استناداً إلى المثال 
2 iT H cπ= − + 1  

1ولكنّ التوزيع 
Vp x  1أي  فردي 1

Vp Vpx x= −
�����

  أيضاً. ومنه فرديT  . وهذا يقتضي أنّ 
( )0 2 2 i 2 i 2 iT T c H H cπ π π= + = − − = −

����
1 1  

Hلأنّ  H+ =
��

ic. إذن 1 π= َّومن ثم ،  
( )2 i i i 2 i sgnT H Hπ π π π= − + = − − = −1 1  

  وهي النتيجة المرجوّة.

التوزيع المنتظم الموافق للتابع المميز  Hإذا كان . Heavisideيد هِڤيساتحويل فورييه لتوزيع  

∗للمجموعة 
+ℝ أي ،∗

+ℝ1 ،   كان  
� 1 1 1Vp x2 2 i
H δ

π
= +  

�1في الحقيقة، نستنتج من 
Vp ( i)sgnx π=   نّ أ −

�
��i i 11 1 1sgn Vp Vp Vpx x xiπ π π

= = =
�����

  

)كان   لـمّاو  )
1

sgn
2

H =   ، استنتجنا أنّ 1+

� �( ) 0
1 1 1 1sgn Vp x2 2 2 i

H δ
π

= + = +ɵ1  

  ذات الحوامل المتراصّةتحويلات فورييه للتوزيعات  6.

  ا سنبدأ به.مسنحتاج لدراسة هذه التحويلات إلى بعض التمهيد، وهذا 

  يكن ℕ∗من  n. عندئذ، مهما تكن Dمن  ϕليكن  .تمهيد 1-6.
1

( )d sup
k

k
x x

n n n

ν
ϕ ϕ ϕ

∈

  ′− ≤  ∑∫
ℝℤℝ

  

)يحُقّق  ℕهو أيّ عددٍ من  νو ) [ ]supp ,ϕ ν ν⊂ −.  
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  الإثبات
، هما في الحقيقة تكامل ℤ، واموع على كامل ℝمن التكامل على كامل  كلا نلاحظ أوّلاً أنّ  

]على اال  ],ν ν−داد ، ومجموع على الأعk  من[ ],n nν ν∩ −ℤتوجد مشكلة بشأن  . ولا
  يمكننا أن نكتبو  تقارب هذه ااميع.

( 1)/

/

1

0

1 1
( )d ( )d

1
d

k n

k k kk n

k

k k
x x x x

n n n n

k t k
t

n n n n

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

+

∈ ∈ ∈

∈

     − = −        

       = + −           

∑ ∑ ∑∫ ∫

∑∫

ℝ
ℤ ℤ ℤ

ℤ

  

  أو
1

2
0
1 1

2
0

1 1
( )d (1 ) d

1
(1 ) d

k k

n

k n

k k t
x x t t

n n n nn

k t
t t

n nn

ν

ν

ϕ ϕ ϕ

ϕ

∈ ∈

−

=−

     ′− = − +        

 ′= − +   

∑ ∑∫ ∫

∑∫

ℝ
ℤ ℤ  

  ومنه
1

( )d sup
k

k
x x

n n n

ν
ϕ ϕ ϕ

∈

  ′− ≤  ∑∫
ℝℤℝ

  

  �  وهي المتراجحة المنشودة.
  لدينا Dمن  ϕأنهّ في حالة  ،بوجه خاصّ  ،: نستنتج ملاحظة ����

1
lim d
n

k

k

n n
ϕ ϕ λ

→∞ ∈

  =  ∑ ∫
ℤ ℝ

  

/ وهذا تعبيرٌ عن المساواة

1
- lim k nkn n

δ
∈→∞

′ =∑ ℤ
D 1.  

  ، التابعℕ∗من  n. نعرّف، في حالة Dمن  ϕليكن . نتيجة2-6.

( ) [ 2 i / ]1
: , ( ) exp ( )k nk

n n n
kn

πψ ψ ξ ϕ ξ−

∈

→ = ∑
ℤ

ℝ ℂ  

]بالرمز كالعادة  وقد رمزنا ]exp z  إلى التابعzxx e֏  منE ن لدينا. عندئذ يكو  
� - lim n

m
ϕ ψ

→∞
= E  
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  الإثبات
)تحُقّق  ℕ∗من  νلنختر  ) [ ]supp ,ϕ ν ν⊂  6-1.نطبّق التمهيد  ℝمن  ξ. في حالة −

]ى التابع عل ]2 iexp π ξϕ   ، فنجد−

( ) � ( )

( )
sup 2 i

sup 2 sup

n
n

n

ν
ψ ξ ϕ ξ ϕ π ξϕ

ν
ϕ π ξ ϕ

′− ≤ −

′≤ +

ℝ

ℝ ℝ

  

  ، يكون لديناℝمن  Kومنه في حالة مجموعة متراصّة 

�sup sup 2 sup supn
K Kn ξ

ν
ψ ϕ ϕ π ξ ϕ

∈

  ′− ≤ + ⋅   ℝ ℝ
  

  إذن
�lim sup 0n

n K

ψ ϕ
→∞

− =  

)، نطبّق ما سبق على التابع ℕمن  pوفي حالة  )2 i pXπ ϕ−  منD  بدلاً منϕ فنجد  
( ) ( )( )lim sup 2 i 0pp
n

n K

Xψ π ϕ
→∞

− − =F  

  ولكن 

( )( ) �( )
2 i ppXπ ϕ ϕ− =F  

  إذن 
( ) �( )lim sup 0pp
n

n K

ψ ϕ
→∞

− =  

  ، يكنℕمن  p، ومهما يكن K وهكذا نكون قد أثبتنا أنهّ مهما تكن اموعة المتراصّة
( ) �( )lim sup 0pp
n

n K

ψ ϕ
→∞

− =  

  وهذا يعني أنّ 

  � - lim n
m

ϕ ψ
→∞

= E.  �  
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  ، عندئذ يكون التابع E′أي عنصراً من ،توزيعاً ذا حامل متراصّ  Tليكن  .مبرهنة 3-6.
[ 2 i ]: , ( ) , exp zF F z T π−→ =ℂ ℂ  

∗من  Mو A. ويوجد عددان ℂتابعاً هولومورفيّاً في كامل المستوي 
+ℝ ٌوعدد ،ν  من

ℕ :بحيث تتحقّق المتراجحة  
|Im |, ( ) (1 | | ) A zz F z M z eν∀ ∈ ≤ +ℂ  

f، أي ℝعلى  Fبأنهّ مقصور  fإذا عرّفنا و  F= ℝ كان التوزيع المنتظم الموافق للتابع ،
f  هو تحويل فورييه للتوزيعT أي .�

fT T=.  

  الإثبات

). ونتأمّل متتالية التوابع ℂمن  zنثبّت  )n nϕ ∈ℕ  منE المعرفّة بالصيغة  

0

( 2 i )
( )

!

n k
k

n
k

z
x x

k

π
ϕ

=

−
= ∑  

  لدينا ℕمن  pو n، وℝمن  xنلاحظ أنهّ في حالة 

( ) ( 2 i )
( ) ( 1) ( 1)

!

( 2 i ) ( )

n p k
p k p

n p
k p

p
n

z
x k k k p x

k

z x

π
ϕ

π ϕ

+
−

+
=

−
= − − +

= −

∑ ⋯  

  ومن ثمَّ 

( ) ( )( )
[ 2 i ] ( ) [ 2 i ]exp (2 i ) exp

p
z p p z

n p nzπ πϕ π ϕ− −
+− = − −  

  إذن
[ 2 i ] ( ) ( ) 2 i

1
1 2

(exp ) ( ) ( ) 2 ( )

| |
2

( 1)!

pz p p zx
n p n

n
p n zx

x x z e x

x
z e

n

π π

π

ϕ π ϕ

π

− −
+

++ +

− ≤ −

≤
+

  

]. بافتراض أنّ ℕمن  p، ولتكن ℝمجموعة متراصّة ما من  Kلتكن  ],K a a⊂ نستنتج  −
  مباشرة مما سبق أنّ 

1
1 2[ 2 i ] ( ) ( )sup (exp ) 2

( 1)!

n
p n a zz p p

n p
K

a
z e

n

ππ ϕ π
++ +−

+− ≤
+
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  ، يكنℕمن  p، ومهما تكن Kإذن، مهما تكن اموعة المتراصّة 
[ 2 i ] ( ) ( )lim sup (exp ) 0z p p

n
n K

π ϕ−

→∞
− =  

)وهذا يبرهن على أنّ المتتالية  )n nϕ ∈ℕ  تتقارب فيE  من التابع[ ]2 iexp zπ− وعليه يكون .
  لدينا

[ 2 i ]

0

0

( 2 i )
, exp lim , lim ,

!

,
( 2 i )

!

n k
z k

n
n n

k

k
k

k

z
T T T X

k

T X
z

k

π π
ϕ

π

−

→∞ →∞ =
∞

=

−
= 〈 〉 = 〈 〉

〈 〉
= −

∑

∑
  

  . وهذا يبرهن صحّة الخاصّة المطلوبة.ℂالنشر بمتسلسلة صحيحة في  Fإذن، يقبل التابع 
، TKوجد مجموعة متراصّة استنتجنا من التعريف أنهّ ت E′توزيعاً من  Tكان   لـمّامن جهة أخرى، 

   بحيث، 1Mي حقيق، وعددٌ νويوجد عددٌ طبيعي 

( )
1

0

, , sup
T

p

Kp

T M

ν

ϕ ϕ ϕ
=

∀ ∈ 〈 〉 ≤ ∑E  

  وبوجه خاصّ 

[ 2 i ] 2 i
1

0

, , exp 2 sup
T

pz xz

x Kp

z T M z e

ν
π ππ− −

∈=

∀ ∈ 〈 〉 ≤ ∑ℂ  

∗من  Aليكن 
+ℝ  يحُقّق[ ]2 2,

A A
TK π π⊂   ، عندئذ−

[ 2 i ] |Im |, , exp (1 | | )z A zz T M z eπ ν−∀ ∈ 〈 〉 ≤ +ℂ  
)وقد عرفّنا  )( )1 1 2M M νν π=   . وعلى الخصوص، يكون لدينا+

[ 2 i ], , exp (1 | | )T Mπ ξ νξ ξ−∀ ∈ 〈 〉 ≤ +ℝ  
fبالصيغة  fوأخيراً، إذا عرفّنا  F= ℝ كان لدينا ،�

fT T= . ّفي حالة لأنهϕ  منD، لدينا  

 ( ) ( ) [ ] ( )

( ) [ ]

( ) [ ] � �

2 i

2 i

2 i

, d , exp d

, exp d

, exp d , ,

fT f T

T

T T T

π ξ

π ξ

π ξ

ϕ ξ ϕ ξ ξ ϕ ξ ξ

ϕ ξ ξ

ϕ ξ ξ ϕ ϕ

−

−

−

= =

=

= = =

∫ ∫

∫

∫

ℝ ℝ

ℝ

ℝ

�
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  أتي: نناقش كما يوالتكامل، لذلك  Tمُبادلة بين المؤثـرَين ـهنا، لا بدُ من تعليل ال
  ما يلي  6-1.والتمهيد  6-2.، نستنتج من النتيجة Dمن  ϕفي حالة 

[ 2 i / ]1
ˆ, lim , lim , exp

1
lim ( ) ( )d ,

k n
n

n n
k

f
n

k

k
T T T

n n

k k
f f x x x T

n n n

πϕ ψ ϕ

ϕ ϕ ϕ

−

→∞ →∞ ∈

→∞ ∈

 〈 〉 = 〈 〉 = 〈 〉  
     = = =        

∑

∑ ∫
ℤ

ℤ ℝ

  

  �  وبذا يتمّ الإثبات.. fTو  �Tومنه تَساوي التوزيعين 

  

  جداء التّلافّ  7.

تابعاً من  ϕ. ليكن Eأو  Sأو  Dإلى أحد الفضاءات  Xفيما يلي، يرمز  .مبرهنة 1-7.
X نعرّف في حالة .h  من∗ℝ التابع ،hψ  منX بالصيغة  

( )( )
1

h h
h

ψ τ ϕ ϕ−= −  

عندئذ   
0

-lim h
h
ψ ϕ

→
′=X.  

  الإثبات
لإثبات المطلوب علينا أن نثبتَ أنّ 

0
-lim

nhn
ψ ϕ

→
′=X  وذلك أياًّ كانت المتتالية( )n nh ∈ℕ  من

∗ℝ  نّ لنلاحظ بوجه عامّ أ .0التي تسعى إلى  

( )

( )
1

0
1

0

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) d

(1 ) ( )d

h x x x h x x
h

x uh x u

h u x uh u

ψ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ

′ ′− = + − −

′ ′= + −

′′= − +

∫

∫

  

)وبتطبيق المساواة السابقة على  )kϕ  بدلاً منϕ في حالة ،k  منℕنجد ،  

  1
( ) ( ) ( 2)

0
( ) ( ) ( ) ( ) (1 ) ( )dk k k

h x x h u x uh uψ ϕ ϕ +′− = − +∫  ( )∗  
  نناقش إذن الحالات المختلفة.ل
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X= حالة � D. 
)نفترض أنّ  ) [ ]supp ,A Aϕ ⊂   ، عندئذ، نعرّف اموعة المتراصّة−

[ ]0 1, 1K A A= − − +  
)فيكون لدينا من جهة أولى  ) 0supp h Kψ ]من  hأياًّ كانت  ⊃ . ومن جهة ثانية، −1,1[

)، نستنتج من ℝ∗من h، ومهما تكن ℕمن kمهما تكن    ما يلي ∗(

( ) ( ) ( 2)1
sup ( ) ( ) sup

2
k k k

h hψ ϕ ϕ +′− ≤ ⋅
ℝ ℝ

  

  نهوم
( ) ( )

0
, lim sup ( ) ( ) 0k k

h
h

k ψ ϕ
→

′∀ ∈ − =
ℝ

ℕ  

فنكون قد أثبتنا أنّ 
0

-lim h
h
ψ ϕ

→
′=D في حالة ،ϕ  منD.  

X= حالة � S. 
). عندئذ نستنتج من ℕمن  kو mلتكن   ما يلي ∗(

( )
1

( ) ( ) ( 2)

0
( ) ( ) ( ) ( ) (1 ) ( )dm k k m k

hx x x h u x x uh uψ ϕ ϕ +′− = − +∫  
  ولكن

( 2) ( 2)

( 2)

0

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

m k m k

m
m k

m

x x uh x uh uh x uh

C uh x uh x uh

ϕ ϕ

ϕ

+ +

− +

=

+ = + − +

= − + +∑ ℓ ℓ ℓ

ℓ

  

]من  hو uإذن، في حالة    لدينا ℝمن  x، و−1,1[

( 2)
, 2

2
0

( ) ( ) 2 ( )
m

m k m
m k

m k
x x uh C p qϕ ϕ ϕ+

+ + +=

+ ≤ ≤∑ ℓ
ℓ

ℓ

  

  ومن ثمَّ 
1

,
2

0 | | 1 ( ) 2 ( )m
m k h

m k
h p h qψ ϕ ϕ−

+ +
′< < ⇒ − ≤ ⋅  

  ومنه
( ) ( )2

,
0

, , lim 0m k h
h

m k p ψ ϕ
→

′∀ ∈ − =ℕ  
فنكون قد أثبتنا أنّ 

0
-lim h
h
ψ ϕ

→
′=S في حالة ،ϕ  منS.  
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X= حالة � E. 
  مجموعة متراصّة. نستنتج من استمرار التابع Kلتكن 

( )sum : , ,x y x y× → +ℝ ℝ ℝ ֏  
]أنّ اموعة  ]( ) [ ]0 sum 1,1 1,1K K K= × − = + من  kمجموعة متراصّة. نتأمّل  −

ℕ عندئذ نستنتج من .( ]من  hأنهّ في حالة  ∗(   لدينا −1,1[

0

( ) ( ) ( 2)1
sup ( ) ( ) sup

2
k k k

h
K K

hψ ϕ ϕ +′− ≤ ⋅  

  وهذا يبرهن، على أنّ 
( ) ( )

0
lim sup ( ) ( ) 0k k

h
h K

ψ ϕ
→

′− =  

  �  .ℕمن  k، ومهما كان ℝمن  Kوذلك مهما كانت اموعة المتراصّة 

تابعاً من  ϕ. ليكن Eأو  Sأو  Dإلى أحد الفضاءات  Xفيما يلي، يرمز  .مبرهنة 2-7.
X وليكن .T  توزيعاً من′Xنعرّف عندئذ التابع .  

: , ( ) , ( )xT T x Tϕ ϕ τ ϕ∗ ∗ = 〈 〉
�

ℝ ֏ ℂ  
Tفيكون  ϕ∗  تابعاً من الصفC∞  علىℝ.   

  الإثبات
Tلنلاحظ أوّلاً أنّ التابع  ϕ∗  معرّفٌ بأسلوب صحيح، لأنهّ في حالةx  منℝو ،ϕ  منX 

)ينتمي التابع  )xτ ϕ
Tإلى التابع  Ψ. سنرمز بالرمز Xإلى  �� ϕ∗ .ًتبسيطا  

  . عندئذℝ∗من  h، ولتكن ℝمن  xنثبّت 
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

1 1
, h x xx h x T

h h
τ τ ϕ τ ϕΨ + − Ψ = 〈 − 〉

�� ��  
)مطبّقة على  7-1.ولكن عملاً بالمبرهنة  )xτ ϕ

  لدينا ϕبدلاً من  ��

( )( ) ( )( ) ( )( )
0

1
-lim ( )h x x x x
h h

τ τ ϕ τ ϕ τ ϕ τ ϕ
→

′ ′− = − =X

����� �� ��  
  أنّ  Tإذن نستنتج من استمرار 

( ) ( )( ) ( )
0

1
lim , ( )x
h

x h x T T x
h

τ ϕ ϕ
→

′ ′Ψ + − Ψ = 〈 〉 = ∗
���

  

Tفنكون قد أثبتنا أنّ  ϕ∗  ّقابلٌ للاشتقاق، وأن( )T Tϕ ϕ′ ′∗ = ∗.  
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)ولكنّ هذه النتيجة مُطبّقة على  )pϕ  بدلاً منϕ تجعلنا نستنتج أنّ التابع ،( )pT ϕ∗  ٌقابل
  للاشتقاق وأنّ 

( )( ) ( )1p pT Tϕ ϕ +′∗ = ∗  
Tوعليه ينتمي  ϕ∗  إلى الصفC∞: ويتحقّق ما يلي ،  

( )( ) ( ) ( ), p p pp T T Tϕ ϕ ϕ∀ ∈ ∗ = ∗ = ∗ℕ  
  أمّا المساواة الأخيرة فتنتج من كون

   ( )( )( ) ( ) ( ), 1 ( )
p p p

a aa τ ϕ τ ϕ∀ ∈ = −
�������

ℝ  �  

)تابعاً من  fليكن  .ملاحظة ���� )1,locL ℝ وليكن التوزيع المنتظم ،fT T=  من′D ًوأخيرا ، 
  يكن ℝمن  x. عندئذ، مهما تكن Dمن  ϕليكن 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

d d

d

xT x f t t t f t t x t

f t x t t f x

ϕ τ ϕ ϕ

ϕ ϕ

∗ = = −

= − = ∗

∫ ∫
∫
ℝ ℝ

ℝ

�� ��

  

  :الآتيوهذا ما يبرر وضع التعريف 

 ϕ. عندئذ مهما يكن Eأو  Sأو  Dإلى أحد الفضاءات  X فيما يلي، يرمز .تعريف 3-7.
Tنعرّف التابع  ،X′من  توزيعاً  T. ومهما يكن Xمن  ϕ∗  من الصفC∞  على
ℝ: بالصيغة ،  

( ) ( ) ( ), , ,x xx T x T Tϕ τ ϕ τ ϕ−∀ ∈ ∗ = 〈 〉 = 〈 〉
����

ℝ  
  يأتيما  ℕمن  pيكون لدينا، في حالة  وعندئذ

( )( ) ( ) ( )p p pT T Tϕ ϕ ϕ∗ = ∗ = ∗  

  ، ما يليℝمن  x، كان لدينا، في حالة Eمن  ϕإذا كان  .مثال 4-7.

( ) , ( ) ( ) ( )( )a a x ax x a xδ ϕ δ τ ϕ ϕ τ ϕ∗ = = − =
�  

  : ومن ثمَّ، نكون قد أثبتنا أنّ 

( ), , a aaϕ δ ϕ τ ϕ∀ ∈ ∀ ∈ ∗ =E ℝ.  
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أو  Sأو  Dإلى أحد الفضاءات  X، يرمز أتيفيما ي .تقريب جداء التلافّ  –مبرهنة  5-7.
E ليكن .ψ  منDو ،ϕ  منX نعرّف في حالة .n من∗ℕ  التابع( ),nθ ϕ ψ  من
X بالصيغة  

,,

1
( , ) ( ) ( )

k nn k n x
k

x
n

θ ϕ ψ ψ τ ϕ
∈

= ∑
ℤ

k,حيث   n

k
x

n
=.  

)عندئذ تسعى المتتالية  )( ),n nθ ϕ ψ ∈ℕ  فيX  إلىϕ ψ∗.  
  الإثبات

}لنلاحظ أوّلاً أنّ اموعة  },: ( ) 0k nk xψ∈ ≠ℤ  أنّ التابع مجموعة منتهية، وهذا يبين
( ),nθ ϕ ψ  هو عبارة خطيّة بعناصر منX وهو إذن عنصرٌ من ،X.  

]عددٌ طبيعي يحُقّق  νلنفترض أنّ  ]0 supp ,K ψ ν ν= ⊂ على  6-1..بتطبيق التمهيد −
)التابع  ) ( )x x t xψ ψ   ، وبعد ملاحظة أنّ ℝمن  tمع  ֏−

( )
{ }
( )

0 0

1

d
sup ( ) sup ( )

dK K t

t q
x
ϕ ψ ϕ ϕ ψ

−
′⋅ − ≤ + ⋅  

}رمزنا  وقد }0K t−  موعةإلى ا{ }0:x t x K−   ، نستنتج أنّ ∋

  ( )
0

1
{ }

( , )( ) ( ) sup ( )n
K t

t t q
n

ν
θ ϕ ψ ϕ ψ ϕ ϕ ψ

−
′− ∗ ≤ ⋅ + ⋅  ( )∗  

  .ℝمن  tوذلك مهما تكن 
X=حالة  � D . 

)لنفترض أنّ  ) [ ]supp ,ϕ α α⊂  :يأتي . عندئذ نلاحظ ما−
)supp، يكن ℕ∗من  nمهما تكن  � ( , )) [ , ]nθ ϕ ψ α ν α ν⊂ − − لأنهّ إذا تأمّلنا  .+

t  منℝ  تحُقّق| |t α ν>   : الآتيتين، وقعنا في إحدى الحالتين ℤمن  k ، وعدداً +
,إمّا أن يكون  � [ , ]k nx ν ν∉ ,، فيكون − ,( ) ( ) 0k n k nx t xψ ϕ − =. 
k,أو يكون  � nx ν>وعندها يكون ، 

, ,k n k nt x t x α ν ν α− ≥ − > + − =  
,بدوره يقتضي أنّ وهذا      ,( ) ( ) 0k n k nx t xψ ϕ − =.  
)يكون لدينا وعليه  , )( ) 0n tθ ϕ ψ | في حالة = |t α ν> + .  
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)يمكننا كتابة  �   بالشكل Dمن  ϕفي حالة  ∗(

1 1sup ( , ) ( ) ( )n q q
n

ν
θ ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ− ∗ ≤ ⋅ ⋅

ℝ

  

  ، يكنDمن  ψو ϕه، مهما يكن وهذا يقتضي أنّ 
lim sup ( , ) 0n
n

θ ϕ ψ ϕ ψ
→∞

− ∗ =
ℝ

  

). بتطبيق النتيجة السابقة على ℕمن  pليكن  � )pϕ  الذي ينتمي إلىDنستنتج ،  
( ) ( )lim sup ( , ) 0p p

n
n

θ ϕ ψ ϕ ψ
→∞

− ∗ =
ℝ

  

  ولكن نرى مباشرة أنّ 
( ) ( )( )p pϕ ψ ϕ ψ∗ = )و    ∗ ) ( )( , ) ( ( , ))p p

n nθ ϕ ψ θ ϕ ψ=  
  إذن 

( )( )( ) ( )( ), lim sup , 0p p
n

n
p θ ϕ ψ ϕ ψ

→∞
∀ ∈ − ∗ =

ℝ
ℕ  

  وهكذا نكون قد أثبتنا أنّ 

( ) ( )2, , - lim ,n
n

ϕ ψ θ ϕ ψ ϕ ψ
→∞

∀ ∈ = ∗D D  

X= حالة � S. 

)هنا أيضاً يمكننا كتابة  �  غةبالصي Sمن  ϕفي حالة  ∗(
( ) ( ) ( )1 1sup ,n q q

n

ν
θ ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ− ∗ ≤ ⋅ ⋅

ℝ
  

  فلدينا Dمن  ψومهما يكن  Sمن  ϕوهذا يقتضي أنهّ مهما يكن 
( )lim sup , 0n

n
θ ϕ ψ ϕ ψ

→∞
− ∗ =

ℝ
  

  ، لديناℤمن  k. بملاحظة أنهّ، في حالة ℕمن  ℓو mليكن  �

,

, , , ,
0

,
0

(( ) ) ( ) ( )

( )( )
k n

m
m m r m r r

k n k n m k n k n
r

m
r m r r
m x k n

r

X X x x C X x x

C X xτ

−

=

−

=

= − + = −

=

∑

∑
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  ، لديناℤمن  kنستنتج أنهّ، مهما تكن 

, ,

)
,

)( (
, ,

0

( ) ( ) ( )( ) ( )
k n k n

m
m r m r r

x k n m x k n k n
r

X x C X x xτ ϕ ψ τ ϕ ψ−

=

=∑ℓ ℓ  

  ، نجدℤمن  kوبالجمع، على جميع قيم 

( )( )( ) ( )( )
0

, ,
m

m r m r r
n m n

r

X C X Xθ ϕ ψ θ ϕ ψ−

=
=∑ℓ ℓ  

0ولكن في حالة  r m≤ rXلدينا  ≥ ψ ∈ Dو ،( )m rX ϕ− ∈ Sℓ ًإذن بناء ،
  لدينا  �أثبتناه في  ما على

) ( )(lim sup ( , ) ( ) ( ) 0m r r m r r
n

n
X X X Xθ ϕ ψ ϕ ψ− −

→∞
− ∗ =

ℝ

ℓ ℓ  

  وهذا يقتضي أنّ 

( (

0

) )lim sup ( , ) ( ) ( ) 0
m

m r m r r
n m

n
r

X C X Xθ ϕ ψ ϕ ψ−

→∞ =

− ∗ =∑
ℝ

ℓ ℓ  

  ولكن

( )

(

0

)

)

0

)

(

)( (

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )d

( ) ( )d ( ) ( )

m
r m r r
m

r
m

r m r r
m

r

m m

C X X t

C t x x t x x t

t t x x t X t

ϕ ψ

ϕ ψ

ϕ ψ ϕ ψ

−

=

−

=

∗ =

  = − −   
= − = ∗

∑

∑∫

∫

ℓ

ℓ ℓ
ℝ

ℝ

ℓ

  

  إذن لقد أثبتنا أنّ 
) )( (lim sup ( ( , ) ) 0m

n
n

X θ ϕ ψ ϕ ψ
→∞

− ∗ =
ℝ

ℓ ℓ  

  أو
( )( ),lim , 0m n

n
p θ ϕ ψ ϕ ψ

→∞
− ∗ =ℓ  

   يأ الخاصّة المرجوّةوهذا يثُبتُ 
( ) ( ), , - lim ,n

n
ϕ ψ θ ϕ ψ ϕ ψ

→∞
∀ ∈ × = ∗S SD  
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X= حالة � E . لتكنK مجموعة متراصّة. نستنتج من استمرار التابع  
( ): , ,x t x t× → −ℝ ℝ ℝ ֏⊖  

)أنّ اموعة  )0 0K K K K= × = −K   متراصّة.مجموعة  ⊖
)هنا يمكننا كتابة  �   بالصيغة ∗(

( ) ( ) ( )1sup , sup supn
K

q
n

ν
θ ϕ ψ ϕ ψ ϕ ϕ ψ′− ∗ ≤ ⋅ + ⋅

K K

  

  يكن Eمن  ϕوهذا يبرهن أنهّ مهما يكن 
( )lim sup , 0n

n K

θ ϕ ψ ϕ ψ
→∞

− ∗ =  

). بتطبيق ما سبق على ℕمن  pليكن  � )pϕ  بدلاً منϕ  ّنستنتج مباشرة أن  
( ) ( ), lim sup ( , ) 0p p

n
n K

p θ ϕ ψ ϕ ψ
→∞

∀ ∈ − ∗ =ℕ  

  فإنّ  ،ℕمن  p، ومهما يكن Kوهكذا نكون قد أثبتنا أنهّ مهما تكن اموعة المتراصّة   
( )( )( ) ( )( )lim sup , 0p p

n
n K

θ ϕ ψ ϕ ψ
→∞

− ∗ =  

   يأ النتيجة المرجوّةوهذا يثُبتُ 
  ( ) ( ), , - lim ,n

n
ϕ ψ θ ϕ ψ ϕ ψ

→∞
∀ ∈ × = ∗E ED  �  

 ϕ، وDمن  ψ. ليكن Eأو  Sأو  Dإلى أحد الفضاءات  Xفيما يلي، يرمز  .نتيجة 6-7.
  . عندئذX′من  Tكن ، وأخيراً ليXمن 

( ) ( )T Tϕ ψ ϕ ψ∗ ∗ = ∗ ∗  

  الإثبات

  في الحقيقة، باستخدام رموز المبرهنة السابقة، لدينا 
( )- lim ,n

n
θ ϕ ψ ϕ ψ

→∞
= ∗X  

  ، أنّ Tونستنتج من استمرار 
, lim , ( , )n

n
T Tϕ ψ θ ϕ ψ

→∞
〈 ∗ 〉 = 〈 〉  

  ولكن

( )
,, , ,

1 1
, ( , ) ( ) , ( ) ( ) ( )

k nn k n x k n k n
k k

T x T x T x
n n

θ ϕ ψ ψ τ ϕ ψ ϕ
∈ ∈

= 〈 〉 = ∗∑ ∑
ℤ ℤ

�  
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)على التابع  6-1.وبتطبيق التمهيد  ) ( )x x T xψ ϕ∗
�

  نستنتج أنّ  Dمن  ֏

, ,

1
lim ( )( )( ) ( ) ( )d

,

k n k n
n

k

x T x T x x x
n

T

ψ ϕ ϕ ψ

ϕ ψ

→∞ ∈

∗ = ∗

= 〈 ∗ 〉

∑ ∫
ℤ ℝ

� �

�
  

  وعليه نجد أنّ 
( ), , , ,T Tϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ∀ ∈ × 〈 ∗ 〉 = 〈 ∗ 〉X

�
D  

)ليكن إذن  ),ϕ ψ  من×X D بتطبيق النتيجة السابقة على الزوج .( , ( ))xϕ τ ψ
 xفي حالة  ����

  ، نجدℝمن 
, ( ) , ( )x xT Tϕ τ ψ ϕ τ ψ〈 ∗ 〉 = 〈 ∗ 〉

�� ����  

  ولكن نتوثقّ مباشرة أنّ 

( ) ( )x xϕ τ ψ τ ϕ ψ∗ = ∗
�� ��������  

  فتُكتب النتيجة السابقة بالشكل

, , ( ) , ( )x xx T Tτ ϕ ψ ϕ τ ψ∀ ∈ 〈 ∗ 〉 = 〈 ∗ 〉
������ ��

ℝ  

  وهذا يُكافئ
( ) ( )T Tϕ ψ ϕ ψ∗ ∗ = ∗ ∗  

  �  وهي النتيجة المرجوّة.

  . عندئذE′من  Uليكن. مبرهنة 7-7.

Uيكن  Dمن  ψمهما يكن  �   ψ∗ ∈ D.  

  � ( ) ( ) ( ), , U Uϕ ψ ψ ϕ ψ ϕ∀ ∈ × ∗ ∗ = ∗ ∗E D  

  الإثبات

)في الحقيقة، إذا افترضنا أنّ  � ) [ ]supp ,b bψ ⊂ )وأنّ  ،− ) [ ]supp ,U a a⊂ − ،
  عندئذ يكون لدينا

[ ]supp( ( )) ,x x b x bτ ψ ⊂ − +
��
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  ومن ثمَّ 

xإذا كان  � a b> [كان   + [supp( ( )) ,x aτ ψ ⊂ +∞
��

 إذن 

( ) , ( ) 0xU x Uψ τ ψ∗ = 〈 〉 =
�

 

xوإذا كان  � a b< − [كان   − [supp( ( )) ,x aτ ψ ⊂ −∞ −
��

 ومنه 

( ) , ( ) 0xU x Uψ τ ψ∗ = 〈 〉 =
�

  
)وهذا يبرهن على أنّ  ) [ ]supp ,U a b a bψ∗ ⊂ − − U، ولأننا نعرف أنّ + ψ∗  من

Uنستنتج أنّ  7-2.بناءً على المبرهنة  ∞Cالصف  ψ∗ ∈ D.  

  . نفترض أنّ Eمن  ϕ، وتابعاً Dمن  ψنتأمّل تابعاً  �

( ) [ ]supp ,b bψ ⊂ )و    − ) [ ]supp ,U a a⊂ −  

1cونعرّف  a b= +   يحُقّق  Dمن  χ، ثمُّ نتأمّل تابعاً زوجياًّ +
[ , ], ( ) 1x c c xχ∀ ∈ − =  

]من  xلتكن  � ],b b−و ،t  من] [1, 1a a− − t. عندئذ ينتمي العدد + x−  إلى
[اال  [,c c− َّومن ثم ،( ) 1t xχ −  . إذن=

( )supp 1 ( ) ] 1, 1[x a aτ χ− − − + = ∅∩  
  وعليه 

, supp( ( ) ) supp( )x Uθ θ τ χ θ∀ ∈ − = ∅E ∩  
  وهذا يقتضي أنّ 

[ , ], , , ( )xx b b U Uθ θ τ χ θ∀ ∈ , ∀ ∈ − 〈 〉 = 〈 〉E 

 ولكن �

, , ( ) ( )d

, ( ) ( ) ( )d

, ( ) ( )d

(( ( )) )(0)

b

x
b
b

x x
b

x

U U x x

U x x

U x x

U

ϕ ψ τ ϕ ψ

τ χ τ ϕ ψ

τ χϕ ψ

χϕ ψ

−

−

〈 ∗ 〉 = 〈 〉

= 〈 〉

= 〈 〉

= ∗ ∗

∫
∫
∫
ℝ

�

�

���

�
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ψالتابعان و 
�

فإذا استفدنا من المبرهنة السابقة  D′ينتمي إلى  U، والتوزيع D إلى ينتميان χϕو 
  أمكننا أن نكتبَ 

(( ) ) ( ( )) ( ) ( )U U Uχϕ ψ ψ χϕ ψ χϕ∗ ∗ = ∗ ∗ = ∗ ∗
� � �

  

)suppومن ثمَّ، لأنّ  ) [ , ]U c cψ∗ ⊂ −
�

  ، استنتجنا أنّ �بناءً على  

( (( ) ))(0) ( )( ) ( ) ( )d

( )( ) ( )d

(( ) )(0)

c

c
c

c

U U t t t t

U t t t

U

χϕ ψ ψ χ ϕ

ψ ϕ

ψ ϕ

−

−

∗ ∗ = ∗ − −

= ∗ −

= ∗ ∗

∫

∫

� �

�

�

  

)وهكذا نكون قد أثبتنا أنهّ في حالة  ),ϕ ψ  من×E D لدينا  
( ) ( )d , ( ) ( )dtU x x x U t tϕ ψ τ ψ ϕ∗ = 〈 〉 −∫ ∫ℝ ℝ

  
)وبتطبيق هذه النتيجة على  )yτ ψ

��
  ، نستنتج أنّ ψ، بدلاً من ℝمن  y حيث، 

( ) ( ) ( ), , U Uϕ ψ ϕ ψ ψ ϕ∀ ∈ × ∗ ∗ = ∗ ∗E D  
  �  وهي النتيجة المرجوّة.

  . عندئذE′من  U، وD′من  Tليكن  .مبرهنة 8-7.
( ) ( ), U T T Uϕ ϕ ϕ∀ ∈ ∗ ∗ = ∗ ∗D  

  الإثبات
  . عندئذDمن  ϕو ψليكن 

� � �
( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( ( ))U T U T T U

T U T U

T U T U

T U T U

ϕ ψ ψ ϕ ϕ ψ

ϕ ψ ψ ϕ

ψ ϕ ϕ ψ

ϕ ψ ϕ ψ

′

∗ ∗ ∗ = ∗ ∗ ∗ = ∗ ∗ ∗

= ∗ ∗ ∗ = ∗ ∗ ∗

= ∗ ∗ ∗ = ∗ ∗ ∗

= ∗ ∗ ∗ = ∗ ∗ ∗

EE D

  

  .اً بين التوابع تبديليّ  ومن كون جداء التلافّ  7-6.و 7-7.إذ استفدنا من المبرهنات 
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ψإذن، بتطبيق هذه المساواة على 
��

  نستنتج أنّ  0أخذ قيمة الطرفين عند بعد ، و ψبدلاً من  
( ) ( ) ( )2, , , ,U T T Uϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ∀ ∈ ∗ ∗ = ∗ ∗D  

  وهذا يبرهن أنّ 
( ) ( ), U T T Uϕ ϕ ϕ∀ ∈ ∗ ∗ = ∗ ∗D  

)وذلك لأنّ التابعين  )T U ϕ∗ )و  ∗ )U T ϕ∗   �  مستمراّن. وبذا يتم الإثبات. ∗
  

U. نعرّف التوزيع E′من  Uو D′من  Tفي حالة  .تعريف 9-7. T∗  من′Dبالصيغة .  
( ), , ( ) 0 ,U T U T U Tϕ ϕ ϕ ϕ∀ ∈ ∗ = ∗ ∗ = ∗

����
D  

)وبتطبيق التعريف على  )xτ ϕ
  نستنتج أنّ  ϕبدلاً من  ��

( ) ( ), U T U Tϕ ϕ ϕ∀ ∈ ∗ ∗ = ∗ ∗D  
  لاحظ أنهّ عملاً بالمبرهنة السابقة لدينا :

U T T U∗ = ∗   

  ، لديناDمن  ϕ، وD′ من T: في حالة  مثال
( ) ( ) ( ) ( )a a a aT T T Tδ ϕ δ ϕ τ ϕ τ ϕ∗ ∗ = ∗ ∗ = ∗ = ∗  

  ومنه الخاصّة التالية :
, ( )a aa T Tδ τ∀ ∈ ∗ =ℝ  

  يكون لدينا ℕمن  p، وE′من  U، وD′من  Tفي حالة  .مبرهنة 10-7.
( )( ) ( ) ( )p p pU T U T U T∗ = ∗ = ∗  

  الإثبات
  . عندئذ ℕمن  p، وليكن Dمن  ϕفي الحقيقة، لنتأمّل  تابع اختبار 

( ) ( ) ( )( ) , ( 1) , ( 1) ,p p p p pU T U T U Tϕ ϕ ϕ〈 ∗ 〉 = − 〈 ∗ 〉 = − 〈 ∗ 〉
�

  

  أنّ  7-2.ولكن لقد رأينا في المبرهنة 

  ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( 1)p p p p pT T T Tϕ ϕ ϕ ϕ∗ = ∗ = ∗ = − ∗
����� � �

  ( )∗  
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  أولى لدينا إذن من جهة
( ) ( )

( ) ( )

( ) , ( 1) ,( )

, ,

p p p

p p

U T U T

U T U T

ϕ ϕ

ϕ ϕ

〈 ∗ 〉 = − 〈 ∗ 〉

= 〈 ∗ 〉 = 〈 ∗ 〉

�

�  

)وهذا يبرهن أنّ  )( ) ( )p pU T U T∗ =   .Dعنصرٌ كيفي من  ϕلأنّ  ∗
  ومن جهة ثانية لدينا

( ) ( ) ( )( ) , , ,p p pU T U T U Tϕ ϕ ϕ〈 ∗ 〉 = 〈 ∗ 〉 = 〈 ∗ 〉
����

  
  وهذا يبرهن أنّ 

 ( )( ) ( )p pU T U T∗ = ∗  
  �  .Dعنصرٌ كيفي من  ϕلأنّ 

  ، لديناD′من  T، وℕمن  pفي حالة  .مثال
( ) ( ) ( )
0 0
p p pT T Tδ δ∗ = ∗ =  

  :الآتية.  عندئذ تتحقّق الخواص S′من  T، وليكن Sمن  ϕليكن  .مبرهنة 11-7.
Tإنّ التابعَ   � ϕ∗  ٌمُلطّفٌ أي  توزيعT ϕ ′∗ ∈ S.  
�  ˆˆ( )T Tϕ ϕ∗ = ⋅F.  
)يكن  Sمن  ψمهما يكن   � ) ( )T Tϕ ψ ϕ ψ∗ ∗ = ∗ ∗  

  ˆ ˆ ( )T Tϕ ϕ∗ = F.  
  الإثبات

Tلقد رأينا أنّ  � ϕ∗  ينتمي إلى الصفC∞ .نستنتج من استمرار  وكذلكT  ٌأنهّ يوجد عدد
  ، يحُقّقانMعددٌ حقيقي  ، ويوجدNطبيعي 

( ), ,
N

T M qθ θ θ∀ ∈ ≤S  
)فإذا طبّقنا المتراجحة السابقة على  )yτ ϕ

  ، استنتجنا أنّ ℝمن  y حيث ��
( ) ( )( )1, , y yN

y T M qτ ϕ τ ϕ∀ ∈ ≤
�� ��

ℝ  
  ولكن

( )( ) ( ) ( )

0

( ( )) ( 1) ( ) ( 1)
r

r t t r t t r t
y y y y rX X C y Xτ ϕ τ τ ϕ τ ϕ−

−
=

  = − = −    
∑ ℓ ℓ ℓ

ℓ

���� ����
�  
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rومن ثمَّ، في حالة  N≤و ،t N≤ نجد  

( )

( ) ( )

0

0

sup ( ( )) sup

( ) 1 ( )

r
r t r t

y r

r
N

r
N N

X C y X

C y q y q

τ ϕ ϕ

ϕ ϕ

−

=

=

≤

  ≤ ≤ +   

∑

∑

ℓℓ ℓ

ℝ ℝℓ

ℓℓ

ℓ

�

  

  ومنه
( )( ) ( ) ( ) ( )21 1 N

yN N
q N y qτ ϕ ϕ≤ + +

��  
  ، يحُققانN، وعددٍ طبيعي Mوهكذا نكون قد أثبتنا وجود عددٍ موجبٍ 

( ) ( ), 1 Ny T y M yϕ∀ ∈ ∗ ≤ +ℝ  

)، استنتجنا من كون التابع Sمن  ψفإذا كان  ) ( )1 Ny y yψ+֏  ينتمي إلى( )1L ℝ 
)أنّ التابع  )T ϕ ψ∗ ينتمي إلى ( )1L ℝ.  ّوأن  

( )( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

2 2 2 2

d 1 d

1
d

1

N

N

N N

T y y y M y y y

y
M y q

y

ϕ ψ ψ

ψ+ +

∗ ≤ +

 + ≤   + 

∫ ∫

∫

ℝ ℝ

ℝ

  

Tوهذا يبرهن على أنّ  ϕ∗ .ٌتوزيعٌ مُلطّف  
  يأتيما  7-6.. عندئذ نستنتج من المبرهنة Dمن  ψليكن  �

(( ) )(0) ( ( ))(0)T Tϕ ψ ϕ ψ∗ ∗ = ∗ ∗
� �

  
  ومنه

( )ˆ, , ,

ˆ ˆ ˆ, ( ) ( ) , ( ))

ˆ ˆˆ ˆ, ( ) ( ),

T T T

T T

T T

ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ

ϕ ψ ϕ ψ

ϕ ψ ϕ ψ

∗ = ∗ = ∗

= =

= =

F

F F F

F F

� �

�  

  ، استنتجنا أنّ Sكثيفة في   D، وDمن  ψولأنّ هذا محقّق مهما يكن 
  ˆˆ( )T Tϕ ϕ∗ = F  ( )∗  

  ومنه
� ˆˆT Tϕ ϕ∗ =   
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  على أنّ  7-6.تنصّ المبرهنة  �
, ( ) ( )T Tψ ϕ ψ ϕ ψ∀ ∈ ∗ ∗ = ∗ ∗D  

  . Sمن  ψ، تبقى المساواة السابقة صحيحة في حالة Sفي  Dوبسبب كثافة 

)ومن جهة أخرى بتطبيق الخاصّة     ، نجدTو ϕن بدلاً م �Tو �ϕعلى  ∗(

�ˆ ˆ ( )T T Tϕ ϕ ϕ∗ = =F

���
  

  �  وبذا يتمّ الإثبات.

U. عندئذ ينتمي E′من  U، وS′من  Tليكن  .مبرهنة 12-7. T∗  إلى′S ويكون  
� ˆ ˆU T U T∗ = ⋅  

  الإثبات

، Mيوجد ثابتٌ موجبٌ  S′من  Tأنهّ في حالة  7-11.في الحقيقة، لقد أثبتنا عند دراسة المبرهنة 
  يحُقّقان Nوعددٌ طبيعي 

, ( ) (1 | |) ( )N

N
y T y M y qϕ ϕ∀ ∈ ∗ ≤ +

�
ℝ  

  ولأنّ 
( ) ( )( ) p pT Tϕ ϕ∗ = ∗

� �
  

  استنتجنا أنّ  
( ), , ( ) ( ) (1 | |) ( )p N

N p
p y T y M y qϕ ϕ

+
∀ ∈ ∀ ∈ ∗ ≤ +

�
ℕ ℝ  

  قّقتحُ  ν، وعددٌ طبيعي UM، وثابتٌ موجبٌ UKومن جهة أخرى توجد مجموعة متراصّة 
( )

0

, , sup
U

p
U

Kp

U M

ν

ψ ψ ψ
=

∀ ∈ ≤ ⋅∑E  

  ، يكون لديناSمن  ϕوعليه، في حالة 

( ) ( )

� ( )

0

, sup 1 .
U

N
U N p

y K p

N

U T M M y q

M q

ν

ν

ϕ ϕ

ϕ

+∈ =

+

∗ ≤ ⋅ +

≤ ⋅

∑
��

  

  حيث
� ( ) ( )1 sup 1

U

N
U

y K

M M M yν
∈

= + ⋅ +  

Uوهذا ما يثُبتُ أنّ  T∗  ٌهو توزيعٌ مُلطّف.  
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  ، ما يليSمن  ϕمن جهة أخرى، لدينا في حالة 
� ˆ ˆ, , ,

ˆ ˆˆ ˆ, ( ) , ( ) ( )

ˆ ˆˆ ˆ, ,

U T U T T U

T U T U

T U UT

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

∗ = ∗ = ∗

= ∗ =

= =

F F F

�

� �
  

  وهذا يبرهن على أنّ 
� ˆ ˆU T U T∗ = ⋅  

  �  المطلوب.إثبات ويتمّ 
  

  

  

  

UIO  
JkL  
M<>  
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  تمرينـات

J أثبت أنهّ توجد جماعة  1.التمرين( )k kϕ ∈ℤ  من عناصرD  الآتيةتحُقّق الشروط:  
Â  موعة المتراصّةمهما تكن اK  منℝ موعةتكن ا ، 

{ }, supp( )mm ϕ∈ ∩ ≠ ∅Kℤ  
 مجموعة منتهية.

Â , , ( ) 0kk x xϕ∀ ∈ ∀ ∈ ≥ℤ ℝ. 

Â , ( ) 1k
k

x xϕ
∈

∀ ∈ =∑
ℤ

ℝ. 

  الحـل

لنتأمّل التابع 
1 1
2 2
,

ρ χ=  منD،  الالذي يأخذ قيمه في ا

  : ، ويحُقّق الشرطين[0,1]
• supp( ) [ 1,1]ρ ⊂ −   
1و • 1

2 2
, , ( ) 1x xρ ∀ ∈ − =    

)بالصيغة  Dمن  kψ، التابع ℤمن  kثمُّ نعرّف في حالة  )k kψ τ ρ=  فيكون  
supp( ) [ 1, 1]k k kψ ⊂ − 1و    + 1

2 2
, ,   ( ) 1kx k k xψ ∀ ∈ − + =    

]يحُقّق  νمجموعة متراصّة. عندئذ يوجد عددٌ طبيعي  Kلتكن  , ]ν ν⊂ −K وعندئذ نستنتج مما .
  سبق أنّ 

{ }: supp( ) [ 1, 1]mm ψ ν ν∈ ∩ ≠ ∅ ⊂ − − + ∩Kℤ ℤ  
  ومن ثمَّ 

{ }( )card : supp( ) 2 2mm ψ ν∈ ∩ ≠ ∅ ≤ +Kℤ  
kkوهذا يبرهن مباشرة أنّ اموع 

ψ ψ
∈

= ∑ ℤ
فهو يعرّف تابعاً من الصفّ  ،مجموعٌ منتهٍ محلياًّ  

C∞.   كما نلاحظ أنهّ في حالةx  منℤ 1، إذا كان
2xk x = +   وهو أقرب عددٍ صحيح ،

  ، كانxإلى 
( ) ( ) 1

xk
x xψ ψ≥ =  

,ومن ثمَّ   ( ) 1x xψ∀ ∈ ≥ℝ .  

 

11/20

ւ
ρ1
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)وهذا ما يتيحُ لنا تعريف التوابع  )k kϕ ∈ℤ بالصيغة  
( )

,  ( )
( )
k

k

x
k x

x

ψ
ϕ

ψ
∀ ∈ =ℤ  

)أنّ الجماعة  وعندئذ نتيقّن مباشرة )k kϕ ∈ℤ .تحُقّق الشروط المرجوّة  ú  

J نتأمّل تابعاً  -  مبرهنة بورِل 2.التمرينρ  منD يحُقّق  
supp( ) [ 1,1]ρ ⊂ 1و      − 1

2 2
, , ( ) 1x xρ ∀ ∈ − =    

∗من  nε. أثبت أنهّ مهما يكن ℕ∗من  nلتكن   1.  
+ℝ يوجد ،nλ  1من, ∞  يحقّق  

  { } [ ] ( )0,1, , 1 , sup ( )nn p
np n X λρ ε∀ ∈ − ≤

ℝ

…  ( )∗  

)لتكن 2.   )n na ∈ℕ  0متتالية من الأعداد العقديةّ. نعرّف 1λ ، ℕ∗من  n، وفي حالة =

!نختار 

(1 | |)2
n n

n

n

a
ε =

+
,1من  nλ، ونعرّف انطلاقاً منها العدد  ∞  الذي يحُقّق ،

)الشرط  ). ثمُّ نتأمّل متتالية التوابع ∗( )n n
f

∈ℕ
  يغةالمعرفّة بالص Dمن  

[ ],
!

nnn
n

a
n f X

n

λρ∀ ∈ =ℕ  

أثبت أنّ المتسلسلة  �
0 nn
f

∞

  .gمن تابعٍ  Dمتقاربة في  ∑=
)أثبت أنّ  � ), (0)p

pp g a∀ ∈ =ℕ.  
  الحـل

nفي الحقيقة، لنعرّف التابع  1.
nu X ρ= 0. ولنلاحظ أنهّ في حالة p n≤   لدينا >

( ) ( ) ( ) ( )

0 0

!
( )

( )!

p p
p r n r p r r n r p r
n p p

r r

n
u C X C X

n r
ρ ρ− − −

= =

= =
−∑ ∑  

)suppولأنّ  ) [ 1,1]nu ⊂   ، نستنتج أنّ −

( ) ( ) ( )

0 0

!
sup sup ! sup

( )!

p p
p r p r r r
n p p

r r

n
u C n C

n r
ρ ρ−

= =

≤ ⋅ ≤
−∑ ∑

ℝ ℝ ℝ

  

)بالصيغة  pAد وإذا عرفّنا العد )

0
2 max (sup| |)p r

p
r p

A ρ
≤ ≤

=
ℝ

  استنتجنا مما سبق أنّ  

    ( )sup ( ) ! !n p
p nX n A n Aρ ≤ ≤

ℝ

  (1)  
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]وهنا نلاحظ أنّ  ] [ ]( ) ( )n nn n n
nX Xλ λρ λ ρ−= p، ومن ثمَّ في حالة ⋅ n< يكون لدينا  

[ ] [ ]( ) ( )( ) ( ) (( ) )n nn p p n n p
nX Xλ λρ λ ρ−=  

1nλه بافتراض ، استنتجنا أنّ (1)وإذا استفدنا من المتراجحة  pو ≤ n< لدينا  
[ ] ( ) ( ) !

sup ( ) ( ) sup ( )nn p p n n p n
n

n

n A
X Xλρ λ ρ

λ

−= ≤
ℝ ℝ

  

)وعليه تتحقّق الخاصّة    المطلوبة إذا اخترنا ∗(
!

max 1, n
n

n

n A
λ

ε

  =    
  

1nλلنلاحظ أوّلاً أنّ كون  �2.   يقتضي  ≤

( ) 1, supp , 1,1
n n

nn f
λ λ

1   ∀ ∈ ⊂ − ⊂ −    
ℕ  

)كما نستنتج من المتراجحة  pأنهّ في حالة  ∗( n< لدينا  
( ) 1

sup
2

p
n n
f ≤

ℝ

  

وهذا يبرهن بوجه خاصّ التقارب المنتظم للمتسلسلة 
0 nn
f

∞

. كما نستنتج من gالتي تعرّف  ∑=

)التقارب المنتظم للمتسلسلات  )
1

p
nn p
f

∞

= ينتمي إلى  g، أنّ التابع ℕ∗من  pفي حالة  ∑+

n ، وأنّ ∞Cالصف  p> يقتضي  

( ) ( )( )
0

1 1

1
sup sup 2

2

n p pp k
k kk n

k n k n

g f f

∞ ∞

=
= + = +

− ≤ ≤ =∑ ∑ ∑
ℝ ℝ

  

وهذا يثُبت أنّ 
0

- nn
g f

∞

=
= ∑D.  

1  ، لديناℕمن  nلنلاحظ أنهّ في حالة  �2. 1
2 2

, , ( )
!n n

nn
n

a
x f x x

nλ λ

 ∀ ∈ − =  
 .

  وهذا يثُبتُ أنّ 
2 ( )

,( , ) , (0)p
n n p nn p f aδ∀ ∈ =ℕ  

n,حيث  pδ هو رمز كرونيكر. إذن  
( ), (0)n

nn g a∀ ∈ =ℕ  
  ú  وهي النتيجة المرجوّة.
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J القسمة على 3.التمرين X . ًنثبّت في هذا التمرين تابعاρ  منD يحُقّق  
supp( ) [ 1,1]ρ ⊂ 1و      − 1

2 2
, , ( ) 1x xρ ∀ ∈ − =    

  التابع  Dمن  ϕنعرّف في حالة  1.

1 1

( ) (0) ( )
: 0

( ) : , ( )( )
(0) : 0

x x
x

x x
x

ϕ ϕ ρ

ϕ ϕ
ϕ

 − ≠∆ → ∆ =  ′ =

ℝ ℂ  

)1أثبت أنّ      )ϕ∆ ∈ D.  
1أثبت أنّ التطبيق  2. :∆ →D D  تطبيقٌ مستمر.   
0. نعرّف D′توزيعاً من  U ليكن 3. 1T U= نّ �∆ يحُقّق  D′توزيعٌ من  0T. أثبت أ

0XT U=.  
XT. أثبت أنّ مجموعة حلول المعادلة  D′توزيعاً مُعطى من  Uليكن  4. U= هي  

{ }0 0 :T c cδ+ ∈ ℂ  

  الحـل

)1لنضع اختصاراً  1. )ψ ϕ= 1اموعة المفتوحة  O، ولتكن ∆ 1
4 4

\[ , ]−ℝ عندئذ نرى .
ψمباشرة أنّ 

O
  ومن جهة ثانية .∞Cينتمي إلى الصف  

1

1 1
2 2

0

, , ( ) ( )dx x tx tψ ϕ  ′∀ ∈ − =   ∫  

1على  ψورنرى أنّ مقصواستناداً إلى مبرهنة اشتقاق التكاملات التابعة لوسيط  1
2 2
, −    ينتمي إلى

  ، وأنّ ∞Cالصف 
1

( ) ( 1)1 1
2 2

0

, , , ( ) ( )dp p pp x x t tx tψ ϕ + ∀ ∈ ∀ ∈ − =   ∫ℕ  

)suppوأخيراً إذا كان  ) [ , ]A Aϕ ⊂ نّ  − )suppرأينا مباشرة أ ) [ 1, 1]A Aψ ⊂ − − + ،
ψأنّ  كون قد تحقّقناوذا ن ∈ D.  

1ومن جهة أخرى، في حالة  2.
2

| |x   لدينا ،ℕمن  pو ≤

( )( ) ( ) ( )

1
0

( 1) !
( ) ( ) (0) ( )

p
p p p

px C x x
x

ψ ϕ ϕ ρ− −
+

=

−
= −∑

ℓ
ℓℓ

ℓ
ℓ

ℓℓ  
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  ومن ثمَّ 

1
2

1
( ) ( ) ( )

) )

) )

0

1 ( (

0 0

2 ( (

0 0

2
sup ( ) ! sup (0) sup

( )!

2 ! sup (0) sup

2 ! sup sup

p
p p p

x

p p
p

p p
p

x p
p

p

p

ψ ϕ ϕ ρ

ϕ ϕ ρ

ϕ ρ

+
− −

≥ =

+

= =

+

= =

 ≤ +   −
  ≤ +    
      ≤         

∑

∑ ∑

∑ ∑

ℓ

ℝ ℝℓ

ℝ ℝℓ ℓ

ℝ ℝ

ℓ ℓ

ℓ ℓ

ℓ ℓ

ℓ ℓ

ℓ

  

1الة ومن جهة أخرى في ح
2

| |x   ، لديناℕمن  pو >
1 1

( ) ( 1) ( 1) ( 1)

0 0

( ) ( )d ( ) d supp p p p p px t tx t t tx tψ ϕ ϕ ϕ+ + += ≤ ≤∫ ∫
ℝ

  

  بالصيغة pA، العدد ℕمن  pوعليه إذا عرفنا، في حالة 

2 (

0

)2 ! sup
p

p
pA p ρ+

=

  =    
∑ ℓ

ℝℓ

  

  كان لدينا

    ( )
1

( ) (
1

0

), sup ( ) sup
p

p

pp Aϕ ϕ

+

=

∀ ∈ ∆ ≤ ∑
ℓ

ℓ

ℝ ℝ

ℕ  (1)  

1لنثبت إذن استمرار التابع الخطّي  :∆ →D D .  
)لتكن  )n n

ϕ
∈ℕ

  يحُقّق A. عندئذ يوجد عددٌ Dفي  0متقاربة من  Dمتتالية من عناصر  
, supp( ) [ , ]nn A Aϕ∀ ∈ ⊂ −ℕ  

  ويكون
( ), lim sup 0n

n
ϕ

→∞
∀ ∈ =

ℝ

ℓℓ ℕ  

  أنّ ومنه نستنتج 
( )1, supp ( ) [ 1, 1]nn A Aϕ∀ ∈ ∆ ⊂ − − +ℕ  

  أيضاً أنّ نستنتج  (1)وبالاستفادة من 

( )( )

1, lim sup ( ) 0
p

n
n

p ϕ
→∞

∀ ∈ ∆ =
ℝ

ℕ  
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  ومنه
1- lim 0 - lim ( ) 0n n

n n
ϕ ϕ

→∞ →∞
= ⇒ ∆ =D D  

  .∆1وهذا يثُبتُ استمرار التطبيق 

0استنتجنا أنّ  Dمستمراًّ على  ∆1كان   لـمّا. D′من  Uليكن  3. 1T U= شكلٌ  �∆
 على  خطي مستمرD  أي إنهّ توزيعٌ من′D.  

)1أنّ  . عندئذ نلاحظDمن  ϕليكن  )Xϕ ϕ∆   ، ومن ثمَّ =
( )0 0 1, , , ,XT T X U X Uϕ ϕ ϕ ϕ= = ∆ =  

0XTوهذا يثُبتُ أنّ  U=.  

0XSيحُقّق  D′توزيعٌ من  Sلنفترض أنّ  4.   . عندئذ نتيقّن مباشرة أنّ Dمن  ϕوليكن  .=

1(0) ( )Xϕ ϕ ρ ϕ= + ∆  

c,وعليه، إذا عرفّنا  S ρ= كان لدينا، في حالة ،ϕ  منD يأتي، ما:  

1

0 1

0

, , (0) , ( )

, , , ,

,

S S S X

S XS T

c

ϕ ϕ ρ ϕ

ρ δ ϕ ϕ

δ ϕ

= + ∆

= + ∆ 〈 〉
=

  

0ن المعلوم أنّ مكان   لـمّاو  0Xδ   استنتجنا أنّ  =
{ } { }0: 0 :S XS c cδ′∈ = = ∈ ℂD  

0XTليُحقّق  3.التوزيع الذي وجدناه في  0T. وليكن D′من  Uليكن  U=عندئذ .  

{ }
0

0 0

( ) 0

:

XT U X T T

T T c cδ

= ⇔ − =
⇔ − ∈ ∈ ℂ

  

  وهذا يبرهن على أنّ 

{ } { }0 0: :T XT U T c cδ′∈ = = + ∈ ℂD  
  ú  وهي النتيجة المرجوّة.
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J القسمة على 4.التمرين nX .دداً نثبّت في هذا التمرين عn  من∗ℕ ًوتابعا  ،ρ  منD 

)suppالشرطين  يحُقّق ) [ 1,1]ρ ⊂ 1و − 1
2 2
, , ( ) 1x xρ ∀ ∈ − =  .  

)التابع  Dمن  ϕنعرّف في حالة  1. ) :n ϕ∆ →ℝ ℂ بالصيغة  
1 ( )

0

( )

1 (0)
( ) ( ) : 0

!( )( )

(0) : 0

n k
k

n
kn

n

x x x x
kx x

x

ϕ
ϕ ρ

ϕ

ϕ

−

=

     − ≠ ∆ =    =

∑  

)أثبت أنّ      )n ϕ∆ ∈ D.تذكّر منشور تايلور مع باقٍ تكاملي .  
∆n:أثبت أنّ التطبيق  2. →D D  تطبيقٌ مستمر .  
0. نعرّف D′توزيعاً من  Uليكن  3. nT U= يحُقّق  D′توزيعٌ من  0T. أثبت أنّ �∆

0
nX T U=.  

nX. أثبت أنّ مجموعة حلول المعادلة D′توزيعاً مُعطى من  Uليكن  4. T U= هي  
1

( )
0 0 0 1

0

: ( , , )
n

k n
k n

k

T c c cδ

−

−
=

    + ∈     
∑ … ℂ  

  الحـل

)اختصاراً لنضع  1. )nψ ϕ= 1اموعة المفتوحة  O، ولتكن ∆ 1
4 4

\ , −  ℝ عندئذ نرى .
ψمباشرة أنّ 

O
باقٍ ، اعتماداً على منشور تايلور مع . ومن جهة ثانية∞Cينتمي إلى الصف  

  تكاملي، نرى أنّ 
1

1 ( )1 1
2 2

0

1
, , ( ) (1 ) ( )d

( 1)!
n nx x t tx t

n
ψ ϕ− ∀ ∈ − = −   − ∫  

1على  ψواستناداً إلى مبرهنة اشتقاق التكاملات التابعة لوسيط نرى أنّ مقصور 1
2 2
, −    ينتمي إلى

  ، وأنّ ∞Cالصف 
1

( ) 1 ( )1 1
2 2

0

1
, , , ( ) (1 ) ( )d

( 1)!
p n p p np x x t t tx t

n
ψ ϕ− + ∀ ∈ ∀ ∈ − = −   − ∫ℕ  

)suppاً إذا كان وأخير  ) [ , ]A Aϕ ⊂ )suppرأينا مباشرة أنّ  − ) [ 1, 1]A Aψ ⊂ − − + ،
ψوذا نرى أنّ  ∈ D.  
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1ومن جهة أخرى، نرى أنهّ في حالة  2.
2

| |x   ، لديناℕمن  pو ≤
1 ( )

( ) ( ) ( )

0 0

( 1) ( 1)! (0)
( ) ( ) ( ) ( )

!( 1)!

p n k
p p k p

p n
k

n
x C x X x

kn x

ϕ
ψ ϕ ρ

−
− −

+
= =

 − + −  = −   −  
∑ ∑

ℓ
ℓ ℓ ℓ

ℓ
ℓ

ℓ  

  ومن ثمَّ 

1
2

( ) 2 ( )

0

1 ( )
( )

0
1

2 1 )( (

0 0

)

0

( 1)!
sup ( ) 2 sup

( 1)!

| (0)|
sup ( )

!

( 1)!
2 sup sup ( )

( 1)!

p
p p n p

x

n k
k p

k
n p n p

p n k

k

n p
x

n

X
k

n p
X

n

ψ ϕ

ϕ
ρ

ϕ ρ

+ −

≥ =
−

−

=
+ −

+ +

= = =

+ − ≤ +−


  + −     ≤     −     

∑

∑

∑ ∑∑

ℓ

ℝℓ

ℓ

ℝ

ℝ ℝℓ ℓ

ℓ ℓ

  

1ومن جهة أخرى في حالة 
2

| |x   ، لديناℕمن  pو >
1

( ) 1 ( ) ( )

0

1
( ) (1 ) ( ) d sup

( 1)!
p n p p n p nx t t tx t

n
ψ ϕ ϕ− + +≤ − ≤

− ∫
ℝ

  

  بالصيغة pA، العدد ℕمن  pحالة وعليه إذا عرفنا، في 
1

2 )1 (

0 0

( 1)!
2 sup ( )

( 1)!

n p
p n k

p
k

n p
A X

n
ρ

−
+ +

= =

 + −  =  −  
∑∑

ℝℓ

ℓ  

  كان لدينا

    ( )(
0

)) (, sup ( ) sup
p n

p

n pp Aϕ ϕ

+

=

∀ ∈ ∆ ≤ ∑
ℓ

ℓ

ℝ ℝ

ℕ  (1)  

لخطّي  ∆n:لنثبت إذن استمرار التابع ا →D D لتكن .( )m mϕ ∈ℕ  متتالية من عناصرD 
  يحُقّق A. عندئذ يوجد عددٌ Dفي  0متقاربة من 

, supp( ) [ , ]mm A Aϕ∀ ∈ ⊂ −ℕ  
  ويكون

( ), lim sup 0m
m

ϕ
→∞

∀ ∈ =
ℝ

ℓℓ ℕ  

  ومنه نستنتج أنّ 
( ), supp ( ) [ 1, 1]n mm A Aϕ∀ ∈ ∆ ⊂ − − +ℕ   
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  نستنتج أيضاً أنّ  (1)وبالاستفادة من 

( )( )
, lim sup ( ) 0

p

n m
m

p ϕ
→∞

∀ ∈ ∆ =
ℝ

ℕ  

  ومنه
- lim 0 - lim ( ) 0m n m
m m

ϕ ϕ
→∞ →∞

= ⇒ ∆ =D D  
  .∆nوهذا يثُبتُ استمرار التطبيق 

0استنتجنا أنّ  Dمستمراًّ على  ∆nكان   لـمّا. D′من  Uليكن  3. nT U= شكلٌ  �∆
 على  خطي مستمرD  ٌمن  أي إنهّ توزيع′D.  ليكنϕ  منD ّعندئذ نلاحظ أن .

( )n
n X ϕ ϕ∆   ، ومن ثمَّ =

0 0, , , ( ) ,n n n
nX T T X U X Uϕ ϕ ϕ ϕ= = ∆ =  

0وهذا يثُبتُ أنّ 
nX T U=.  

0nXيحُقّق  D′من  توزيعاً  Sن يكل 4. S   . عندئذ نتيقّن مباشرة أنّ Dمن  ϕ. وليكن =
1 ( )

0

(0)
( )

!

n k
k n

n
k

X X
k

ϕ
ϕ ρ ϕ

−

=

= + ∆∑  

0 وعليه، إذا عرفّنا 1 1( , , , )nc c c   بالصيغة nℂمن  …−

{ }( 1)
, : 0,1, , 1

!

k
k

kc S X k n
k

ρ
−

= ∈ −…  

  ، ما يلي :Dمن  ϕكان لدينا، في حالة 
1 ( )
0

1
( )

0
1

1( ) ( )
0 00

0

1
, , (0) , ( )

!

1
, (0) , ( )

!

, ,

n k k n
nk

n
k k n

n
k
n

nk k
k kk

k

S S X S X
k

S X X S
k

c c

ϕ ϕ ρ ϕ

ρ ϕ ϕ

δ ϕ δ ϕ

−

=

−

=
−

−

=
=

= + ∆

= + ∆

= =

∑

∑

∑ ∑

  

نلاحظ أنّ أنّ  ليسيرن امكان   لـمّاو 
1

( )
0

0

0
n

kn
k

k

X c δ

−

=

  استنتجنا أنّ  ∑=

{ }
1

( )
0 0 1

0

: 0 : ( , , )
n

kn n
k n

k

S X S c c cδ

−

−
=

    ′∈ = = ∈     
∑ … ℂD  
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0ليُحقّق  3.التوزيع الذي وجدناه في  0T. وليكن D′من  Uليكن 
nX T U=عندئذ .  

0

1
( )

0 0 0 1
0

( ) 0

: ( , , )

n n

n
k n

k n
k

X T U X T T

T T c c cδ

−

−
=

= ⇔ − =
    ⇔ − ∈ ∈     
∑ … ℂ

  

  وهذا يبرهن على أنّ 

{ }
1

( )
0 0 0 1

0

: : ( , , )
n

kn n
k n

k

T X T U T c c cδ

−

−
=

    ′∈ = = + ∈     
∑ … ℂD  

  ú  وهي النتيجة المرجوّة.

  

J نتأمّل في هذا التمرين توزيعاً  5.التمرينT  من′D.  

0NXيحُقّق  ℕ∗من  N نفترض أنهّ يوجدُ عددٌ  1. T   . أثبت أنّ =
supp( ) {0}T ⊂  

)suppوبالعكس، نفترض أنّ  ∗2. ) {0}T   يحُقّق  ℕ∗ من N. أثبت أنهّ يوجد ⊃

0NX T =  
  .Tواستنتج صيغة 

  الحـل

0يحُقّق  Dعنصراً من  ϕفي الحقيقة، إذا كان  1. supp( )ϕ∉ ٌاستنتجنا أنهّ يوجد عدد ،ε 
∗من 

+ℝ  يحُقّق] , [ supp( ) 0ε ε ϕ− ∩   . وعليه ينتمي التابع =
1

: , ( )
N

x x
x

ψ ϕ→ℝ ℂ ֏  

  . ومنهDإلى 
, , , 0N NT T X X Tϕ ψ ψ= = =  

  إذن لقد أثبتنا أنّ 
, supp( ) , 0Tϕ ϕ ϕ∗∀ ∈ ⊂ ⇒ =ℝD  

)suppوهذا يبرهن على أنّ  ) {0}T ⊂.  
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]، يوجد مجال متراصّ E′عنصراً من  Tكان   لـمّا 2. , ]K a a= ، ℕ∗من Nويوجد  ،−
∗من  Mو

+ℝ بحيث  
1

( )

0

, , sup
N

p

Kp

T Mϕ ϕ ϕ

−

=

∀ ∈ 〈 〉 ≤ ∑E  

لنتأمّل التابع 
1 1
2 2
,

ρ χ=  منDويحُقّق الشرطين :[0,1]ال ، الذي يأخذ قيمه في ا ،  

supp( ) [ 1,1]ρ ⊂ 1   و   − 1
2 2
, , ( ) 1x xρ ∀ ∈ − =    

  عندئذ .ℕ∗من  nوليكن ، Dمن  ϕليكن 
( )[ ] 1 1

4 4
supp (1 ) ,N n

n n
X ρ ϕ  − ∩ − = ∅    

  وهذا يقتضي أنّ 
[ ], (1 ) 0N nT X ρ ϕ− =  

  ومن ثمَّ 
[ ] [ ]1

, , , ,( )N N n N n

N
n T X T X T X

n
ϕ ρ ϕ ρ ϕ∗∀ ∈ = =ℕ  

  إذن

    
1

[ ] ( )

0

, , sup (( ) )
N

N N n p

N
Kp

M
n T X X

n
ϕ ρ ϕ

−
∗

=

∀ ∈ ≤ ∑ℕ  ( )∗  

NXχولكن إذا عرفّنا  ρ=   كان لدينا، في حالةn من ∗ℕ يأتي، ما:  

( )[ ] ( [ ] ()

0

)( ) ( )
p

pn n p
pC nχ ϕ χ ϕ −

=

= ∑ ℓ

ℓ

ℓℓ ℓ  

0ثمَّ، في حالة ومن  p N≤   يكون لدينا >

( )[ ] ( (

0

1 ( (

0

)

) )

0

)sup ( ) sup sup

(2 ) max sup max sup

p
pn p p

p
K K

N

N N K

n C

n

χ ϕ χ ϕ

χ ϕ

−

=

−

≤ < ≤ <

≤

    ≤       

∑ ℓ ℓ

ℓ ℓ

ℓ

ℝℓ

ℓ ℓℝ

  

)وبالعودة إلى  1nه مهما كانت نستنتج أنّ  ∗(   كان  ≤
1

( (

0

)

0

)2
, max sup max sup

N
N

N N K

MN
T X

n
ϕ χ ϕ

−

≤ < ≤ <

    ≤       ℓ ℓℝ

ℓ ℓ  
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  تسعى إلى اللااية نستنتج أنّ  nوبجعل 
, , 0NT Xϕ ϕ∀ ∈ =D  

0NXوهذا يبرهن على أنّ  T  السابق، نستنتج أنهّ توجد ثوابتُ  نتيجة التمرين. وبالاستفادة من =
1Ncو…و 1cو 0cعقديةّ     تحُقّق −

1
( )
0

0

N
k

k
k

T c δ

−

=

= ∑  

  ú  .يكتمل الحلّ وبذا 

  

J  نعرّف في حالة  6.التمرينϕ  منEو ،n  من∗ℕالمقدار ،  

( )
1

1
( ) (0) ln (0)

n

n
k

V n n
k

ϕ ϕ ϕ ϕ
=

  ′= − −  ∑  

)أثبت تقارب المتتالية  1. )( )n n
V ϕ ∗∈ℕ

T,. نرمز إلى ايتها بالرمز  ϕ.  
)supp، وعينE ′من  Tبت أننا بذلك نعرّف توزيعاً أث 2. )T=K.  
  الحـل

  ع باقٍ تكاملي، يمكننا أن نكتب عندئذ، بالاستفادة من منشور تايلور م Eمن  ϕليكن  1.
1

0

, ( ) (0) (0) (1 ) ( )dx x x x t xt tϕ ϕ ϕ ϕ2′ ′′∀ ∈ = + + −∫ℝ  

  وعليه
1

2
0

1 1 1
, (0) (0) (1 ) d

t
k t t

k k kk
ϕ ϕ ϕ ϕ∗      ′ ′′∀ ∈ = + + −        ∫ℕ  

  يكن ℕ∗من  nإذن، مهما يكن 
1

2
1 1 0

1 1
( ) ln (0) (1 ) d

n n

n
k k

t
V n t t

k kk
ϕ ϕ ϕ

= =

     ′ ′′= − + −       
∑ ∑ ∫  

)ولكن نعلم أنّ المتتالية  )n n
H ∗∈ℕ

دها العام التي ح 
1

1
ln

n

n
k

H n
k=

= متقاربة وايتها  ∑−

  هي ثابتُ أولر
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1

1 1
lim ln 1n
n

k

H
k k

γ

∞

→∞ =

   = − + =     ∑  

)التي حدّها العام  ∑kvومن جهة ثانية المتسلسلة  )
1

2 0

1
(1 ) / dkv t t k t

k
ϕ′′= −∫ 

  متقاربة لأنّ 
1

2 2
0,1

0

1 1
1, (1 ) d sup

2

t
k t t

kk k
ϕ ϕ

  

 ′′ ′′∀ ≥ − ≤  ∫  

  ، فلديناEمن  ϕوعليه، مهما يكن 
1

2
1 0

1
, lim ( ) (0) (1 ) dn

n
k

t
T V t t

kk
ϕ ϕ γϕ ϕ

∞

→∞ =

 ′ ′′= = + −   ∑ ∫  

  لدينا Eمن  ϕنستنتج من المساواة السابقة أنهّ في حالة  2.

2
[0,1]1

[0,1] [0,1] [0,1]

1 1
, (0) sup

2

(0) sup sup sup
k

T
k

ϕ γ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

∞

=

  ′ ′′≤ + ⋅   
′ ′′ ′ ′′≤ + ≤ +

∑  

1γاستفدنا من كون وقد  و ≥
2

1

1
2

k k

∞

=

، Eعلى  T. وهذا يثُبت استمرار الشكل الخطّي ∑≥

.فهو إذن توزيعٌ حامله متراص  
[أي واحدٍ من االات  Iليكن  , ,1[أو  ∞−]0 1أو  ∞+] 1

1
,

k k+
 
    معk  من∗ℕ عندئذ .

)suppيحُقّق  Dمن  ϕمهما يكن  ) Iϕ ,يكن  ⊃ ( ) 0nn V ϕ∗∀ ∈ =ℕ ُوهذا يثُبت ،
,أنّ  0T ϕ   معدومٌ على اموعة المفتوحة T. إذن =

{ }1 1 1
1, , \ 0 :

1k
k

k k k
∗

∗ ∗
− ∈

             = ∪ +∞ ∪ = ∪ ∈           +       
O

ℕ
ℝ ℝ ℕ∪  

  إذن 

{ } 1
supp( ) 0 :T k

k

∗   ⊂ ∪ ∈    
ℕ  
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1حامله محتوى في اال  Dمن  kϕ، تابعاً ℕ∗من  kوبالعكس، إذا تأمّلنا في حالة  1
1 1
,

k k+ −
 
   

2kفي حالة  1ومحتوى في اال  ≤
2
, +∞    1في حالةk )، ويحُقّق = )1 1k k

ϕ رأينا ، =
  مباشرة أنّ 

, ( ) 1n kn k V ϕ∀ ≥ =  
,وهذا يثُبتُ أنّ   1kT ϕ〈 〉   إذن . =

1
: supp( )k T

k

∗   ∈ ⊂    
ℕ  

}كان   لـمّاولكن  }0 1/ :k k ∗∈ ∈ ℕ  ّ0استنتجنا أن supp( )T∈ وعليه نكون قد أثبتنا ،
  أنّ 

{ } 1
supp( ) 0 :T k

k

∗   = ∪ ∈    
ℕ  

  ú  وبذا يتمّ الإثبات.

  

J  ليكن  7.التمرينT  توزيعاً من′D وليكن ،ψ  عنصراً منE ّنفترض أن .  
supp( ), ( ) 0x T xψ∀ ∈ =  

0Tψهل صحيح أنّ    ⋅   ؟=

  الحـل

0Tلا. لنتأمّل على سبيل المثال التوزيع الجواب هو  δ Xψ، وليكن =′ . عندئذ من الواضح =
  أنّ 

supp( ), ( ) 0x T xψ∀ ∈ =  
  ولكن

0

0

0

, , ,

,

,

T X

X

ϕ ψ ϕ δ ϕ

δ ϕ ϕ

δ ϕ

′∀ ∈ =
′= − +

= −

D

  

0Tψإذن  ≠.  ú  
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J بسّط عبارة التوزيع  8.التمرين( )[ ]
0exp pα δ  في حالةp  منℕو ،α  منℂ.  

  الحـل

  ، عندئذDمن  ϕليكن 

( )

( ) ( )[ ] [ ]
0 0

[ ] ( )
0

[ ] ( ( )
0

0

[ ] ( )
0

0

( )

0

0

)

0

exp , , exp

( 1) ,(exp )

( 1) , (exp )

( 1) , exp

( 1) (0)

( ) ,

p p

p p

p
p p

p

p
p p

p

p
p p

p

p
p

p

C

C

C

C

α α

α

α

α

δ ϕ δ ϕ

δ ϕ

δ ϕ

δ α ϕ

α ϕ

α δ ϕ

−

=

−

=

−

=

−

=

=

= −

= −

= −

= −

= −

∑

∑

∑

∑

ℓ

ℓ

ℓ ℓ

ℓ

ℓ ℓ

ℓ

ℓℓ ℓ

ℓ

ℓℓ ℓ

ℓ

  

  وعليه

( ) ( )[ ]
0 0

0

exp ( )
p

p p
pC

α δ α δ
−

=

= −∑ ℓℓ ℓ

ℓ

  

  ú  وهي الصيغة المطلوبة.

  

Jليكن  9. التمرين( , )a b 2ن مℂر التفاضلينتأمّل المؤث .  
2

2

d d

dd
P a b

xx
= + +  

)2من  ϕ اً كما نتأمّل تابع   )C ℝ يحُقّقان  
0, (0) 0, (0) 1Pϕ ϕ ϕ′= = =  

h:وأخيراً نعرّف التابع    →ℝ ℂ بالصيغة h Hϕ=و ،H  هو التوزيع الموافق لتابع
Heaviside احسب بمعنى التوزيعات المقدار .Ph.  
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  الحـل

نّ الشرط  0Pϕلنلاحظ أوّلاً أ نّ  = ϕ، ومن ثمَّ ∞Cينتمي إلى الصف  ϕيقتضي أ ∈ E .
  إذن

( ) 0 (0)H H H H Hϕ ϕ ϕ ϕ ϕδ ϕ ϕ′ ′ ′ ′ ′= + = + = +

( )
0

0 0 0(0)

H

H H H H

δ ϕ

ϕ ϕ ϕ δ ϕ ϕ δ ϕ δ

′=

′′ ′′ ′ ′′ ′ ′′= + = + = +
  

  وعليه

( ) ( ) ( ) 0 0Ph H a H H P Hϕ ϕ ϕ ϕ δ δ′′ ′= + + = + =  
  ú  وهي النتيجة المرجوّة.

Jيأتيأثبت ما  10. التمرين :  

1/1قارب المتسلسلة تت 1. 2

1
nn n

δ
∞

  .D′في  ∑=

1/1المتسلسلة 2.

1
nn n

δ
∞

  .D′لا تتقارب في  ∑=

  ، يحُقّقD′من  Tيوجد توزيع  3.

1

1 1
, supp( ) ,

n

T
n n

ϕ ϕ ϕ ϕ

∞
∗
+

=

 ∀ ∈ ⊂ ⇒ =   ∑ℝD  

  الحـل

. عندئذ تتقارب المتسلسلة ذات الحدّ العام Dمن  ϕليكن  1.
2

1 1

nn
ϕ
    

محدودٌ على  ϕلأنّ  

  ، وهذا يتيحُ لنا تعريف الشكلّ الخطّي[0,1]اال 

2
1

1 1
: , ,

n

T T
nn

ϕ ϕ

∞

=

 → =   ∑D D  

  كان  لـمّاو 

2 2
1 1

1 1 1
, , sup

n n

T
nn n

ϕ ϕ ϕ ϕ

∞ ∞

= =

    ∀ ∈ ≤ ≤ ×       
∑ ∑

ℝ

D  

  .D′توزيعٌ من  Tاستنتجنا أنّ 
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1n وكذلك، في حالة   لدينا Dمن  ϕو ≤

1/2 2
1 1

1 1 1 1
, sup

n

k
k k n

T
k nk k

δ ϕ ϕ ϕ

∞

= = +

 − ≤ ≤ ×  ∑ ∑
ℝ

  

1/2المتسلسلة وهذا يبرهن على أنّ 
1

1
n

n n
δ

∞

=
  .Tوأنّ مجموعها هو التوزيع  D′متقاربة في  ∑

/1حتىّ نرى أنّ المتسلسلة  2.
1

1
n

n n
δ

∞

=
، يكفي أن نختبر تباعدها على تابع D′متباعدة في  ∑

  يحُقّق Dتابعاً من  0ϕ. ليكن Dمن  0ϕمُناسبٍ 
0supp( ) 1,2ϕ  ⊂ −  [0,1]0و, ( ) 1x xϕ∀ ∈ =  

  عندئذ

1/ 0
1 1

1 1
, ,

n n

k
k k

n
k k
δ ϕ∗

= =

∀ ∈ =∑ ∑ℕ  

  ومن ثمَّ 

1/ 0
1

1
lim ,

n

k
n

k k
δ ϕ

→∞ =

= +∞∑  

/1وهذا يثُبت عدم تقارب المتسلسلة 
1

1
n

n n
δ

∞

=
  .D′في  ∑

  لدينا Eمن  ϕلنلاحظ أنهّ في حالة  3.
1

2
0

1 1 1
(0) d

t
t

n n nn
ϕ ϕ ϕ

         ′− =               ∫  

  ومن ثمَّ 

2
[0,1]

1 1 1
, (0) supn
n n n
ϕ ϕ ϕ∗   ′∀ ∈ − ≤ ×  

ℕ  

)وهذا يثُبت تقارب المتسلسلة  ) ( )( )1 1

1

0
n n

n

ϕ ϕ
≥

  رّف إذن. لنع∑−

1

1 1
, , (0)

n

T
n n

ϕ ϕ ϕ ϕ

∞

=

     ∀ ∈ = −         ∑E  
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  بسبب المتراجحة E′ينتمي إلى  Tإنّ 

2
0,11

1
, , sup

n

T
n

ϕ ϕ ϕ

∞

 =  

   ′∀ ∈ ≤ ×   
∑E  

  إنهّ من الواضح أنّ ف كلذكو 

1

(1/ )
, upp( ) ,

n

n
T

n

ϕ
ϕ ϕ ϕ

∞
∗
+

=

∀ ∈ ⊂ ⇒ = ∑ℝD  

  ú  وهي النتيجة المرجوّة.

Jنعرّف في حالة  11. التمرينx  منℝو ،ε  من∗
+ℝ المقدار  

( ) Log( i ) ln i i Arg( i )f x x x xε ε ε ε= + = + + +  
0أوجد  1.

0
- limf fε
ε

+
+→

′= D.  

احسب  2.
0
f مشتق التوزيع  ′+

0
f . نرمز إلى التوزيع +

0
f 1بالرمز  ′+

x+i0
.  

0:  استنتج أنّ  3.
0

1 1 1- lim Vp i
x+i0 x+i xε

πδ
ε+→

′= = −D.  

  الحـل

)لنلاحظ أنهّ في حالة  1. , )x ε ∗
+∈ ×ℝ ℝ  لديناArg( i) 0,x ε π + ∈   ومن ثمَّ ينتمي ،

)Argالمعرّف بالصيغة  θالعدد  i)
2

x
π

θ ε= − إلى اال  +
2 2
,π π −  ولكن .  

i i i
i

i i

x x
e

x x

θ ε ε

ε ε

+ +
= =

+ +
  

tanإذن 
x

θ
ε

)Arg، ومنه = i) arctan
2

x
x

π
ε

ε

 − + =   
  أو 

Arg( i) arctan
2

x
x

π
ε

ε

 + = −   
  

)في حالة  وعليه , )x ε  من∗
+×ℝ ℝ نجد  

( )Log i ln i i arctan
2

x
x x

π
ε ε

ε

   + = + + −      
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)، ولتكن Dمن  ϕليكن  )n nε ∈ℕ  متتالية من∗
+ℝ  تحُقّقlim 0n

n
ε

→∞
اية  ، نرغب بتعيين=

)المتتالية  ),
n n
fε ϕ ∈

〈 〉
ℕ

)في حال وجودها. ولهذا نعرّف متتالية التوابع   )n nh ∈ℕ صيغةبال  

: ,  ( ) Log( i ) ( )n n nh g x x xε ϕ→ = +ℝ ℂ  
 ، فهو مقيسٌ.تابعٌ مستمرnh  فالتابع  ℕمن  nمهما تكن  �

)، تتقارب المتتالية ℝ∗من  xمهما تكن  � )( )n n
h x

∈ℕ
)وايتها   )h x تعُطى بالصيغة 

(ln ) ( ) : 0
( )

(ln( ) i ) ( ) : 0

x x x
h x

x x x

ϕ

π ϕ

 >=  − + <
  

)supوإذا كان  � )n
n

M ε
∈

=
ℕ

 يالصيغة g، وعرفّنا 

( )( )2 2, ( ) | ( )| max ln| i|, ln| |x g x x x M xϕ π∗∀ ∈ = + − +ℝ  
)1تمي إلى ين gرأينا مباشرة أنّ  )L ℝ ّوأن ،  

, , ( ) ( )nx n h x g x∀ ∈ ∀ ∈ ≤ℝ ℕ  

)إذن استناداً إلى مبرهنة التقارب للوبيغ، تتقارب المتتالية  )( )dn
n

h x x
∈∫

ℝ ℕ
∫hمن  

ℝ
 ،

  وهذا يُكافئ قولنا
lim , (ln| | i ( )) ( )d

nn
f x x x xε ϕ π ϕ∗

−→∞
〈 〉 = +∫ ℝℝ

1  

وعليه إذا عرفّنا 
0
f )loc,1من  + )L ℝ بالصيغة  

0
, ( ) ln| | i ( )x f x x xπ+ ∗

−

∗∀ ∈ = +
ℝ

ℝ 1  
كان لدينا 

0
0

- limf fε
ε

+
+→

′= D. 

∗Hكان لـمّا  2.
−

= −
ℝ
1 )0أنّ استنتجنا  Heavisideهو توزيع  Hو 1 ) δ∗

−

′ = −
ℝ
1 .

)ولأنهّ لدينا بالتعريف  ) 1
ln Vp x

′⋅ 00 استنتجنا أنّ  =

1
( ) Vp ixf πδ+

′ =   أي −

0

1 1Vp i
x+ i 0 x

πδ= −  

كان   لـمّا 3.
0

- lim
n

f fε+
→∞

′= D ّاستنتجنا أن ،  

( )0
0 0

1 1
- lim - lim

x+i0 x+i
f fε

ε ε ε
+

+ +→ →

′ ′ ′ ′= = =D D  
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  ومنه

0
0

11 1
- lim Vp i

x+i0 x+i x
ε

πδ
ε+→

′= = −D  

  ú  وهي النتيجة المرجوّة.

  . عندئذ Dمن  ϕليكن  : ملاحظة �

0 0

0 0
1 1

1 1
lim , lim ,

x i x i

Vp i , Vp i ,x x

ε ε
ϕ ϕ
ε ε

πδ ϕ πδ ϕ

+ +→ →
=

− +

= − = +

  

  وعليه إذا عرفّنا 

0

1 1
- lim

x i0 x iε ε+→
′=

− −
D  

  كان لدينا

0
0

1 1 1- lim Vp i
x i0 x i xε

πδ
ε+→

′= = +
− −

D  

  ونستنتج من ذلك أنّ 

0

2 20

1 1 1 1
Vp

2 x i0 x i0
1 1 1

- lim
2 x i x i

x
- lim

x

x

ε

ε

ε ε

ε

+

+

→

→

 = +   + − 
 ′= +   + − 

′=
+

D

D

  

 لدينافي الحقيقة، 
2 20

1 x
Vp - lim

xx
ε ε+→

′=
+

S  ّ2لأن 2lnx x ε+֏  يسعى إلى

lnx x֏  في′S  عندما يسعىε  0إلى.  
  
Jفي هذا التمرين يرمز  12. التمرينH  إلى توزيعHeaviside  الموافق للتابع∗

+ℝ
إلى  1، ويرمز 1

  . قارن بين التوزيعين1ثابت الذي يساوي التوزيع الموافق للتابع ال
( )0 Hδ ′∗ )و  1∗ )0 Hδ ′∗ ∗1  
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  الحـل

  في الحقيقة،
( )

( )
0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0H H

H H H

δ δ δ δ

δ δ δ δ δ δ δ

′ ′ ′∗ = ∗ = ∗ = ⇒ ∗ ∗ = ∗ =
′ ′ ′∗ = ∗ = ∗ = ⇒ ∗ ∗ = ∗ =

1 1 1

1 1 1
  

  ú  وهي النتيجة المرجوّة.

Jنعرّف في حالة  13. التمرينn  من∗ℕ 2:  التوزيع
0

1

2

n
k

n n n kn
k

T C δ −
=

= ∑.  


احسب تحويل فورييه  1.
nT.  


أثبت تقارب المتتالية  2.( )[1/ ]n

n n
T ∗∈ℕ.  

التوزيع  ℕ∗من  nنعرّف في حالة  3.
2 /0

1

2

n k
n n n k nkn

U C δ −=
= . استنتج ∑

)اية المتتالية  )n n
U ∗∈ℕ

  . S′في  
  الحـل


توزيعاً ذا حامل متراص استنتجنا أنّ  nTكان   لـمّافي الحقيقة،  1.
nT  تابعٌ من الصفC∞ وهو ،

  معطى بالصيغة


 ( ) ( )2 i 2[ 2 i ]

0

2 i 4 i 2 i 4 i

0

2 i 2 i

1
,exp

2

1 1
( ) (1 )

2 2

cos (2 )
2

n
n kk

n n nn
k

n
n k k n n

nn n
k

n

n

T T C e

e C e e e

e e

π ξπ ξ

π ξ π ξ π ξ π ξ

π ξ π ξ

ξ

πξ

− −−

=

− −

=

−

= =

= = +

 +  = =   

∑

∑  

  لنلاحظ أنّ  2.


 ( )
[1/ ] 2

cos

n
n

nT
n

πξ
ξ

   =      
  

  يكن ℝمن  ξثمَّ، مهما تكن  ومن

[1/ ]

2 2lim ( ) exp( 2 )
n

n
n

T ξ π ξ
→∞

= −  
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نّ  
وبتطبيق مبرهنة التقارب للوبيغ نستنتج أ[1/ ]

- lim
n

n
m

T T
→∞

′= Sو ،T  هو التوزيع الموافق

2للتابع  22e π ξξ −֏.  
  نستنتج مما سبق أنّ  3.


[1/ ]

( ) - lim
n

n
m

T T
→∞

 ′ =    
F S F  

2ولكن  /21
( )( )

2

xT x e
π

−=F،  وكذلك  


 
( )
[1/ ] [ ]

[ ]

2 /
0

( )

( )

1

2

n n

n n

n
n

n
k
n nn k nn

k

T n T

n T

C Uδ −
=

   =   
=

= =∑

F F

  

)الملطفّة وعليه تتقارب متتالية التوزيعات )n n
U ∗∈ℕ في′S المنتظم الموافق للتابع من التوزيع  

2 /2 / 2xx e π−֏.  
  ú  وبذا يتمّ الإثبات.

J14. التمرين   

∗من  a، وDمن  ϕليكن  1.
+ℝ ّالمقدار . أثبت أن  

0

( ) (0)
d (ln ) (0)

a x
x a

x

ϕ ϕ
ϕ

−
+∫  

)supp، طالما أنّ aلا يتعلّق بالعدد    ) [ , ]a aϕ ⊂ −.  
T,المقدار  Dمن  ϕإذن نعرّف في حالة  2. ϕ بالصيغة  

0

( ) (0)
, lim d (ln ) (0)

a

a

x
T x a

x

ϕ ϕ
ϕ ϕ

→∞

  −  = +    
∫  

)supp، وأنّ D′توزيعٌ من  Tأثبت أنّ    )T +⊂ ℝ.  
XTاحسب  3.   .0δوتوزيع ديراك  Tبدلالة  ′
Uيحُقّق  Uعين توزيعاً  4. T′ =.  
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  الحـل

  . ولنعرّف Dمن  ϕليكن  1.

0

( ) (0)
: , ( ) d (ln ) (0)

a
x

F F a x a
x

ϕ ϕ
ϕ∗

+
−

→ = +∫ℝ ℂ  

  وأنّ  1Cينتمي إلى الصف  Fعندئذ نجد بحساب بسيطٍ أنّ 

( )
, ( )

a
a F a

a

ϕ∗
+ ′∀ ∈ =ℝ  

0وعليه، إذا كان   max(0, sup(supp( )))a ϕ=   0كان لدينا, ( ) 0a a F a′∀ > = ،
a,0ثابتٌ على اال  Fهذا يثُبتُ أنّ و  ∞  .وهي النتيجة المرجوّة  

  في الحقيقة، لنلاحظ أنّ  2.
1

0 0 1
1

0 1

( ) (0) ( ) (0) ( ) (0)
d d d

( ) (0) ( )
d d (ln ) (0)

a a

a

x x x
x x x

x x x

x x
x x a

x x

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ
ϕ

− − −
= +

−
= + −

∫ ∫ ∫

∫ ∫
  

  ومن ثمَّ 
1

0 0 1

( ) (0) ( ) (0) ( )
lim d (ln ) (0) d d

a

a

x x x
x a x x

x x x

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ

∞

→∞

  − − + = +    
∫ ∫ ∫  

  إذن

    
1

0 1

( ) (0) ( )
, , d d

x x
T x x

x x

ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ

∞
−

∀ ∈ = +∫ ∫D  ( )∗  

  كان   ℝمجموعة متراصّة من  Kوإذا كانت 
, supp( ) , sup ( )supK T Kϕ ϕ ϕ ϕ λ ϕ′∀ ∈ ⊂ ⇒ ≤ +

ℝ ℝ

D  

Tوهذا يبرهن أنّ  ′∈ D .  
)suppوأخيراً، إذا كان  )ϕ ∗

−⊂ ℝ  استنتجنا من( ,أنّ  ∗( 0T ϕ صحة ، وهذا يبرهن =
)supp الاحتواء )T +⊂ ℝ.  
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  . عندئذDمن  ϕليكن  3.
, , ,( )

, , ,

XT T X T X

T X T T X

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

′′ ′〈 〉 = 〈 〉 = −〈 〉
′ ′= −〈 + 〉 = −〈 〉−〈 〉

  

  ولكن

0

0

, ( )d (0) ,T X x xϕ ϕ ϕ δ ϕ

∞

′ ′= = − = −〈 〉∫  

  إذن

0XT T δ′ = − +  
  ، لديناDمن  ϕلنلاحظ أنهّ في حالة  4.

( )
1

1

0
0

( ) (0)
d ln ( ) (0)

x
x x x

x

ϕ ϕ
ϕ ϕ

−  = −  ∫
1

0

1
1

( )ln d

( )
d ln ( )

x x x

x
x x x

x

ϕ

ϕ
ϕ

∞ ∞

′−

 =   

∫

∫
1

( )ln dx x xϕ

∞

′− ∫
  

  ومن ثمَّ 

0

, , (ln ) ( )dT x x xϕ ϕ ϕ

∞

′∀ ∈ 〈 〉 = −∫D  

∗lnالموافق للتابع  D′من  U المنتظم لنعرّف إذن التوزيع
+ℝ

)loc,1من  1 )L ℝأي ،  

0

, , (ln ) ( )dU x x xϕ ϕ ϕ

∞

∀ ∈ 〈 〉 = ∫D  

  نلاحظ مباشرة أنهّعندئذ 
, , , ,T U Uϕ ϕ ϕ ϕ′ ′∀ ∈ 〈 〉 = −〈 〉 = 〈 〉D  

Uأو T′   ú  ثبات.. وبذا يتمّ الإ=

HPfالذي عرفّناه في التمرين السابق بالرمز  Tيرُمز عادة إلى التوزيع  .ملاحظة �
x

.  
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Jنعرّف في حالة  15. التمرينϕ  منS وn  من∗ℕ المقدارين  

( )
, d

| |

x
T x

x

ϕ
ϕ〈 〉 = ∫

ℝ

)و    )
, d

| |

n

n

n

x
T x

x

ϕ
ϕ

−

〈 〉 = ∫  

  توزيعان مُلطفّان. nTو Tأثبت أنّ  1.

-أثبت أنّ  2. lim n
n

T T
→∞

′= S.  

∗من  xفي حالة  3.
+ℝ  نضع

0

cos
( ) d

x
u

G x u
u

= ∫.  

 أثبت أنّ  �  
0

sin sin
, ( ) d

2

x
x u

x G x u
x u u

∗
+∀ ∈ = + ∫ℝ.  

  .∞+إلى  xعندما تسعى  ℓيقبل اية منتهية  Gاستنتج أنّ التابع  �  
  بعد أن تثبت صحّتها الآتيةن المساواة د م. يمكنك أن تستفيℓ<0أثبت أنّ  �  

00 0

sin sin
( 1)

2 2( )

n

n

u u

u u n u n u

π

π π

∞ ∞

=

= −
+ +

∑∫ ∫  

  نحتفظ برموز السؤال السابق.  4.
   ، يكنSمن  ϕأثبت أنّ مهما يكن  �  


 2 sin
, (2 | |) d

| |
n

x
T G n x x

x
ϕ π

π
= ∫

ℝ

  

�استنتج أنّ  �   2
T T

π
= ℓ واحسب ،ℓ.  

  الحـل

  المعرفّين كما يأتي nfو fلنتأمّل التابعين  1.
1

( )
| |

f x
x

]  و  = , ]

1
( ) ( )

| |
n n nf x x

x
−= 1.  

)1كان   لـمّاعندئذ  )nf L∈ ℝ3، و( ) ( )nf f L− ∈ ℝ  استنتجنا أنّ التوزيعين المنتظمين
nf

T 
و

nf fT هما توزيعان مُلطفّان أي  −
nf

T ′∈ S  و
nf fT − ′∈ S ّالتوزيعين ، وهذا يقتضي أن

n nf f fT T T−= و +
nn fT T= .هما توزيعان مُلطفّان  
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  عندئذ Sمن  ϕليكن  2.

\[ , ]

\[ , ]

( )
, , d

| |

| ( )|1
d :

| | | |

n

n n

n n

x
T T x

x

nt nt

t
nt x

t
t

n

ϕ
ϕ ϕ

ϕ

−

−

〈 〉−〈 ≤

≤ ←

〉 ∫

∫
ℝ

ℝ

  

  ومن ثمَّ 

1,0
1,0

\[ 1,1]

( )1 d
, , ( )

| | | |
n

pt
T T p

n t t n

ϕ
ϕ ϕ ϕ

−

   〈 〉−〈 〉 ≤ ≤    
∫

ℝ

  

,وهذا يبرهن على أنّ  lim , ,n
n

T Tϕ ϕ ϕ
→∞

∀ ∈ 〈 〉 = 〈 〉S  أو- lim n
n

T T
→∞

′= S.  

∗من  x، إذ نجد في حالة هذه مُكاملة بالتجزئة �3.
+ℝ  ما يلي:  

00 0

0

cos sin sin
( ) d d

2

sin sin
d

2

x xx

u

x

u u u
G x u u

u u u u

x u
u

x u u

=

 
 = = +
  

= +

∫ ∫

∫
  

sinولكنّ التابع  �3.
( )

u
u u

u u
∗
+ℝ

֏ )1ينتمي إلى  1 )L ℝ وكذلك ،sin
lim 0
x

x

x→∞
= .

  إذن نستنتج من المساواة السابقة أنّ 

0

sin
lim ( ) d

2x

u
G x u

u u

∞

→∞
= =∫ ℓ  

  : يأتينلاحظ ما  ℓ<0لإثبات أنّ  �3.
( 1)

00

0 0

0 0

sin sin
d d

2 2

sin( )
d

2( )

sin
( 1) d

2( )

n

n n

n

n

n

u u
u u

u u u u

n u
u

n u n u

u
u

n u n u

π

π
π

π

π

π π

π π

∞ +∞

=

∞

=

∞

=

=

+
=

+ +

= −
+ +

∑∫ ∫

∑∫

∑ ∫
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فإذا عرفّنا 
3/20

sin
d

( )
n

u
u u

n u

π

π
=

)رأينا مباشرة أنّ  ∫+ )n nu ∈ℕ  متتالية متناقصة وتسعى

  لدينا إلى الصفر، إذن استناداً إلى خواص المتسلسلات المتناوبة يكون
0 1 00 u u u< − ≤ ≤ℓ.  

  . عندئذSمن  ϕليكن  �4.




2 i

2 i

1
ˆ ˆ, , ( )d

| |

1
( ) d d

| |

( ) d d
| |

n

n n

n
n

tx

n
n

tx

n

T T x x
x

t e t x
x

e
t x t

x

π

π

ϕ ϕ ϕ

ϕ

ϕ

−

−

−
−

−

= =

  =    
   =     

∫

∫ ∫

∫ ∫

ℝ

ℝ

  

  ولكن
2 i

0 0
2 | |

0

2 cos(2 | | )2 cos(2 )
d d d

| |

2 cos( ) 2
d (2 | |)

| | | |

n n n
tx

n
n t

t xe tx
x x x

x x x

u
u G n t

t tu

π

π

ππ

π
π π

−

−

= =

= =

∫ ∫ ∫

∫
  

  يكن Sمن  ϕإذن، مهما يكن 

 2 ( )

, (2 | |)d
| |

n

t
T G n t t

t

ϕ
ϕ π

π
= ∫

ℝ

  

  وهنا بالاستفادة من مبرهنة التقارب للوبيغ نستنتج أنّ  �4.

 2 ( ) 2

, lim , d ,
| |

n
n

t
T t T

t

ϕ
ϕ ϕ ϕ

π π→∞
∀ ∈ 〈 〉 = = 〈 〉∫S

ℝ

ℓ ℓ  


إذن  2
- lim n
n

T T
π→∞

′ =S ℓ ولكن من جهة ثانية لدينا .
 �- lim n
n

T T
→∞

′ =S ُّإذن لا بد .

  ونأن يك
� 2
T T

π
= ℓ  
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Tأي  ؛زوجي Tولكن بملاحظة أنّ  T=
�

  نستنتج مما سبق أنّ  ،

�� �
2

2 2
T T T T

π π

  = = =    
ℓ ℓ  

وهذا يقتضي أنّ 
2

π
=ℓ  ّلأنℓ  أثبتنا أنّ موجبٌ. وهكذا نكون قد�

T T= ّوأن .  

0

cos
d

2

u
u

u

π
∞

=∫  

  ú  وبذا يتمّ الإثبات.

Jليكن  16. التمرينT  توزيعاً من′D أثبت أنهّ يوجد توزيع .U  من′D يحُقّق  

U T′ =  
  الحـل

)يحُقّق  Dمن  ρلنثبّث عنصراً  )d 1x xρ =∫
ℝ

  بعالتا Dمن  ϕ. لنعرّف في حالة 

( )( ) : , ( )( ) , ( ) ( ) d
x

P P x t t tϕ ϕ ϕ ρ ϕ
−∞

→ = 〈 〉 −∫ℝ ℂ 1  

)عندئذ نرى مباشرة أنّ  )( ) ,P ϕ ϕ ρ ϕ′ = 〈 〉 )، وهذا يبرهن أنّ 1− )P ϕ  ينتمي إلى الصف
C∞ وإذا كان .supp( ) supp( ) [ , ]A Aϕ ρ∪ ⊂   رأينا وضوحاً أنّ  −

supp( ( )) [ , ]P A Aϕ ⊂ −  
)فإنّ وعليه  )P ϕ ∈ D.  

  لدينا Kومن جهة أخرى، في حالة مجموعة متراصّة 
( )

1
, supp( ) sup ( ) ( ) 1 supK P Kϕ ϕ ϕ λ ρ ϕ∀ ∈ ⊂ ⇒ ≤ +

ℝ ℝ

D  

  ولأنّ 
( 1) ( ) ( ), ( ( )) ,p p pp P ϕ ϕ ρ ϕ+∀ ∈ = −ℕ 1  

)suppبحيث  Dمن  ϕ، وℕمن  pنستنتج، في حالة  ) Kϕ   ، ما يلي⊃
( 1) ( ) ( )sup ( ( )) sup sup supp p pP ϕ ϕ ϕ ρ+ ≤ +

ℝ ℝ ℝ ℝ

  

: وهذا يبرهن على أنّ التطبيق , ( )P Pϕ ϕ→ ֏D D  تطبيق خطّي مستمر .  
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  نلاحظ أنهّ  وكذلك
, ( )Pϕ ϕ ϕ′∀ ∈ = −D  

U. عندئذ ينتمي D′من  Tليكن  T P=   ، وهو يحُقّقD′إلى  �
, , ,

, ( ) ,

U U

T P T

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

′ ′∀ ∈ = −
′= − =

D  

Uأي إنّ  T′ =.  ú  

Jفي هذا التمرين يرمز  17. التمرينX  إلى أحد الفضاءاتD  أوS  أوE ًونتأمّل تحويلا .
: ( )CΨ →X ℝ  الآتيةيحُقّق الخواص:  

 تطبيق خطّي. Ψالتحويل  �

)وقد زوّدنا فضاء التوابع المستمرةّ  مستمرّ. Ψالتحويل  � )C ℝ  بتوبولوجيا التقارب
 المنتظم على كلّ مجموعة متراصّة.

,ب : مع الانسحا »يتبادل« Ψالتحويل  � x xx τ τ∀ ∈ Ψ = Ψℝ � �. 

,يحُقّق  X′من  Tعندئذ يوجد توزيع  ( ) Tϕ ϕ ϕ∀ ∈ Ψ = ∗X.  

  الحـل

T,المقدار  Xمن  ϕلنعرّف في حالة  ϕ〈 ,بالصيغة  〈 ( )(0)T ϕ ϕ〈 〉 = Ψ
� .  

 .Xشكلٌ خطّي على  Tخطيّاً، أنّ  Ψنستنتج من كون  �

)أنهّ مهما تكن  Ψاستمرار  نستنتج من � )n nϕ ∈ℕ  منX  التي تحقّق- lim 0n
n
ϕ

→∞
=X ،

limيكن  ℝمن  Kومهما تكن اموعة المتراصّة  sup ( ) 0n
n K

ϕ
→∞

Ψ = . 

)لنتأمّل إذن متتالية ما  )n nϕ ∈ℕ  منX  تحُقّق- lim 0n
n
ϕ

→∞
=X.  عندئذ يكون لدينا

-وضوحاً  lim 0n
n
ϕ

→∞
=X

}، ولأنّ � }0K  مجموعة متراصّة يكون  =

lim ( )(0) 0n
n

ϕ
→∞

Ψ =
�  

  أي 
- lim 0 lim , 0n n
n n

Tϕ ϕ
→∞ →∞

= ⇒ =X  
T. إذن Xعلى  Tوهذا يثُبت استمرار الشكل الخطّي  ′∈ X.  
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 لدينا Xمن  ϕ، وℝمن  xلنلاحظ أنهّ في حالة  �

( )
( ) ( )

( ) , ( ) ( ) (0)

( ) (0) ( ( )) (0)

( )( )

x x

x x

T x T

x

ϕ τ ϕ τ ϕ

τ ϕ τ ϕ

ϕ

− −

∗ = = Ψ

= Ψ = Ψ

= Ψ

�





� �

  

)إذ من الواضح أنّ  ) ( )x xτ ϕ τ ϕ−=
�





� .  

  وهكذا نكون قد أثبتنا أنّ 
, ( )Tϕ ϕ ϕ∀ ∈ ∗ = ΨX  

  ú  وهي الخاصّة المرجوّة.
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  امسالخالجزء مفردات دليل 
  العدد هو رقم صفحة يظهر فيها المفهوم المشار إليه ظهوراً معنوياً 

  
 BERNOULLI  26 أعداد برنولي

 76 تابع بسيط أو درجيّ 

 259 تابع قابل للمكاملة محليّاً 

 76 تابع مميز موعة

 HERMIT 238 تابع هرميت

 186,272,283 تابع هفيسايد

 177,278 يهتحويل فوري

 177 تحويل فورييه المرافق

 185 تحويل فورييه للمرافق والمناظر

 182 تحويل فورييه والاشتقاق

 S 255تقارب في ال

 E 257تقارب في ال

 D 254تقارب في ال

 79,82 س تكامل بالنسبة إلى قياال

 223 توزيع ال

1لـ توزيع القيمة الأساسيّة 
x 275,282 

 268 ناظر  ـُتوزيع المال

 264 توزيع حامله متراص

 264 توزيع دوري

 264 توزيع زوجي

 264 توزيع فردي

 261 توزيع مُلطّف

 259 توزيع منتظم

 180 ,10 لوبيغ-توطئة ريمان

 5 الأسيّةثوابت فورييه 

 5 ثوابت فورييه المثلثية

 67 موعات البورلِيّةجبر ا

 66 جبر تام

 67 بأجزاءجبر تام مولد 

  جداء التّلاف
2,111,121, 

191,288 

 113,236 حامل التابع

 261 حامل توزيع

 72 شبه محقّقة−µخاصّة 

2شبه التابع 
1
x

 276 

 238 ,188 شعاع ذاتي

 165 صف المطّرد ال

 R 1صف ال

 2πR 1صف ال

 5 طيف فورييه

 GIBBS 59 ظاهرة جيبس

 72 عدد جبري

 POISSSON  232,281 علاقة بواسون

 E 257فضاء ال

 D 114, 251فضاء ال

 S 192, 255فضاء ال

فضاء ال
0
( )C ℝ 181 

)فضاء ال )
c
C ℝ 113,252 

)فضاء ال , , )p
L X µΣ 109 

 BANACH  94 فضاء باناخ

 2πC 2فضاء ال
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 66 فضاء قيَوس

 104 منته−σفضاء مقيس 

 80,86 قابليّة المكاملة

 68 قياس التعداد

 104 قياس الجداء

 DIRAC  68,260,281 قياس ديراك

 LEBESGUE  68 قياس لوبيغ

 68 قياس موجب

 69 قياسٌ نظامي

 4 كثير حدود مثلّثي

 23 كثيرات حدود برنولي

 239 ,229 ياب لهايزنبرغمبدأ الارت

 83 مبرهنة التقارب المتزايد

 91 مبرهنة التقارب للوبيغ

 93 مبرهنة التمام

 BESSEL  178 مبرهنة بِسِل

  بارسفال-بلانشرلمبرهنة 
PLANCHEREL-PARSEVAL  

178 

 106 مبرهنة تغيير المتحولات

 123 مبرهنة تقريب الواحد

 TONELLI  105 مبرهنة تونلِلي

 DIRICHLET  13 مبرهنة ديرخليه

 SHANNON 236 مبرهنة شانون

 FUBINI  105 مبرهنة فوبيني

  متراجحة برنشتاين
 BERNSTEIN  

48 

 BESSEL  8 متراجحة بِسِل

  متراجحة مينكوفسكي
MINKOWSKI 108 

 HÖLDER  107 متراجحة هولدر

   اجحة ريتنجرمتر 
 WRITINGER  

22 

 5 متسلسلة فورييه

  بسل بارسفال متطابقة
 BESSEL-PARSEVAL 

21 

 CESARO 16 ت سيزارومتوسطا

 128 مجموعة قابلة للعدّ 

 CANTOR  136, 142 مجموعة كانتور

 71 مهملة−µمجموعة 

 164 مُرافق تابع

 272 مشتق توزيع

 Ш 260مشط ديراك 

 164 مُناظر تابع

 2 نصف جداء سلّمي

 2 نظيم المنتظم ال

 DIRICHLET  11 رخليهنواة دي

 FEJER 14 فَـير  نواة

  
qwe  
agd  
zxc  
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  مسَْرد المصطلحات العلميةّ
 English Français العربيّة

   الألف

 union réunion اجتماع اموعات

 basis base أساس

 canonical basis base canonique أساس قانوني

 cylinder of security cylindre de sécurité أسطوانة أمان

 minimum minimum أصغر عنصر

عداد الحقيقيّة الأ  real numbers  nombres réels 

عداد الصحيحة الأ  integers nombres entiers relatifs 

عداد الطبيعيّة الأ  natural integers nombres entiers naturels 

عداد العاديةّ الأ   rational numbers  nombres rationnels 

عداد العقديةّ الأ  complex numbers nombres complexes 

بر عنصرأك  maximum maximum 

ثبات بالتدريج الإ  proof by induction preuve par récurrence 

   الباء

  dimension dimension بعُد 

   التاء

  function fonction تابع 

تابع الأسّيال  exponential function fonction exponentielle 

 original function  fonction originale تابع الأصل

تابع الأصليال  primitive function fonction primitive 

 sine function fonction sinus تابع الجيب

 hyperbolic sine function fonction sinus hyperbolique تابع الجيب الزائدي

 tangent function fonction tangente تابع الظل
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 English Français العربيّة

   التاء

 hyperbolic tangent تابع الظل الزائديّ 

function 

fonction tangente 

hyperbolique 

تابع اللوغاريتمي ال  logarithmic function fonction logarithme 

تابع المميّزال  caracteristic function fonction caractéristique 

معادلة  تابع المولّد لحلولال
 تفاضليّة 

resolvant function fonction résolvante 

 simple function  fonction étagée  تابع بسيط

 analytic function fonction analytique تابع تحليلي

 constant function fonction constante تابع ثابت

 partial function fonction partielle تابع جزئي

ائديتابع جيب التمام الز   hyperbolic sine function fonction sinus hyperbolique 

 cosine function fonction cosinus تابع جيب التمام

ل تابع حقيقي لمتحو 
 حقيقي

real valued function of one 

real variable 

fonction réelle de la variable 

réelle  

 periodic function fonction périodique تابع دوري

 even function fonction paire تابع زوجي

 surjective function fonction surjective تابع غامر

 odd function fonction impaire تابع فردي

 differentiable function fonction dérivable تابع قابل للاشتقاق

ةتابع قابل للمفاضل  differentiable function fonction différentiable 

 integrable function fonction intégrable تابع قابل للمُكاملة

 function of several تابع لعدة متحوّلات

variables 

fonction de plusieurs 

variables 

 injective function fonction injective تابع متباين

 non-decreasing function fonction croissante تابع متزايد 

 increasing function تابع متزايد تماماً 
fonction strictement 

croissante 

 non-increasing function fonction décroissante تابع متناقص
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 English Français العربيّة

   التاء

 decreasing function تابع متناقص تماماً 
fonction strictement 

décroissante 

 convex function fonction convexe تابع محدّب

 bounded function fonction bornée تابع محدود

 bounded below function fonction minorée تابع محدود من الأدنى

 bounded above function fonction majorée تابع محدود من الأعلى

 continuous function fonction continue تابع مستمرّ 

امتابع مستمرّ بانتظ  
uniformly continuous 

function 

fonction uniformement 

continue 

اً تابع مستمرّ قِطَعيّ   
piecewise continuous 

function 

fonction continue par 

morceaux 

 monotonic function  fonction monotone تابع مطّرد

(قيوس) تابع مقيس  measurable function  fonction measurable 

 meromorphic function  fonction meromorphe تابع ميرومورفي

 holomorphic function  fonction holomorphe تابع هولومورفي

  Fourier transform transformée de Fourier تحويل فورييه

  Laplace transform  transformée de Laplace تحويل لابلاس

 homotopy homotopie تشويه مستمر

زاوية تعيين الأساسي للال  principal argument argument principale 

 differential différentielle تفاضل

 bijective function bijection تقابل

 isomorphism  isomorphisme تقابل خطّي

تقارب البسيطال  simple convergence convergence simple 

تقارب المنتظمال  uniform convergence convergence uniforme 

نظيم تقارب بالال  normal convergence convergence normale 

 intersection intersection تقاطع

 integral intégrale تكامل
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 English Français العربيّة

   التاء

 improper integral intégrale impropre تكامل معتل

 distribution distribution توزيع

 tempered distribution distribution temperée  توزيع مُلطّف

لجيما    

جبر-أوسيغما جبر تام  sigma algebra tribue 

 convolution produit de convolution جداء التلافّ 

)جذر (كثير حدود  zero zéro  

زء الصحيح الج  floor partie entière 

  family  famille جماعة

ة جملة معادلات تفاضليّ 
 خطيّة

system of linear 

differential equations  

système d’équations 

différentielles linéaires 

 neighborhood voisinage جوار

   الحاء

 support support حامل 

د الأدنىالح  greatest lower bound borne inférieure 

د الأعلى الح  least upper bound borne supérieure 

دّ العام الح  general term terme général  

ديليّ حقل تب  field corps commutatif 

 solution solution حل 

  general solution solution général حلّ العام 

  maximal solution solution maximale حل أعظمي

  real solution solution réelle حل حقيقي

  particular solution solution particulière حل خاص

  global solution solution globale حلّ شامل

   الخاء

 algorithm algorithme خوارزميّة
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   الدال

  degree degré درجة 

 index indice دليل

   الراء

 residue résidu راسب

   الزاي

 argument argument زاوية عدد عقدي

   الشين

 exact differential form forme différentielle exacte شكل تفاضلي تام

 closed differential form forme différentielle fermée شكل تفاضلي مغلق

تبة شكل تفاضلي من المر 
 الأولى

First order differential 

form 

forme différentielle du 

premier ordre 

   الصاد

 zero zéro صفر

 simple zero zéro simple صفر بسيط

ة بصفر مضاعف من المرت  multiple zero of order zéro multiple d'ordre  

   الطاء

  path chemin طريق

  closed path lacet طريق مغلق

  variation of parameters variation des constantes  تغيرّةطريقة جعل الثوابت م

  length longueur طول

 module module طويلة

   العين

 relation of order  relation d’ordre علاقة ترتيب 

 partial order relation relation d’ordre partielle علاقة ترتيب جزئي
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   العين

 total order relation relation d'ordre totale علاقة ترتيب كلّي

 element élément عنصر

 upper bound majorant عنصر راجح

 lower bound minorant عنصر قاصر

   الفاء

 vector space espace vectoriel فضاء شعاعي

 complete vector space espace vectoriel complet فضاء شعاعي تام

فضاء شعاعي منتهي 
 البعد

finite dimensional vector 

space 

espace vectoriel de dimension 

finie 

 normed vector space espace vectoriel normé فضاء شعاعي منظّم

 measurable space  espace mesurable فضاء قابل للقياس

 measure space espace mesuré فضاء مقيس

   القاف

 disc disque قرص

 disc of convergence disque de convergence قرص التقارب

 pole pôle قطب

  parabola  parabole قطع مكافئ 

 measure mesure قياس

اس نظاميقي  regular measure  mesure regulière 

قيمة المطلقةال  absolute value  valeur absolue 

 relative minimum  minimum local قيمة صغرى محليّاً 

 relative maximum  maximum local قيمة عظمى محليّاً 

   الميم

دودةمبرهنة التزايدات المح  mean value theorem 
théorème des accroissements 

finis 
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   الميم

 intermediate value مبرهنة القيمة الوسطى

theorem 

théorème des valeurs 

intermédiaires 

ةمبرهنة النقطة الثابت  fixed point theorem théorème du point fixe 

  sequence suite متتالية

 function sequence Suite de fonctions متتالية توابع

 subsequence suite extraite متتالية جزئيّة

 Cauchy sequence suite de Cauchy متتالية كوشي

 divergent sequence suite divergente متتالية متباعدة

 non-decreasing sequence suite croissante متتالية متزايدة

 convergent sequence suite convergente متتالية متقاربة

 non-increasing sequence suite décroissante متتالية متناقصة

 bounded sequence suite bornée متتالية محدودة

 monotonic sequence suite monotone متتالية مطّردة

 inequality inégalité متراجحة

 differential inequality inégalité différentielle متراجحة تفاضليّة

 series série متسلسلة

 function series série de fonctions متسلسلة توابع

 power series série entière متسلسلة صحيحة

 Fourier series série de Fourier متسلسلة فورييه

 Laurent series série de Laurent متسلسلة لوران

 divergent series série divergente متسلسلة متباعدة

 convergent series série convergente متسلسلة متقاربة

متسلسلة متقاربة 
 بالإطلاق

absolutely convergent 

series 

série absolument convergente 

ربةمتسلسلة نصف متقا  semi-convergent series série semi-convergente 

 interval intervalle مجال

 closed interval intervalle fermé مجال مغلق
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   الميم

 open interval intervalle ouvert مجال مفتوح

)مجموع (متسلسلة  sum somme 

 set ensemble مجموعة

موعة الخالية ا  empty set ensemble vide 

طمجموعة بسيطة التراب  simply connected set 
ensemble simplement 

connexe 

 subset sous-ensemble مجموعة جزئيّة

 countable set ensemble denombrable مجموعة قابلة للعدّ 

 connected set ensemble connexe مجموعة مترابطة

 compact set ensemble compact مجموعة متراصّة

 convex set ensemble convexe مجموعة محدّبة

 bounded set ensemble borné مجموعة محدودة

عة مغلقةمجمو   closed set ensemble fermé 

 open set ensemble ouvert مجموعة مفتوحة

 negligible set ensemble négligeable مجموعة مهملة

 star shaped set enemble étoilé مجموعة نجميّة

رتبةمَ   order ordre 

 connected component composante connexe مركّبة مترابطة 

 distance distance مسافة

يمسألة الشرط الابتدائ  Initial-value problem 
problème de la condition 

initiale 

 domain of arrival ensemble d'arrivé مستقر

شتقالم  derivative dérivée 

n n مشتق من المرتبة  th order derivative dérivée d’ordre n   

 matrix matrice مصفوفة 

 Jacobian matrix matrice Jacobienne مصفوفة جاكوبي

 diagonal matrix matrice diagonale مصفوفة قطريةّ 
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   الميم

 differential equation équation différentielle معادلة تفاضليّة 

يّة ة جزئمعادلة تفاضليّ   
partial differential 

equation 

équation différentielle 

partielle 

ة معادلة تفاضليّة خطيّ   linear differential equation équation différentielle linéaire 

 معادلة تفاضليّة ذات
 متحولات منفصلة 

separable variables 

differential equation 

équation différentielle à 

variables séparables 

ة معادلة تفاضليّة عاديّ   
ordinary differential 

equation 

équation différentielle 

ordinaire 

انسة معادلة تفاضليّة متج  
homogeneous differential 

equation 

équation différentielle 

homogène 

  integral equation équation intégrale معادلة تكامليّة 

 restriction  restriction مقصور 

 integration by parts intégration par parties مكاملة بالتجزئة

 parametric curve courbe paramétrée منحن وسيطي

 domain of departure ensemble de départ منطلق

 negligible negligeable مهمل

   النون

 radius of convergence rayon de convergence نصف قطر التقارب

 norm norme نظيم

 essential singularity singularité essentielle نقطة شاذّة أساسيّة

 removable singularity fausse singularité نقطة شاذّة كاذبة

 point of closure  point d’adhérence نقطة لاصقة

 point of existence  point d’existence نقطة وجود 

  point of uniqueness   point d’unicité نقطة وحدانيّة 

 point of local uniqueness    point d’unicité locale نقطة وحدانيّة محلّية 

  limit limiteاية

  limit inferior  limite inférieureاية الحدود الدنيا
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 النون
 

  

العليا اية الحدود  limit superior  limite supérieure 

نهاية من اليسار ال  left-hand limit  limite à gauche 

نهاية من اليمين ال  right-hand limit  limite à droite 

 Dirichlet kernel noyau de Dirichlet نواة ديرخليه

فَـير نواة   Fejer kernel noyau de Fejer 

   الياء

 dominate  domine يهيمن

  

  

  

  

  

  

  

UO  
M>  
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 المعهد العالي

    للعلوم التطبيقية والتكنولوجيا

 التحليل التحليل التحليل التحليل 
 الدكتور عمران قوبا
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 فورييه وتحويلاتهمتسلسلات 
 تكامل لوبيغ

 التوزيعاتنظرية 

 المعهد العالي للعلوم التطبيقية والتكنولوجيا
Higher Institute for Applied Sciences and Technology 

www.hiast.edu.sy 

ا�كتور عمران قو� المركز الثاني في مسابقة انتقاء  احتل� 
أساتذة التعليم العالي على مسـتوى الجمهورية الفرنسـية 

شهادة  ، وحصل على1985في عام “ يـونأغرغاس ـ”
ليل التح اختصاصفي  ا�كتوراه في الرIضيات البحتة

 . 1990التابعي من جامعة بيير وماري كوري في �ريس عام 
 

. وقد 1990ام العالي للعلوم التطبيقية والتكنولوجيا منذ ع المعهديدرّس ا�كتور قو� الرIضيات في 
وضع في هذه السلسc من الكتب العلميّة أغلب الموضوعات التي درّسها في المعهد العالي في 

قدي، عمجالات الجبر العام، والجبر الخطّي، والتحليل، والمعادلات التفاضلية، والتحليل ال
والتحويلات التكاملي�ة وغيرها، وقد أغنى السلسc �لعديد من الأمثc والتطبيقات والمسائل 

 والتمرينات.

ما، أداة �مّة لكلِّ الراغبين في دراسة الرIضياّت بصفتها علماً وفناًّ قائمينَْ بذاته السلسcتمثلّ هذه 
 م الحديثة.داة �مّة ومفيدة في جميع العلو اسـتعمال الرIضيّات بصفتها أ في أو لأولئك الراغبين 

 
: ، يدرس القارئ مبادئ تحليل فورييهالرIضي في هذا الجزء الخامس من سلسc التحليل

متسلسلات فورييه وتحويلات فورييه ونظرية القياس وتكامل لوبيغ ونظرية التوزيعات والتوابع 
    .المعمّمة
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