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احتل� ا�كتور عمران قو� المركز الثاني في مسابقة انتقاء 
أساتذة التعليم العالي على مسـتوى الجمهورية الفرنسـية 

، وحصل على شهادة 1985في عام “ يـونأغرغاس ـ”
ا�كتوراه في الرHضيات البحتة في اختصاص التحليل 

 . 1990التابعي من جامعة بيير وماري كوري في �ريس عام 
  

. 1990ام العالي للعلوم التطبيقية والتكنولوجيا منذ ع المعهديدرّس ا�كتور قو� الرHضيات في 
لعالي الموضوعات التي درّسها في المعهد اوقد وضع في هذه السلس[ من الكتب العلميّة أغلب 

في مجالات الجبر العام، والجبر الخطّي، والتحليل، والمعادلات التفاضلية، والتحليل العقدي، 
والتحويلات التكاملي�ة وغيرها، وقد أغنى السلس[ �لعديد من الأمث[ والتطبيقات والمسائل 

 والتمرينات.

ذاتهما،  الراغبين في دراسة الرHضيّات بصفتها علماً وفناًّ قائمينَْ بأداة rمّة لكلِّ  السلس[تمثلّ هذه 
 أو لأولئك الراغبين في اسـتعمال الرHضيّات بصفتها أداة rمّة ومفيدة في جميع العلوم الحديثة.

  
اءات يتابع القارئ ما بدأه في الجزء الأوّل فيدرس الفض، الجبرمن سلس[  الثانيفي هذا الجزء 

دات، وجمل المعادلات الخطيّة، واختزال  الشعاعيّة، والتطبيقات الخطيّة، والمصفوفات، والمحدِّ
 .التطبيقات الخطيّة وفضاءات الجداء السلمي
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  حصراً: الاتيٓالأصلي على الشكل 
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د العالي للعلوم التطبيقية والتكنولوجيا مؤسسة حكومية للتعليم العالي أحدثت بموجب المرســوم المعه
علمية متميزة من Øندسين و�حثين للإسهام  أطر، وذv بهدف إعداد 1983/ لعام 24التشـريعي رقم /

  الفاعل في عملية التطوير العلمي والتنمية في الجمهورية العربية السورية.
نح المعهد العالي درجة الإجازة في الهندسة في الاتصالات والمعلوماتية والنظم الإلكترونية والميكاترونيكس يم 

وعلوم وهندسة المواد وهندسة الطيران. يقبل المعهد العالي �راسة هذه Tختصاصات شريحة منتقاة من 
لعالي أيضاً برامج ماجسـتير أكاديمي في نظم المتفوقين في الشهادة الثانوية من الفرع العلمي. يتيح المعهد ا

الاتصالات وفي التحكم والروبوتيك وفي نظم المعطيات الكبيرة ونظم المعلومات ودعم القرار وفي علوم 
يمنح المعهد العالي درجة ا�كتوراه في الاتصالات والمعلوماتية و وهندسة المواد وعلوم وهندسة البصرçت. 

تطبيقية. تحُدث في المعهد العالي اختصاصات جديدة بحسب متطلبات سوق العمل ونظم التحكم والفيزçء ال 
  وتو«ات البحث والتطوير المحلية والعالمية.

وبمختبراته ا©هزة تجهيزاً عالياً وببنيته التحتية الفريدة في العالي التاهٔيل  الكفوءة ذات باطٔرهيمتاز المعهد 
وفعالياته العلمية اíتلفة نشاطاً  أطرهس المعهد العالي عبر «ود القطر. إلى جانب النشاط التعليمي، يمار 

حثيثاً في البحث والتطوير، إذ ينفذ مشاريع متنوعة لصالح الجهات العامة والخاصة في القطر، كما يتعاون مع 
ية «ات خارج القطر في بعض المشاريع البحثية والتطويرية. يسعى المعهد أيضاً، عبر دورات تدريبية نظر 

 فريقه العلميوعملية متاحة للقطاعين العام والخاص وللأفراد، إلى إفادة أوسع فئة من المهتمين من إمكانيات 
  ومختبراته.

اسـتكمالاً �ور المعهد العالي الرائد في مجال التعليم ونشر العلم، يحرص المعهد العالي على نشر كتب علمية 
ما هو تدريسي يوافق المناهج في المعهد العالي ويفيد شريحة  ، منهاأطره العلميةعالية المسـتوى من نتاج 

واسعة من الطلاب الجامعيين عموماً، ومنها ما هو علمي ثقافي. يخضع الكتاب قبل نشره إلى عملية تقويم 
علمي من مجموعة منتقاة بعناية من أصحاب Tختصاص، إضافةً إلى تدقيق لغوي حفاظاً على سوية عالية 

  للغة العربية.للمنشورات �

يتيح المعهد العالي للعلوم التطبيقية والتكنولوجيا بعضاً من منشوراته على موقعه على الشابكة تحت رخصة 
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 www.hiast.edu.syموقع إلكتروني 
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أتقدّم بالشكر العميق إلى جميع الزملاء الذين أغنوا بملاحظام فحوى   
  .هذا الكتاب، وأسهموا في إعطائه شكله النهائي هذا

السادة الأساتذة وأخص بالشكر المعلم الفاضل الأستاذ الدكتور موفق دعبول، و 
ذا الكتاب قراءم المتمعّنة لهوالدكتور خالد حلاوة على الدكتور نبيه عودة 

وعلى الملاحظات القيّمة التي أبدوها عليه. وأخيراً، وليس آخراً، أتقدم بجزيل 
الذي دقّق الكتاب لغوياً  مروان البوابالشكر والامتنان إلى الأستاذ الدكتور 

  وأسهم بملاحظاته ومقترحاته في تحسين صياغة العديد من الفقرات.
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ّ
  مقد

  

، مروراً الإغريقات من حيث جها الاستنتاجيّ منذ أيام قدماء لم يتغيرّ تعريف الرياضيّ   
امنا هذه، إذ تقوم الرياضيات ببناء نظريات بدءاً من مفاهيم أيّ  ين العرب الكبار، وحتىبالرياضيّ 

عى أساسية معتمدة على المحاكمة المنطقية فقط. لقد كانت تتباين درجة وضوح وجلاء هذا المس
ا لم تتغير في طبيعتها. أمّا الموضوع الذي تقوم حوله أو تبنى عليه أّ  باختلاف الأشخاص والأزمنة إلاّ 

يكفي أن يتقبل هذا الموضوع المحاكمة المنطقية أسلوباً  إذْ  ،ذاته كيفيّ  اضية فهو بحد كمة الريالمحا 
في  جديدٌ  حتى يولد فصلٌ  -أو من يعمل هذا الأخير لحسابه-للمعالجة وأن يثير اهتمام الرياضيّ 

  الرياضيات.

إلى سعي هذه  ات المتزايد في العلوم الأخرى، نظراً الرياضيّ  عمالبررّ النقطة السابقة استتُ   
الأخيرة وراء الدقة، ووراء بناء نظريات على أسس محُكمة. هذا ولقد أصبح تصور العديد من 

  الاتجاهات العلميّة خارج بيئتها الرياضيّة الطبيعية أمراً صعباً جداً بل مستحيلاً في عصرنا الراهن.

، وليطلعه على في هذا العلم الكتاب ليقدّم للطالب المعارف الأساسيةهذا لقد بنينا 
ودون إجحاف بحق المادة  ،المفاهيم الجبرية اللازمة لدراسته اللاحقة، وذلك دون إسراف في التعمّق
لا  رٌ حلّ الطالب لها أم أنّ  المقدّمة. ومن ناحية أخرى، زوّدنا الكتاب بالعديد من التمارين التي نرى

لهذه التمارين لعلّ الطالب يجد في ، كما عرضنا مقترحات حلولٍ غنى عنه لضمان استيعابه للمادة
  ذلك فائدة.



الجزء الثاني هذا إلى دراسة مبادئ الجبر خصّصنا ، و إلى جزأين هذا الكتابقسمنا لقد   
  .الخطّي

في عام  EIBNITZ Lنشأ الجبر الخطّي من دراسة جمل المعادلات الخطيّة، التي بدأها 
ة حل جمل المعادلات الخطيّ في  فيدفأعطى العلاقات التي ت ACLAURINMثمُ تابعها  ١٦٧٨

  .١٧٥٤دراسة الحالة العامّة في عام  RAMERCوأكمل  .١٧٤٨بمجهولين وبثلاثة مجاهيل عام 

وذلك  n مُحدّد من المرتبةـثمُ جاءت، انطلاقاً من الدراسات السابقة، فكرة تعريف ال
 ANDERMONDV من شر المحدّد وفق سطر أو عمود، لكل عن طريق ن n العدد بالتدريج على

   .LAPLACEو

المهمّ  في كتابه GAUSSالفذّ  الألماني د العالم الرياضيومن جهة أخرى، اعتم
“Recherches Arithmétiques”  رمزاً في هيئة جدولٍ للدلالة على تحويل خطّي، فظهر مفهوم

باكتشاف قاعدة  CAUCHY المصفوفات. وهذا ما سمح للعالمضرب  GAUSS المصفوفة، ثمُ عرّف
  .١٨١٥ ن التي نشرها في أطروحة عاميْ محُددَ  ضرب جداء

اً في أذهان علماء الرياضيات مدةً من تلازماً شديدوبقي مفهوما المصفوفة والمحدد متلازمين 
ك في دراسته للمحاور كثير الحدود المميز لمصفوفة، وذل AUCHYC عرّف ١٨٢٦ الزمن. وفي عام

الأساسيّة لسطح من الدرجة الثانية. ثمُ تطوّرت نظريةّ المصفوفات في منتصف القرن التاسع عشر على 
وأصبحت المفاهيم الجديدة متعارفة ومألوفة أكثر فأكثر،  .SYLVESTER و CAYLEY يد كل من
، والذي تحدّث عنه أوّل مرة كلn  بعده اال لظهور مفهوم الفضاء الشعاعي الذي فسحوهذا ما أ

 ١٨٨٨عام  EANOP صاغوأخيراً  ،١٨٤٥-١٨٤٣في الأعوام  RASSMANGو AYLEYC من
  التعاريف النهائيّة، المبنيّة على موضوعات أوّلية، للجبر الخطّي.

لخطّي حتى بقيت وجهة النظر المصفوفيّة، المبنية على جمل الإحداثيات، مهيمنة على الجبر ا
، ثمُ أخذت النظرة الهندسيّة الحديثة، القائمة على الفضاءات الشعاعيّة القرن العشرينالثلاثينيات من 

  تها، واستقلالها عن الجمل الإحداثيّة.والتطبيقات الخطيّة، تؤدّي دورها أكثر فأكثر بسبب عموميّ 



  

  : الجزء الثانيلنأتِ الآن إلى وصف فصول   

  التعاريف الأساسيّة في الفضاءات الشعاعيّة والتطبيقات الخطيّة.دس السايتضمّن الفصل   �
مسألة البُعد في الفضاءات الشعاعيّة، وبوجه خاص الفضاءات  السابعويدرس الفصل  �

  الشعاعية ذات الأبعاد المنتهية.
الأشكال الخطيّة على فضاء شعاعيّ، والثنويةّ في الفضاءات الثامن ويعالج الفصل  �

  الشعاعيّة.
لدراسة المصفوفات، والعمليات عليها، وخواصها، ثمُ علاقتها التاسع يتصدّى الفصل و  �

  بالتطبيقات الخطيّة.
حل جمل إضافة إلى أساليب حسابه، طرائق مفهوم المحدد، و العاشر ويعرض الفصل  �

  المعادلات الخطيّة. 
ن تمثيلها على دراسة اختزال التطبيقات الخطيّة، أي إمكاالحادي عشر ويشتمل الفصل  �

  بمصفوفات قطريةّ أو مثلثّية.
عشر الفضاءات الشعاعيّة المزوّدة بجداء سلّمي، وهي بنى غنيّة  ثانيوأخيراً نجد في الفصل ال �

مّة. هجداً، تتلازم فيها دراسة الجبر مع دراسة التحليل، فتعطي العديد من النظريات الم
الفضاءات الشعاعية بعض خواص ونفترض عند دراسة هذا الفصل أنّ القارئ على دراية ب

  المنظّمة. 

هذا ويتبع كل فصل من فصول الكتاب مجموعة من التمرينات المتباينة في درجات 
  دف إلى مساعدة الطالب على اكتساب المهارات اللازمة، واستيعاب المفاهيم المدروسة.  ،صعوبتها

ومن المفيد هنا الإشارة إلى أنّ دراسة كتاب رياضيات تختلف اختلافاً جوهرياً عن قراءة 
يستمتع ما المرء جالساً على كرسي مريح، إذ لا بدُ من قلم وورقة ومنضدة  ،شعرقصّة أو كتاب 

   ومعاناة.نعالج المادّة النظريةّ ونغُالب التمرينات حلاًّ  ،نجلس إليها

  



قترحة للتمارين إلاّ بعد أن يستنفد جميع  ـُلذلك ننصح القارئ ألاّ يطلّع على الحلول الم
حوال إعادة صياغة الحلّ بلغته، ليضمن الاستيعاب الكامل ها، وعليه في جميع الأمحاولات حلّ 

  للمفاهيم والأفكار الـمُعالجة.
  

في الختام، أشكر جزيل الشكر كل الزملاء والأصدقاء الذين ساهموا في جعل هذا الكتاب 
  .هذا الكتابعلى  ملاحظةيرى النور. وأشكر كذلك الزملاء والقراّء على أي انتقاد بناّء أو 

  

  عمران قوبـا    2017تموز  
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  الفضاءات الشعاعيّة والتطبيقات الخطيّّة
  عموميّات 1.

 Eحقلاً تبديليّاً. نفترض أنّ اموعة  Kمجموعة غير خالية، وليكن  Eلتكن  .تعريف 1-1.
:مزودة بقانوني تشكيل أوّلهما داخلي  ,( , )E E E x y x y× → وثانيهما  +֏+

: خارجيّ  ,( , )E E x xλ λ× → ⋅Ki ). نقول إنّ البنية ֏ , , )E + i  ٌفضاء
  الآتية.، إذا وفقط إذا تحقّقت الشروط Kعلى الحقل التبديلي  شعاعيّ 

)لبنية ا � , )E   زمرة تبديليّة. +
)يحقق قانون التشكيل الخارجيّ  � )i  الآتيةالخواص:  

1 كان،  Eمن  x كان  أياًّ  � x x⋅ =.  
)و Eمن  x كان  أياًّ  � , )α β  2منK  ،كان   

( ) x x xα β α β+ ⋅ = ⋅ + ⋅  
)كانت   أياًّ  � , )x y  منE  وα  منK  ،كان   

( )x y x yα α α⋅ + = ⋅ + ⋅  
)و Eمن  xكانت   أياًّ  � , )α β  2منK  ،كان ( ) ( )x xαβ α β⋅ = ⋅ ⋅.  

  .مؤثرات سلّميّة K ، ونسمّي عناصرأشعّة E عناصرنسمّي 
   أمثلة 2-1.
1كن يحقلاً تبديلياًّ ول K ليكن � n≤موعةن اتكو . nE = K  مزودةً بقانوني

  . Kفضاءً شعاعياًّ على الحقل  الآتيينالتشكيل 
1 1 1 1

1 1

( , , ) ( , , ) ( , , )

( , ) ( , , )
n n n n

n n

x x y y x y x y

x x x xλ λ λ

+ = + +
⋅ =

… … …

… …
  

مجموعة غير خالية،   X، وكانت Kفضاءً شعاعيّاً على حقل  Eكان   بوجه أعمّ، إذا �
) هاوالتي نرمز إلي E ومستقرّها X كوّنت مجموعة التوابع التي منطلقها , )X EF  ًفضاء

  :أتيبالنسبة إلى القانونين المعرفّين كما ي Kشعاعياً على الحقل 
, ( )( ) ( ) ( )

, ( )( ) ( )

x X f g x f x g x

x X f x f xλ λ

∀ ∈ + = +
∀ ∈ ⋅ = ⋅

  

 الفصل السادس
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) أي عنصر من نسمّي , )I EF ، ًمن عناصر جماعة E  مجموعـة أدلتّهـاI وعندئـذ نرمـز ،
)إلى هذا العنصر بالرمز  )i i Ix )، ونرمز إلى الفضاء ∋ , )I EF  بالرمزIE.  

,1إذا كانت  � , nE E…  فضاءات شعاعيّة على حقلK ،الجداء  الآتيانن االقانون يجعل
1الديكارتي  nF E E= ×   :Kفضاءً شعاعياً على الحقل  ⋯×

1 1 1 1

1 1

( , , ) ( , , ) ( , , )

( , ) ( , , )
n n n n

n n

x x y y x y x y

x x x xλ λ λ

+ = + +
⋅ =

… … …

… …
  

]تكون  � ]XK  أي مجموعة كثيرات الحدود بمتحوّل واحد على حقلK فضاءً شعاعياً على ،
  .K ، بالنسبة إلى قانوني جمع كثيرات الحدود وضرا بعدد منKالحقل 

  لنذكّر ببعض الخواص البسيطة التي نترك إثباا تمريناً للقارئ:

  Kمن  αو، Eمن  xكان   أياًّ ، عندئذ Kفضاءً شعاعيّاً على الحقل  Eكن يل .مبرهنة 3-1.
  :كان 
.10 0E Eα ⋅ 0و  = 0Ex⋅ =K.  
0Exαإذا كان  2. ⋅ 0αفإمّا أن يكون  = = K  0أوEx =.  
)وأخيراً :  3. ) ( ) ( )x x xα α α− ⋅ = ⋅ − = −.  

) ليكن .مبرهنة 4-1. , , )E + . Eمجموعة جزئية من  F، ولتكن Kفضاءً شعاعياًّ على الحقل  ⋅
F ، إذا وفقط إذا كانEمن  فضاء شعاعي جزئي F نقول إنّ  ≠  F، وكانت ∅

المزوّدةُ  F. عندئذ تكون اموعة E مغلقة بالنسبة إلى قانونيّ التشكيل المعرفّين على
)شكيل بمقصورَيْ قانوني الت )و +( Fلى ع ⋅( F× وF×K اءً ضعلى التوالي، ف
  .Kشعاعياًّ على الحقل 

  :الآتيةويتحقّق القارئ بسهولة صحةَ المبرهنة 

. عندئذ Eمجموعة جزئية من  F، ولتكن Kفضاءً شعاعياًّ على الحقل  Eليكن  .مبرهنة 5-1.
F، إذا وفقط إذا كان Eمن  فضاءً شعاعياًّ جزئياً  Fيكون  ≠    ق الشرط:ق وتح ،∅

( , ) , ,x y F F x y Fλ λ∀ ∈ × ∀ ∈ ⋅ + ∈K   

 0} من كل }E وE  فضاء شعاعي  من جزئي Eفهين.. نسمّيهما الفضاءين الجزئيين التا  



 عموميّات 3

   .أمثلة 6-1.
  . عندئذ تكون اموعة عدداً طبيعياً  nكن يول ،حقلاً تبديلياًّ  Kليكن  �

{ }[ ] [ ] : degn X P X P n= ∈ ≤K K  

]فضاء شعاعياً جزئياً من  ]XK.  

  حقلاً تبديليّاً، كونت اموعة Kمجموعة غير خالية، وكان  Iإذا كانت  �

{ }( ){ }( ) ( ) : card : 0I
i i I ix i I x∈= ∈ ≠ < +∞K  

). نسمّي أي عنصر من IKفضاءً شعاعياً جزئياً من  )IK من جماعة شبه معدومة 
). لاحظ أنّ Iمجموعةُ أدلتّها  Kعناصر  )I I=K K  إذا وفقط إذا كانتI  مجموعة

]منتهية. ولنذكر أنّ فضاء كثيرات الحدود  ]XK  ّما هو إلا( )K ℕ.  

،  K فضاء شعاعياّ على حقل Eمجموعة غير خالية، وكان  Iوبوجه أعمّ، إذا كانت  �
 كونت اموعة

{ }( ) ( ) : card({ : 0 })I
i i I i EE x i I x∈= ∈ ≠ < +∞  

)فضاءً شعاعياً جزئياً من  , )IE I E= F عنصر من نسمّي أي .( )IE  جماعة أشعّة شبه
 . Iمجموعةُ أدلتّها  Eمعدومة من عناصر 

  
)، ولتكنKفضاء شعاعياّ على حقل  Eليكن  .مبرهنة7-1. )Fλ λ∈Λ  جماعة من الفضاءات

F. عندئذ يكون Eالشعاعيّة الجزئيّة من  Fλ
λ∈Λ

=   .Eشعاعياًّ جزئياً من  فضاءً  ∩

  الإثبات
  �  لاقاً من التعريف.الإثبات تحقّقٌ مباشر انط
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)، ولتكن Kفضاء شعاعياّ على حقل  Eليكن  .مبرهنة وتعريف 8-1. )Fλ λ∈Λ  جماعة من
يحوي  Eفضاء شعاعيّ جزئي من  1أصغر. نسمّي Eالفضاءات الشعاعيّة الجزئيّة من 

Fλ
λ∈Λ
∪  الجماعة ب دالفضاء الجزئي الموَل( )Fλ λ∈Λونرمز إليه بالرمز ، Fλ

λ∈Λ
∑ .

Fλإنّ 
λ∈Λ
Fλ الحاوية E ية الجزئية منهو تقاطع جميع الفضاءات الشعاع ∑

λ∈Λ
، ويعُطى ∪

  أيضاً بالعلاقة: 

{ }( ): ( ) , ,F x x E x Fλ λ λ λ λ λ
λ λ

λΛ
∈Λ

∈Λ ∈Λ
∑ = ∑ ∈ ∀ ∈ Λ ∈  

,1} إذا كانت .ملاحظة 9-1. , }n nΛ = =ℕ 1وكانت ،… 2, , , nF F F…  فضاءات

1 كتبنا  E ية منشعاعيّة جزئ 2 nF F F+ + أو ،⋯+
1

n

kk
F

اء للدلالة على الفض ∑=
) الجماعةالشعاعيّ المولّد ب )Fλ λ∈Λ :ويكون ،  

{ }1
1

: ,
n

k n n k k
k

F x x k x F
=

= + + ∀ ∈ ∈∑ ⋯ ℕ  

  التطبيقات الخطيّة2.

 تطبيقال إنّ ، نقول K فضاءين شعاعيّين على الحقل التبديلي Fو E ليكن .تعريف 1-2.
:u E F→  ٌإذا وفقط إذا تحقّق الشرط خطّي تطبيق  

, ( , ) , ( ) ( ) ( )x y E E u x y u x u yλ λ λ∀ ∈ ∀ ∈ × ⋅ + = ⋅ +K  

) ونرمز بالرمز   , )E FL  إلى مجموعة التطبيقات الخطيّة التي منطلقهاE ومستقرها 
F وهي فضاء شعاعي جزئي من .( , )E FFفضاء التوابع التي منطلقها أي  ؛E 

)تطبيقاً من  u. وإذا كان F ومستقرها , )E FL  بالرمز  نارمزkeru  أي إلى  ؛نواتهإلى
) أي ؛تهصور إلى  Imuبالرمز  نا، ورمز −u({0})1اموعة  )u E .  

  

                                            

  بالنسبة إلى علاقة الاحتواء. 1
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  : الآتيةفضاء شعاعيّ جزئي، وهذا ناتج من المبرهنة  Imuو keruمن  إنّ كلاًّ 

تطبيقاً خطيّاً من  u ، وليكنKالحقل  شعاعيّين على فضاءين Fو E ليكن .مبرهنة 2-2.
( , )E FL1 . وليكنE 1وF فضاءين شعاعيّين جزئيين من E وF  على التوالي. عندئذ

)1يكون  )u E 1و
1( )u F−  َيْ فضاء جزئيين من ينْ ن شعاعيـ F وE .على التوالي  

  الإثبات
)1عنصرين من  2yو 1yليكن    )u E1 . عندئذ يوجد عنصرانx 2وx  1منE،  يحُقّقان

1 1( )u x y=  2و 2( )u x y= َّكانت   أياًّ ، ومن ثمλ  منK   كان  

1

1 2 1 2 1( ) ( )

E

y y u x x u Eλ λ

∈

⋅ + = ⋅ + ∈
�				
				�

  

)1وعليه يكون )u E  ًمن  اً جزئي اً شعاعيّ  فضاءF.  
1عنصرين من  2xو 1xوكذلك ليكن 

1( )u F− ،كانت   أياًّ . عندئذλ  منK كان ،  

1 2 1 2 1( ) ( ) ( )u x x u x u x Fλ λ⋅ + = ⋅ + ∈  
1ومن ثمَّ 

1 2 1( )x x u Fλ −⋅ + 1. إذن ∋
1( )u F− فضاء شعاعيّ جزئي منE.  �  

تطبيقاً خطيّاً من  u ، وليكنKالحقل  فضاءين شعاعيّين على Fو E ليكن .مبرهنة 3-2.
( , )E FL عندئذ يكون .u متبايناً إذا وفقط إذا كان ker {0 }Eu =.  

  الإثبات
)كان   أياًّ إنّ هذا التكافؤ واضح لأنهّ،    , )x y  منE E×  ،كان  

 ( ) ( ) ( ) 0 keru x u y u x y x y u= ⇔ − = ⇔ − ∈  
  �  وهذا يثبت الخاصة المطلوبة.

  واضحة. لآتيةاالمبرهنة   

)من u ، وليكنK فضاءات شعاعيّة على Gو Fو Eلتكن .مبرهنة 4-2. , )E FLو ،v 
)من  , )F GL.  عندئذ يكونv u�  تطبيقاً خطيّاً من( , )E GL.  

) لقد جرت العادة أن نرمز بالرمز .ملاحظة5-2. )EL إلى الفضاء ( , )E EL ًن جبراوهو يكو ،
)بالنسبة إلى القوانين  K على الحقل , , )+   وهو غير تبديليّ في الحالة العامّة. �⋅
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)، نرمز بالرمز K ديليّ فضاءً شعاعياًّ على الحقل التب E ليكن .تعريف 6-2. )EGL  إلى مجموعة
)، وهي زمرة بالنسبة إلى قانون تركيب التطبيقات E إلى E التقابلات الخطيّة من )� .

)تُسمّى الزمرةُ  )( ),EGL   .Eعلى الفضاء  الزمرة الخطية �

إلى التطبيق  aH. رمزنا بالرمز Kعنصراً من  aحقلاً تبديليّاً، وكان  Kإذا كان . مثال 7-2.
:الخطّي  , ( )a aH H x ax→ =K K  من( )L Kوعندئذ يكون .  

{ }( ) :aH a= ∈L K K  
aaويعرّف التطبيق    H֏  تشاكلاً تقابلياً زمرياًّ بين( ( ), )GL K )و � , )∗ ⋅K.  

  جماعات وجمل الأشعة3.

 نتأمّل جملة .ℕ∗من  nلتكن ، و K فضاءً شعاعيّاً على حقل تبديلي E ليكن .تعريف 1-3.

1( , , )nx x… من عناصر E أي عنصراً من ،nE ، التطبيق الخطيو  

1 2
1

: , ( , , , )
n

n
n k k

k

E a a a a x
=

Φ → ∑K … ֏  

نسمّي كل عنصر من النمط   
1

n

k kk
a x

)1 بالجملة عبارة خطيّة ∑= , , )nx x… ونسمّي .
)1 الفضاء الشعاعيّ المولّد بالجملة، Φصورة التطبيق  , , )nx x…: ونكتب .  

    ( )1 1
1

vect ( , ) Im : ( , , )
n

n
n k k n

k

x x a x a a
=

    = Φ = ∈     
∑ K… …  

)1نقول إنّ الجملة   	 , , )nx x…  تولّد الفضاءE  ّدةجما أو إفي  لة مولE،   إذا وفقط إذا
عبارةً خطيّةً بالجملة  Eكتابة كل عنصر من   بالإمكانغامراً، وهذا يكافئ قولنا إنه  Φكان 

1( , , )nx x… ّأو إن ،( )1vect ( , , )nE x x= ….  
)1ونقول إنّ الجملة   	 , , )nx x… إذا وفقط إذا كان مستقلة خطياًّ ، أو حرّة ،Φ  متبايناً، أي

ker {0}Φ   ، وهذا يكافئ الشرط:=

( )1 1 2
0

( , , ) , 0 0
n

n
n k k n

k

a a a x a a a
=

  ∀ ∈ = ⇒ = = = =   
∑K… ⋯  

)1ونقول إنّ الجملة  , , )nx x… إذا لم تكن حرةّ. ة خطيّاً مرتبط 
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)1وأخيراً نقول إنّ الجملة   	 , , )nx x…  ٌللفضاء أساس Eإذا وفقط إذا كان ، Φ  ،ًتقابلا
)1أي إذا وفقط إذا كانت الجملة  , , )nx x…  ًدة في آن معاحرةّ ومول.  

  :يأتيهذا ويمكننا تعميم هذا التعريف ليشمل جماعات الأشعّة كما 

مجموعة غير خالية،  Iلتكن ، و K فضاءً شعاعيّاً على حقل تبديلي E ليكن .تعريف 2-3.
) جماعةنتأمّل و  )i i Ix   . ولنتأمّل التطبيق الخطيIE، أي عنصراً من E من عناصر ∋

( ): , ( )I
i i I i i

i I

E a a x∈
∈

Ψ → ∑K ֏  

)نلاحظ أن للمجموع السابق معنى، لأن الجماعة  إذ   )i i Ia   شبه معدومة. ∋

) ، الفضاء الشعاعيّ المولّد بالجماعةΨ نسمّي صورة التطبيق ،بقكما في السا )i i Ix ∈ ،
  ويكون

  
)ونسمي كل عنصر من هذه الصورة عبارة خطيّة بالجماعة    )i i Ix ∈.  
) نقول إنّ الجماعة  	 )i i Ix إذا وفقط إذا   E في جماعة مولدةأو إا  ،E ، تولّد الفضاء∋

بجماعة  عبارةً خطيّةً  Eكتابة كل عنصر من بالإمكان  غامراً، وهذا يكافئ قولنا إنه  Ψكان 
)من الجماعة  منتهيةجزئية  )i i Ix ) ، أو إنّ ∋ )vect ( )i i IE x ∈=.  

)الجماعة إنّ  ونقول  	 )i i Ix متبايناً،  Ψ ، إذا وفقط إذا كانمستقلة خطيّاً ، أو حرّة جماعة ∋
ker أي {0}Ψ ) من الجماعة منتهية، وهذا يكافئ كون كل جماعة جزئية = )i i Ix ∈ 

  حرةً.جماعةً 

) ونقول إنّ الجماعة )i i Ix  إذا لم تكن حرةّ. مرتبطة خطيّاً  ∋

)وأخيراً نقول إنّ الجماعة  	 )i i Ix تقابلاً، أي إذا  Ψ ، إذا وفقط إذا كانE للفضاء أساسٌ  ∋
)وفقط إذا كانت الجماعة )i i Ix   حرةّ ومولدة في آن معاً. ∋

  بعض الخواص البسيطة. الآتيةلنُدرج في المبرهنة 

( ) ( ) ( )vect ( ) : ( ) J
i i I j j j j J

j J

x a x I J a∈ ∈
∈

   = ∧ ∈    
∑ Kمجموعة جزئية منتهية من  
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 .ةمجموعة غير خالي Iلتكن و ، K فضاءً شعاعياًّ على حقل تبديلي E ليكن .مبرهنة 3-3.
)نتأمّل جماعة  )i i Ix   . E من عناصر ∋

)إذا كانت  � )i i Ix )جماعة حرةّ، كانت كل جماعة ∋ )i i Jx   جزئية منها حرةً أيضاً. ∋

)إذا كانت  � )i i Ix ,جماعة حرةّ، كان  ∋ 0ii I x∀ ∈ ii، وكان التطبيق ≠ x֏ 
  متبايناً.

) إذا كانت � )i i Jx ) جماعة جزئية مرتبطة خطياً من الجماعة ∋ )i i Ix  ، كانت الجماعة∋
( )i i Ix   ها مرتبطة خطياًّ.نفسُ  ∋

)تكون الجماعة  � )i i Ix بطة خطياًّ إذا وفقط إذا أمكن التعبير عن أحد الأشعّةمرت ∋
0i
x 

}بعبارة خطيّة بالجماعة  }0\( )
i i I i
x ∈.  

  الإثبات
  نحتفظ برموز التعريف السابق.  

المولّد بالجماعة الجزئيّة لجزئي لى الفضاء اع Ψهذه النتيجة واضحة، لأنّ مقصور التطبيق المتباين  �
( )i i Jx )، أي∋ )vect ( )i i Jx   يكون متبايناً أيضاً. ،∋

) مرتبطة. وكذلك تكون كل جملة من النمط 0 الجملة المؤلفة من عنصر واحد هو � , )x x.  
  .� لاستفادة منجة المطلوبة باونحصل على النتي

  .�تنتج هذه الخاصة من نفي الخاصة  �
)إذا كانت الجماعة  � )i i Ix )مرتبطة خطياًّ، أمكننا أن نجد جماعة  ∋ )i i Ia معدومة وغير شبه  ∋

0iتحُقّقمعدومة  i
i I

a x
∈

)كانت  لـمّا. و ∑= )i i Ia  يحُقّق 0iعنصرٌ  Iفي غير معدومة، وُجِدَ  ∋

0
0 ia≠،  َّيكون ومن ثم

0

0 0\{ }

i
i i

i I i i

a
x x

a∈

= − ∑ .  

وبالعكس، إذا  كان
0

0\{ }
i i i

i I i

x b x
∈

=  حيث ∑
0\{ }( )i i I ib ، Kجماعة شبه معدومة من  ∋

)ةماعة شبه المعدومة وغير المعدوموعرفّنا الج )i i Ia  وضعب ∋
0

1ia iو = ia b= حين يكون  −

0\{ }i I i∈ 0، كانi i
i I

a x
∈

)الجماعة كانت و  ∑= )i i Ix   �  .خطيّاً  مرتبطة ∋
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   .أمثلة 4-3.

) ليكن � , )E = F ℝ ℝ فضاء التوابع الحقيقية المعرفّة على ℝ انك  أياًّ . ولنعرّف α  من
ℝ التابع : , | |f x xα α→ −ℝ ℝ ) عندئذ تكون الجماعة .֏ )fα α∈ℝ  ًجماعة

  حرةّ. 
مثلاً،  fβفي الحقيقة، لو كانت هذه الجماعة مرتبطة لأمكن التعبير عن أحد العناصر، وليكن 

}\بالجماعة  اً خطيّ  اً تركيببصفته  }( )fα α β∈ℝ1إيجاد ،من ثمَّ ، . وأمكننا, , nα α…  من
}\{βℝ 1و, , na a…  منℝ لتتحقّق المساواة  

1
k

n

k
k

f a fβ α
=

= ∑  

}1كان   لـمّاو  , , }nβ α α∉ )1كانت التوابع   … )
k k nfα ≤ ، βقابلة للاشتقاق عند  ≥

  واضح. خُلفٌ وهذا  βقابلاً للاشتقاق عند  fβومن ثمَّ كان 

] ليكن � ]E X= K فضاء كثيرات الحدود على الحقل التبديلي K ،اً متزايد اً تطبيق ولنتأمّل 
ϕ: تماماً  →ℕ ℕ وجماعة ،( )n nP ∈ℕ  منE تحقّقdeg ( )nP nϕ= عندئذ .

)عةتكون الجما )n nP ∈ℕ  التي يكون فيها حرةًّ. وفي الحالة الخاصّة( )n nϕ  nكان   أياًّ  =
) ، تُكون الجماعةُ ℕمن  )n nP ∈ℕ لفضاءأساساً ل E.  

)1تكون الجملة  .ℕ∗من  nحقلاً تبديليّاً، ولتكن  K ليكن � )k k ne ≤ هو  keو، ≥
,0)العنصر , 0,1, 0, , 0)

k ↵
…   . الأساس القانونيّ نسميّه  nK، أساساً للفضاء nKمن  …

 ie العنصر Iمن  iنعرّف في حالة مجموعة غير خالية.  Iحقلاً تبديلياًّ، ولتكن Kليكن  �
),العنصر بأنهّ )

i i j j I
e δ )من  =∋ )IK ، حيث,i jδ هو رمز كرونيكر Kronecker 

i عندما 1 الذي يساوي j= عندما  0 ويساويi j≠ ، ن الجماعةعندئذتكو 
( )i i Ie )أساساً للفضاء ، ∋ )IK  الأساس القانونيّ نسميّه . 

)وفقاً للتعريف السابق، تكون الجماعة  � )n nX ∈ℕ  الأساس القانوني لفضاء كثيرات الحدود
[ ]XK الذي يساوي ،( )K ℕ .  
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خطيّاً تطبيقاً  uليكن ، و K فضاءين شعاعيّين على حقل تبديلي Fو E ليكن .مبرهنة 5-3.
) من , )E FL،  ولتكنI مجموعة غير خالية، و( )i i Ix   . E جماعة من عناصر ∋

)إذا كانت  � ( ))i i Iu x )جماعة حرةّ، كانت الجماعة ∋ )i i Ix   حرةً أيضاً. ∋
)متبايناً وكانت  uكان إذا   � )i i Ix )جماعة حرةّ،كانت  ∋ ( ))i i Iu x   جماعة حرةّ. ∋
)إذا كانت  � )i i Ix )جماعة مولدة، كان  ∋ )Im ( ) vect ( ( ))i i Iu u E u x ∈= =.  
  الإثبات

  �  بات بسيطٌ انطلاقاً من التعريف ونتركه تمريناً للقارئ.الإث

). وليكن K فضاءين شعاعيّين على حقل تبديلي Fو E ليكن .مبرهنة 6-3. )i i Ie أساساً  ∋
)ولتكن  ،Eفضاء لل )i i Iy من  u . عندئذ يوجد تطبيق خطّي وحيدFجماعة من ∋

( , )E FL  قيحُق, ( )i ii I u e y∀ ∈ =.  
  الإثبات

)تطبيقين خطيّين من  vو uة. ليكن نثبت أوّلاً الوحدانيّ  , )E FL قانيحق  
, ( )i ii I v e y∀ ∈ ,و  = ( )i ii I u e y∀ ∈ =  

,عندئذ يكون  ( )( ) 0ii I u v e∀ ∈ −   ومن ثمَّ  =
{ : } ker( )ie i I u v∈ ⊂ −  

)kerكان   لـمّاو   )u v−  فضاءً شعاعياًّ جزئياً منEكان  
vect(( ) ) ker( )i i IE e u v∈= ⊂ −  

,ومنه ينتج أنّ  ( )( ) 0x E u v x∀ ∈ − uوهذا يكافئ قولنا  ،= v=.  
  لإثبات الوجود، نتأمّل التطبيقين الخطيّين

( )

( )

: : ( )

: : ( )

I
i i I i i

i I
I

i i I i i
i I

E a a e

F a a y

∈
∈

∈
∈

Ψ →

Θ →

∑
∑

K

K

֏

֏
  

) تقابلٌ خطّي لأنّ  Ψ إنّ  )i i Ie 1u ، ومن ثمَّ يكونEلفضاء أساس ل ∋ −= Θ Ψ� تطبيقاً من 
( , )E FL ، ق وضوحاً الشرطيحق, ( )i ii I u e y∀ ∈ =.  �  
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 المجموع المباشر والفضاءات المتتامّة 4.

ن يْ فضاءَ  2Eو 1E. وليكن Kفضاءً شعاعياًّ على حقل تبديلي  Eليكن  .تعريف 1-4.
1 . نقول إنّ الفضاء الشعاعي الجزئيE شعاعيّين جزئيين من 2F E E= مجموع  +

1، ونكتب عندها 2Eو 1Eللفضاءين الجزئيين  مباشر 2F E E= ، إذا وفقط إذا ⊕
1تحقّق الشرط  2 {0}E E∩ =.  

)وبوجه عام، إذا كانت    )i i IE ، نقول إنّ Eجماعة من الفضاءات الشعاعية الجزئية من  ∋
 الفضاء الشعاعي الجزئي

ii I
F E

∈
= )ةع مباشر للجماعو مجم ∑ )i i IE ، ونكتب ∋

iعندها  I iF E∈=   : ، إذا وفقط إذا تحقّق الشرط⊕
{ }

\{ }

, ( ) 0i j
j I i

i I E E
∈

∀ ∈ ∩ =∑  

{0}يكافئ قولنا  لا من المهم الإشارة هنا إلى أنّ الشرط السابق  	
i j
E E∩   أياًّ وذلك  =

  .2Iمن  jو iكان الدليلان المختلفان 

فضاءين  2Eو 1E. وليكن Kفضاءً شعاعياًّ على حقل تبديلي  Eليكن  .تعريف 2-4.
  إذا وفقط إذا تحقّق الشرط  متتامّان 2Eو  1Eنقول إنّ  ، Eشعاعيّين جزئيين من

1 2E E E= ⊕  
)وبوجه عام، إذا كانت   )i i IE ، نقول إنّ Eلفضاءات الشعاعية الجزئية من جماعة من ا ∋

)الجماعة  )i i IE iإذا وفقط إذا تحقّق الشرط:  متتامّة ∋ I iE E∈= ⊕.  
). ولتكن Kل تبديلي فضاءً شعاعياًّ على حق E : ليكن مبرهنة 3-4. )i i IE جماعة من  ∋

. عندئذ يكون الفضاء الجزئي Eالفضاءات الشعاعية الجزئية من 
ii I

F E
∈

= ∑  
)هَ معدومة مجموعاً مباشراً إذا وفقط إذا كانت جماعةً معدومةً كل جماعةٍ شب )i i Ix من  ∋

( )IE قة للشرطينمحق :  
, i ii I x E∀ ∈ 0  و  ∋

ii I
x

∈
=∑.  

)مهما تكن  أي   )i i Ix )من  ∋ )IEيكن ،  

( ) ( ) ( )0 , , 0i i i ii I
x i I x E i I x

∈
= ∧ ∀ ∈ ∈ ⇒ ∀ ∈ =∑  
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  ثباتالإ
i لنفترض أولاً أنّ  I iF E∈= ) . ولتكن⊕ )i i Ix )تنتمي إلى الفضـاء جماعة شبه معدومة  ∋ )IE 

 : لشرطينوتحُقّق ا
, i ii I x E∀ ∈ 0   و   ∋

ii I
x

∈
=∑  

  يكون لدينا. عندئذ Iدليلاً من  kوليكن 
{ }

\{ }
\{ }

( ) 0( )k i k ii I k
i I k

x x E E
∈

∈

= − ∈ =∑ ∑∩  

0kxومن ثمَّ  ,أنّ  إذن لقد أثبتنا. = 0kk I x∀ ∈ =.  

 عنصراً من yوليكن ، Iدليلاً من  k وبالعكس، ليكن
\{ }

( )k ii I k
E E

∈
∩ . توجد عندئذ ∑

}\ جماعة شبه معدومة }( )
i i I k
y }\ من ∋ }I kE تحُقّق  

\{ }
i

i I k

y y
∈

= ∑  

)نعرّف إذن الجماعة شبه المعدومة  )i i Ix ) من ∋ )IE : بالعلاقة  
: \{ }

:
i

i

y i I k
x

y i k

− ∈=  =
  

,فيكون  i ii I x E∀ ∈ 0و ∋
ii I
x

∈
0kx. إذن ينتج من الفرْض أنّ ∑= ، ومن ثمَّ =

0y   نكون قد أثبتنا أنّ ف. =

\{ }
( ) {0}k ii I k

E E
∈

∩ =∑  
  �  . Iمن  kكان   أياًّ وذلك 

). ولتكن Kفضاءً شعاعياًّ على حقل تبديلي  E ليكن .نتيجة 4-4. )i i IE عة من جما ∋
الفضاء الجزئي  نفترض أنّ  .Eالفضاءات الشعاعية الجزئية من 

ii I
F E

∈
=  مجموعٌ  ∑

  .مباشرٌ 
) لتكن   )i i Ix ,تحقق الشرطَ  E{0}\ جماعة من عناصر ∋ i ii I x E∀ ∈  . عندئذ∋

) الجماعة تكون )i i Ix   جماعة حرةّ. ∋
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  الإثبات

)لتكن  )i i Ia )جماعة شبه معدومة من  ∋ )IK ،0 تحُقّق
i ii I
a x

∈
 i، في حالة فإذا عرفّنا .∑=

I ،iمن  i iy a x=،  حصلنا على جماعة( )i i Iy )من  ∋ )IE ق الشرطين ، تحق  

, i ii I y E∀ ∈ 0iو    ∋
i I

y
∈

=∑  

iولماّ كان اموع  I iF E∈= ,أنّ مباشراً استنتجنا  ⊕ 0i i ii I y a x∀ ∈ = ، بمقتضى =
,المبرهنة السابقة، ولكن  0ii I x∀ ∈ ,إذن ، ≠ 0ii I a∀ ∈ =.  �  

)1 . ولتكنKفضاءً شعاعيّاً على حقل تبديلي  E ليكن .مبرهنة 5-4. )k k nE ≤ جماعة منتهية  ≥
  يكون اموععندئذ . E من الفضاءات الشعاعية الجزئية من

1 2 nF E E E= + + +⋯  

   :مجموعاً مباشراً، إذا وفقط إذا تحقّق الشرط  

1 1{2, , }, ( ) {0}k kk n E E E −∀ ∈ ∩ + + =… ⋯  

  الإثبات
1كن يل 2( , , , )nx x x…  1عنصراً من 2 nE E E× ×   يحُقّق ⋯×

1 2 0nx x x+ + + =⋯  

} إذا كانت اموعة }: 0
n j

j x= ∈ ≠J ℕ غير خالية، عرفّنا maxk = J وكان ،
  :ثمَّ لدينا من 

{ }
1

1 1
1

0 ( ) ( ) 0
k

k i k k
i

x x E E E

−

−
=

≠ = − ∈ ∩ + + =∑ ⋯  

, خالية أي J وهذا تناقض. إذن اموعة 0n jj x∀ ∈ =ℕ ًوهذا يثبت المطلوب استنادا .
  �  4-3. إلى المبرهنة
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). ولتكن K فضاءً شعاعيّاً على حقل تبديلي E ليكن .مبرهنة وتعريف 6-4. )i i IE جماعة  ∋
) . تكون الجماعةُ E من الفضاءات الشعاعية الجزئية من )i i IE متتامّة، إذا وفقط إذا  ∋

)في  دتوج Eمن  xكان   أياًّ   :تحقّق الشرط )IE  وحيدةجماعة شبه معدومة ( )i i Ix ∈ 
  تحُقّق الشرطين

, i ii I x E∀ ∈ i  و  ∋
i I

x x
∈

= ∑  

) وإذا كانت الجماعة   )i i IE ، أسمينا التطبيق Iمن يلاً دل iجماعة متتامّة، وكان  ∋
:ip E E→ بالعنصرِ  قرنالذي ي x  منE  َالعنصرix ، إسقاطاً للفضاءE  على

 الجزئي الفضاءتوازياً مع  iEالفضاء الجزئي 
\{ }

i j

j I i

F E

∈

= وتحُقق جماعة  .⊕

) التطبيقات )i i Ip   : الآتيةالخواص  ∋
  .اً خطيّ ipتطبيق الكان ،  Iمن  i كان  أياًّ   �
 كان،  2Iمن  jو i المختلفانكان الدليلان   أياًّ   �

i j j i
p p p p=� �.  

i كان  ،Iمن  iكانت   أياًّ   � i ip p p=�.  
) كانت الجماعة  Eمن  xكان   أياًّ   � ( ))i i Ip x   شبه معدومة وكان  ∋

( )i
i I

x p x
∈

= ∑  

Eونعبر عن الخاصّة الأخيرة بكتابة    i
i I

I p
∈

= ∑.  

  الإثبات
i لنفترض أولاً أنّ  I iE E∈=  . عندئذ نظراً إلى أنّ Eعنصراً من  x ، وليكن⊕

i
i I

E E
∈

= ∑  

)في توجد  )IE جماعة شبه معدومة ( )i i Ix   تحُقق ∋
, i ii I x E∀ ∈ i  و  ∋

i I

x x
∈

= ∑  

)انت وإذا ك )i i Iy ) أخرى منجماعة شبه معدومة  ∋ )IE تحُقّق  
, i ii I y E∀ ∈ i  و  ∋

i I

x y
∈

= ∑  
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)كانت الجماعة  )i i Iz iالمعرفّة بالعلاقة  ∋ i iz x y=   ، جماعة شبه معدومة محُققة للشرطين:−
, i ii I z E∀ ∈ 0i  و  ∋

i I

z
∈

=∑  

, من ثمَّ كان و  0ii I z∀ ∈ ,ي ، أ4-3.، بمقتضى المبرهنة = i ii I x y∀ ∈ =.  
  الاقتضاء المعاكس، وهو أبسط، تمريناً للقارئ.إثبات ونترك 


) نتأمّل عنصراً خطّي.  kp ، ولنثبت أنّ التطبيقIدليلاً من  kكن يل  , )x y  2منE. 
)في وجد ي عندئذ )IE  جماعتان شبه معدومتين( )i i Ix )و ∋ )i i Iy   من جهة أولى تحقّقان ∋

, i ii I x E∀ ∈ i و   ∋
i I

x x
∈

= ∑  

  ومن جهة ثانية
, i ii I y E∀ ∈ i  و  ∋

i I

y y
∈

= ∑  

  كان  Kمن  λ كان  أياًّ عندئذ 

( )i i
i I

x y x yλ λ
∈

+ ⋅ = + ,و     ∑⋅ i i ii I x y Eλ∀ ∈ + ⋅ ∈  

  ومن ثمَّ 
( ) ( ) ( )k k k k kp x y x y p x p yλ λ λ+ ⋅ = + ⋅ = + ⋅  

)أي  ؛تطبيق خطّي kpالتطبيق  إذن )kp E∈ L.  وهي الخاصّة�.  

 ولنعرّف الجماعة شبه المعدومة. kEعنصراً من  x كنيلو ، Iدليلاً من  kكن يل 

( )i i Ix )من  ∋ )IE  أتيكما ي:  
0 : \{ }

:i

i I k
x

x i k

 ∈=  =
  

,عندئذ يكون  i ii I x E∀ ∈ i، و∋
i I

x x
∈

=   ذه الكتابة وحيدة نستنتج أنّ ه ولأنّ  .∑

( )kp x x=  ّوأن( ) 0ip x iفي حالة  = k≠.  
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)عندئذ يكون . kEعنصراً من  x كنيلو ، Iدليلاً من  kكن يل  )k kp x E∈،  ومن
)المناقشة السابقة يكون  ( )) ( )k k kp p x p x=و ،( ( )) 0i kp p x iفي حالة  = k≠ وهذا .

  معاً. �و �يثبت الخاصتين
  �  أمّا الخاصّة الأخيرة فهي واضحة من التعريف.

 نيْ فضاءَ  2Eو 1E . وليكنKفضاءً شعاعيّاً على حقل تبديلي  E ليكن .حالة خاصّة 7-4.
 من ينْ شعاعيّين جزئيـ E1 . يكون الفضاءانE 2وE  متتامّين، إذا وفقط إذا تحقّق الشرط

1 وحيدةثنائيّة  توجد Eمن  xكان   أياًّ  :الآتي 2( , )x x  1من 2E E× تحُقّق   

1 2x x x= +  
  وإذا عرفّنا  

     1 1: ,p E E x x→ ֏   
2  و   2: ,p E E x x→ ֏  
  خطيّين، وكان 2pو 1pكان التطبيقان  

1 2 2 1 0p p p p= =� 1  و  � 1 1p p p=�  2  و 2 2p p p=�  
1  ً وأخيرا   2I p p= + .  

 2p، وكذلك يسمّى 2Eتوازياً مع  1Eعلى  Eلفضاء الإسقاط الخطّي ل 1p يسمّى
  .1Eتوازياً مع  2Eعلى  Eلفضاء لإسقاط الخطّي لا

من  p. نقول عن تطبيق خطيّ K فضاءً شعاعياًّ على حقل تبديلي E ليكن .تعريف 8-4.
( )EL  إنه إسقاط إذا وفقط إذا كانp p p=� ً2، ونكتب أيضاp p=.  

)من  p. وليكن K فضاءً شعاعيّاً على حقل تبديلي E ليكن .مبرهنة 9-4. )EL  .ًإسقاطا
1 يحُقّقان Eمن  2Eو 1E عندئذ يوجد فضاءان شعاعيّان جزئيان 2E E E= ⊕ ،

  .2Eتوازياً مع  1Eعلى  Eلفضاء  الشعاعي هو الإسقاط الخطّي ل pويكون 
  لإثباتا


1لنضع   ImE p=  2و kerE p=.  
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1عنصراً من  xإذا كان   2E E∩ وُجِدَ عنصر ،y  فيE يحُقّق ( )x p y= وكان 
( ) 0p x  . وعندئذ يكون=

0 ( ) ( ) ( )p x p p y p y x= = = =�  
1ومنه    2 {0}E E∩ =.  

1كان   Eعنصراً من  xومن ناحية أخرى، إذا كان   2x x x=   حيث +

1 1( )x p x E= 2   و   ∋ 2( )x x p x E= − ∈  
  لأنّ   

2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0p x p x p p x p x p x= − = − =�  
  ومنه نستنتج أنّ   

1 2E E E= ⊕  

)1كان   ،Eمن  xكان   أياًّ وأخيراً لقد وجدنا فيما سبق أنهّ   )p x x= سقاط هو الإ

  �  .2Eتوازياً مع  1Eعلى الفضاء الجزئي  x لشعاعالخطيّ ل

  .سننهي هذه الفقرة بذكر خاصّتين بسيطتين نترك إثباما المباشر تمريناً للقارئ

). ولتكن Kفضاءً شعاعياًّ على حقل تبديلي  Eليكن  .مبرهنة 10-4. )i i IE  متتامّةجماعة  ∋
 د أساس، يوجIمن  iكان   أياًّ . نفترض أنهّ، E من الفضاءات الشعاعية الجزئية من

,( )
ii j j Je   . عندئذ تكون الجماعة التاليةiEللفضاء الجزئي  ∋

, ( , )( )
i j i j K
e )   حيث   ∋ ){ }

I

K J
∈

= × ℓ
ℓ

ℓ∪  

  .Eأساساً للفضاء   

)1. ولتكن Kفضاءً شعاعياًّ على حقل تبديلي  Eليكن  .مبرهنة 11-4. )k k nE ≤ جماعة  ≥
  عندئذ يكون التطبيق .Eمن الفضاءات الشعاعية الجزئية من  متتامّة

1 2 1 2
1

: , ( , , , )
n

n n k
k

E E E E x x x x
=

Φ × × × → ∑⋯ … ֏  

  تقابلاً خطياًّ.  
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 فضاءُ خارجِ القسمة 5.

اً فضاءً شعاعيّ  H . وليكنK فضاءً شعاعياًّ على حقل تبديلي E ليكن .مبرهنة وتعريف 1-5.
  المعرفّة كما يلي : HR عرف العلاقة الثنائيةتُ . Eجزئياً من 

( , ) , Hx y E E x y x y H∀ ∈ × ⇔ − ∈R  

E/. نرمز بالرمزEعلاقة تكافؤ على   H س إلى مجموعة صفوف التكافؤ بالقياHR.   وإذا
]كان  ]x و[ ]y  عنصرين من/E H،  وكانλ  عدداً منK:موعتينمن ا كان كل ،  

{ }
{ }

1 1 1 1

1 1

[ ] [ ] : ( , ) [ ] [ ]

[ ] : [ ]

x y x y x y x y

x x x xλ λ

+ = + ∈ ×
⋅ = ⋅ ∈

  

E/عنصراً من    H .موعةيتيح  هذالنا تزويد ا /E H بقانوني التشكيل ( )و +( )⋅ 
)اللذين يجعلان من  )/ , ,E H + فضاءَ خارجِ ،  نسمّيه Kفضاءً شعاعياًّ على الحقل  ⋅

  .H على الفضاء الجزئي E قسمةِ 
  التطبيقُ  يكون وفي هذه الحالة  

: / : [ ]HQ E E H x x→ ֏  
  .الغمر القانونيتطبيقاً خطياًّ غامراً، نسميّه 

  الإثبات

 �  تعاريف. نترك تفاصيله للقارئ.الإثبات تحققٌ مباشر من ال

ين شعاعيّين على حقل فضاءَ  Fو Eليكن . مبرهنة 2-5.
)تطبيقاً خطيّاً من  u. وليكن Kتبديلي  , )E FL .

  عندئذ يوجد تقابلٌ خطّي
: /ker Imu E u u→ɶ  

u  المساواة يحقّق i u Q= ɶ� : حيث، � /kerQ E E u→  ،هو الغمر القانوني
:و Im ,i u F x x→ ֏.  

  

/ker Im

u
E F

Q i

u
E u u

→

→

↓ ↑
ɶ
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  الإثبات
]ليكن  ]x عنصراً من /kerE u عندئذ يأخذ .u  قيمة واحدة على جميع عناصر[ ]x: أي .  

{ }( )card ( ) : [ ] 1u xα α ∈ =  
)وذلك لأنه إذا كان  , )α β  من[ ] [ ]x x×   كانkeruα β−   ن ثمَّ ، وم∋

( ) 0u α β− =  
)أي  ) ( )u uα β=.  

])لنعرف إذن  ])u xɶ  مو بأنهة عالعنصر الوحيد الموجود في ا{ }( ) : [ ]u xα α   أي  ∋
{ } { }( ) : [ ] ([ ])u x u xα α ∈ = ɶ  

kerE/ق من تطبي uɶنلاحظ مباشرة أنّ  u  إلىImu وإذا كان .[ ]x و[ ]y  عنصرين من
/kerE u  وكانλ  منK كان لدينا ،[ ] [ ] [ ]x y x yλ λ+ ⋅ = +   ومن ثمَّ  ⋅

([ ] [ ]) ([ ]) ( )

( ) ( ) ([ ]) ([ ])

u x y u x y u x y

u x u y u x u y

λ λ λ

λ λ

+ ⋅ = + ⋅ = + ⋅
= + ⋅ = + ⋅

ɶ ɶ

ɶ ɶ
  

)تطبيق خطّي من  uɶ نستنتج من ذلك أنّ  /ker , Im )E u uL .  
,تطبيق غامر لأنّ  uɶومن جهة أخرى، من الواضح أنّ  ([ ]) ( )x E u x u x∀ ∈ =ɶ ًوهو أيضا .

  تباينٌ لأنّ م
[ ] ker ([ ]) 0 ( ) 0 ker [ ] 0x u u x u x x u x∈ ⇒ = ⇒ = ⇒ ∈ ⇒ =ɶ ɶ  

)تقابل خطّي من uɶنستنتج أنّ  /ker , Im )E u uL وأخيراً تنتج العلاقة .  
u i u Q= ɶ� �  

,من المساواة الواضحة :  ([ ]) ( )x E u x u x∀ ∈ =ɶ.  �  

  
RBY  
H;F  
VBN  
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  اتـتمرين
  
J ليكن  1. نالتمري:ϕ →ℕ ℕ  تطبيقاً متبايناً. ولتكن( )n nP ∈ℕ  جماعة من[ ]XK   فضاء

,. نفترض أنّ Kكثيرات الحدود على الحقل  deg( ) ( )nn P nϕ∀ ∈ =ℕ ّأثبت أن . 
)الجماعة  )n nP ∈ℕ .ّحرة  

  الحـل
0kلنتأمّل عبارة خطيّة معدومة  k

k

Pα
∈

=∑
ℕ

) حيث  )( )k kα ∈ ∈ K ℕℕ . ّموعة نعلم أنا  

{ }: 0kk α= ∈ ≠S ℕ  
غير خالية، كانت اموعة  Sنا جدلاً أنّ ، فإذا افترضℕمجموعة جزئيّة منتهية أو خالية من 

( )ϕ S  مجموعة جزئيّة منتهية وغير خالية منℕ فلها أكبر عنصر. أي يوجد في ،S  ٌعنصرℓ 
  يحقّق

{ }( ) max ( ) :k k Sϕ ϕ= ∈ℓ  
  متباينٌ. وعلى هذا، نستنتج من المساواة ϕوحيدٌ لأنّ  ℓوالعنصرُ 

{ }\
k k

k

P Pα α
∈

= ∑
S

ℓ ℓ
ℓ

  

  أنّ 

{ }

{ }

\

\

( ) deg( ) max deg( )

max ( ) ( )

k k
k

k

P P

k

ϕ α α

ϕ ϕ

∈

∈

= ≤

≤ <
S

S

ℓ ℓ
ℓ

ℓ

ℓ

ℓ
  

0kαنّ إخالية. أي  Sوهذا التناقض الواضح دليلٌ على وجوب كون اموعة  أياًّ كانت قيمة  =
). فالجماعة ℕمن  kالدليل  )n nP ∈ℕ  .ّجماعة حرة  ú  

J ليكن 2. التمرين ( , )E = F ℝ ℝ  فضاءَ التوابع منℝ  إلىℝ.  كان   أياًّ نعرّفα من +
∗ℝ 

) العلاقةب fαالتابع  ) cosf x xα α=أثبت أن الجماعة .
+

( )fα α ∗∈ℝ  حرةّ فيE .

  : احسب مساعدة

0

1( , ) lim cos cos d
T

T
I t t t

T
α β α β

→+∞
= ⋅∫  
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  الحـل

α لنبدأ أوّلاً بملاحظة أنهّ في حالة β≠ لدينا 

( )
0 0

1 1
cos cos d cos( ) cos( ) d

2

1 sin( ) sin( )

2 ( ) ( )

T T

t t t t t t
T T

T T

T T

α β α β α β

α β α β

α β α β

⋅ = + + −

 + − = +   + − 

∫ ∫
  

)ومن ثمَّ  , ) 0I α β αفي حالة  = β≠.  
αأمّا في حالة  β= فلدينا  

( )
0 0

1 1
cos cos d 1 cos2 d

2

1 sin2
1

2 2

T T

t t t t t
T T

T

T

α α α

α

α

⋅ = +

 = +   

∫ ∫
  

1إذن 
2

( , )I α β αفي حالة  = β= . ّ1وعليه نكون قد أثبتنا أن
,2

( , )I α βα β δ=  حيث

,α βδ .هو رمز كرونيكر، الذي يساوي الواحد في حالة تساوي الدليلين والصفر في غير هذه الحالة  

0fαلنتأمّل عبارة خطيّة معدومة  αα
λ∗

+∈
=∑ ℝ

) حيث  )( )α αλ
∗
+

∗
+∈ ∈ ℝ

ℝ
ℝها. عند   

, 0f fα α β

α

β λ
∗
+

∗
+

∈

∀ ∈ =∑
ℝ

ℝ  

  ومن ثمَّ 

0
, , ( ) ( )d 0

T

T f t f t tα α β

α

β λ
∗
+

∗ ∗
+ +

∈

∀ ∈ ∀ ∈ =∑ ∫
ℝ

ℝ ℝ  

  نجد ∞+تسعى إلى  Tثمُّ جعل  T وبالقسمة على
, ( , ) 0Iα

α

β λ α β
∗
+

∗
+

∈

∀ ∈ =∑
ℝ

ℝ  

1كان  لـمّاو 
,2

( , )I α βα β δ=  موع السابق يساوي2استنتجنا أنّ ا βλإذن .  
, 0ββ λ∗

+∀ ∈ =ℝ  
  ú  وهي النتيجة المرجوّة.
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J ليكن  3. التمرين[ ]nE X= K  فضاء كثيرات الحدود على الحقلK لىالتي لا تزيد درجتها ع 
n ّاً نا نعرّف تطبيقاً خطيّ . أثبت أنϕ  منE  إلىE بالعلاقة  

( ) (1 ) ( ) ( )P X X P X nXP Xϕ ′= − +  
1)0واستنتج أن الجملة    )( )k n

k n
kX X ≤

−
 p عدد طبيعي في حالة .E حرةّ في −≥

,0,1}من  , }n…، كثير الحدود  عبرّ عن pX  الجملة، هذه عناصر في  اً خطيّ  اً تركيببصفته
  ؟ ماذا تستنتج

  الحـل

)هو مقصور تطبيق خطّي من  ϕمن الواضح أنّ   )[ ]XL K لى الفضاء الجزئي ع
[ ]n XK نلاحظ أنهّ في حالة. و kP X= 0و k n≤  يكون  ≥

1( ) ( )k k kX kX n k Xϕ += + −  
]إذن صورة كل عنصرٍ من  ]n XK  وفقϕ  تنتمي فعلاً إلى[ ]n XK وعليه يعرّف .ϕ  ًتطبيقا

]خطياً من  ]n XK  إلى[ ]n XK.  

0في حالة لنعرّف   k n≤ 1) كثير الحدود  ≥ )k n k

kQ X X −=   فنجد أنّ  −
( )

( )

1 1

1

( ) (1 ) ( ) (1 )

(1 )

(1 ) ( )

(1 )

k n k k n k
k

k n k

k n k

k n k
k

Q kX X n k X X

nX X

X X k kX n k X nX

kX X kQ

ϕ − + + −

+ −

−

−

= − − − −

+ −

= − − − − +

= − =

  


  المعرفّة كما يأتي: Nاموعة لنتأمّل إذن  
0 1( , , , )}kQ Q Q…  ّجملة حرة{ {0,1, , } :k n= ∈N …  

≠أنّ  من الواضح ∅N  ّ0لأن ∈ Nإذن ف عرّ . نmax( )= Nℓ .  
0عنى ذلك أنّ الجملة  n<ℓفإذا كان  1 1( , , , , )Q Q Q Q +ℓ ℓ… وأنّ الجملة  ،خطياً  مرتبطة

0 1( , , , )Q Q Qℓ… .ّ1عليه يمكن التعبير عن و  حرةQ +ℓ  كثيرات الحدود في   عبارةً خطيّةً بصفته
0 1( , , , )Q Q Qℓ… 0، فتوجد أعداد( )k kα ≤ ≤ℓ  قتحُق  

1 0 0 1 1 k kQ Q Q Q Qα α α α+ = + + + + +ℓ ℓ ℓ⋯ ⋯  

  على طرفي هذه المساواة نستنتج أيضاً أنّ  ϕوبتطبيق 

1 1 1( 1) k kQ Q kQ Qα α α++ = + + + +ℓ ℓ ℓℓ ⋯ ⋯ ℓ  
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  ج أنّ وطرح الثانية منها، نستنت ℓ+1ومن ثمَّ، بضرب المساواة الأولى بالعدد 

0 0 1 10 ( 1) ( 1 )k kQ Q k Q Qα α α α= + + + + + − + + ℓ ℓℓ ℓ ⋯ ℓ ⋯  

0كانت الجملة   لـمّاو  1( , , , )Q Q Qℓ…  ّحرةّ، استنتجنا من المساواة السابقة أن  

{0,1, , }, ( 1 ) 0kk kα∀ ∈ + − =… ℓ ℓ  
0kαوعليه يجب أن يكون  0في حالة  = k≤ ≤ ℓ ّ1، وهذا يقتضي أن 0Q + =ℓهذا ، 

1degQيناقض كون  n+ =ℓ نستنتج من هذا التناقض أنهّ يجب أن يكون .n=ℓ،  وهذا يعني
)0أنّ الجملة  ) kk nQ ≤   حرةّ. وهي النتيجة المطلوبة. ≥


,0,1}من  pليكن   , }n… ّبملاحظة أن . 

0

1 ( 1 ) (1 )

(1 )

n p
n p r r n p r

n p
r

n
k p k p n k
n p

k p

X X C X X

C X X

−
− − −

−
=

− − −
−

=

= + − = −

= −

∑

∑
  

  أنّ  pXنستنتج بعد الضرب بالمقدار 

(1 )
n n

p k p k n k k p
n p n p k

k p k p

X C X X C Q− − −
− −

= =

= − =∑ ∑  

)0وعلى هذا تكون الجملة ) kk nQ ≤ ] مولدة للفضاءجملة جملة حرةّ و في آن معاً  ≥ ]n XK  إذن فهي
  ú  أساسٌ لهذا الفضاء.

J ليكن  4. التمرين[ ]nE X= K  فضاء كثيرات الحدود على الحقلK لىالتي لا تزيد درجتها ع 
n 1. ولتكن 0, , ,nα α α…  عناصرَ متباينةً مثنى مثنى منKكان   أياًّ  ،. نعرّفj  من

{0,1, , }n…،   َالحدود كثير 
j
ℓ بالعلاقة  

0 ,

( )
j

k n k

k

kj j

X
X

α

α α≤ ≤ ≠ −
−

= ∏ℓ   

)0أثبت أن الجملة  )
nj j≤ ≤ℓ  أساس للفضاءE ّوأن .   كثير حدود   كلP  منE  يكتب

 بالصيغة:بطريقة وحيدة 
0

( )
n

k k
k

P P α
=

= ⋅∑ ℓ.  



 24 الفضاءات الشعاعيّة والتطبيقات الخطيّة

  الحـل

),لنلاحظ أنّ  )
j i i j
α δ=ℓ  في حالةi وj  0,1}من, , }n… فإذا كان .

0

0
n

j j
j

λ
=

=∑ ℓ 

iXاستنتجنا بتعويض  α=   ّ0في هذه العبارة أنiλ  اموعة من iوذلك أياًّ كان الدليل  =
{0,1, , }n…0يثبتُ أنّ الجملة  ، وهذا ما( )

nj j≤ ≤ℓ .ّجملة حرة  
]من  Pومن جهة أخرى، ليكن  ]n XKعندئذ نعرّف كثير الحدود .  

0

( )
n

j j
j

Q P P α
=

= −∑ ℓ  

degQفنلاحظ أنّ  n≤ ّوأن ،Q  0يقبل الأعدادα 1وα و ⋯وnα  1التي عددهاn + 

0Q، فلا بدُّ أن يكون جذوراً  يكون  ، أي أن=
0

)(
n

jj
j

P P α
=

= ∑ ℓ.  ú  

J 0 لتكن 5. التمرين( )k k ne ≤ . ولتكن Kعلى حقل تبديلي  Eجملة حرةّ في فضاء شعاعي  ≥
1 0, , ,nα α α…  عناصرَ متباينةً مثنى مثنى منK0 . أثبت أن الجملة( )k k nf ≤ المعرفّة  ≥

بالعلاقات 
0

( )
n

k
k i i

i

f eα
=

=   جملة حرةّ أيضاً. ∑

  الحـل

)0لنتأمّل عبارة خطيّة معدومة بعناصر الجملة  )k k nf ≤ . مثلاً ≥
0

0
n

k kk
fλ

=
  عندئذ  ∑=

0 0

( ) 0
n n

k
k i i

i k

eλ α
= =

   =   
∑ ∑  

كثير الحدود   تأملنافإذا 
0

( )
n k

kk
P X Xλ

=
= degPكان   ∑ n≤ وكان  

0

( ) 0
n

i i
i

P eα
=

=∑  

)0ولأنّ الجملة  )k k ne ≤ ,0,1}جملةٌ حرةّ استنتجنا أنّ  ≥ , }, ( ) 0ii n P α∀ ∈ ، إذن يقبل …=
. فهو إذن معدوم، nعدداً من الجذور يزيد تماماً عن  nالذي لا تزيد درجته عن  Pكثير الحدود 

0Pأي  )0وهذا يعني أنّ الأمثال  .= )k k nλ ≤ )0معدومة، والجملة  ≥ )k k nf ≤   ú  حرةّ. ≥



 تمرينـات 25

J ليكن  6. التمرينn  من∗ℕ وليكن ،P   كثير حدود من الدرجةn  في[ ]Xℝ ،ولتكن 
0 1, , , nα α α…  أثبت أن الجملة .مثنى مثنى مختلفةأعداداً حقيقيّة   

( )
0

( )k k n
P X α

≤ ≤
+  

]في  جملة حرةّ ]Xℝ.  
  الحـل

لنتأمّل عبارة خطيّة معدومة 
0

( ) 0
n

k kk
P Xλ α

=
+   كان  لـمّا .عناصر الجملة المعطاةب ∑=
( )

0

( )
( )

!

n

k k

P X
P X α α

=

+ = ∑
ℓ

ℓ

ℓ ℓ
  

  ستنتجنا أنّ ا
( ) ( )

0 0 0 0

( ) ( )
0

! !

n n n n

k k k k k
k k

P X P X
λ α α λ α

= = = =

  = =   
∑ ∑ ∑ ∑

ℓ ℓ
ℓ ℓ ℓ

ℓ ℓℓ ℓ
  

لنعرّف إذن 
0

n

k k
k

b λ α
=

= ∑ ℓ
ℓ  0في حالة n≤ ≤ℓ ْأنّ هذه الأعداد معدومة. لتكن  ، ولنثبت  

{ }{0,1, , } : 0n b= ∈ ≠N ℓℓ …  
≠فإذا افترضنا أنّ  ∅N  عرّفناminp = N.  ،كان   لـمّاولكنdegP n=  ّاستنتجنا أنه

0في حالة  n≤ ≤ℓ  لدينا( )degP n= −ℓ ℓما يأتي . وينتج من المساواة  
)( ( )

0
!

n

p

P X
b

=

=∑ ℓ
ℓ

ℓ

ℓ
  

pإذا كان ف � n=  كان ( )( ) 0n
nP X b )وكون  pوهذا يناقض تعريف ، = )nP  ًثابتا

  غير معدوم.
pوإذا كان  � n< استنتجنا من المساواة  

( ) ( )

1

( ) ( )

! !

np

p
p

P X P X
b b

p = +

= − ∑
ℓ

ℓ
ℓ ℓ

  

  أنّ   
( ) ( )( ) ( )

1
deg max deg 1p

p
p n

n p b P b P n p
+ ≤ ≤

− = ≤ ≤ − −ℓ
ℓ

ℓ
  

  واضح.  خُلفٌ وهذا أيضاً   
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  أي أن يكون ؛خالية Nأن تكون اموعة  وعليه لا بدُّ 

{ }
0

0,1, , , 0
n

k k
k

n b λ α
=

∀ ∈ = =∑ ℓ
ℓℓ …  

  وهذا يُكافئ أنهّ

( ) 1
0 1

0

, , , , 0
n

n
na a a a b+

=

∀ ∈ =∑K ℓ ℓ
ℓ

…  

  أو

( ) 1
0 1

0 0

, , , , 0
n n

n
n k k

k

a a a aλ α+

= =

  ∀ ∈ =   
∑ ∑K ℓ

ℓ
ℓ

…  

  وأخيراً 

0

[ ], ( ) 0
n

n k k
k

Q X Qλ α
=

∀ ∈ =∑K  

0فإذا اخترنا، في حالة  q n≤ مساوياً  Qثيرَ الحدود ، ك≥
0,

n
j

j j q q j

X α

α α= ≠

−

استنتجنا أنّ  ∏−

0
q
λ ). وهذا يثبت الاستقلال الخطّي للجملة= )( )

0k k n
P X α

≤ ≤
+.  ú  

J ادرس في  7. التمرين( )]0,1[,C ℝ،  الارتباط الخطي للجملة( , , )f f f f f f� � في  �
) حالة ) ln(1 )f x x= +.  

  الحـل
  لنلاحظ أوّلاً أنهّ في جوار الصفر لدينا

2 3
4( ) ( )

2 3

x x
f x x O x= − + +  

  وكذلك 
2 32 3 2 2 3

2 4

3
2 4

( ) 1 1 ( )
2 3 2 2 3 3 2

7
( )

6

x x x x x x x
f x x O x

x
x x O x

    = − + − − + + − +      

= − + +
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2 32 3 2 3
3 2 4

2 3
4

7
( ) 1 1 ( )

2 3 2 3 6 2

3 5
( )

2 2

x x x x x x
f x x x O x

x x
x O x

    = − + − − + + − +      

= − + +

  

gوعليه إذا عرفّنا  af bf f cf f f= + +� �   كان  �
2 3 42 3 2 7 15

( ) ( ) ( )
2 6

a b c a b c
g x a b c x x x O x

+ + + +
= + + − + +  

0afفإذا كان  bf f cf f f+ + =� �   استنتجنا، بسبب وحدانيّة النشر المحدود، أنّ  �
2 13

1

0

2 3 0

2 7 15 0

a b c

a b c

a b c

+ + =
+ + =

+ + =

  

  وهذا يكُافئ، بعد طرح المعادلة الأولى من الثانية وطرح ضعفيها من الثالثة، أنّ 
0

2 0

5 1

1

3 0

13a b c

b c

b c

+ + =
+ =

+ =

  

  وهذا بدوره يُكافئ، بعد طرح خمسة أضعاف المعادلة الثانية من الثالثة، أنّ 
0

0

3 0

2

2

a b c

b c

c

+ + =

+ =
=

  

0cإذن  b a= =   ú  والجملة المدروسة حرةّ. ،=

J ليكن  8. التمرينE  فضاء التوابع من الصفC∞  علىℝ2 ، والدوريةّ ذات الدورπ وليكن .
T  التطبيق الخطيّ من( )EL  المعرّف بالعلاقة( )T f f التطبيق  . عينّ صورة ونواة=′′
  .T طّيالخ

  الحـل

0f. عندئذ نستنتج من كون kerTعنصراً من  fليكن   ′′ أنهّ يوجد  ℝعلى  =

,يحُققان  bو aعددان حقيقياّن  ( )x f x ax b∀ ∈ = +ℝ كان التابع   لـمّا. وf  يقبل العدد
2π  (0)دوراً وجب أن يكون (2 ) 2b f f a bπ π= = = 0aومن ثمَّ  + . إذن يجب =

: الثابت إلى التابع 1 ثابتاً. فإذا رمزنا بالرمز fأن يكون  , 1x→ℝ ℝ استنتجنا أنّ  ֏1
kerT = ⋅ℝ  عاكس واضحٌ.لـمُ لأنّ الاحتواء ا 1
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gيحُقق  Eمن  f، عندئذ يوجد ImTعنصراً من  gليكن   f  ، وعندئذ يكون=′′

2
2

0
0

( )d ( ) (2 ) (0) 0g t t f t f f

π
π

π ′ ′ ′= = − = ∫  

2يحُقّق  Eعنصراً من  gدوراً. وبالعكس، ليكن  2πيقبل العدد  fلأنّ   

0
0g

π

=∫ .
f:عندئذ نعرّف التابع  →ℝ ℝ بالعلاقة  

2

0 0
2

0 0 0

( ) ( ) ( )d ( )d
2

( )d ( )d ( )d
2

x

x x

x
f x x t g t t tg t t

x
x g t t tg t t tg t t

π

π

π

π

= − +

= − +

∫ ∫

∫ ∫ ∫
  

  ، وأنّ ℝيقبل الاشتقاق على  fنلاحظ مباشرة أنّ ف
2

0 0

1
( ) ( )d ( )d

2

x

f x g t t tg t t

π

π
′ = +∫ ∫  

  ، ويكونℝالاشتقاق مرةّ ثانية على  fومن ثمَّ يقبل 
( ) ( )f x g x′′ =  

على  ∞Cينتمي أيضاً إلى الصف  f، أنّ ∞Cينتمي إلى الصف  gوعليه، نستنتج من كون 
ℝ ّومن جهة أخرى نلاحظ أن .  

2 2

0

, ( 2 ) ( ) ( )d ( )d 0

x

x

x f x f x g t t g t t

π π

π

+

′ ′∀ ∈ + − = = =∫ ∫ℝ  

2 دوراً، ومن الفرْض 2πيقبل العدد  gإذ استفدنا من كون التابع 

0
0g

π

  . وعليه يكون ∫=
2

0

, ( 2 ) ( ) (2 ) (0) 2 ( )d 0x f x f x f f g t t

π

π π π∀ ∈ + − = − = =∫ℝ  

fدوراً، إذن  2πيقبل العدد  fوالتابع  E∈  ويحُقّق( )T f f g′′= نكون قد . وهكذا =
  أثبتنا أنّ 

  { }2

0
Im : ( )d 0T g E g t t

π

= ∈ =∫  ú  
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J ليكن 9. التمرين E وF  َعلى حقل ينشعاعيّ  ينفضاء K . وليكنu  تطبيقاً خطيّاً منE 
، وفضاءَين شعاعيين جزئيين Eمن  2Eو 1E. نتأمّل فضاءَين شعاعيين جزئيين Fإلى 

1F 2وF  منF 1. ماذا تقول عن 2( )u E E+ 1، وعن 2( )u E E∩ وعن ،
1

1 2( )u F F− 1عن و  +
1 2( )u F F−   ؟ ∩

  الحـل

 من الواضح أنّ  

{ }
{ }

1 2 1 2 1 1 2 2

1 2 1 1 2 2

1 2

( ) ( ) : ,

( ) ( ) : ,

( ) ( )

u E E u x x x E x E

u x u x x E x E

u E u E

+ = + ∈ ∈

= + ∈ ∈

= +

 


1 أنّ  نعلم ةمن خواص الصورة العكسيّ و   1 1
1 2 1 2( ) ( ) ( )u F F u F u F− − −∩ = ∩. 


1خواص الصورة المباشرة، فتفيدنا في أنّ  اأمّ   2 1 2( ) ( ) ( )u E E u E u E∩ ⊂ ولكن  .∩
 مساواة بوجه عام. لنتأمّل على سبيل المثال التطبيق الخطّي: هناكليس 

2 2: ,( , ) ( , 0)u x y x→ℝ ℝ ֏  
1ين ي ئن الجز يْ والفضاءَ  {0}E = ×ℝ 2و {( , ) : }E x x x= ∈ ℝ عندئذ .  

1 2 {0}E E∩ 1و   = 2 1( ) ( )u E u E E= =،  
1وهذا يثبت أنّ  2 1 2( ) ( ) ( )u E E u E u E∩   في هذه الحالة. ⊋∩


 وأخيراً من الواضح أنّ  

1 1
1 1 2( ) ( )u F u F F− −⊂ 1 و + 1

2 1 2( ) ( )u F u F F− −⊂ +  
 إذن

1 1 1
1 2 1 2( ) ( ) ( )u F u F u F F− − −+ ⊂ +  

 ولكن ليس هناك مساواة بوجه عام. لنتأمّل على سبيل المثال التطبيق الخطّي :

2 2: ,( , ) ( , 0)u x y x→ℝ ℝ ֏  
1 والفضاءَيْن الجزئيين  {( , ) : }F x x x= − ∈ ℝ 2و {( , ) : }F x x x= ∈ ℝ  من

2ℝ . ّعندئذ نلاحظ أن  
{ }1 1

1 2( ) ( ) (0,0)u F u F− −= 2و  =
1 2F F+ = ℝ  

1وهذا يثبت أنّ  1 1
1 2 1 2( ) ( ) ( )u F u F u F F− − −+   ú  في هذه الحالة. ⊋+
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J ليكن 10. التمرين E  ًعلى حقل اً شعاعيّ  فضاء K وليكن.f وg  ين منّتطبيقين خطيE .
)أثبت أنّ  )ker( ) ker Imf g f g f= ∩�.  

  الحـل
  لنلاحظ أنّ 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

ker( ) : ( ( )) 0 ( )

: ( ) 0 ( )

( ) 0 : ( )

ker Im

ker Im

y f g f x E g f x y f x

x E g y y f x

g y x E y f x

y g y f

y g f

∈ ⇔ ∃ ∈ = ∧ =

⇔ ∃ ∈ = ∧ =

⇔ = ∧ ∃ ∈ =

⇔ ∈ ∧ ∈

⇔ ∈ ∩

�

  

)وهذا يثُبتُ صحة المساواة  )ker( ) ker Imf g f g f=   ú  .المطلوبة �∩

J ليكن 11. التمرين E ًقلالحعلى  اً شعاعيّ  فضاء ℝ وليكن .u  اً منّتطبيقاً خطيE قيحُق .
3الشرط 

Eu I=.  
)kerبت أنّ أث 1. ) Im( )E EE u I u I= − ⊕ −.  
  الخاصتين الآتيتين.أثبت  2.

2

2

ker( ) Im( )

Im( ) ker( )

E E

E E

u I u u I

u I u u I

− = + +

− = + +
  

  الحـل
)kerعنصراً من  xفي الحقيقة، ليكن  1. ) Im( )E Eu I u I− ∩ عندئذ يوجد، من جهة  −
)يحُقّق  z، عنصرٌ أولى )( )Ex u I z= )ويكون، من جهة ثانية،  − )( ) 0Eu I x− = .

  وعليه
2 2

2

3

3 ( ) ( ) ( )( )

( )( )( )

( )( ) 0

E

E E

E

x u x u x x u u I x

u u I u I z

u I z

= + + = + +

= + + −

= − =

  

3إذن  0x 0xأي  =   . وعليه=
ker( ) Im( ) {0}E Eu I u I− ∩ − =.  
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2، نستفيد من المساواة ن جهة أخرىوم 1 ( 1)( 2) 3X X X X+ + − − + ، فنعرّف =
  :الشعاعين Eمن  xفي حالة شعاع 

( )1

1
( ) 2

3
x u x x= − )   و   + )2

2

1
( ) ( )

3
x u x u x x= + +  

2فيكون لدينا وضوحاً  ker( )Ex u I∈ 3لأنّ  −
Eu I=وكذلك يكون ،  

( )

( )

2
2 1

2 2

1
( )( ) ( ) ( ) ( )( ( ) 2 )

3
1

( ) ( ) ( ) ( ) 2
3

E Ex u I x u x u x x u I u x x

u x u x x u x u x x x

+ − = + + − − +

= + + − − + =
  

)kerإلى اموع  xوعليه ينتمي  ) Im( )E Eu I u I− +   1.. وبذا يتمّ إثبات −
  لفة.سنثبتُ صحّة الاحتواءات المخت 2.


)kerعنصراً من  xإذا كان   )Eu I−   كان( )u x x= ومن ثمَّ كان 

2 2 23 ( ) ( ) ( )( ) Im( )E Ex u x u x x u u I x u u I= + + = + + ∈ + + 

)2kerوعليه  ) Im( )E Eu I u u I− ⊂ + +. 

)2Imعنصراً من  xوإذا كان   )Eu u I+  يحُقّق  Eفي  zوجدنا  +

2( )( )Ex u u I z= + + 

 وعندئذ يكون 

2

3

( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) 0

E E E

E

u I x u I u u I z

u I z

− = − + +

= − =

�  

)kerعنصراً من  x يكون أي )Eu I− ّصحة المساواة . فنكون قد أثبتنا أن  
2ker( ) Im( )E Eu I u u I− = + +. 


)2kerعنصراً من  xإذا كان و   )Eu u I+ )2 كان  + ) ( ) 0u x u x x+ + = ،
)2من ثمَّ و  ) ( ) 2 3u x u x x x+ − = 3أي  − ( )( ( ) 2 )Ex u I u x x− = − + 

3ينتمي إلى  وعليه Im( )Ex u I− ∈ )Imأو  − )Ex u I∈   إذن. −
2ker( ) Im( )E Eu u I u I+ + ⊂ −  
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)Imعنصراً من  xوبالعكس، إذا كان   )Eu I−  وجدناz  فيE  يحُقّق 

( )( )Ex u I z= − 

 وعندئذ يكون 

2 2

3

( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) 0

E E E

E

u u I x u u I u I z

u I z

+ + = + + −

= − =

�  

)2kerأي  )Ex u u I∈ +   . فنكون قد أنجزنا إثبات المساواة :+
2Im( ) ker( )E Eu I u u I− = + + 

  ú  لمطلوب.إثبات اوبذا يتم 

  .3: تبقى نتائج التمرين السابق صحيحة في أي حقلٍ عدده المميز لا يساوي  ملاحظة �

J نتأمّل  12. مرينالتℂ  فضاءً شعاعيّاً على الحقلℝ.  
  .ℝعلى الحقل  ℂأعطِ أساساً للفضاء الشعاعي  1.
  التطبيق :  ℂمن  bو aنعرّف في حالة  2.

, ,: , ( )
a b a b
f f z az bz→ = +ℂ ℂ  

}أثبت أنّ  }2
,( ) : ( , )a bf a b= ∈Lℝ ℂ ℂ.  

a,ليكون التطبيق  ℂمن  bو aأعطِ الشرط اللازم والكافي على  3. bf .ًمتباينا  

  الحـل

,1)الجملة  1. i)  أساسٌ للفضاءℂ على الحقل ℝ.  

a,من الواضح أنّ التطبيقات  2. bf  هي تطبيقات−ℝ خطيّة على الفضاء الشعاعيℂ .
)عنصراً من  fوبالعكس، ليكن  )Lℝ ℂ ّعندئذ نستنتج من الخاصّة الخطيّة أن .  

2( , ) , ( i) (1) (i)

(1) (i)
2 2 i

(1) i (i) (1) i (i)

2 2

z

x y f x y xf yf

z z z z
f f

f f f f
z z

∀ ∈ + = +

+ −
= +

− +
= +

ℝ �		
		�
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  فإذا عرفّنا
(1) i (i)

2

f f
a

−
(1)  و   = i (i)

2

f f
b

+
=  

a,كان  bf f= ّوهذا يثبتُ أن .  
{ }2

,( ) : ( , )a bf a b= ∈Lℝ ℂ ℂ  

ker,عنصراً من  zليكن  3.
a b
f 0. عندئذ يكون لديناaz bz+ ، وكذلك =

0a z bz+ ثمُّ طرحنا المعادلتين  bوالثانية بالمقدار  a. فإذا ضربنا المعادلة الأولى بالمقدار =
  الناتجتين طرفاً من طرف وجدنا

2 2(| | | | ) 0a b z− =  

|فإذا كان   | | |a b≠  ّ0استنتجنا مما سبق أنz a,، والتطبيق الخطّي = bf .ٌمتباين  

|أمّا إذا كان   | | |a b=  فإمّا أن تكون هذه الطويلة المشتركة مساوية الصفر، وعندئذ يكون

,a bf  نفسه مساوياً الصفر وهو في هذه الحالة غير متباينٍ، أو أن يكون| | | | 0a b= ≠ 
iaقّق يحُ  θ حقيقي وعندئذ يوجد عددٌ  e bθ= التطبيقلا يكون . وعندئذ ,a bf  ليس

i لأنمتبايناً في هذه الحالة أيضاً  /2
, ,(i ) 0 (0)
a b a b
f e fθ− = =.  

a,وهكذا نكون قد أثبتنا أن الشرط اللازم والكافي ليكون التطبيق الخطّي  bf  من( )Lℝ ℂ  متبايناً هو
|أن يكون  | | |a b≠.  ú  

  
J ليكن 13. التمرينE فضاء شعاعياً على حقل K  اً تطبيق . ولنذكّر أنّ 0عدده المميّز يساوي

pإذا وفقط إذا كان  اً إسقاط يكون Eإلى Eمن pخطياً  p p=�.  
) منإسقاطاً  pليكن  1. )EL ّ1ان متتامّان . أثبت أنه يوجد فضاءان شعاعياّن جزئيE 

  .2Eاً مع توازي 1Eعلى  E لفضاءل اً إسقاط p يجعلان من، Eمن  2Eو
) منإسقاطاً  p ليكن 2. )EL .كنيول λ  {0,1}\عدداً منK التطبيق الخطّي  نّ أ. أثبت

Ep Iλ−  ٌتقابلي خطّي. تشاكل  
) منإسقاطين  qو pليكن  3. )EL . أثبت أنp q+  من اً إسقاطيكون ( )EL  إذا

0pان وفقط إذا ك q q p= =� pعينّ في هذه الحالة صورة ونواة  .� q+.  
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) منإسقاطين  qو pليكن  4. )EL 0 يحُقّقانp q التطبيق الخطي  ن. أثبت أ�=
r p q q p= + − ) منإسقاط  � )EL ،.وعينّ صورته ونواته  

u: اً خطيّ  اً تطبيقإنّ نقول  5. E E→ 1 يحافظ على الفضاء الشعاعي الجزئيE ن مE 
1إذا وفقط إذا كان  1( )u E E⊂ ليكن .p  ًمنإسقاطا ( )EL ليكن، و u  ًتطبيقا

على   u حافَظَ يتبادلان إذا وفقط إذا  pو uالتطبيقين . أثبت أن Eإلى  Eخطياً من 
 من  كلker p وIm p.  

u:ليكن  6. E E→ طبيقاً خطياً يحقق تm
Eu I= حيث m ∗∈ ℕ . نفترض أنّ و 

u  1يحافظ على الفضاء الجزئيE  منE.  ليكنp لفضاءإسقاطاً ل E  1علىE أثبت .
  أن التطبيق الخطيّ المعرّف بالعلاقة

1

0

1
m

k m k

k

q u p u
m

−
−

=

= ∑ � �  

  .kerqلجزئي يحافظ على الفضاء ا u، وأن 1Eعلى  Eللفضاءإسقاط  أيضاً  هو  
  الحـل
1يكفي أن نعرّف  1. ImE p= 2و kerE p=.  


1عنصراً من  xفإذا كان   2E E∩   كان لدينا من جهة أولى( ) 0p x ووجدنا من جهة  =
)يحُقّق  zثانية عنصراً  )x p z=ولكن في هذه الحالة يكون . 

20 ( ) ( ) ( )p x p z p z x= = = =  
1نّ أي إ   2 {0}E E∩ 1. فاموع = 2E E+ .ٌمجموع مباشر 


1عرفّنا  Eعنصراً من  xوإذا كان   ( )x p x= 2و 1 ( )x x x x p x= − = − .
1عندئذ يكون  1x E∈ ويكون ، 

2
2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0p x p x p x p x p x= − = − =  

2إذن  2x E∈ ّ1. وأخيراً نرى مباشرة أن 2 1 2x x x E E= + ∈ . وهذا ما يثبتُ ⊕
1أنّ  2E E E=  pهو التطبيق الخطّي  2Eتوازياً مع  1Eوأنّ الإسقاط الخطّي على  ⊕

  نفسه.
) منإسقاطاً  p ليكن 2. )EL.  كنيلو λ  {0,1}\عدداً منK . ّعندئذ نلاحظ أن  

2( )( ) ( ) (1 )E E E Ep I p I p p I I pλ µ λ µ λµ λµ λ µ− − = − + + = + − −  
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1µفإذا اخترنا  λ=   وجدنا أنّ  −
( )( (1 ) ) (1 )E E Ep I p I Iλ λ λ λ− − − = −  

1)كان   لـمّاو  ) 0λ λ− Epاستنتجنا أنّ  ≠ Iλ−  تقابلٌ خطّي، وأنّ تقابله العكسي هو  
1 1 1

( )
(1 )E Ep I p Iλ
λ λ λ

−− = −
−

  

) منإسقاطين  qو pليكن  3. )EL .  

pنلاحظ أوّلاً أنّ   q+  إسقاط من( )EL  إذا وفقط إذا كان 

( ) ( )p q p q p q+ + = +�  
0pوهذا يُكافئ  q q p+ =� 2pلأنّ  � p= 2وq q=. 


0pكان فإذا    q q p+ =� pمع طرفي  pاستنتجنا بتركيب  � q q p= −�  أنّ  �
2p q p q p= −� � �  

pمن  مجدّداً  وبالاستفادة q q p= −� 2pومن الخاصّتين  ،� p= 2وq q=، نجد  
2( )p q p q p q p p q p q p= − = − − = =� � � � � � �  

0pولأنّ  q q p+ =� ، استنتجنا من 2لا يساوي  K، والعدد المميز للحقل �
0pالمساواتين  q q p+ =� pو  � q q p=� 0pأنّ  � q q p= =� �.  


0pوبالعكس، إذا كان   q q p= =� 0pكان   � q q p+ =� ، وهذا �
pيُكافئ، كما وجدنا سابقاً، أنّ  q+  إسقاط من( )EL.  


0pلنفترض إذن أنّ   q q p= =�  ح أنّ . من الواض�

ker ker ker( )p q p q∩ ⊂ +. 
)kerعنصراً من  xوبالعكس، إذا كان  )p q+   كان( ) ( )p x q x=  ، وعندئذ −

2

2

( ) ( ) ( ( )) ( ) 0

( ) ( ) ( ( )) ( ) 0

p x p x p q x p q x

q x q x q p x q p x

= = − = − =

= = − = − =

�

�
  

kerومن ثمَّ  kerx p q∈   . وهكذا نكون قد أثبتنا أنّ ∩
ker( ) ker kerp q p q+ = ∩.  



 36 الفضاءات الشعاعيّة والتطبيقات الخطيّة

)Imوكذلك من الواضح أنّ  ) Im Imp q p q+ ⊂ عنصراً من  y. وبالعكس، إذا كان +
Imالفضاء الجزئي  Imp q+ أمكن كتابته بالشكل ،( ) ( )y p a q b= من  bو a حيث +

E،  وعندئذ يكون لدينا  
2 2( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

p q y p a p q b q p a q b

p a q b y

+ = + + +
= + =

� �  

)Imوهذا يثبت أنّ  )y p q∈ )Imنكون قد أثبتنا أنّ ف. + ) Im Imp q p q+ = +.  
) منإسقاطين  qو pليكن  4. )EL 0 يحُقّقانp q   ، ولنعرّف �=

r p q q p= + − �  
  عندئذ

2 2r p p q p q p p

r q p q

= + − =

=

� � �

� � 2q q p q+ − � � q

r q p q p

=

=� � �

  

  ومن ثمَّ 
r r r p r q r q p

p q q p r

= + −

= + − =

� � � � �

�
  


kerمن الواضح أنّ   ker kerp q r∩   kerrعنصراً من  xوبالعكس، إذا كان . ⊃
 كان 

  ( ) ( ) ( )p x q x q p x+ = �  ( )∗  

  نّ أعلى الطرفين  pوعندئذ نجد بتطبيق 
2( )p x p q+ � ( )x p q= � ( ) 0p x =�  

)ومن ثمَّ  ) 0p x )، وبالعودة إلى = )نستنتج أيضاً أنّ  ∗( ) 0q x . إذن ينتمي العنصر =
x  إلىker kerp q∩ أنّ  نستنتج. وهكذا  

ker ker kerr p q= ∩  
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Imمن الواضح أنّ   Im Imr p q⊂ )لأنّ  + )Er p q I p= + −� .
Imعنصراً من  yوبالعكس، إذا كان  Imp q+  أمكن كتابةy  بالشكل

( ) ( )y p a q b=  وعندئذ يكون +

( )( )( ) ( ) ( ) ( )

( )

Er y p q I p p a q b

p a p q

= + − +

= +

�

� ( ) ( )
E

b q I p p+ −� � 2( ) ( )a q b q p q+ − � � ( )

( ) ( )

b

p a q b y= + =
  

Imyنّ وهذا يثبت أ r∈ ّفنكون قد أثبتنا أن .Im Im Imr p q= +. 

) منإسقاطاً  pليكن  5. )EL ليكن، و u تطبيقاً خطياً من ( )EL . نعرّف  
2 kerE p=  1و ImE p=  

1، بالاستفادة من كون عندئذ 2E E E=   يمكننا أن نكتب ⊕

( ) ( )

1 1 1 1

2 2 2

1 1 1

2 2 2

1 1 2 2

, ( ) ( )

, ( ( )) ( )

, ( ( )) 0

, ( ) Im

, ( ) ker

( ) ( )

p u u p x E p u x u p x

x E p u x u x

x E p u x

x E u x p

x E u x p

u E E u E E

= ⇔ ∀ ∈ =
∀ ∈ =⇔ ∀ ∈ =
∀ ∈ ∈⇔ ∀ ∈ ∈

⇔ ⊂ ∧ ⊂

� � � �

  

  وهذا يثبت التكافؤ المطلوب.

u:ليكن  6. E E→ ت ق طبيقاً خطياً يحقm
Eu I=  حيثm ∗∈ ℕ . نفترض أنّ و u 

 1Eيتمم الفضاء  2Eدف إلى إيجاد فضاء جزئي . E من 1Eيحافظ على الفضاء الجزئي 
  .uويحُافظ عليه 

  بالعلاقة qالتطبيق الخطيّ  ونعرّف. 1E على E لفضاءل pلتحقيق ذلك نتأمّل إسقاطاً ما 
1

0

1
m

k m k

k

q u p u
m

−
−

=

= ∑ � �  

)1كان   Eعنصراً من  xأنهّ إذا كان  وعندئذ نلاحظ )p x E∈  استناداً إلى تعريفp وكان ،
1أيضاً  1( ) ( )k m ku p u x u E E− ∈ ⊂� 1الة في ح � k m≤ ، وعلى هذا نستنتج >

)مباشرة أنّ  )q x  1ينتمي إلىE َّ1، ومن ثم, ( )x E q x E∀ ∈ pوهذا يُكافئ ، ∋ q q=� .  
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  ومن جهة أخرى لدينا :
1 1

1 1 1

0 0

1

1 1

1

m m
k m k k m k

k k

m
k m k

k

u q u p u u p u u
m m

u p u u q u
m

− −
+ − + − −

= =

−

=

  = =    
  = =   

∑ ∑

∑

� � � � � �

� � � �

  

  ومن ثمَّ 
1

2

0
1

0
1

0
1

0

1

1

1

1

1
( )

m
k m k

k
m

k m k

k
m

k m k

k
m

k m k

k

E

q u p u q
m

u p q u
m

u q u
m

q u u
m

q mI q
m

−
−

=
−

−

=
−

−

=
−

−

=

=

=

=

  =    

= =

∑

∑

∑

∑

� � �

� � �

� �

� �

�

  

. ولقد kerqو Imqيحُافظ على كل من  u والتطبيق. uهو إسقاط خطّي يتبادل مع  qإذن 
1Imq وجدنا أيضاً أنّ  E⊂.  

1xوأخيراً، إذا كان  E∈   كان( )ku x  1عنصراً منE  أياًّ كانتk  0,1}من, , 1}m −… ،
)وعندئذ يكون  ) ( )m k m kp u x u x− ,0,1}من  kأياًّ كانت  �=− , 1}m ، وهذا …−
  يقتضي أن يكون

1

0
1

0

1
( ) ( )

1
( )

m
k m k

k
m

k m k

k

q x u p u x
m

u u x x
m

−
−

=
−

−

=

=

= =

∑

∑

� �

�

  

1إذن  ImE q⊂ ّ1، وهذا يثبت أنImq E= وعليه يكون .q  ًللفضاء اً إسقاط أيضا E 
2 على الفضاء الجزئي يحافظ uكما إنّ التطبيق ،  1Eعلى  kerE q=.  ّالإثباتوبذا يتم.  ú  
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J ليكن  14. التمرينE اعياً على حقل فضاءً شعK و ليكن ،:f E E→  ّياً.تطبيقاً خط  
2ker  أثبت أن  1. ker ker Im {0}f f f f= ⇔ ∩ =.  
2Im   أثبت أن : 2. Im ker Imf f E f f= ⇔ = +.  
  . أثبت تكافؤ الشروط الأربعة السابقة.2منتهٍ  Eنفترض أن بعُد  3.
  الحـل
.1 ( 2kerلنفترض أنّ  ⇒( kerf f= ًولنتأمّل عنصرا ،x  منker Imf f∩  عندئذ

)يكون لدينا، من جهة أولى  ) 0f x )يحُقّق  Eفي  zويوجد عنصرٌ  = )x f z=،  ولكن
)2من ذلك أنّ  نستنتج ) ( ) 0f z f x= 2kerتمي إلى ين zإذن  = f ْض، واستناداً إلى الفر، 

kerهو ينتمي إلى  f وعليه يكون .( ) 0x f z= . ونكون بذلك قد أثبتنا أنّ =
ker Im {0}f f∩ =.  

( kerوبالعكس، لنفترض أنّ  ⇐( Im {0}f f∩ 2ker. إنّ الاحتواء = kerf f⊂ 
2kerعنصراً من  xليكن  صحيحٌ وضوحاً. f عندئذ يكون .( ) ker Imf x f f∈ وهذا  ∩

)يقتضي، استناداً إلى الفرْض، أنّ  ) 0f x kerينتمي إلى  xأي إنّ  = f.  

.2 ( 2Imلنفترض أنّ  ⇒( Imf f= ًولنتأمّل عنصرا ،x  منE اء من انتم عندئذ نستنتج
( )f x  2إلىIm f  أنهّ يوجدz  فيE  2يحُقّق( ) ( )f z f x= 1. فإذا وضعنا ( )x f z= 

2و ( )x x f z= Imعنصراً من  1xكان   − f 2، وكانx  عنصراً منker f وأخيراً كان ،
1 2x x x= ker. إذن أثبتنا أنّ + ImE f f= +.  

( kerوبالعكس، لنفترض أنّ  ⇐( ImE f f= 2Imإنّ الاحتواء .+ Imf f⊂  ٌصحيح
Imعنصراً من  xوضوحاً. ليكن إذن  f عندئذ يوجد .z  فيE  يحُقّق( )x f z= استناداً إلى .
2يحُققان  2zو 1zعنصرين  Eالفرْض، نجد في  1( )z z f z= 2 حيث + kerz f∈ .
2وعندها يكون 

1( )x f z= أي يكون ،x  2عنصراً منIm f ّفنكون قد أثبتنا أن .
2Im Imf f=.  

                                            

 .ة البُعدببحث الفضاءات الشعاعيّة المنتهييتطلّب هذا السؤال بعض الدراية  2
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2kerمنته. لدينا بوجه عام  Eلنفترض أنّ بعُد الفضاء  3. kerf f⊂ 2وIm Imf f⊂ 
  إذن 

2 2

2 2

ker ker dimker dimker

Im Im dim Im dim Im

f f f f

f f f f

= ⇔ =

= ⇔ =
  

  تفيدنا المساواتان وعندئذ
dimker dim dim Imf E f= −   

2  و 2dimker dim dim Imf E f= −  
  في إثبات صحّة التكافؤ

2dimker dimker dim Im dim Imf f f f= ⇔ =  
  تهياً يكونمن Eفنكون بذلك قد أثبتنا أنهّ عندما يكون بعُد الفضاء 

2 2ker ker Im Imf f f f= ⇔ =  
  ú  يثُبت تكافؤ الخواص الأربع المدروسة في هذه الحالة. وهذا

:2يبين التطبيق الخطّي  .ملاحظة � [ ] [ ],f X X P X P ′→K K أنّ شرط البُعد المنتهي  ֏
  اضروري لتكافؤ الخواص الأربع السابقة. فهنا لدين Eعلى 

{ }ker : deg 0f P P= }و      ≥ }2Im : |f P X P=  
kerفاموع  Imf f+ .مباشر دون أن يكون هذان الفضاءان متتامّين  

J ليكن  15. التمرين E  فضاءً شعاعياً على حقلK  ز لا يساويليكن2عدده الممي . F  ًفضاء
) تطبيقاً خطياً من u. وليكن Eولا يساوي  Eشعاعياً جزئياً من  )EL قلشرط:ا يحُق  

\ , , ( )x xx E F u x xλ λ∀ ∈ ∃ ∈ = ⋅K  
Eu يحُقّق Kفي  λأثبت أنه يوجد عدد    Iλ=.  

  الحـل
E\عنصرين من  yو xليكن  F.ولنناقش حالتين .  

) إذا كانت الجملة  , )x y وجدنا عددين خطياً  مرتبطة ،α وβ  غير معدومين معاً يحُقّقان 

0x yα β+ =  
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0xكان   لـمّاولكن،  0yو ≠ 0αاستنتجنا أنّ  ≠ 0βو ≠ . ومن ثمَّ يوجد ≠
xيحُقّق  γعددٌ غير معدوم  yγ=.  ونستنتج من المساواة( ) ( )u x u yγ=  ّأن  

x y y
x y xλ γλ λ= =  

ومن ثمَّ 
x y
λ λ=  ّ0لأنx ≠. 


)لنفترض إذن أنّ   , )x y يوجد  جملة حرةّ. عندئذt  في∗K  يحُقّقx ty F+ ∉ ،
)ستنتج من المساواة نذ وعندئ ) ( ) ( )u x ty u x u ty+ =  أنّ  +

( ) ( ) 0
x ty x x ty y

x t yλ λ λ λ+ +− + − =  
)ولأنّ الجملة    , )x y  ّجملة حرةّ، نستنتج أن

x x ty y
λ λ λ+= =.  

  
E\عنصراً ما من  aإذن ليكن  Fنضع ، ولaλ λ= ّفنكون قد أثبتنا فيما سبق أن ،  

\ , xx E F λ λ∀ ∈ =  
  أو

\ , ( )x E F u x xλ∀ ∈ =  
aو a. عندئذ ينتمي العنصران Fمن  zلنتأمّل عنصراً  z+  إلى\E F َّومن ثم ،  

( ) ( ) ( ) ( )u z u a z u a a z a zλ λ λ= + − = + − =  
  وهكذا نكون قد أثبتنا أنّ 

, ( )x E u x xλ∀ ∈ =  
Euأو  Iλ=.  ú  

)من  uلقد أثبتنا بوجه خاصّ أنهّ إذا حقّق تطبيقٌ خطّي  :ملاحظة � )EL الخاصّة  
, ( )x E u x x∀ ∈ ∈ K  

Euيحُقّق  Kفي  λوُجِدَ  Iλ=.  
  
J ليكن  16. التمرين ( , )E C= ℝ ℝ ع الحقيقيّة المستمرةّ على التواب فضاءℝ . نعرّف علىE 

:التطبيق  E Eϕ )بالعلاقة  → )f gϕ  حيث =
0

( ) ( )d
x

g x tf t t= أثبت  .∫
  متبايناً أو غامراً ؟ ϕ يكونأَ  :خطّي. وبينϕ  أنّ 
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  الحـل
 بسيط نتركه للقارئ. اً أمرٌ خطيّتطبيقاً  ϕإنّ التيقن من كون التطبيق  �

Â  ليكنf  عنصراً منkerϕ عندئذ يكون لدينا 

0

, ( )d 0

x

x tf t t∀ ∈ =∫ℝ  

,وباشتقاق طرفي هذه المساواة نستنتج أنّ  � ( ) 0x xf x∀ ∈ =ℝومن ثمَّ يكون ،  
, ( ) 0x f x∗∀ ∈ =ℝ  

0fنستنتج أنّ  fوبالاستفادة من استمرار  � ker، أي إنّ = {0}ϕ  ϕ والتطبيق =
 متباينٌ.

Â  إنّ التطبيقϕ  ّ1غير غامر لأنIm ( , )Cϕ ⊂ ℝ ℝ ، 1حيث( , )C ℝ ℝ  هو فضاء
  ℝ.  ú على 1Cالصف  لىإالتوابع التي تنتمي 

J ليكن 17. تمرينال ( , )E C∞= ℝ ℝ ائياًّ  فضاءالتوابع الحقيقيّة التي تقبل الاشتقاق عدداً لا
: التطبيق Eنعرّف على  .ℝ من المرات على E Eϕ   : أتيكما ي  →

( )f gϕ )   حيث   = ) ( ) 2 ( )g x f x xf x′= −  
kerوعين  خطّي. ϕأثبت أنّ  nϕ  في حالةn  من∗ℕ.  

  الحـل
)نلاحظ أنهّ بالإمكان صياغة عبارة  )g fϕ=  : كما يلي 

( )2 2d
( )( ) ( ) 2 ( ) ( )

d
x xf x f x xf x e e f x

x
ϕ −′= − =  

  :الآتيتينبالصيغتين  Dو Tين فإذا عرفّنا التطبيقين الخطيّ
2

: , ( ) : ( )( ) ( )

: ,

xT E E f T f T f x e f x

D E E f f

→ =
′→

֏

֏
  

1Tكان  D Tϕ −= � )، وهذا يثُبتُ من جهة أولى أنّ � )Eϕ ∈ L أنّ من جهة ثانية ، و  
1n nT D Tϕ −= � �  

kerوعليه  nf ϕ∈ إذا وفقط إذا كانker nf D∈أي إذا كان  ؛f  تابعاً كثير الحدود من
1nالدرجة   ú  ر.على الأكث −
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J 3نتأمّل في  18. التمرينℝ  (1,2,3)الشعاعينu v(3,2,1)و = الشرط اللازم  دْ . جِ =
) حتىّ ينتمي الشعاع zو yو xوالكافي على  , , )x y z إلى vect( , )u v.  

  الحـل

) لنضع بالتعريف , , )w x y z=عندئذ .  

( )

2

2

vect( , ) ( , ) ,

( , ) , 3 ,2 2 , 3

w u v w u v

w

α β α β

α β α β α β α β

∈ ⇔ ∃ ∈ = +

⇔ ∃ ∈ = + + +

ℝ

ℝ
  

  ولكن 
3

2 2

2

3 2

x

y

z

α β

α β

α β

= +

= +
= +

  

  يُكافئ
3

2 4

3 8

x

y x

z x

α β

β

β

= +

− = −
− = −

  

  وهذا بدوره يُكافئ
3 2

4
2

4
2 0

y x

x y

z y x

α

β

−
=

−
=

− + =

  

)فإذا وُجِد  , )α β  ق الشرطيحُقw u vα β= 2xوجب أن يكون  + z y+ = .  
3وبالعكس، إذا تحقّق هذا الشرط عرفّنا  2

4

y x
α

2و =−

4

x y
β

wصبح ف =− u vα β= + .
  وعليه

( , , ) vect( , ) 2x y z u v x z y∈ ⇔ + =  
  ú  وهي النتيجة المرجوّة.
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J ليكن 19. التمرين [ ]E X= ℝ كثيرات الحدود الحقيقيّة. نعرّف  فضاء  

{ }1 1

0 0
: ( )d ( )d 0F P E P t t tP t t= ∈ = =∫ ∫  

يحُقّق  Eمن  Gوعين فضاءً جزئياًّ  Eضاء شعاعي جزئي من ف Fأثبت أنّ 
E F G= ⊕.  

  الحـل

 للقارئ نظراً إلى سهولته. فضاءً جزئيّاً  Fنترك إثبات كون  


]1ليكن   ]G X= ℝأي فضاء كثيرات الحدود الحقيقيّة من الدرجة الأولى على الأكثر.  ؛
 ولنثبت أنّ 

E F G= ⊕  
Fكثير حدود من   Pليكن  � G∩ عندئذ يكُتب ،P  بالشكلaX b+وهو يحُقّق ،  

1 1

0 0
( )d ( )d 0P t t tP t t= =∫ ∫  

0أي 
2 3 2

a a b
b+ = +   وهذا يُكافئ =

2 0

2 3 0

a b

a b

 + = + =
  

0aوبالحلّ المشترك نجد أنّ  b= 0P، أي = F{0}. فنكون قد أثبتنا أنّ = G∩ =.  
كثير الحدود   يجعلان bو a حقيقيين . ولنبحث عن عددينEمن  Pلنتأمّل كثير حدود  �

( )P X aX b−   فإذا افترضنا وجود هذين العددين كان  .Fعنصراً من  −
1 1

0 0
( ( ) )d ( ( ) )d 0P t at b t t P t at b t− − = − − =∫ ∫  

  وهذا يُكافئ الجملة
1

0
( )d

2

a
b P t t+ = 1و    ∫

0
( )d

3 2

a b
tP t t+ = ∫  

  التي تُكافئ بدورها
1

0
6 (2 1) ( )da t P t t= 1و      ∫−

0
2 (2 3 ) ( )db t P t t= −∫  

  وجوده.  وهذا يثبت وحدانيّة الحلّ في حال
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  وعرفّنا كثيري الحدود : Eعنصراً من  Pوبالعكس، إذا كان 
1 1

0 0
( ) 6 (2 1) ( )d 2 (2 3 ) ( )d

( ) ( ) ( )

R X t P t t X t P t t

Q X P X R X

 = − + −  
= −

∫ ∫  

Pكان  Q R= Q حيث + F∈ وR G∈ ّوهذا ما يثبتُ أن .E F G= ⊕.  ú  

J ليكن 20. التمرين E  ًشعاعيّاً على حقلٍ  فضاءK ولتكن ،( )i i Ie جماعةً من عناصر  ∋
\{0}Eطّي . نفترض أنهّ يوجد تطبيق خu  من( )EL  وجماعة( )i i Iλ من عناصر  ∋
K  قتحُق, ( )i i ii I u e eλ∀ ∈ ii، وأنّ التطبيق = λ֏  متباينٌ. أثبت أنّ الجماعة

( )i i Ie  جماعة حرةّ. ∋

  الحـل
)لنتأمّل جماعة شبه معدومة  )i i Iα )من  ∋ )IK ّ0، ولنفترض أنi i

i I

eα
∈

 u. عندئذ بتطبيق ∑=

  ساواة نستنتج أنهّمن المراّت على طرفي هذه الم kعدداً 
, 0k

i i i
i I

k eα λ
∈

∀ ∈ =∑ℕ  

فإذا كان 
0

( ) k
k

k

P X a X
≥

= ]كثير حدود ما من   ∑ ]XK  ّاستنتجنا مما سبق أن  

0 0

( ) 0k k
i i i i k i i k i i i

i I i I k k i I

P e a e a eα λ α λ α λ
∈ ∈ ≥ ≥ ∈

      = = =       
∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

  أي
  [ ], ( ) 0i i i

i I

P X P eα λ
∈

∀ ∈ =∑K  ( )∗  

)ماعة فإذا افترضنا أنّ الج )i i Iα }غير معدومة كانت اموعة  ∋ }: 0iJ i I α= ∈ ≠ 
  ونعرّف كثير الحدود Jمن  kمجموعة منتهية وغير خالية. وفي هذه الحالة نختار 

{ }\

( ) k

j J k j k

X
P X

λ

λ λ∈

−
=

−∏  

1iمع الاصطلاح 
i
z

∈∅
∏ = .  
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)عندئذ نستنتج من  0kأنّ  ∗( keα 0ke، ولأنّ = 0kα، وجب أن يكون ≠ = 
)إذن لا بدُّ أن تكون الجماعة  .Jإلى  kوهذا يناقض انتماء  )i i Iα معدومة، وهذا يثبت  ∋

)أنّ الجماعة  )i i Ie   ú  جماعة حرةّ. ∋
  
  
  
  
  

RBY  
H;F  
VBN  

  



47 

  الفضاءات الشعاعيّة المنتهية البُعد

   اتعموميّ  1.

) . ولتكنKفضاءً شعاعياً على حقل  Eليكن  .مبرهنة 1-1. )i i Ie . E جماعة من عناصر ∋
  : متكافئة الآتيةإنّ الخواص 

)الجماعة  � )i i Ie   .E لفضاء الشعاعيأساس ل ∋
) الجماعة � )i i Ie } أي إنّ الجماعة جماعة مولّدة أصغرية. ∋ }\( )i i I je كان   أياًّ  Eلا تولّد  ∋
j  منI.  
) الجماعة � )i i Ie د تماماً الجماعة جماعة تمُد  خطياً كل  أي تكون مرتبطةً جماعة حرةّ أعظمية.  ∋

  .السابقة

  الإثبات 

⇐� } إذا لم يكن ذلك صحيحاً أمكن توسيع مجموعة الأدلةّ إلى � }J I j=  حيث، ∪
j I∉ إيجاد عنصرٍ أمكن ، وje  فيE  تكون الجماعة الجديدةعلى أن ( )i i Je حرةًّ.  ∋

)ولكنّ الجماعة  )i i Ie )إذن توجد جماعة شبه معدومة  E لفضاءأساس ل ∋ )i i Iα من  ∋
( )IK تحُقّق j i i

i I

e eα
∈

)ون الجماعة كناقض  وهذا ي ∑= )i i Je   حرةّ. ∋

⇐� } نضع. Iعنصراً لا ينتمي إلى  j وليكن، Eعنصراً من  xليكن  � }J I j= ∪ 
jeونعرّف  x= .كانت الجماعة   لـمّا( )i i Ie ) حرةً أعظميّة كانت الجماعة ∋ )i i Je ∈ 

)معدومة  مرتبطة. إذن توجد جماعة شبه )i i Jα ) من ∋ )IK 0 قّقتحi i
i J

eα
∈

=∑ 

)و ) 0i i Iα ∈ 0jα افتراض . ولأنّ ≠ )يناقض كون الجماعة  = )i i Ie وجب أن حرة،  ∋
0jα يكون    عندئذ يكونو . jα وبالإمكان القسمة على ≠

i
j i

i I j

x e e
α

α∈

= = −∑  

) الجماعة ،من ثمَّ  ،تكونو  )i i Ie   ا حرةّ.مولّدة، وهي أصغرية لأّ جماعةً  ∋

 الفصل السابع
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⇐� )إذا لم تكن الجماعة � )i i Ie  العنصر يحُقق أنّ  Iفي  0i حرةً وُجِدَ  ∋
0i
e  ٌفي  خطي تركيب

}الجملة  عناصر }0\( )i i I ie }. ومن ثمَّ تكون الجماعة ∋ }0\( )i i I ie ناقض  وهذا ي ،مولّدة ∋
)كون الجماعة  )i i Ie   �  جماعة مولّدة أصغرية. ∋

  
1. ولتكن K فضاء شعاعياً على حقل E ليكن .مبرهنة 2-1. 2( , , , )ne e e…  جملة منE .

1نضع  2vect( , , , )nF e e e= … 1جملة  . عندئذ تكون كل 2 1( , , , )nf f f  F من …+
  خطيّاً. مرتبطةً 

  الإثبات
  .n العدد سنثبت هذه المبرهنة بالتدريج على

1n إذا كان � }1 كان  = : }F eλ λ= ∈ K 1. فإذا كانf 2وf منF  وُجِدَ عددان
1λ 2وλ من K 1 يحُقّقان 1 1f eλ= 2و 2 1f eλ= . 2 عندئذو 1 1 2 0f fλ λ−  والجملة، =

1 2( , )f f  .ً1لاحظ أنّ حالة (مرتبطة خطيا 2 0λ λ=   .)تافهةحالة  =
1n لنفترض صحة الخاصة عند قيمة � 1ولنفترض أنّ  .− 2 1( , , , )nf f f جملة من  …+

1 2vect( , , , )nF e e e= 1. عندئذ توجد جملة … 1
1

( )i j i n
j n

α ≤ ≤ +
≤ ≤

  تحُقّق : K من 

1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2

1 1,1 1 1,2 2 1,

n n

n n

n n n n n n

f e e e

f e e e

f e e e

α α α

α α α

α α α+ + + +

= + + +

= + + +

= + + +

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮

⋯

  

1إذا كان ف 2 1, 0n n n nα α α += = = 1 كانت الجملةُ   ⋯= 2( , , , )nf f f…  جملةً من
1عناصر  2 1vect( , , , )ne e e   قتضى فرْض التدريج تكون هذه الجملة مرتبطة خطياًّ.، وبم…−

,لنفترض إذن أنّ  0k nα }\1من  j في حالة ،، ولنضع≠ }n k+ℕالتعريف الآتي ،:  

,
1 1

,

vect( , , )
j n

j j k n
k n

f f f e e
α

α
−= − ∈ɶ …  
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} عندئذ تكون }1\( )
nj j kf
+∈ℕ

ɶ 1من  جملة 1vect( , , )ne e فهي إذن مرتبطة خطياً بمقتضى  …−
}ومن ثمَّ توجد جملة غير معدومة  فرْض التدريج. }1\( )

nj j kλ
+∈ℕ  منK  0تحُقّقj j

j k

fλ
≠

=∑ ɶ 

  نهمو 
,

,

0
j j n

j j k
j k j k n k

f f
λ α

λ
α≠ ≠

  − =  
∑ ∑  

1الجملة وهذا يثبت أنّ  2 1( , , , )nf f f   �  .خطياً  لة مرتبطةجم …+

1 . إذا كانتKشعاعياً على حقل  فضاءً  E ليكن .نتيجة 3-1. 2( , , , )ne e e…  ّدة جملة مول
) كل جماعة  كانت  E لفضاءل )j j Jf )cardالشرط تحُقّق  ∋ )J n> .ًّمرتبطةً خطيا  

   بعُد فضاء شعاعي 2.

إذا وفقط إذا  منتهي البعد E. نقول إنّ Kشعاعياً على حقل  فضاءً  E ليكن .تعريف 1-2.
) وُجدتْ فيه جماعة )i i Ie )card)مولّدة ومنتهية  ∋ ) )I < +∞.  

) كن. ولتKفضاء شعاعياً على حقل  Eليكن  .مبرهنة 2-2. )i i Ie . E جماعة من عناصر ∋
) نفترض أنّ الجماعة )i i Ie  Iمن  J جماعة مولدة وأنه توجد مجموعة جزئية غير خالية ∋

) الجماعة تكون عندها )i i Je أي  Jتحوي  Iمن  Kحرةً. عندئذ توجد مجموعة جزئية  ∋
( )I K J⊃ )الجماعة تكون، في حالتها، و  ⊂ )i i Ke   .Eللفضاء  اً أساس ∋

  الإثبات 
الحالة العامة تقنيات  تتطلّبإذ  منتهي البعد. Eسنقدّم البرهان فقط في حالة كون الفضاء الشعاعي 

  الكتاب.هذا إطار  وهي خارج Zorn) زورن وطئةت( إضافية مثل
)جملةٍ  كل   يجعل nطبيعي  عددٌ  دَ جِ فضاءً منتهي البُعد وُ  Eكان   لـمّا )j j Lf تحُقق الشرطَ  ∋

card( )L n>  ًف  1-3.وذلك استناداً إلى النتيجة  ،مرتبطةً خطياإذنلنعر  

  
J من الواضح أنّ  ∈ A وأنهّ بمقتضى الملاحظة السابقة :  

, card( )H H n∀ ∈ ≤A  

{ }: ( ) ( ( ) )i i HH I J H e ∈= ⊂ ⊂ ∧A   جماعة حرةّ
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  ، وتحُققAتنتمي إلى  K وجدتإذن  
{ }card( ) max card( ) :K H H= ∈ A  

Kكان   لـمّامن جهة أولى،  � ∈ A   كانت الجملة( )i i Ke J حققتحرةّ و  ∋ K I⊂ ⊂.   

)ومن جهة ثانية، إذا لم تكن الجملة  � )i i Ke I\في وُجِدَ  ،مولّدةً  ∋ K عنصر j  قيحُق
( )vect ( )j i i Ke e } الجملة تكون ، ولكنّ هذا يقتضي أن∌∋ }( )i i K je ∈  Eجملة حرةّ في  ∪

} اموعة تكون أنو  }K j∪  عنصراً منAوهذا يناقض تعريف ، Kلجملة. إذن ا ( )i i Ke ∈ 
  �  .E لفضاءكون أساساً ل تُ ي من ثمَّ مولدة وهجملة 

)1. لنفترض أنّ K فضاء شعاعياً على حقل Eليكن  .نتيجة 3-2. , , )re e=E جملة حرةّ  …
)1و Eمن  , , )mg g=G إلى  Eم . عندئذ يمكننا أن نتمّ E لفضاءجملة مولّدة ل …

1أساس  1( , , , , , )r r ne e e e+… ,1 ، وذلك بعناصرEللفضاء  … ,r ne e+ مأخوذة  …
}اموعة  من : }kg k m≤.  

، نفترض أنّ Kفضاءً شعاعياً منتهي البعد على حقل  E ليكن .مبرهنة وتعريف 4-2.
{0}E )أساس  بحيث يحقّقُ كلn ، يعيٌ وحيدٌ . عندئذ يوجد عددٌ طب≠ )i i Ie للفضاء  ∋
E  َالشرطcard( )I n= .  

بالرمز عادة ، ونرمز إليه Kالحقل على  E بعُدَ الفضاء الشعاعي nنسمّي العددَ 
dim EK أو ببساطة ،dimE.إذا لم يكن هنالك مجال للالتباس ،  

  الإثبات

)1أساسين  نتأمّلل , , )ne e=E )1و … , , )mf f=F جملة  Eكانت   لـمّا. E لفضاءل …
nجملة حرةّ، كان  F مولّدة، ولأنّ الجملة m≥  وبأسلوب مماثل،  1-3.وذلك بمقتضى النتيجة

mجملة حرةّ إذن  Eوالجملة  ،جملة مولّدة Fالجملةُ  n≥ َّومن ثم ،m n=.  �  

dim{0}نصطلح أنّ  .ملاحظة 5-2. منتهي البعد  E، وأنهّ إذا لم يكن الفضاء الشعاعي =0
dimفإنّ  Kعلى  E = +∞K.  
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شعاعياً جزئياً  فضاءً  F. وليكن Kعد على حقل فضاء شعاعياً منتهي البُ  Eليكن  .نتيجة 6-2.
  يحُقّقعد فضاءً شعاعياً منتهي البُ  F ذ يكون. عندئE من

dim dimF E≤  
  الإثبات

F{0}إذا كان  F{0}أنّ  إذن . نفترضالإثباتتمّ  = مجموعة الأعداد  Nونعرف  ≠
)1جملة  ،التي توجد، في حالة كل منها ℕ∗من  qالطبيعية  , , )qx x…  حرةّ فيF.  

∅dimEكان   Eحرةًّ في  F كانت كل جملٍة حرةٍّ في  لـمّا ≠ ⊂N ℕ ّ{0}، لأنF ≠ .
maxليكن  dimp E= ≤N  1عندئذ توجد جملة( , , )px x… حرةّ في F،  جملة وهي
dimp. ومنه F لفضاءل أساسٌ فهي  ،Fأعظمية في حرةّ  F= ويكتمل الإثبات .  �  

وكان بعُداهما منتهيين كان  ،Kفضاءين شعاعيين على حقل  Fو Eإذا كان  .مبرهنة 7-2.
E F×  ًلى الحقل شعاعياً منتهي البُعد ع فضاءK،  الآتيةالمساواة وتحقّقت.  

dim dim dimE F E F× = +  
  الإثبات

)1 إنّ هذه النتيجة صحيحة لأنه إذا تأملنا أساساً  , , )ne e=E  ، وتأملنا كذلكE لفضاءل …
)1أساساً  , , )mf f=F  . كانت الجملةFلفضاء ل  …

( )1 2 1 2( ,0),( ,0), ,( ,0),(0, ),(0, ), ,(0, )n me e e f f f… …  
E لفضاءأساساً ل F×.  �  

1لتكن  .تعميم8-2. 2, , , nE E E… قلٍ ضاءات شعاعية منتهية البعد على حف Kندئذ يكون . ع
1 2 nE E E× ×   ويكون  ،فضاءً شعاعياً منتهي البعد أيضاً  ⋯×

1 2
1

dim( ) dim
n

n i
i

E E E E
=

× × × =∑⋯  

  الإثبات

  �  .الإثبات مباشرٌ بالتدريج اعتماداً على الخاصّة السابقة
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 Eمن  . نفترض أنّ بعُد كلK  على حقل فضاءين شعاعيين Fو Eليكن  .مبرهنة 9-2.
  : متكافئتين الآتيتان. عندئذ تكون الخاصّتان هياً منت Fو

E)ونكتب عندئذ (، Fو Eبين  uيوجد تقابلٌ خطي  � F≅.  
� dim dimE F=.  

  الإثبات
⇐� )1 ليكن � , , )ne e=E ). ولنعرّف Eلفضاء أساساً ل … )i if u e=  ًّكان  أيا i  من

nℕ 1. إنّ الجملة( , , )nf f=F   :الآتيينللسببين . وذلك Fلفضاء أساس ل …
 .جملة حرةّ Fمتباينٌ إذن  uوالتطبيق  ،جملة حرةّ E الجملة �

 جملة مولّدة. F إذنغامرٌ  u مولّدة والتطبيقجملة  Eالجملة   �

dimومن ثمَّ  dimF n E= =.  
⇐� )1 ليكن � , , )ne e=E )1وليكن  ،E لفضاءأساساً ل … , , )nf f=F أساساً  ،…

u:. إنّ التطبيق الخطي Fضاءلفل E F→   أتيكما يالمعرّف   
, ( )n i ii u e f∀ ∈ =ℕ  

  �  هو التقابل الخطّي المطلوب.  

مُشاكِلاً  E. عندئذ يكون Kفضاءً شعاعياً منتهي البعد على حقل  Eليكن  .نتيجة 10-2.
dimEE. أي dimEKتقابلياً للفضاء  ≅ K.  

  .تطبيق

)حقلاً منتهياً، إذن  Fليكن  )card np=F حيث n ∗∈ ℕ وp  ٌأولي. عدد  

حلقة تامّة.  Fلأنّ  أولي  عددٌ  p . نعلم أنّ Fالعددَ المميّز للحقل  pفي الحقيقة، ليكن 
p=K/ومن ثمَّ يكون  ℤ ℤ  حقلاً جزئياً منFويمكن اعتبار ، F  ًشعاعياً على  فضاء

K كان  لـمّا. و F  حقلاً منتهياً كان بعُدُ الفضاء الشعاعيF  على الحقلK  منتهياً. لنضع
dimn = K F عندئذ يكون .n≅F K بمقتضى النتيجة السابقة ومنه  

( )card np=F  
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1 . نفترض أنّ Kفضاء شعاعياً على حقل  E ليكن .نتيجة 11-2. 2, , , nE E E…  فضاءات

 ونفترض أنّ اموع ،أبعادها منتهية Eمن ة ة جزئيّ يّ شعاع
1

n

i
i

E
=
مباشر. عندئذ يكون  ∑

1 الفضاء 2 nE E E⊕ ⊕   منتهي البعد، ويكون  ⋯⊕

11

dim dim
nn

i i
ii

E E
==

=∑⊕  

  الإثبات
  التطبيق نعلم أنّ في الحقيقة، 

1 2 1
11

: , ( , , )
nn

n i n i
ii

E E E E x x x
==

ϕ × × × → ∑⊕⋯ … ֏  

  �  .تقابلٌ خطي
  

شعاعياً  فضاءً  F . وليكنK فضاء شعاعياً منتهي البُعد على حقل Eليكن  .مبرهنة 12-2.
E يحُقّق Eمن  Gيوجد فضاء شعاعي جزئي عندئذ . Eجزئياً من  F G= ⊕.  

  الإثبات 
)1ليكن  , , )re e… لفضاءأساساً لF عناصر  أن نجد 2-3.. يمكننا بناءً على المبرهنة

1, ,r ne e+ 1 تجعل الجملة E في … 1( , , , , , )r r ne e e e+…   . نعرّف إذنEلفضاء أساساً ل …
1vect( , , )r nG e e+= …  

Eونتحقّق بسهولة أنّ  F G= ⊕.  �  

dimEيكن لم  إذاإنّ الخاصة السابقة صحيحة  .ملاحظة � < +∞.  

شعاعياً  فضاءً  F ، وليكنKفضاء شعاعياً منتهي البُعد على حقل  E ليكن .مبرهنة 13-2.
E/. عندئذ يكون بعُد Eجزئياً من  F ونمنتهياً، ويك  

dim / dim dimE F E F= −  
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  الإثبات
Eيحقّق  Eمن  G شعاعياً جزئياً  فضاءً  2-12.لنتأمّل استناداً إلى المبرهنة  F G= ⊕ ،

: التطبيق ولنتأمّل / , [ ]G E F x xΦ → مقصور الغمر القانوني على الفضاء الجزئي وهو  ֏
G ّإن .Φ .تشاكل تقابلي خطي  

وهو  ه مقصور تطبيق خطي على فضاء شعاعي جزئي من منطلقه.لأنّ  خطيΦ   في الحقيقة، إنّ 
  لأنّ  متباينٌ 

) ([ ] 0)ker (

(

0

) ( )

{0}

x x

x

x x

G x

G x F

G F

∈ ∧ =

∈

∈ Φ ⇔

⇔ ∧ ∈
∈ ∩ = ⇔ =⇔

  

Fكان   Eعنصراً من  xوأخيراً إذا كان  Gx x x= Fx حيث + F∈ وGx G∈،  ومن
]ثمَّ  ] [ ] ( )G Gx x x= = Φ ّوهذا يثبت أن ، Φ .ينتج من ذلك أنّ  غامر  

dim / dim dim dimE F G E F= = −  
  �  وهو المطلوب إثباته.

. Eشعاعياً جزئياً من  فضاءً  F، وكان Kشعاعياً على حقل  فضاءً  Eن إذا كا .تعريف 14-2.
codimEمنتهٍ ونكتب  F تمام بعُد نقول إنّ  F < ا وفقط إذا كان بعُد إذ ∞+
E/الفضاء  F منتهياً. ويكون بالتعريفcodim dim /E F E F= لقد أثبتنا في .

  :يأتيما المبرهنة السابقة 
codim dim imdim dE FE E F∞ ⇒ = −< +  

تطبيقاً  u. وليكن Kحقل فضاءَين شعاعيينّ منتهيي البُعد على  Fو Eليكن  .مبرهنة 15-2.
) ، أيFإلى  Eخطياً من  , )u E F∈ Lعندئذ يكون بعُد . Imu  منتهياً ويكون 

dim dim(ker ) dim(Im )E u u= +  
  الإثبات 

  أنّ  في بحث الفضاءات الشعاعيّة والتطبيقات الخطيّةلقد أثبتنا 
/ker ImE u u≅  

  ومن ثمَّ يكون
  dim Im dim /ker dim dim keru E u E u= = −  �  
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. عندئذ يكون K شعاعيين بعداهما منتهيان على حقل فضاءين Fو E: ليكن  مبرهنة16-2.
)بعُد الفضاء  , )E FL  ًويكون  ،منتهياdim ( , ) dim dimE F E F= ⋅L.  

  الإثبات
)1ليكن  , , )ne e=E وحيد  أسلوبيق الخطي يتعينّ بكان التطب  لـمّا. E لفضاءأساساً ل …

  انطلاقاً من صورة أساس للمنطلق، كان التطبيق

1 2: ( , ) , ( ( ), ( ), , ( ))n
nE F F u u e u e u eΦ →L ֏ …  
  تقابلاً خطياً، ومن ثمَّ 

  
1

dim ( , ) dim dim dim dim
n

n

i

E F F F E F
=

= = = ⋅∑L  �  

  رتبة جماعة أشعة ورتبة تطبيق خطي 3.

) لتكن .تعريف 1-3. )i i Ix ))vect. إذا كان بعُد Eجماعة من فضاء شعاعي  ∋ ) )i i Ix ∈ 
) رتبة الجماعةمنتهياً قلنا إنّ  )i i Ix   منتهية وكتبنا ∋

rg(( ) ) dim vect(( ) )i i I i i Ix x∈ ∈=  

) . ولتكنFو Eين ن شعاعي يْ تطبيقاً خطياً بين فضاءَ  uليكن  .مبرهنة 2-3. )i i Ix جماعة من  ∋
E  رتبتها منتهية. عندئذ تكون رتبة الجماعة( ( ))i i Iu x   منتهية أيضاً ويكون ∋

rg(( ( )) ) rg(( ) )i i I i i Iu x x∈ ∈≤  
  الإثبات

))vect ليكن ) )i i IG x dim ولنضع ،=∋ rg(( ) )i i Ir G x ∈= التطبيق الخطّي  نتأمّل. =
v مقصور u لىع Gأي  ؛( , )Gv u G F= ∈ L ّإن .  

Im vect(( ( )) )i i Iv u x ∈=  
  ومن ثمَّ 

  dim dim ker dim Im dim Im rg( ( )) )i i Ir G v v v u x ∈= = + ≥ =  
  �  وهي النتيجة المرجوة.
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منتهياً  Imu . إذا كان بعُدFو E تطبيقاً خطياً بين فضاءين شعاعيين u ليكن .تعريف 3-3.
rgمنتهية وكتبنا  u التطبيق الخطي رتبةقلنا إنّ  dim Imu u=.  

dimEفي حالة أنهّ  ،من جهة أولى ،نلاحظ <   لدينا ∞+
dim dim ker rgE u u= +  

dimFإذا كان  ،من جهة ثانية ،وأنه < rgكان   ∞+ dimu F≤إذن .  

( , ), rg min(dim ,dim )u E F u E F∀ ∈ ≤L  

  :الآتيانالتكافؤان المهمّان لدينا منتهياً كان  Fو Eلاحظ أيضاً أنهّ إذا كان بعُد كلّ منون
	   u  متباينdim rgE u= ⇔.  
	   u  غامرdim rgF u= ⇔.  

dim بعُداهما منتهيان ويحُققانين ين شعاعي فضاءَ  Fو E ليكن .مبرهنة4-3. dimE F= .
)تطبيقاً خطيّاً من  uوليكن  , )E FL متُكافئة. الآتيةكون الخواص ت. عندئذ  

� u .غامر  
� u .متباين  

 u .تقابل  
� rgn u=.  
� u  ٌأي يوجد (من اليسار.  قلَوبv  من( , )F EL  يحُقّق( Ev u I=�.  
 u .أي يوجد ( قلَوب من اليمينv  من( , )E FL  يحُقّق( Fu v I=�.  

  الإثبات
  �  الإثبات سهل ومتروك للقارئ.

. Kثلاثة فضاءات شعاعية ذات أبعاد منتهية على حقل  Gو Fو E لتكن .مبرهنة 5-3.
) نفترض أنّ  , )u E F∈ L و( , )v F G∈ Lعندئذ .  

� rg( ) min(rg , rg )v u u v≤�.  
)rg كانغامراً   uإذا كان  � ) rgv u v=�.  
)rg كانمتبايناً   vإذا كان  � ) rgv u u=�.  
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  الإثبات

)Imلدينا من جهة أولى  � ) (Im( ))v u v u=�  َّومن ثمrg( ) rgv u u≤� ومن جهة .
)Imثانية  )u F⊂  إذنIm( ) Imv u v⊂�  َّومن ثمrg( ) rgv u v≤� .  

)Imغامراً كان  uإذا كان  � ) Imv u v=� .  

  متبايناً كان vإذا كان  �
rg( ) dim (Im( )) dim Im( ) rgv u v u u u= = =�  

 �  .المبرهنة إثباتيكتمل وبذا 

  

   ملاحظة عملية 6-3.
)1رتبة جملة أشعة لتعيين  , , )pa a… من فضاء شعاعي E  ٍيساوي بعُده منته n نكتب ،

)1بعناصر أساس  خطيّةً  أولاً كلّ شعاع منها عبارةً  , , )ne e=E ظ أنّ . ثمُّ نلاحE لفضاءل …
)1vectالفضاء  , , )pa a…  لا يتغيرّ إذا ضُرِبَ أحد الأشعةia أو إذا ، 0 بثابت مختلف عن

1 تركيب خطي في بقية الأشعة ia أُضيف إلى أحد الأشعة 1 1, , , , ,i i pa a a a− +… ذلك . ل…
)1نسعى للحصول على جملة  , , )pb b…  1من أشعةvect( , , )pa a…  وتحويتولّد الفضاء نفسه 

)1مركباا على الأساس  , , )ne e=E نسعى لأن يكون تمثيل  ،العديد من الأصفار. في الحقيقة …
,1الأشعة  , pb b… 1ساس على الأ( , , )ne e=E   : من النمط التالي …

1 2

1

2

0 0
0

0

p

n

b b b

e

e

e

×
× ×
× ×

× ×

× × ×

⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋮

⋮ ⋱ ⋮

⋮ ⋱

⋮

⋮ ⋮

⋯ ⋯
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1 الجملة نحسب رتبة إذ، الآتيسنوضّح هذا الأسلوب في المثال  2 3 4( , , , )a a a a  5منℝ  تعُطى التي
  : أتيمركباا على الأساس القانونيّ كما ي

1

2

3

1

5

9

a

 
 
 
 
 −=  
 
 
 
  

2و   

5

1

1

2

7

a

 
 
 
 
 =  
 
 
 
  

3و   

1

2

3

5

1

a

 − 
 
 
 =  
 
 
 
  

4و   

2

7

0

13

12

a

 − 
 
 
 =  
 
 
 
  

  

   :نبينّ فيما يلي العمليات التي يمكن إجراؤها على هذه الأشعّة للحصول على الشكل السابق
1 2 3 4 1 2 3 4

2 5 1 2 1 0 0 0

3 1 2 7 2 7 11 3

1 1 3 0 3 5 16 6

5 2 5 13 5 15 27 3

9 7 1 12 1 11 12 10

a a a a b b b b

   − − −   
   
   →   − −   
   
   
   
      

  

1 حيث 3b a=  2و 1 32b a a= 3و   + 2 35b a a= 4 و  + 4 32b a a=   ثمُّ  .−
1 2 3 4 1 3 2 4

1 0 0 0 1 0 0 0

2 7 11 3 2 1 7 3

3 5 16 6 3 17 5 6

5 15 27 3 5 9 15 3

1 11 12 10 1 9 11 10

b b b b b c b b

   − −   
   
   →   − −   
   
   
   −      

  

3 حيث 3 2 4 1 2 3 45c b b b a a a a= − − = − + +   ثمُّ  .−
1 3 2 4 1 3 2 4

1 0 0 0 1 0 0 0

2 1 7 3 2 1 0 0

3 17 5 6 3 17 114 57

5 9 15 3 5 9 48 24

1 9 11 10 1 9 74 37

b c b b b c c c

   − −   
   
   →   − − −   
   − −   
   − −      
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  وقد عرّفنا
2 2 3 1 2 3 4

4 4 3 1 2 3 4

7 8 7 33 7

3 3 3 17 4

c b c a a a a

c b c a a a a

= − = − − +
= − = − − +

  

  ثمُّ 

1 3 2 4 1 3 4 2

1 0 0 0 1 0 0 0

2 1 0 0 2 1 0 0

3 17 114 57 3 17 57 0

5 9 48 24 5 9 24 0

1 9 74 37 1 9 37 0

b c c c b c c d

   − −   
   
   →   − − −   
   − − −   
   − −      

  

2 حيث 2 42 0d c c= − 1 تساوي من جهة ثانية 2dلكن ، و = 2 3 42a a a a− + − .
1نستنتج أنّ  2 3 4rg( , , , ) 3a a a a  3aو 2aو 1aوأنه توجد علاقة ارتباط خطّي بين الأشعة  =

  هي 4aو
  

2 1 2 3 42 0d a a a a= − + − =.  

�
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  تمرينات
J 3 نتأمّل في 1. التمرينℝ الأشعّة  

(1,1, 1)u = ) و  − 1,1,1)v = ,1) و  − 1,1)w = −  
)أثبت أنّ  , , )u v w  3أساسٌ للفضاءℝ بات الشعاع2,1)، وأعطِ مرك, على هذا  (3
  الأساس.

  الحـل
)يكفي أن نثبتَ أنّ كل شعاع  , , )x y z ّة بالأشعّة يُكتب بأسلوب وحيد عبارة خطيu وv وw .

)ولكنّ المساواة  , , )x y z u v wα β γ= + ) حيث + , , )α β γ  3منℝ تُكافئ  
x

y

z

α β γ

α β γ

α β γ

= − +

= + −
= − +
−

+

−
  

  وهذا يُكافئ

2

2

x

y x

z x

α β γ

α

γ

= − +

+ =
+ =

  

  كافئيُ بدوره  اوهذ

, ,
2 2 2

x y y z z x
α β γ

+ + +
= = =  

)وحيد الثلاثيّة  كانت هذه الصيغة تعرّف بأسلوبٍ   لـمّاو  , , )α β γ ّاستنتجنا أن ،( , , )u v w  ٌأساس
  وأنّ  3ℝللفضاء 

3( , , ) , ( , , )
2 2 2

x y y z z x
x y z x y z u v w

+ + +
∀ ∈ = + +ℝ  

  يكون لديناوبوجه خاص 
3 5

(2,1,3) 2
2 2
u v w= + +  

  ú .ةالمطلوب هي النتيجةو 
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J رتبة جملة الأشعّة   2. التمرين عينF  من الفضاء الشعاعيE  من الحالات الآتيةفي كل :  
)الجملة  � )(1,0,1, 0),(1,1,0,0),( 1, 1,1, 0),(0, 0,2, 0)= − −F  4فيℝ.  
)الجملة  � )2 2 31, 3 1,2 , 3X X X X X X= + + + + +F  في[ ]Xℂ.  
)الجملة  � )1 2 3 4, , ,ϕ ϕ ϕ ϕ=F  4في( , )L ℝ ℝ المعطاة بالعلاقات  

1

2

3

4

( , , , )

( , , , ) 2

( , , , )

( , , , )

x y z t x z

x y z t x y

x y z t x y z t

x y z t y t

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

= +
= − +
= + − +
= +

  

  الحـل
1لنلاحظ أنّ  � 2 3 4( , , , )a a a a=F حيث  

1 2

3 4

(1, 0,1, 0), (1,1,0,0)

( 1, 1,1, 0), (0, 0,2,0)

a a

a a

= =
= − − =

  

)vectليكن  )V = F ّعندئذ نلاحظ أن .  
1

1 1 42

2 2 1

1
3 42

(1, 0, 0, 0)

(0,1, 0, 0)

(0, 0,1, 0)

e a a V

e a e V

e a V

= − = ∈
= − = ∈

= = ∈

  

2لاحظ أنّ نُ  وأخيراً  3 42 2a a a+   . إذن =

1 2 3 1 2 3vect( , , ) vect( , , )e e e V a a a⊂ ⊂  
1ولأنّ الجملة  2 3( , , )e e e  ّمستقلّة خطياًّ وضوحاً، استنتجنا أنrg( ) dim 3V= =F.  

1لنلاحظ أنّ  � 2 3 4( , , , )a a a a=F حيث  
2 2

1 2

3
3 4

1, 3 1

2 , 3

a X X a X X

a X a X

= + + = + +

= = +
  

)vectوليكن  )V = F ّ2. عندئذ نلاحظ أن 1 3a a a=   ، إذن+

1 3 4vect( , , )V a a a=  
1ولكنّ الأشعّة  3 4( , , )a a a ا مثنى مثنى. إذنمستقلّة خطيّاً بسبب اختلاف درجا  

rg( ) dim 3V= =F  
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1لنتأمّل الأساس  � 2 3 4( , , , )e e e e∗ ∗ ∗ ∗=E  4للفضاء( , )L ℝ ℝ  يأتيالمعرّف كما :  

2 1

4 3

( , , , ) ( , , , )

( , , , ) ( , , , )

e x y z t y e x y z t x

e x y z t t e x y z t z

∗ ∗

∗ ∗

= =

= =
  

1عندئذ تعُطى مركّبات  2 3 4( , , , )ϕ ϕ ϕ ϕ=F 1 على الأساس 2 3 4( , , , )e e e e∗ ∗ ∗ ∗=E   يأتيكما:  
1 2 3 4

1 1 1 0

0 2 1 1

1 0 1 0

0 0 1 1

ϕ ϕ ϕ ϕ

 − 
 
 
 − 
 
  

  

  نجد ،ولكن، بإجراء تحويلات بسيطة على هذه الأشعّة

2 2 1

3 3 1 4 2

3 3 2

4 4 22

1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0

0 2 1 1 0 2 1 1 0 1 1 2

1 0 1 0 1 1 2 0 1 0 2 1

0 0 1 1 0 0 1 1 0 1 1 0

1 0 0 0

0 1 0 0

1 0 2 1

0 1 0 2

C C C
C C C C C

C C C
CC C C

← +
← −

← −
← −

     −     
     
     → →     − − −     
     
          

 
 
 
 → − 
 −

−

 

�

1
3 32

4 4 3

1 0 0 0

0 1 0 0

1 0 1 1

0 1 0 2

1 0 0 0

0 1 0 0

1 0 1 0

0 1 0 2

C

C C C

−←

← −

 
 
 
 →  
 
 −  

 
 
 
 →  
 
 − 

−



  
. وهذا يثبتُ أنّ الجملة kللدلالة على العمود ذي الدليل  kC وقد رمزنا بالرمز

1 2 3 4( , , , )ϕ ϕ ϕ ϕ=F  ّة خطيّاً، أي إنّ مستقل( )rg dim 4V= =F.  ú  

J ليكن  3. التمرينF وG  5فضاءَين شعاعيّين جزئيّين منℝ منهما يساوي أثبت  .3، بعُد كل
F{0}أنّ  G∩ ≠.  
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  الحـل

5Fفي الحقيقة، لدينا  G+ ⊂ ℝ إذن ،dim( ) 5F G+ كان   إذا، ولكن ≥
{0}F G∩   كان  =

F G F G+ = ⊕  
)dimومن ثمَّ  ) dim dim 6F G F G+ = +   ú  وهذا خُلفٌ واضحٌ. =

J ليكن  4. التمرينE  فضاءً شعاعيّاً على الحقلK  وليكن 3بعُده يساوي .u  ًتطبيقاً خطيّا
2يحُقق  0u 3و ≠ 0u )من  fالتطبيقات الخطيّة  جِدْ . = )EL  التي تحُقّق

f u u f=� �.  
  الحـل

2كان   لـمّا 0u )2يحُقّق  Eفي  aاستنتجنا أنهّ يوجد عنصرٌ  ≠ ) 0u a . وعندئذ نتأمّل ≠
)2المعرفّة كما يأتي  Eمن   Eالجملة  , ( ), ( ))a u a u a=E .  
 ا أنّ حرةّ، لأنهّ إذا افترضن Eفي الحقيقة، إنّ الجملة  �

2( ) ( ) 0a u a u aλ µ ν+ + =  
  على طرفي هذه المساواة، أنّ  2uثمُّ  uاستنتجنا، بتطبيق 

2( ) ( ) 0u a u aλ µ+ )2و      = ) 0u aλ =  
)2ولأنّ  ) 0u a 0λأنّ ، نستنتج على التوالي ≠ 0µثمُّ  = 0νثمُّ  = =. 

dimولكن  � 3E )2، إذن تكون الجملة = , ( ), ( ))a u a u a=E  أساساً للفضاءE. 

)طبيقاً خطيّاً من ت fليكن  � )EL  قيحُقf u u f=� )كان   لـمّا. � )f a  عنصراً من
E  ً0وجدنا أعداداλ 1وλ 2وλ  تحُقّق  

2
0 1 2( ) ( ) ( )f a a u a u aλ λ λ= + +  

   وعندئذ يكون لدينا
2

0 1( ( )) ( ( )) ( ) ( )f u a u f a u a u aλ λ= = +  
  و

2 2
0( ( )) ( ( ( ))) ( )f u a u f u a u aλ= =  
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2هذا يثبت أنّ التطبيق الخطّي 
0 1 2Eg f I u uλ λ λ= − −  Eينعدم عند عناصر الأساس  −

  ، أي0فهو إذن يساوي 
2vect( , , )Ef I u u∈  

)2vectوبالعكس، من الواضح أنّ كل عنصرٍ من  , , )EI u u  يتبادل معu  ّوهذا ما يثبتُ أن  

{ }2vect( , , ) ( ) :EI u u f E f u u f= ∈ =L � �  

  ú  وهي النتيجة المطلوبة.

J 4 ليكن 5. التمرينE = ℝ ولنتأمّل في .E : الأشعة  
(1,2,3, 4), (1,1,1,3), (2,1,1,1)

( 1, 0, 1,2), (2,3, 0,1)

a b c

d e

= = =
= − − =

  

  : وليكن الفضاءين الجزئيين
vect( , , )U a b c=  و  vect( , )V d e=   

Uو Vو Uمن  كل   بعُداحسب    V∩ وU V+.  
  الحـل
) من الجملتين نلاحظ أوّلاً أنّ كلاًّ  � , , )a b c  و( , )d e  ّجملةٌ حرةّ. وهذا يثبتُ أن 

dim 3U dimو     = 2V = 

)ينتمي الشعاع  أخرى ومن جهة � , , , )x y z t إلىU  إذا وفقط إذا وُجِدت أعدادα وβ 
) المساواة تحُقّق γو , , , )x y z t a b cα β γ= +  اة تُكافئوهذه المساو ، +

2 2

2 2

2

2

2

3

4 3

2

2

x

y

z

t

α β γ

α β γ

α β γ

α β γ

= + +

= + +

= + +

= + +

  

  أو
2 2

2 3 2 3

3 2 5 3 2( 2 )

4 7 4 ( 2 ) 4

2

2

3

2

x x

y x y x

z x z x y x

t x t x y x

α

α β γ α β γ

β γ β γ

β γ γ

β

α

α α β

α α βγ γ

 = + + = + +    − = − − − = − −  ⇔  − = − − − − − =   − = − − − −
−

− = −
−

 −  
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  وأخيراً 
2

2 3

2

4 9 2 0

3

x

y x

z y x

t z y x

γ β α

γ β

γ

= + +

− + = +
− + =

+ − + =

  

  وعليه
( , , , ) 2 9 4 0x y z t U x y z t∈ ⇔ − + + = 

Uكان   لـمّا � V V∩ dimاستنتجنا أنّ  ⊃ 2U V∩ ≤. 
Â  فإذا كانdim 0U V∩ U{0}كان   = V∩ ، ونتج من ذلك أنّ اموع =

U V+  َّمباشرٌ، ومن ثم 

dim( ) dim

dim dim 3 2 5

U V U V

U V

+ = ⊕
= + = + =

 

Uالفضاء  وهذا يناقض كون V+ 4 محتوى فيℝ  4الذي بعُده.  

Â  وإذا كانdim 2 dimU V V∩ = U كان  = V V∩ Vأو  = U⊂ .
dولكن نتيقّن بسهولة أنّ  U∉ .ًيجب أن يكون  إذن، وهذا تناقضٌ أيضا

dim 1U V∩ =. 
dimكان   لـمّا � dimU V V∩ Vاستنتجنا أنّ  > U⊂/ َّومن ثم ،U U V+� 

 إذن لا بدُّ أن يكون

43 dim dim dim 4U U V= < + ≤ =ℝ 

dim ومنه 4U V+ =.  ú  
  

J ليكن 6. التمرين E فضاءً شعاعياً على حقل K بعُده ،nوليكن . f تطبيقاً من ( )EL ،
)2نفترض أن الجملة  .E{0}\ عنصراً من xو ( ), ( ), , ( ))nf x f x f x=E أساس  …
)1تقابلٌ، وأنه يوجد  f . أثبت أنE لفضاءل , , )na a… في nK يحُقّق   

1
1 0n n

n Ef a f a I−+ + + =⋯  
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  الحـل
حرةّ، استنتجنا أا نفسها حرةّ. فهي أساسٌ  fكانت صورة هذه الجملة وفق التطبيق الخطّي   لـمّا

)كان الشعاع   لـمّا. و nلأنّ بعُده يساوي  Eللفضاء  )nf x  عنصراً منE  أمكن تحليله على
1، أي توجد أعداد Eالأساس  2( , , , )na a a…  فيK تحُقّق  

1

1
0

( ) ( )
n

n k
k

k

f x a f x

−

+
=

= −∑  

  على طرفيَ العلاقة السابقة، أنّ  jfونستنتج من ذلك، بتطبيق 
1

1
0

{0,1, , 1}, ( ( )) ( ( ))
n

n j k j
k

k

j n f f x a f f x

−

+
=

∀ ∈ − = −∑…  

طّيوهذا يبرهن أنّ التطبيق الخ
1

1
0

n
k

k
k

g f a f

−

+
=

=  فهو إذن. و Eينعدم عند عناصر الأساس  ∑+

معدوم أي إنّ 
1

1
0

0
n

k
k

k

f a f

−

+
=

+   ú  وهي النتيجة المرجوّة. ،∑=

J ليكن  7. التمرينE وF  فضاءَين شعاعيين على حقلK وليكن .V  فضاءً شعاعياً جزئياً من
E  وكذلك ليكنW  فضاءً شعاعياً جزئياً منF نعرّف ., ( , )VW E FL  ّموعةبأا ا :  

{ }, ( , ) ( , ) : ker , ImVW E F u E F V u u W= ∈ ⊂ ⊂L L  
 أثبت أن, ( , )VW E FL  ٌجزئي من  شعاعيّ  فضاء( , )E FL  يُشاكِل تقابلياً الفضاء

( / , )E V WL ماذا يمكن أن نقول عن بعُد ., ( , )VW E FL إذا كان كل من ،
dimW وcodimV منتهياً ؟  

  الحـل
,من الواضح أنّ  � ( , )VW E FL  فضاءٌ جزئي من( , )E FL. 
:ليكن  � ,i W F x x→ :و التباين القانوني، ֏ / , [ ]Q E E V x x→ الغمر  ֏

  :يق الخطّيالقانوني. ثمُّ لنعرّف التطب

,: ( / , ) ( , ),V WE V W E F u i u Qϕ →L L ֏ � �  
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 متباينٌ. ϕإنّ التطبيق  �

0iكان   kerϕعنصراً من  uفي الحقيقة، إذا كان  u Q =� غامرٌ  Q، ولأنّ �
0uمتباينٌ استنتجنا أنّ  iو ker. أي = {0}ϕ =. 

 غامرٌ. ϕإنّ التطبيق وكذلك ف �

,عنصراً من  vفي الحقيقة، ليكن  ( , )VW E FL وليكن ،A  تكافؤ ما صف
E/من V موعةعندئذ تتكون ا .( )v A  من عنصرٍ واحدٍ ينتمي إلىW لإثبات .

] ونفيك Aمن  aذلك، نتأمّل عنصراً  ]A a= عندئذ ينتمي ،( )v a  إلى( )v A .
)عنصراً ما من  yوإذا كان  )v A  َوُجِدx  فيA قيحُق ( )y v x= ولكن . 

( ) ( ) 0y v a v x a− = − =  
  نفسه يعني أنّ  Aإلى صف التكافؤ  xو aلأنّ انتماء كل من 

kerx a V v− ∈ ⊂  
)إذن  ) { ( )}v A v a=  حيثa  هو عنصرٌ ما منA.  لنعرّف إذن في حالةA  من
/E V  العنصر( )u A  منW بالعلاقة ( ) { ( )}v A u A= ، بتحقّق عندئذ نتيقّن

E/تطبيق خطّي من  uأنّ  مباشر V  إلىW  يحُقّق( )u vϕ = .  
,تشاكل تقابلي خطّي من  ϕبذلك نكون قد أثبتنا أنّ  ( , )VW E FL  إلى( / , )E V WL  فإذا .

  منتهيين، كان Vوتمام بعُد  Wكان بعُد 
dim ( / , ) dim / dim codim dimEE V W E V W V W= ⋅ = ⋅L  

  ومن ثمَّ 
,dim ( , ) codim dimV W EE F V W= ⋅L  

  ú  وهي النتيجة المطلوبة.

J ليكن 8. التمرين E  فضاءً شعاعياً على حقلK 1. وليكنE 2وE  فضاءين شعاعيين جزئيين
1. نفترض أن بعُد Eمن  2E E+  ّمنتهٍ. أثبت أن  

1 2 1 2 1 2dim( ) dim dim dimE E E E E E+ = + − ∩  
  :ثمُ أثبت أنّ   

( ) ( )1 2 1 2dim dim dim {0}E E E E E+ > ⇒ ∩ ≠  
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  الحـل
1 لنتأمّل التطبيق الخطّي 2 1 2 1 2: ,( , )E E E x x x xϕ × → عندئذ نلاحظ من جهة . ֏−

1أولى أنّ  2Im E Eϕ =   ، ونلاحظ من جهة ثانية أنّ +
{ }1 2 1 2ker ( , ) :x x x E E E Eϕ = ∈ ∩ ≅ ∩  

  إذن نستنتج من كون

1 2dim dim Im dim kerE E ϕ ϕ× = +  
  أنّ 

1 2 1 2 1 2dim dim dim( ) dimE E E E E E+ = + + ∩  

  ú  وهي المساواة المطلوبة. أمّا الاستنتاج الأخير فهو واضح استناداً إلى المساواة السابقة.

J لتكن  9. التمرينE وF وG ثلاثة فضاءات شعاعية منتهية الأبعاد على حقل K.  
)نفترض أنّ  � , )f E F∈ L  و( , )g F G∈ Lأثبت أن .  

( )rg( ) rg( ) dim rg( ) min rg( ),rg( )f g F g f f g+ − ≤ ≤�  
) نّ نفترض أ � , )f E F∈ L  و( , )g E F∈ L .أثبت أن  

rg( ) rg( ) rg( ) rg( )+rg( )f g g f f g− ≤ + ≤  
  الحـل
)نفترض أنّ  � , )f E F∈ L  و( , )g F G∈ L .  

Imنلاحظ أوّلاً أنّ  � f F⊂نّ ، يقتضي أIm Img f g⊂�  َّومن ثم 

rg( ) rg( )g f g≤� 

 التطبيق الخطي وإذا تأمّلنا �

: Im , ( )g f G x g x→ɶ ֏  

Imكان  Img g f=ɶ  ولأنّ  �

dim Im dim ker dim Imf g g= +ɶ ɶ  

dimاستنتجنا أنّ  Im dim Img f≤ɶ  أيrg( ) rg( )g f f≤المتراجحة ، ومنه�:  
( )rg( ) min rg( ), rg( )g f f g≤�  
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 في الحقيقة، لدينا �

rg( ) dim ker rg( )f g g f= +ɶ �  
kerولكن  Im kerg f g= ∩ɶ  َّومن ثم  

dim ker dim ker dim rg( )g g F g≤ = −ɶ  
 إذن

rg( ) dim rg( ) rg( )f F g g f≤ − + �  
  فنكون بذلك قد أثبتنا صحّة المتراجحة

( )rg( ) rg( ) dim rg( ) min rg( ), rg( )f g F g f f g+ − ≤ ≤� 

)نفترض أنّ  � , )f E F∈ L و( , )g E F∈ L. 

)Imنستنتج من الاحتواء  � ) Im Imf g f g+ ⊂  أنّ  +

rg( ) rg( ) rg( )f g f g+ ≤ + 

fكما نستنتج من كون  � f g g= + gو − f g f= +  أنّ  −

rg( ) rg( ) rg( )f f g g≤ + )rgو      + ) rg( ) rg( )g f g f≤ + + 

  من ثمَّ نكون قد أثبتنا أنّ و 
rg( ) rg( ) rg( ) rg( ) rg( )f g f g f g− ≤ + ≤ + 

 ú  .إثبات المطلوبوبذا يتمّ 

Jليكن 10. التمرين E  فضاءً شعاعياً على حقلKبعُده ، n 1. وليكنE 2وE  فضاءين
1قان يحقE  شعاعيين جزئيين من  2dim dimE E n p= = . أثبت أنه يوجد −

1ق يحقF   فضاء شعاعي جزئي 2E F E F E= ⊕ = ⊕.  
  الحـل
F. عندئذ يكون Eفضاءَين جزئيّين من  Gو Hكن : لي الآتيةلنذكر بالخاصّة المعروفة  � G∪ 

Fإذا وفقط إذا كان  Eفضاءً جزئياًّ من  G⊂  أوG F⊂ في الحقيقة، إنّ كفاية هذا .
Fالشرط واضحة، لنثبت إذن لزومه. نفترض أنّ  G∪  فضاء جزئي منE ّوأن ،F G⊂/ ،

كان   لـمّا. Gعنصراً ما من  x. ليكن Gولا ينتمي إلى  Fينتمي إلى  bفيوجد عنصرٌ 
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F G∪  ّاً كان فضاءً جزئيx b+  عنصراً منF G∪ فإمّا أن يكون .x b G+ ومن  ∋
bثمَّ  x b x G= + − xوهذا خُلفٌ، أو أن يكون  ∋ b F+ ومن ثمَّ  ∋

x x b b F= + − Gنا أنّ نكون قد أثبتف ،∋ F⊂،  ّالخاصة المشار إليها إثباتوتم. 
,0,1}من  pنتأمّل في حالة . n ، بعُدهKفضاءً شعاعياً على حقل  E ليكن � , }n… 

 : الآتية pPالخاصّة 
  ن يحُققانااللذ Eمن  2Eو 1Eكان الفضاءان الجزئيّان   أياًّ 

1 2dim dimE E n p= = −  
  يحُقق Eمن  Fفيوجد فضاءٌ جزئيٌ 

1 2E F E F E= ⊕ = ⊕ 

  .pبالتدريج على العدد  pPسنثبتُ صحّة 
F{0}نأخذ  إذصحيحة وضوحاً.  0Pفي الحقيقة،  � 1لأنّ  = 2E E E= في هذه  =

 الحالة.

1عدداً طبيعياًّ يحُقق  kليكن  � k n≤ . ولنتأمّل فضاءَيْن 1k−P، ولنفترض صحّة ≥
1يحُققان  Eمن  2Eو 1Eجزئيـينْ  2dim dimE E n k= = −. 
1إذا كان  2E E⊂  2أو 1E E⊂   1كان 2E E= ّ1، لأن 2dim dimE E= ،

  ليتحقق 1Eفضاءً يتمم  Fوفي هذه الحالة يكفي أن نختار 
1 2E F E F E= ⊕ = ⊕.  

1أمّا إذا كان  2E E⊂/ 2و 1E E⊂/ موعةن ا1، فعندئذ لا تكو 2E E∪  ًفضاء
1يكون  ، ومن ثمَّ Eجزئيّاً من  2E E E∪ من  a، نختار إذن عنصراً �

1 2\( )E E E∪ونعرّف ،  
1 1E E a′ = ⊕ K      2و 2E E a′ = ⊕ K  

1 فيكون 2dim dim 1 ( 1)E E n k n k′ ′= = − + = − يوجد، بناءً على و . −
F يفرْض التدريج، فضاء جزئ 1يحُقق  ′ 2E F E F E′ ′ ′ ′= ⊕ = . وعندئذ نعرّف ⊕
F F a′= ⊕ K 1. فيكون 2E F E F E= ⊕ = ، وبذا نكون قد أثبتنا ⊕

  .kPصحّة الخاصّة 
  ú  .بالتدريج النتيجة المطلوبة وهكذا يكتمل إثبات
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Jلتكن 11. تمرينال n من∗ℕ وليكن ،[ ]nE X= ℝ دود الحقيقية التي لا فضاء كثيرات الح
)من  u . وليكنnعلى  ة كل منهاتزيد درج )EL بالعلاقة : عرّفالتطبيق الخطّي الم  

( ) ( 1) ( 1) 2 ( )u P P X P X P X= + + − −  
  .rguو Imuو keruوعينّ  ،خطّي uتحقّق أنّ  �
  يحُقّق الشروط : Pكثير حدود وحيد   Eفي أثبت أنه يوجد  Imuمن  Qليكن  �

( )u P Q=   (0)   و (0) 0P P ′= =  

  الحـل

  ، ولنعرّفkeruعنصراً من  P ليكن �
( )( ) ( ) (0) (1) (0)Q X P X P P P X= − − −  

(0)فيكون  (1) 0Q Q= )، كما نلاحظ أنّ = ) 0u Q )لأنّ  = ) 0u P   ليه. وع=
, ( 1) ( ) ( ) ( 1)k Q k Q k Q k Q k∗∀ ∈ + − = − −ℕ  

,وهذا يتيح لنا أن نثبت بالتدريج أنّ  ( 1) ( ) 0k Q k Q k∀ ∈ + − =ℕ فالمتتالية .
( )( )

k
Q k

∈ℕ
(0)كان   لـمّامتتالية ثابتة، و   0Q ,استنتجنا أنّ  = ( ) 0k Q k∀ ∈ =ℕ ولا .

0Q. إذن صفرياً أن يقبل عدداً لاائياً من الجذور ما لم يكن  Qيمكن لكثير الحدود  أو  =
( )(0) (1) (0)P P P P X= − 1ker. وهكذا نكون قد أثبتنا أنّ − [ ]u X⊂ ℝ أمّا .

  اكس فهو صحيح وضوحاً. إذنالـمُعالاحتواء 

1ker [ ]u X= ℝ  
2kنلاحظ أنهّ في حالة  ،ومن جهة أخرى   لدينا ≤

( )
2

0

( ) ( 1) ( 1) 2

1 ( 1)

k k k k

k
k

k

u X X X X

C X

−
−

=

= + + − −

= + −∑ ℓ ℓ ℓ

ℓ

  

degومن ثمَّ  ( ) 2ku X k≤ 2Im. إذن ℕمن  kفي حالة  − [ ]nu X−⊂ ℝ ، ولكن  

2

dim Im rg dim [ ] dim ker

1 2 1 dim [ ]
n

n

u u X u

n n X−

= = −
= + − = − =

ℝ

ℝ
  

rgإذن  1u n= 2Imو − [ ]nu X−= ℝ.  



 72 الفضاءات الشعاعية المنتهية البعد

2ليكن  �
2[ ]nG X X−= ℝ ّإن .G  فضاء شعاعي جزئي منE  1بعُدهn   . ولنتأمّل−

2: [ ], ( )nG X P u Pϕ −→ ℝ ֏  
ker لـمّا كان من الواضح أنّ  ker {0}G uϕ = ∩ متباينٌ، وهو من ثمَّ  ϕ استنتجنا أنّ ، =

2dimتقابل لأنّ  dim [ ]nG X−= ℝ مهما يكن  نرى أنهّ، وعليهQ  2من[ ]n X−ℝ يوجد ف
)يحُقق  Pكثير حدود وحيد  )u P Q= (0) بالإضافة إلى الشرطين (0) 0P P ′= أي (، =

(P G∈، .وهكذا يكتمل الحل  ú  
J ليكن  12. التمرينE فضاءً شعاعياً على حقل تبديلي K ّنفترض أن . dimn E= وليكن .

u  عنصراً من( )EL ّأثبت أن .  
2ker Im ( 0) ( 2 rg )u u u n u= ⇔ = ∧ =  

  الحـل

kerلنفترض أنّ  � Imu u= ّ2. عندئذ من الواضح أن 0u   ، كما نستنتج من العلاقة=

dim dim ker dim Imn E u u= = +  
2أنّ  rgn u=.  
2نّ وبالعكس، لنفترض أ � 0u 2وأنّ  = rgn u= 2. عندئذ نستنتج من 0u   أنّ  =

, ( ) kerx E u x u∀ ∈ ∈  
Im إنّ  أي keru u⊂ ولكن .dim Im dim ker dimu u E n+ =   إذن =

rg dim ker 2 rgu u u+ =  
  ومن ثمَّ 

dim ker dim Imu u=  
Imإذن يجب أن يكون  keru u=.  ú  

J ليكن  13. التمرينE فضاءً شعاعياً منتهي البعد على حقل تبديلي K وليكن .u وv  عنصرين
)من  )EL ّنفترض أن .  

Im Im ker kerE u v u v= + = +  
  أثبت أنّ 

Im Im ker kerE u v u v= ⊕ = ⊕  
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  الحـل
dimnلنضع  E= الآتية، ولنستفد من الخواص:  

rg dim ker

rg dim ker

dim( ) dim dim dim

n u u

n v v

F G F G F G

= +

= +
+ = + − ∩

   

Imعندئذ نستنتج من الفرْض  Im ker kerE u v u v= + =   أنّ  +
rg rg dim(Im Im )

rg rg dim(ker ker )

n u v u v

n n u n v u v

= + − ∩
= − + − − ∩

  

  وبجمع هاتين المساواتين نجد

dim(Im Im ) dim(ker ker ) 0u v u v∩ + ∩ =  

  إذن 

ker ker {0}u v∩ Im و = Im {0}u v∩ =  
  ú  وهذا يثبتُ المطلوب.

J ليكن  14. التمرينE  فضاءً شعاعياً منتهي البعد على حقل تبديليK وليكن العنصران .u 
)من  vو )EL.2 فترض أنّ ن 0Eu u u v u I− + − =�  vو u أنّ ، أثبت �

uيتبادلان أي  v v u=� �.  
  الحـل

2في الحقيقة، نستنتج من المساواة  0Eu u u v u I− + − =�   أنّ  �
2 2 Eu v u u I= + −�  

  وكذلك أنّ 
( 2 )E Eu u v I I− + =�  

2قلوبٌ ومقلوبه هو التطبيق  uإذن  Eu v I−   وعليه يكون +
( 2 )E Eu v I u I− + =�  

2ومن ثمَّ  2 Eu v u u I− + 2 أو �= 2 Ev u u u I u v= + − =� فالتطبيقان . �
  ú  لان.يتباد vو uالخطيّان 
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J ليكن  15. التمرينE وF فضاءَين شعاعيين على حقل K نفترض أن .dimE n= .
)عنصراً من  uليكن  , )E FL ّه. أثبت أن  

  لدينا Eمن  Gكان الفضاء الشعاعي الجزئي   أياًّ  �
dim ( ) dim dim keru G G G u= − ∩  

  لدينا Fمن  Hكان الفضاء الشعاعي الجزئي   أياًّ  �
1dim ( ) dim ( ) rgu H n H u E u− = + ∩ −  

  الحـل

:في الحقيقة، نتأمّل التطبيق  � , ( )u G F x u x→ɶ . فنلاحظ من جهة أولى أنّ ֏
Im ( )u u G=ɶ  وأنهّ من جهة ثانيةker keru G u= ∩ɶ فإذا استفدنا من المساواة .

dim rg dim kerG u u= +ɶ ɶ  ّاستنتجنا أن  
dim ( ) dim dim keru G G G u= − ∩.  

:1هنا أيضاً نتأمّل التطبيق  � ( ) , ( )u u H F x u x− →ɶ . فنلاحظ أنّ ֏
Im ( )u H u E= ∩ɶ  وأنهّ من جهة ثانيةker keru u=ɶ فإذا استفدنا من المساواة .

1dim ( ) rg dim keru H u u− = +ɶ ɶ  ّاستنتجنا أن  
  1dim ( ) dim ( ) rgu H H u E n u− = ∩ + −.  ú  

J ليكن  16. التمرين( , )a b  عنصراً من∗×ℂ ℂموعةولنتأمّل ا .  
{ }2 1( ) : 0,n n n n nu n u au bu∈ + += ∈ ∀ ≥ = +S ℕ

ℕ ℂ  
  .2بعُده يساوي  ℕℂفضاء شعاعي جزئي من  Sأثبت أنّ  �
2نفترض أنّ المعادلة  � 0X aX b− − . أثبت أنّ 2λو 1λتقبل جذرين مختلفين  =

)الجملة  )1 0 2 0( ) ,( )n n
n nλ λ≥   .Sتكون أساساً للفضاء  ≤

2نفترض أنّ المعادلة  � 0X aX b− − . أثبت أنهّ في هذه λتقبل جذراً مضاعفاً  =
 ن الجملة الحالة تكو( )0 0( ) ,( )n n

n nn λ λ≥   .Sأساساً للفضاء  ≤
)لتكن  � )n nx ∈ℕ  َفيبوناتشي متتالية Fibonacci  يأتيالمعرّفة تدريجياً كما:  

1 01, 1x x= 2و   = 10, n n nn x x x+ +∀ ≥ = +  
  .nبدلالة  nxاحسب 
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المتتاليتين  Sللقارئ. لنتأمّل في  ℕℂفضاءً جزئيّاً من  Sنترك أمر التيقن من كون  �
( )n nA ∈= ℕA و( )n nB ∈= ℕB  يأتيالمعرفّتين كما:  

0 1 2 1

0 1 2 1

1, 0, ,

0, 1, ,
n n n

n n n

A A n A aA bA

B B n B aB bB

+ +

+ +

= = ∀ ∈ = +
= = ∀ ∈ = +

ℕ

ℕ
  

)من الواضح أنّ الجملة  , )A B  ّحرةّ لأن( )
0

λ µ λ+ =A B و( )
1

λ µ µ+ =A B .
λ الخطية فإذا كانت العبارة µ+A B  0معدومة كانλ µ= =.  

)ومن جهة أخرى، إذا كانت  )n nu ∈= ℕU  متتالية منS أثبتنا بالتدريج على العدد ،n  ّأن  

0 1, n n nn u u A u B∀ ∈ = +ℕ  
0ومن ثمَّ  1u u= +U A B .  

)تكون الجملة  إذن , )A B  أساساً للفضاءS ،وdim 2=S.  
)لنبحث متى تنتمي المتتالية الهندسيّة  � )n nλ ∈ℕ  إلىS ق العلاقة التدريجيّة إذا؟ في الحقيقة، تتحق

2وفقط إذا كان  a bλ λ= 1، أي إذا وفقط إذا كان + 2{ , }λ λ λ∈ .تنتمي المتتاليتان  إذن

1 0( )n nλ 2و ≤ 0( )n nλ )ا الجملة . أمّ Sإلى  ≤ )1 0 2 0( ) ,( )n n
n nλ λ≥  ،مستقلّة خطيّاً فهي جملة  ≤

1لأنهّ إذا كانت العبارة الخطيّة  0 2 0( ) ( )n n
n nα λ β λ≥ معدومة، استنتجنا، بملاحظة الدليلين  +≤

0n 1nو =   أنّ  ،فقط =
0α β+ 1و    = 2 0αλ βλ+ =  

0αوهذا يقتضي  β= 1لأنّ  = 2λ λ≠.  1ن الجملة وعلى هذا تكو 0 2 0(( ) ,( ) )n n
n nλ λ≥ ≥ 

  .2الذي بعُده يساوي  Sأساساً للفضاء 
2جذرٌ مضاعف للمعادلة  λنفترض في هذه الفقرة أنّ  � 0X aX b− − . عندئذ نعلم =

)استناداً إلى السؤال السابق أنّ المتتالية  )n nλ ∈ℕ  تنتمي إلىS وكذلك إذا عرّفنا ،n
nv nλ= 

  عندئذ يكون
2

2 1

2

(( 2) ( 1) )

( ( ) (2 )) 0

n
n n n

n

v av bv n a n nb

n a b a

λ λ λ

λ λ λ λ λ

+ +− − = + − + −

= − − + − =
  

)وهذا يثبتُ أنّ المتتالية  )n nnλ ∈ℕ  تنتمي أيضاً إلىS.  ن بسهولة أنّ الجملة ونتيق

1 0 2 0(( ) ,( ) )n n
n nλ λ≥   في هذه الحالة. Sجملة حرةّ، فهي إذن أساسٌ للفضاء  ≤
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1aنلاحظ في هذا المثال أنّ  � b= 2، وللمعادلة = 1 0X X− − جذران مختلفان  =
  هما

1 5

2
ω

+
1و    = 1 5

2ω

− −
=  

  إذن
{ }2( ( 1/ ) ) : ( , )n n

nαω β ω α β∈= + − ∈S ℕ ℂ  

  ليتحقق الشرطان  βو αنعين الثابتين 
0 0

0

1 1
1

( 1/ ) 1

( 1/ ) 1

x

x

αω β ω

αω β ω

+ − = =

+ − = =
  

  فنجد أنّ 

5

ω
α 1   و   =

5
β

ω
=  

  وعليه
1

11 1
,

5

n

n
nn x ω

ω

+
+

   −  ∀ ∈ = −        
ℕ  

  أو

( ) ( )1 1

1

1
, 1 5 1 5

2 5

n n

n n
n x

+ +

+

 ∀ ∈ = + − −   ⋅
ℕ  

  ú  وهي النتيجة المطلوبة.

J ليكن  17. التمرينE وF  فضاءين شعاعيين منتهيَي البُعد على حقلK وليكن .f وg 
)من  ين خطيينتطبيق , )E FL و( , )F EL  .نفترض أنّ على التوالي  

g f g g=� f   و   � g f f=� �  

Imأثبت أن  � kerE g f= ⊕.  
rgقارن بين  � f  وrgg.  
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Imعنصراً من  yليكن  � kerg f∩  عندئذ( ) 0f y يحُقق  Fفي  x، ويوجد عنصرٌ =
( )y g x=ولكن .  

( ) ( ) ( ) (0) 0y g x g f g x g f y g= = = = =� � �  
Imإذن لقد أثبتنا أنّ  ker 0g f∩ =.  

  عرفّنا Eعنضراً من  xومن جهة أخرى، إذا كان 
1 ( )x g f x= 2و  � ( )x x g f x= − �  

1عندئذ من الواضح أنّ  Imx g∈ ،2إنّ  و( ) ( ) ( ) 0f x f x f g f x= − =� إذن  �
2 kerx f∈ ،ً1. وأخيرا 2x x x= Im. إذن + kerE g f⊂ . وعليه نكون قد أثبتنا +

  أنّ 
Im kerE g f= ⊕  

  نستنتج من المساواة السابقة أنّ  �
dim rg dim kerE g f= +  

dimونعلم من جهة أخرى أنّ  rg dim kerE f f= rg، إذن + rgf g=.  ú  

J ليكن  18. التمرينE  فضاءً شعاعياً منتهي البعد على حقلK وليكن التطبيق الخطّي .u  من
( )EL ّ0. نصطلح أن

Eu I= ونعرّف في حالة ،k  من∗ℕ  التطبيق الخطّيku 
kبالعلاقة 

k

u u u u= �   نعرّف. كما ��������������⋯�

ker k
kN u=    وIm k

kI u=    وdimk kNδ =  
1k يتحقّق الاحتواءان ،ℕمن  k في حالةه، أثبت أنّ  � kI I+ 1kو ⊃ kN N +⊂.  
1r يحُقّق ℕفي  rه يوجد أثبت أنّ  � rδ δ+   . نعرّف إذن=

1min{ : }k kp k δ δ+= ∈ =ℕ  
pكان   أياًّ ه، أثبت أنّ  � k≤ فلدينا ،k pI I= وk pN N=.  
dimp أثبت أنّ  � E≤.  
p أثبت أنّ وأخيراً  � pE N I= ⊕.  
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  الحـل

1kIعنصراً من  yيكن ل � )1يحُقق  Eمن  x، عندئذ نجد + )ky u x+=  َّويكون من ثم  
( ( ))k

ky u u x I= ∈  
1kوعليه  kI I+ 1k. ونبرهن بأسلوب مماثل أنّ ⊃ kN N +⊂.  
dimnلنضع  � E=ولنتأمّل التابع .  

: {0,1, , }, dimk kn k Nδ δ→ =ℕ … ֏  

1kاستناداً إلى الخاصّة  kN N تابعٌ متزايدٌ، وهو لا يمكن  δنستنتج أنّ التابع ، kكانت   أياًّ  ⊃+
,0,1}أن يكون متزايداً تماماً، وإلاّ كانت اموعة  , }n…  ًغير منتهية، فلا بدُّ أن نجد عدداr 

1rيحُقّق  rδ δ   . وعليه نعرّف=+

{ }1min : r rp r δ δ += ∈ =ℕ  

1pنعلم إذن أنّ  � pN N 1dimو ⊃+ dimp pN N 1p إذن =+ pN N . ليكن =+
k  قعدداً طبيعياًّ يحُقk p≥ . ّعندئذ نلاحظ أن  

1
1

1

1
1

( ) 0

( ( )) 0

( ) ker

( )

( ( )) 0

k
k

p k p

k p p
p

k p
p

p k p

k

x N u x

u u x

u x u N

u x N

u u x

x N

+
+

+ −

− +
+

−

−

∈ ⇒ =

⇒ =

⇒ ∈ =

⇒ ∈

⇒ =
⇒ ∈

  

1kومن ثمَّ  kN N+ ,أنّ  k. إذن نستنتج بالتدريج على العدد = k pk p N N∀ ≥ =.  
kومن جهة أخرى، لدينا، في حالة  p≥: ما يلي ،  

dim rg( ) dim

dim rg( ) dim

k
k k

p
p p

I u n N

n N u I

= = −

= − = =
  

,لـمّا كان و  k pk p I I∀ ≥ , استنتجنا أنّ ، ⊃ k pk p I I∀ ≥ =.  
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pNكان   لـمّا � E⊂  ّاستنتجنا أنdimp pN nδ =   . ولكن≥

1
1 1

( ) 1
p p

p k k
k k

pδ δ δ −
= =

= − ≥ =∑ ∑  

dimpإذن  n E≤ =.  

0pفي حالة  � pN{0}يكون  = pIو = E= قة.، والخاصّة المشارإليها محق  
0pلننظر في حالة  pعنصراً من  y. ليكن < pN I∩عندئذ يكون . ( ) 0pu y ويوجد  =

)يحُقق  Eمن  xعنصرٌ  )py u x= 2. وعندئذ يكون ( ) ( ) 0p pu x u y= ، إذن =

2px N∈ 2، ولكنp pN N=  إذنpx N∈  َّومن ثم( ) 0py u x= . نكون بذلك =
p{0}قد أثبتنا أنّ  pN I∩ =.  

  ج من ذلك أنّ نستنت

dim( ) dim ker rg( ) dimp p
p pN I u u E⊕ = + =  

pومن ثمَّ  pE N I=   ú  . وهي النتيجة المطلوبة.⊕

  
Jلتكن  19. التمرينE وF وG على حقلٍ  ة البُعدتهيثلاثة فضاءات شعاعيّة منK وليكن .u 

)ين من تطبيقين خطيّ  vو , )E FL و( , )F GL .على التوالي  

)rgنفترض أنّ   � ) rg( ) rg( )u v v u= = �.  

Imأثبت أنّ  � Imv v u= kerوأنّ  � keru v u= �.  
Imأثبت أنّ  � ker {0}u v∩ =.  

Imاستنتج أنّ   kerF u v= ⊕  

Imبالعكس، نفترض أنّ   � kerF u v= ⊕.  

Imأثبت أنّ  � Imv v u= �.  
)rgاستنتج أنّ  � ) rg( ) rg( )u v v u= = �.  
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rg  نفترض أنّ    � rg rg( )u v v u= = �.  
)Im ،في الحقيقة � ) Imv u v⊂�  كان لهذين الف  لـمّاو ّما ضاءين البُعد نفسه استنتجنا أ

)Imمتساويان أي  ) Imv u v=�.  
kerومن جهة أخرى من الواضح أنّ  keru v u⊂   . ولكن�

dim ker dim rg

dim rg( ) dim ker

u E u

E v u v u

= −

= − =� �
  

kerإذن، لا بدُّ أن يكون  keru v u= �.  
Imعنصراً من  yليكن  � keru v∩ عندئذ لدينا من جهة أولى .( ) 0v y ويوجد عنصرٌ  =
x  منE  قيحُق( )u x y= . ّنستنتج إذن أنx  ينتمي إلىkerv u�  ومن ثمَّ إلىkeru .

)ولكنّ هذا يقتضي أنّ  ) 0y u x= Im. بذا نكون قد أثبتنا أنّ = ker {0}u v∩ =.  

Imنستنتج مما سبق أنّ   keru v F⊕   ، ولكن ⊃

dim Im ker rg( ) dim ker

rg( ) dim ker dim

u v u v

v v F

⊕ = +
= + =

  

Imإذن يجب أن يكون  keru v F⊕ =.  
Imبالعكس، نفترض أنّ  � kerF u v= ⊕.   
)Imلدينا بوجه عام  � ) Imv u v⊂� وبالعكس، ليكن .y  ًمن عنصراImv عندئذ .

)يحُقق  Fفي  xيوجد  )y v x= كان   لـمّا. ولكنIm kerF u v= أمكننا كتابة  ⊕
( )x u z t=   . وعليه يكونkervمن  tو Eن م z حيث +

( )( ) ( ) ( )y v x v u z t v u z= = + = �  
Imvإلى  yينتمي العنصر إذن  u�  ّوهذا ما يثبتُ أنIm( ) Imv u v=�.  
rgإذن  � rg( )v v u= Im. ومن � kerF u v=   نستنتج أنّ  ⊕

rg rgu v=  
  ú  ويكتمل الحل.

Jلتكن  20. التمرينF وG وH  ثلاثة فضاءات شعاعيّة جزئيّة من فضاء شعاعيE ولنفترض .
F أنّ  G⊂ وF H G H+ = Fو + H G H∩ = ∩.  

Fأثبت أنّ  G=.  
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G، عندئذ نستنتج من كون Gعنصراً من  xليكن  F H⊂ ، ويوجد Fفي  Fxأنهّ يوجد  +
Hx  فيH  قانيحُقF Hx x x= +.  

Fكان   لـمّاولكن  G⊂   كانH Fx x x G= − Hx، إذن ∋ G H∈ . ولكن نعلم ∩
Fمن جهة أخرى أنّ  H G H∩ = Hx، إذن ∩ F H F∈ ∩ . وعليه يكون ⊃

F Hx x x F= + Gبذلك قد أثبتنا أنّ  . فنكون∋ F⊂ َّومن ثم ،F G=.  ú  

Jنذكّر أنّ  21. التمرين[ ]Xℝ  ّهو فضاء كثيرات الحدود الحقيقيّة، وأن[ ]m Xℝ  هو فضاء كثيرات
  .mدرجاا أصغر أو تساوي  الحدود التي

)يحُقق  اً كثير حدود حقيقي  Pليكن � ) ( 1)P X P X=   .ثابت Pأثبت أنّ . +
) ليكن  � )P X  غير معدوم. أثبت أنّ  اً كثير حدود حقيقي  

deg( ( 1) ( )) deg ( )P X P X P X+ − <  

:1 نعرّف التطبيق الخطّي  � [ ] [ ]n nX X−Φ → ×ℝ ℝ ℝ : بالعلاقة  

( )( ) (0), ( 1) ( )P P P X P XΦ = + −  

 ؟Φماذا تستنتج بشأن التطبيق الخطّي . kerΦعينّ   
) حدود وحيدٌ  يوجد كثيرُ  ،ℕ∗من  nبق أنهّ مهما تكن استنتج مما س  � )nQ X  من

[ ]n Xℝ  ُ(0): قّقيح 0nQ )1و = 1) ( ) n
n nQ X Q X X −+ − عينّ . =

deg nQ  بدلالةn ّ1. واحسب بوجه خاص( )Q X.  
1nPكثير الحدود   ،ℕ∗من  nنعرّف في حالة   �  بالعلاقة :  +

1

1 0 0
( ) ( )d ( )d

x

n n nP x n Q t t x Q t t+
 = −   ∫ ∫  

)1احسب  )nP +Φ  1واستنتج عبارةnP 1nQبدلالة  + +.  

2 : أثبت أنّ   � 1
1

( , ) , ( 1)
m n

nk
m n k Q m∗ −

=
∀ ∈ = +∑ℕ.  

3واستنتج عبارة  4Qو 3Qو 2Qلحساب  مما سبقاستفد   �
1

m

k
k

  .mبدلالة  ∑=
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) يحقّق Pولنفترض أنّ  ،كثير حدود حقيقي  P ليكن � ) ( 1)P X P X= نعرّف . +

( ) ( ) (0)Q X P X P= )، ونلاحظ أنّ − 1) ( )Q k Q k+   لـمّا، و ℕمن  kكانت   أياًّ  =
(0)كان  0Q   استنتجنا أنّ  =

, ( ) 0k Q k∀ ∈ =ℕ  

0Qأن يقبل عدداً لاائيّاً من الجذور. إذن  الصفريكن لكثير حدود غير ولكن لا يم   . أي =

( ) (0)P X P= ∈ ℝ  

) ليكن � )P X  وليكن  ،صفريغير  اً كثير حدود حقيقيd
da X  الحدّ المسيطر في( )P X .

dعندئذ يكون 
da X  المسيطر في أيضاً الحد( 1)P X   . وهذا يثبتُ أنّ +

( )deg ( 1) ( ) deg ( )P X P X P X+ − <  

:1 نعرّف التطبيق الخطّي � [ ] [ ]n nX X−Φ → ×ℝ ℝ ℝ  بالعلاقة  

( )( ) (0), ( 1) ( )P P P X P XΦ = + −  

kerPإذا كان  � ∈ Φ  (0) كان 0P ) وكان = 1) ( )P X P X+ ، وبناءً على ما =
)أثبتناه في الطلب الأوّل، نستنتج أنّ  ) (0) 0P X P= ker. وعليه = {0}Φ =. 

 متباين. Φالتطبيق ف

)كان   ـمّالفي الحقيقة،  � )1dim [ ] 1 dim [ ]n nX n X−= + = ×ℝ ℝ ℝ  استنتجنا
 تقابلٌ خطّي. Φأنّ التطبيق 

)1تُكافئ  nQفي الحقيقة، الشروط الموضوعة على  � ) (0, )n
nQ X −Φ  Φكان   لـمّا. و =

1يحُقق المطلوب هو  nQ اً تقابلاً استنتجنا أنّ هناك كثير حدود وحيد 1((0, ))nX− −Φ كان   لـمّا. و
nQ  عنصراً من[ ]n Xℝ  ّاستنتجنا أنdeg nQ n≤ولكن إذا كان . deg nQ n<  كان  

( )deg ( 1) ( ) 1n nQ X Q X n+ − < −  

)1وما تحققت المساواة  1) ( ) n
n nQ X Q X X −+ − degلا بدُ أن يكون ف. = nQ n=.  

)1من الواضح أنّ  )Q X X= ّلأن ،( ) (0,1)XΦ =.  
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1nPكثير الحدود   ،ℕ∗من  nنعرّف في حالة  �  بالعلاقة:  +

1

1 0 0
( ) ( )d ( )d

x

n n nP x n Q t t x Q t t+
 = −   ∫ ∫  

(0)1نلاحظ أوّلاً أنّ  � 0nP + =. 

1nPومن جهة أخرى، نلاحظ أنّ  �  قابلٌ للاشتقاق وأنهّ +

1

1 0
, ( ) ( ) ( )dn n nx P x nQ x n Q t t+′∀ ∈ = − ∫ℝ  

  إذن
( )1 1

1

( 1) ( ) ( 1) ( )

( )

n n n n

n n

P x P x n Q x Q x

nx x

+ +
−

′ ′+ − = + −

′= =
  

1وبملاحظة أنّ  1(1) (0) 0n nP P+ +=   أنّ ، نستنتج =

1 1, ( 1) ( ) n
n nx P x P x x+ +∀ ∈ + − =ℝ  

)1أي إنّ  ) (0, )nnP X+Φ 1وهذا يثبتُ أنّ  = 1n nQ P+ +=.  
1نعلم أنهّ في حالة  � k m≤   لدينا ≥

1 ( 1) ( )n
n nk Q k Q k− = + −  

(0)يات طرفاً إلى طرف، وتذكّرنا أنّ فإذا جمعنا هذه المساوَ  0nQ   ، استنتجنا أنّ =

2 1

1

( , ) , ( 1)
m

n
n

k

m n k Q m∗ −

=

∀ ∈ = +∑ℕ  

)1من انطلاقاً  � )Q X X=وبالاستفادة من العلاقة التدريجيّة ،  
1

1 0 0
( ) ( )d ( )d

x

n n nQ x n Q t t x Q t t+
 = −   ∫ ∫  

  نجد مباشرة أنّ 
1

2
2

0 0

1
( ) d d ( )

2

x

Q x t t x t t x x= − = −∫ ∫  

2ومن ثمَّ 

1
( ) ( 1)

2
Q X X X=   . ونجد أيضاً −

3 21
2 2

3
0 0

( ) ( )d ( )d
3 2 6

x x x x
Q x t t t x t t t= − − − = − +∫ ∫  
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  ومن ثمَّ 

( ) ( ) ( )( )3 2
3

1 1
2 3 1 2 1

6 6
Q X X X X X X X= − + = − −  

  أيضاً ونجد 
1

3 2 3 2
4

0 0

4 3 2

1
( ) (2 3 )d (2 3 )d

2
1

( 2 )
4

x

Q x t t t t x t t t t

x x x

= − + − − +

= − +

∫ ∫  

)ومن ثمَّ  ) 2 2
4

1
( 1)

4
Q X X X=   . وبوجه خاص نجد−

2

3
4

1

( 1)
, ( 1)

2

m

k

m m
m k Q m∗

=

 + ∀ ∈ = + =   ∑ℕ  

  ú  وهي النتيجة المرجوّة.

Jليكن  22. التمرينE  فضاءً شعاعيّاً منتهي البُعد علىℝ 1، وبعُدهn نفترض أيضاً أنهّ  .≤
)في  يوجد )EL  تطبيق خطّيu  ُيح 0ق الشرط قEu u I+ هو التطبيق  EIو، �=

  المطابق.

)أثبت أنّ الجملة  .0شعاعاً مختلفاً عن  Eمن  x ليكن � , ( ))x u x جملة حرةّ. نرمز بالرمز 
xF  إلى( )vect( , )x u x احسب بعُد .xF ّأن وبين ،( )x xu F F=.  
F:  يحقق Eفضاءً جزئياً من  F ليكن � E≠ و( )u F F⊂.  وليكنx  عنصراً من

\E F ّأثبت أن .{ }0xF F∩ =.  
} التي تحُقق Eمن  Gمجموعة الفضاءات الجزئيّة  Gلتكن  � }( ) 0G u G∩ . أثبت =

≠ أنّ  ∅Gفي  ، وأنهّ يوجدG 0 فضاء شعاعي جزئيG يحُقّق   
{ }0dim max dim :G G G= ∈ G  

0نعرّف  � 0( )F G u G= Fض أنّ . ونريد أن نثبت بنقض الفرْ ⊕ E= لنفترض إذن .
Fأنّ  E≠.  
) أثبت أنّ  � )u F F⊂.  
E\من  xخُذْ عنصراً  � F ّ0، وأثبت أنG x⊕ ℝ  عنصرٌ منG .ماذا تستنتج؟  
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يحُقق العلاقة  Eمن  Hن الدراسة السابقة وجود فضاء شعاعيّ جزئي استنتج م �
( )E H u H=  ، هو عدد زوجيّ، وأنهّ يوجد أساسn ، أي العددE. وبين أنّ بعُد ⊕

1 1 2( , , , , , )m m me e e e+=E …   يحُقّق Eللفضاء  …

2

: 1 ,
, ( )

: 1 2
k m

m k
k m

e k m
k u e

e m k m

+

−

 ≤ ≤∀ ∈ = − + ≤ ≤
ℕ  

dim بالعكس، نفترض أنّ  � 2E m=في  . أثبت أنهّ يوجد( )EL  تطبيق خطّيu ،
0Euق العلاقة ق يحُ  u I+ =�.  

  الحـل
  . ولنتأمّل العبارة الخطيّة المعدومة :0مختلفاً عن  Eمن شعاعاً  x ليكن �

( ) 0ax bu x+ =  
2طرفي العبارة السابقة، وبعد الاستفادة من كون  على uعندئذ نستنتج بتطبق 

Eu I= ما  −
  :يأتي

( ) 0au x bx− =  
  وعليه يكون

2 2( ) ( ( )) ( ( ) ) 0a b x a ax bu x b au x bx+ = + − − =  
0xكان   لـمّاو  2كان   ≠ 2 0a b+ 0aأي  = b= )ملة . فالج= , ( ))x u x  .ّجملة حرة  

)الجملة كانت   لـمّا , ( ))x u x ّعد الفضاء ، استنتجنا أنّ بُ جملة حرةvect( , ( ))xF x u x= 
)إنّ من الواضح أنّ ف وكذلك. 2يساوي  )x xu F F⊂ساواة ، بل تتحقّق الم( )x xu F F=،   ّلأن

dimيقتضي أنّ  اً خطيّ  تقابلاً  uكون  ( ) dimx xu F F=.  
F يحقق Eفضاءً جزئياً من  F ليكن � E≠ و( )u F F⊂ ، وليكنx  عنصراً من

\E F . ًلنتأمّل عنصراy  منxF F∩. حقيقيّين عندئذ نجد عددين a وb  يحُقِقان
( )y ax bu x= )كان   لـمّا. + )u F F⊂  ّاستنتجنا أن( ) ( )u y au x bx F= − ∈ 
  وعليه

2 2( ) ( )a b x ay bu y F+ = − ∈  
2فإذا كان  2 0a b+ xاستنتجنا أنّ  ≠ F∈  وهذا خُلفٌ. إذن لا بدُّ أن يكون

2 2 0a b+ 0yأي أن يكون  = xF{0}وعليه  .= F∩ =.  
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)التي تحُقق  Eمن  Gمجموعة الفضاءات الجزئيّة  Gلتكن  � ) {0}G u G∩ في  .=
≠الحقيقة، إنّ  ∅G،  {0}الفضاء الجزئي  نلاحظ أنّ إذ يكفي أنG إذن  .G لىينتمي إ =

  تكون اموعة
{ }deg :G G= ∈N G  

,0,1}مجموعةً جزئيّة غير خالية محتواة في  , }n… فهي إذن تحوي أكبر عنصرٍ. وعليه يوجد في ،G 
0dimيحُقق  0Gفضاء جزئي  max( )G = N.  

0نعرّف  � 0( )F G u G= Fأنّ  جدلاً . ونفترض ⊕ E≠.  
يحُققان  0G الفضاء الجزئي من yو xأمكن إيجاد عنصرين  Fعنصراً من  zإذا كان  �

( )z y u x=   ، وعندئذ يكون +

0 0( ) ( ) ( )u z x u y G u G F= − + ∈ + =  
) فنكون قد أثبتنا أنّ  )u F F⊂.  

E\من  xعنصراً لنتأمّل إذن  � F ، 0عندئذ نستنتج من كونG F⊂  ّن 0xأ G∉ ،
}وعليه يكون  }0 0G x∩ =ℝ، 0 وهذا ما يتيح لنا أن نعرّفG G x= ⊕ ℝ.  

)ينتمي إلى  yلنتأمّل عنصراً  )G u G∩ عندئذ يُكتب .y  بالشكلg xλ+ حيث 
0g G∈ كما نجد ،g ) يحُققان ℝفي  ′λو 0Gفي  ′ ) ( )y u g u xλ′ ′= . وعليه +

  يكون
( ) ( )y u g u x g xλ λ′ ′= + = +  

  ومنه نستنتج أنّ 
( ) ( )g u g x u xλ λ′ ′− + = −  

)ولكن  ) xx u x Fλ λ′− 0و  ∋ 0( ) ( )g u g G u G F′− + ∈ ⊕ ، فإذا استفدنا =
xF{0}التي تقتضي أنّ  �من نتيجة السؤال  F∩   ، استنتجنا أنّ =

( ) 0x u xλ λ′− )و = )g u g ′=  
)واعتماداً على الاستقلال الخطّي للجملة  , ( ))x u x  ّ0نستنتج أنλ λ′= . على هذا =

0عنصراً من  yيكون  0( ) {0}G u G∩ 0yوهذا يقتضي أنّ  ،= . وعليه نكون قد =
G أثبتنا أنّ  ∈ G ّوفي هذا تناقضٌ لأن ،  

0 0dim 1 dim dim dimG G G G= + > ≥  



 تمرينـات 87

  

Fنتج التناقض السابق من الافتراض  E≠ أن يكون ُوعليه لا بد ،E F=  أي  

0 0( )E G u G= ⊕  
0Hإذن أنّ الفضاء  أثبتنا � G=  قيحُق( )E H u H= تقابلٌ خطّي  u. ولكنّ التطبيق ⊕

dimإذن  ( ) dimu H H=،  ّوعليه فإن  
dim dim dim ( ) 2 dimE H u H H= + =  

dimm وعليه إذا كان H=  كان dim 2n E m= =.  
1لنتأمّل أساساً  2( , , , )me e e…  للفضاء الجزئيH عندئذ نستنتج من كون ،u  ًمن  اً يّ  خطتقابلا

H  إلى( )u H  ّأن( )1 2( ), ( ), , ( )mu e u e u e…  أساس للفضاء( )u Hوعليه إذا عرّفنا ،  
, ( )m m k kk e u e+∀ ∈ =ℕ  

1كان  1 2( , , , , , )m m me e e e+=E … )أساساً للفضاء  … )E H u H= . وبالاستفادة ⊕
2من كون 

Eu I=   نستنتج مباشرة أنّ  −

2

: 1 ,
, ( )

: 1 2
k m

m k
k m

e k m
k u e

e m k m

+

−

 ≤ ≤∀ ∈ = − + ≤ ≤
ℕ  

dim نفترض أنّ لبالعكس، و  � 2E m= . ًولنتأمّل أساسا  
1 1 2( , , , , , )m m me e e e+=E … …  

)من  uلهذا الفضاء. عندئذ نعرّف التطبيق الخطّي  )EL  بوضع( )k m ku e e += 
)و )k m ku e e+ = mkفي حالة  − ∈ ℕ ن مباشرة أنّ التطبيق الخطّيعندئذ نتيق .u  المعرّف
ق العلاقةذا الأسلوب يحُق  

0Eu u I+ =�  
  ú  وهي النتيجة المطلوبة.

  

  : لسابق الخاصة التاليةلقد أثبتنا في التمرين ا ،في الحقيقة : ملاحظة �

. عندئذ الشرط اللازم ℝفضاءً شعاعياًّ على حقل الأعداد الحقيقيّة  Eليكن 
)والكافي كي يوجد في  )EL  تطبيق خطّيu  ق2يحُق

Eu I= ، هو أن يكون −
   اً.زوجيّ  Eبعُد الفضاء 
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  الثنويةّ في الفضاءات الشعاعيّة
 ثنوي فضاء شعاعي 1.

. نسمّي كل {0}، نفترضه مختلفاً عن Kفضاءً شعاعيّاً على حقل  Eليكن  .تعريف 1-1.
E . ونرمز بالرمزEعلىشكلاً خطياً  Kإلى  E طبيق خطي منت إلى الفضاء الشعاعي  ∗

( , )EL Kأي فضاء الأشكال الخطية على ؛ Eونسمّي .E الفضاء الشعاعي الثنويّ  ∗

Eمن  fكان   أياًّ . وأخيراً E لفضاءل f, الرمزنرمز ب Eمن  xو، ∗ x  إلى المقدار
( )f x.  

  
  .تعريف 2-1.
  نعرف Eمن  xكان   أياًّ    �

{ }: , 0x y E y x⊥ ∗= ∈ =  
Eفضاء شعاعي جزئي من  ⊥xإنّ    Eفي  xعلى  الفضاء العمودينسمّيه  ∗ ∗.  
  نعرّف: ، Eمن  Aكانت اموعة الجزئيّة غير الخالية   أياًّ وبوجه عام   �

{ }: , , 0
a A

A y E a A y a a⊥ ∗ ⊥

∈

= ∈ ∀ ∈ = = ∩  

Eفضاء شعاعي جزئي من  ⊥Aإنّ  Eفي  Aالفضاء العمودي على  سمّيهن ∗ ∗.  
Eمن  yكان   أياًّ   ،اثلبأسلوب مم  �   نعرف، ∗

{ }: , 0 kery x E y x y= ∈ = =�  
  .Eفي  yالفضاء الشعاعيّ الجزئي العمودي على  �yنسمّي

Eمن  Bكانت اموعة الجزئيّة غير الخالية   أياًّ وكذلك،   �    نعرّف  ،∗

{ }: , , 0 ker
y B

B x E y B y x y
∈

= ∈ ∀ ∈ = =� ∩  

  .Eفي  Bالفضاء الشعاعيّ الجزئي العمودي على  �Bونسمّي

 ثامنالفصل ال
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مجموعة جزئية غير خالية من  Bو ،Eمجموعة جزئية غير خالية من  Aوأخيراً إذا كانت   �
E Bمتعامدتان إذا وفقط إذا كان  Bو Aفإننا نقول إنّ  ∗ A⊥⊂.  وهذا يكافئ كوْن

A B⊂ ,أو  � , , 0a A b B b a∀ ∈ ∀ ∈ = .  
  

  ملاحظات 3-1.

⊥E{0}من الواضح أنّ  � =.  
)وكذلك يكون  � ) {0}E∗  التي يكون فيهاصّة في الحالة إلا أنّ إثبات هذه الخا ،�=

dimE = يتطلب موضوعة الاختيار، وسنرى لاحقاً إثباتاً لهذه الخاصة في  ∞+
dimEحالة  < +∞.  

  . عندئذK، على حقل {0}فضاءً شعاعياً، مختلفاً عن  Eليكن  .مبرهنة 4-1.
A، كان Eمن  Bو A كان الجزءان غير الخاليين  أياًّ  1. B B A⊥ ⊥⊂ ⇒ ⊂.  
)vect) ، كانE من Aكان الجزء غير الخالي   أياًّ  2. ))A A⊥ )و =⊥ )A A⊥⊂ �.  
E من Bو A كان الجزءان غير الخاليين  أياًّ  3. A ، كان∗ B B A⊂ ⇒ ⊂� �.  
Eمن A كان  الجزء غير الخالي  أياًّ  4. )vect)، كان ∗ ))A A=� )و � )A A ⊥⊂ �.  
  الإثبات

  �  للقارئ.تمريناً إثبات هذه الخواص بسيط ومتروك 
  

فضاءً شعاعياً  H . وليكنKحقل  ، على{0}فضاءً شعاعياً، مختلفاً عن Eليكن .مبرهنة 5-1.
  : الآتية. هناك تكافؤ بين الخواص Eجزئياً من 

codimأي  ؛1يساوي  Hعد تمام بُ  � 1E H =.  
  هو نواة شكل خطي غير معدوم. Hالفضاء الجزئي  �
( يوجد مستقيم شعاعي � Dيحُقّق 1) أي فضاء جزئي بعده H D E⊕ =.  
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  الإثبات

⇐� dimكان   لـمّا � / dim 1E H = =K يوجد تشاكل خطي تقابلي ،: 
: /E Hθ → K  

: ليكن /Q E E H→ التطبيق عندئذ يكون .الغمر القانوني f Qθ=  قطياً يحق شكلاً خ �
kerH f= 0، وبالطبعf Eلأنّ  ≠ H≠.  
⇐� kerHلنفترض أنّ  � f=، وf  {0}\شكل خطّي منE ه غير غامرٌ لأنّ  f. إنّ ∗
,يحُقّق  Eفي  b عنصرٌ  ، إذن يوجدصفري 1f b D. لنضع = b= K.  

Dعنصراً من  x إذا كان � H∩   كانx bλ=  حيثλ ∈ K ،وكان , 0f x = ،
,ومن ثمَّ  0f bλ λ= 0x. ينتج من ذلك أنّ = D{0}ومنه  = H∩ =.  

  كان   Eمن  xكان   أياًّ من جهة أخرى،  �
, ,

D H

x f x b x f x b

∈ ∈

= ⋅ + − ⋅
��������� �������������

  

Eإذن  H D= ⊕.  
⇐� kerHنّ إ .Hتوازياً مع  Dالإسقاط على  P ليكن � P= وImD P=، 

/ومن ثمَّ هناك تقابلٌ خطيّ بين  /kerE H E P= وImP.  إذن  
codim dim / dim 1EH E H D= = =  

 �  الإثبات. يكتملوبذا 

  
كل فضاء شعاعي   Eفي  مستقيماً . نسمّي Kفضاءً شعاعياً على حقل  Eليكن  .تعريف 6-1.

 في 2 بعده P كل فضاء شعاعي جزئي  Eفي  مستوياً . ونسمّي E في 1بعده  Dجزئي
E ّفي  مستوياً فوقياً . وأخيراً نُسميE   جزئي كل فضاءٍ شعاعيH  تمام بعده فيE 

  .1يساوي 

ستوياً م H . وليكنK، على حقل {0}فضاءً شعاعيّاً، مختلفاً عن  Eليكن  .مبرهنة 7-1.
H. عندئذ يكونEفوقياً في  Eمستقيماً شعاعياً في  ⊥ ∗.  



في الفضاءات الشعاعية الثنويةّ  92 

  الإثبات

kerHلنفترض أنّ  y= يث حy  {0}\عنصرٌ منE غامر،  yل الخطيّ . لأنّ الشك∗
, يحُقّق Eفي  aيوجد  1y a =.  

yمن جهة أولى، من الواضح أنّ  � H⊥∈  َّومن ثمy H ⊥⊂K.  
Hعنصراً من  zومن جهة ثانية، ليكن  �   كان  لـمّا، عندئذ ⊥

, , ,

a H

x E x y x a x y x a

∈ ⋅ ∈

∀ ∈ = + −

K

������� �����������
  

  كان
, , , ( )x E z x y x z a∀ ∈ =  

z,أو  z a y= z . إذن⋅ y∈ K وهذا ما يثبتُ صحّةَ المساواة ،H y⊥ = ⋅K.  �  
  

}فضاءً شعاعيّاً، مختلفاً عن  Eليكن  .تعريف 8-1. شكلاً  y. وليكن K، على حقل 0{
}خطياًّ من  }\ 0E kerHن وليك ∗ y= عندئذ نسمّي المعادلة ., 0y x = 

,. ذلك لأنّ Hمعادلة المستوي الفوقيّ  0x H y x∈ ⇔ =.  
  

  منقول تطبيق خطّي 2.

 Eتطبيقاً خطيّاً من  u، وليكن Kين على حقل ن شعاعيّ يْ فضاءَ  Fو E ليكن .تعريف 1-2.
)أي  ؛F إلى , )u E F∈ L . ّنعرّف التطبيق الخطيtu من ( , )F E∗ ∗L  :كما يلي  

: , ( )t tu F E y u y y u∗ ∗→ =֏ �  

  : . لاحظ أنّ uالتطبيق  منقول  tuونسمّي

,,
, , ( ), , ( )t

F FE E
x E y F u y x y u x ∗∗

∗∀ ∈ ∀ ∈ =  
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  .Kثلاثة فضاءات شعاعيّة على حقل  Gو Fو E لتكن .مبرهنة 2-2.
:إن التطبيق  1. ( , ) ( , ), tE F F E u u∗ ∗Φ →L L   خطّي ومتباين.تطبيق ، ֏
)من  uكان   أياًّ  2. , )E FL وv  من( , )F GL كان ،( )t t tv u u v=� �.  
(ليكن  3. EI اليعلى التو(

E
I  عندئذ، ∗E)علىE(التطبيق المطابق على ∗

E
I ∗=t

EI.  
)من  uإذا كان  4. , )E FL  تقابلاً كانtu  1تقابلاً أيضاً وكان 1( ) ( )t tu u− −=.  
)من  uإذا كان  5. , )E FL   كانker( ) (Im )tu u غامراً كان  u. ومن ثمَ إذا كان =⊥

tu .ًمتباينا  
  الإثبات

)من  vو u ليكن 1. , )E FL  وλ  منKكان   أياًّ ندئذ، . ع( , )x y  منE F   كان،  ×∗

, ,

,

,

, ,

, ,

,

,

,

( )( ), ( )( ),

,( )( )

, ( ) ( )

, ( ) , ( )

( ), ( ),

( ) ( ),

( )( ),

( ( ) ( ))( ),

t

E E E E

F F

F F

F F F F

t t

E E E E

t t

E E

t t

E E

E E

u v y x u v y x

y u v x

y u x v x

y u x y v x

u y x v y x

u y v y x

u v y x

u v y x

λ λ

λ

λ

λ

λ

λ

λ

λ

∗ ∗

∗

∗

∗ ∗

∗ ∗

∗

∗

∗

Φ + = +

= +

= +

= +

= +

= +

= +

= Φ + Φ

  

  خطيّ. Φفالتطبيق 
   ه لدينا سلسلة الاقتصاءات الآتية:متباين لأنّ  Φومن جهة أخرى، التطبيق 

{ }
,

ker ( , ) , , ( ) 0

, ( ) ( ) 0

, ( ) 0

0

F F
u x y E F y u x

x E u x F

x E u x

u

∗
∗

∗

∈ Φ ⇒ ∀ ∈ × =

⇒ ∀ ∈ ∈ =
⇒ ∀ ∈ =
⇒ =

�

  

  1.وهذا ما يثبت الخاصّة 
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)من  u ليكن 2. , )E FL وv  من( , )F GL . ،كان   أياًّ عندئذ( , )x y منE G∗×  ،كان 
  لدينا سلسلة المساويات الآتية:

,,

,

,

,

,

( )( ), , ( )

, ( ( ))

( ), ( )

( ( )),

( ),

t

G GE E

G G

t

F F

t t

E E

t t

E E

v u y x y v u x

y v u x

v y u x

u v y x

u v y x

∗∗

∗

∗

∗

∗

=

=

=

=

=

� �

�

  

)ومن ثمَّ  )t t tv u u v=� �.  
  واضح من التعريف. 3.
  : اتينتنتج هذه الخاصة من أخذ المنقول في طرفي المساو  4.

1
Fu u I− 1و    �=

Eu u I− =�  

  ما سبق أنّ  اعتماداً علىفنجد 

  1( )t t t
F F

u u I I ∗
− = =�  

)1  و )t t t
E E

u u I I ∗
− = =�  

1تقابلٌ و tuفالتطبيق  1( ) ( )t tu u− −= .  

  :الآتيةتنجم هذه الخاصّة من التكافؤات  5.

ker( ) 0

, , ( ) 0

Im , , 0

(Im )

tf u f u

x E f u x

y u f y

f u ⊥

∈ ⇔ =

⇔ ∀ ∈ =
⇔ ∀ ∈ =

⇔ ∈

�

  

  �  متبايناً. tuغامراً كان  uومن ثمَ إذا كان 
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  الثنّوية في الفضاءات الشعاعيّة المنتهية البُعد 3.

دئذ . عن{0}مختلفاً عن و ، Kمنتهي البُعد على حقل تبديلي  فضاءً شعاعياً  Eليكن 
E يكون الفضاء الثنوي dimمنتهي البعد ويكون  ∗ dim ( , ) dimE E E∗ = =L K .  

. K، منتهي البُعد على حقل تبديلي {0}فضاءً شعاعياً، مختلفاً عن  Eليكن  .تعريف 1-3.
) وليكن )1, , ne e=E )1. لنعرّف الجملة E لفضاءأساساً ل … , , )ne e∗ ∗ ∗=E … 

Eمن  : بالعلاقات ∗

1 :
( ) ,

0 :j i j i ij

i j
e e e e

i j
δ∗ ∗

 == = =  ≠
  

Eلفضاءأساساً ل E∗عندئذ تكون الجملة  . وتتحقّق E للأساسالأساس الثنوي نسمّيه  ∗
  العلاقات التالية:

1

, ,
n

i i
i

f E f f e e∗ ∗

=

∀ ∈ = ∑  

1

, ,
n

i i
i

x E x e x e∗

=

∀ ∈ = ∑  

  بالأساس الثنويّ. E∗التي تُبررّ تسمية الأساس  

 .{0} مختلفاً عن، و Kفضاءً شعاعياً منتهي البُعد على حقل تبديلي  Eليكن  .مبرهنة 2-3.
Eفي  f.عندئذ يوجد شكل خطيّ E{0}\من  x وليكن ) يحُقق ∗ ) 1f x =. 

  الإثبات
1eلنضع  x= 1 م، ولنتم( )e  إلى أساس( )1, , ne e=E الأساس  تأمّل. ثمُ لنE لفضاءل …
)1الثنوي  , , )ne e∗ ∗ ∗=E 1f الشكل الخطي لهذا الأساس. عندئذ يحقّق … e∗=  المطلوب. ينتج

)من هذه المبرهنة أنّ  ) {0}E∗ =�.  �  

. وليكن {0}مختلفاً عن و  ،K منتهي البعد على حقل فضاءً شعاعياً  Eليكن  .مبرهنة 3-3.

1( , , )nf f=F Eلفضاء أساساً ل … ) عندئذ يوجد أساسٌ  .∗ )1, , ne e=E … 
  أساسَه الثنّوي. Fيكون  Eلفضاء ل
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  الإثبات
  لنتأمّل التطبيق الخطّي 

( )1 2: , ( ), ( ), , ( )n
nE x f x f x f xΦ → K ֏ …  

kerxمن الواضح أنّ  ∈ Φ  إذا وفقط إذا كان
1
ker

n

k
k

x f
=

∈   ولكن ∩

( )
1
ker vect( ) ( ) {0}

n

k
k

f E ∗

=
= = =F

� �∩  

kerإذن  {0}Φ dimمتباينٌ. ولكن  Φوالتطبيق الخطّي  = dim nE = K  إذنΦ  ٌتقابل
}1 إذا كان خطّي. , , }nε ε=C nالأساس القانوني في  …

K  وعرفّنا( )1, , ne e=E … 
)1بالعلاقة  )k ke ε−= Φ  تيقّنّا مباشرة أنّ الأساس الثنوي للأساسE  هو الأساسF وبذا .

  �  .الإثبات يكتمل

  .{0}مختلفاً عن و  ،K منتهي البعد على حقل فضاءً شعاعياً  E: ليكن  مبرهنة 4-3.
  : لديناف Eمن  Fكان الفضاء الشعاعيّ الجزئيّ   أياًّ  1.

dim dim dimF F E⊥+ )و  = )F F⊥= �  

Eمن Gكان الفضاء الشعاعيّ الجزئيّ   أياًّ  2.   : لديناف ∗

dim dim dimG G E+ )و  �= )G G ⊥= �  

  الإثبات

)1 ليكن 1. , , )pe e… لفضاء الجزئي أساساً لFم، ولنه إلى أساس تم( )1, , ne e=E … 
)1، وليكن Eكامل الفضاء ل , , )ne e∗ ∗ ∗=E  كان  أياًّ . عندئذ، E لأساسالأساس الثنوي ل …
f  منE   كان،  ∗

1

1

, , 0

,

vect( ,.., )

p i

n

i i
i p

p n

f F i f e

f f e e

f e e

⊥

∗

= +
∗ ∗
+

∈ ⇔ ∀ ∈ =

⇔ = ⋅

⇔ ∈

∑

ℕ
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  إذن

1vect( ,.., )p nF e e⊥ ∗ ∗
dimو   =+ dimF n F⊥ = −.  

)1ليكن  2. , .., )nf f=F لفضاء أساساً لE )1حُصِل عليه بإتمام الأساس  ∗ , , )pf f… 
Eكامل الفضاءإلى أساس ل Gللفضاء الجزئي  ). وليكن ∗ )1, , ne e=E  Eالأساس في  …

  فلدينا  Eمن  xكان   أياًّ . عندئذ F الذي أساسه الثنوي هو

1

1

, , 0

,

vect( ,.., )

p i

n

i i
i p

p n

x G i f x

x f x e

x e e

= +

+

∈ ⇔ ∀ ∈ =

⇔ = ⋅

⇔ ∈

∑

� ℕ

  

  ومن ثمَّ يكون

1vect( ,.., )p nG e e+=�  و dim dimG n G= −�.  
)من ناحية أخرى، من الواضح أن  )F F⊥⊂   ، ولكن�

 dim( ) dim

( dim ) dim

F n F

n n F F

⊥ ⊥= −
= − − =

�

  

)ومنه المساواة  )F F⊥= �.  
)ونترك للقارئ أن يثبت بأسلوب مماثل أنّ  )G G ⊥= �.  �  

. Kلبعد على حقل فضاءين شعاعيين، غير تافهين، ومنتهيي ا Fو E ليكن .مبرهنة 5-3.
)من  uوليكن  , )E FL عندئذ يكون ،rg( ) rg( )tu u=.  

  الإثبات

kerفي الحقيقة، لقد وجدنا أنّ  (Im )tu u   ، إذن:=⊥
rg( ) dim dimker

dim dim(Im )

dim (dim dim Im )

dim Im rg( )

t tu F u

F u

F F u

u u

∗

∗ ⊥

∗ ∗

= −

= −

= − −

= =

  

  �  لوب إثباته.وهذا هو المط
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)1. ولتكن Kفضاءً شعاعياً منتهي البعد على حقل  E ليكن .مبرهنة 6-3. , , )rf f…  جملة
  : ن التاليتان متكافئتين. عندئذ تكون الخاصتاEمن الأشكال الخطيّة على 

	 1
1

( ,.., ) ,
r

r
r k k

k

f fλ λ λ
=

∃ ∈ = ∑K   


 
1
ker , ( ) 0

r

k
k

x f f x
=

∀ ∈ =∩  

  الإثبات
  في الحقيقة، لدينا

  { }( )
( )

1
1

1 1

ker ,..,

(vect( ,.., )) vect( ,.., )

r

i r
i

r r

f f f

f f f f

⊥
⊥

=

⊥

   =   

= =

�

�

∩  

  �  وهذا يعُبر عن التكافؤ المطلوب.

  
QWE 

AgD  
ZXC  
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  اتـتمرين

J3تأمّل في ن 1. لتمرينا( )∗ℝ  1الأشكال الخطيّةf 2وf 3وf : التالية  
1

2

3

( , , )

( , , )

( , , )

f x y z x y z

f x y z x y z

f x y z x y z

= + −

= − +

= + +

  

1أثبت أنّ الجملة    2 3( , , )f f f=F  3أساس للفضاء( )∗ℝ ِ3أساساً للفضاء  دْ ، وجℝ 
  أساسه الثنوي. Fيكون 

  الحـل

)ليكن  , , )a b c  3منℝ ولنبحث إذا كان هناك ،( , , )X x y z=  3منℝ  قيحُق  
( )1 2 3( ), ( ), ( ) ( , , )f X f X f X a b c=  

  في الحقيقة، يكافئ الشرطُ السابقُ قولنَا
x y z a

x y z b

x y z c

+ − =

− + =

+ + =

  

   ومن ثمَّ 

, ,
2 2 2

a b c b c a
x y z

+ − −
= = =  

  فنكون بذلك قد أثبتنا أنّ التطبيق الخطّي

( )3 3
1 2 3: ,( , , ) ( , , ), ( , , ), ( , , )x y z f x y z f x y z f x y zΦ →ℝ ℝ ֏  

1إذن تقابلٌ. ليكن  2 3( , , )e e e  3الأساس القانوني فيℝ  1ولنعرّف( )k keε −= Φنجد. ف  

( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1
1 2 32 2 2 2 2 2

, 0, , , , 0 , 0, ,ε ε ε= − = − =  

)ونتيقن مباشرة أنّ  )i j ijf ε δ=  في حالةi وj  3منℕ . ما يثبتُ أنّ الجملة وهذاF  أساس
)3للفضاء  )∗ℝ  ّ1ا الأساس الثنوي للأساس وأ 2 3( , , )ε ε ε=E.  ú  
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J3تأمّل في ن 2. التمرين( )∗ℝ  1الأشكال الخطيّةf 2وf 3وf : التالية  
1

2

3

( , , ) 2 3

( , , ) 2 3 4

( , , ) 3 4 6

3f x y z x y z

f x y z x y z

f x y z x y z

= + +

= + +

= + +

  

1أثبت أنّ الجملة    2 3( , , )f f f=F  3أساس للفضاء( )∗ℝ ِ3أساساً للفضاء  دْ ، وجℝ 
  أساسه الثنوي. Fيكون 

  الحـل

)ليكن  , , )a b c  3منℝ ولنبحث إذا كان هناك ،( , , )X x y z=  3منℝ  قيحُق  
( )1 2 3( ), ( ), ( ) ( , , )f X f X f X a b c=  

  في الحقيقة، يكافئ الشرطُ السابقُ قولنَا
2 3

2 3 4

3 4 6

x y z a

x y z b

x y z c

+ + =

+ + =
+ + =

  

  ومن ثمَّ 
2 , 3 2 , 2x c a y b c z c a b= − = − = + −  

  فنكون بذلك قد أثبتنا أنّ التطبيق الخطّي

( )3 3
1 2 3: ,( , , ) ( , , ), ( , , ), ( , , )x y z f x y z f x y z f x y zΦ →ℝ ℝ ֏  

1تقابلٌ. ليكن إذن  2 3( , , )e e e  3الأساس القانوني فيℝ  1ولنعرّف( )k keε −= Φنجد. ف   

( ) ( ) ( )1 2 32, 0,1 , 0, 3, 2 , 1, 2,1ε ε ε= − = − = −  

)ونتيقن مباشرة أنّ  )i j ijf ε δ=  في حالةi وj  3منℕ،  ما يثبتُ أنّ الجملة وهذاF  أساس
)3للفضاء  )∗ℝ  ا الأساس الثنوي للأساسّ1وأ 2 3( , , )ε ε ε=E.  ú  

Jليكن  3. التمرينE وF  َين شعاعيّين على الحقل فضاءK وليكن ،u  من( , )E FL  ًتطبيقا
  متباين. tu التطبيق الخطي خطياً غامراً. أثبت أنّ 
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  الحـل
  في الحقيقة، لدينا التكافؤ

ker ( ) 0

, ( ), 0

, , ( ) 0

(Im )

t t

t

f u u f

x E u f x

x E f u x

f u ⊥

∈ ⇔ =

⇔ ∀ ∈ =

⇔ ∀ ∈ =

⇔ ∈

  

kerإذن لدينا بوجه عام  (Im )tu u   غامراً كان  u. فإذا كان =⊥

ker (Im ) {0}tu u F⊥ ⊥= = =  
  ú  متبايناً. tuومن ثمَّ كان 

Jليكن 4. التمرين E وF يّين منتهيي البعد على الحقل فضاءين شعاعKالتطبيق  ، وليكنu  من
( , )E FL : ّأثبت أن  

Im (ker )⊥=tu u    و  ker (Im )⊥=tu u  

  الحـل

kerلقد أثبتنا صحة المساواة  � (Im )⊥=tu u .دون شرط البُعد المنتهي في التمرين السابق 

 ومن جهة أخرى لدينا التكافؤ التالي �

(Im ) Im , , 0

, ( ), 0

, , ( ) 0

( ) 0

ker

t t

t

x u f u f x

g F u g x

g F g u x

u x

x u

∗

∗

∈ ⇔ ∀ ∈ =

⇔ ∀ ∈ =

⇔ ∀ ∈ =

⇔ =

⇔ ∈

�

  

Im)إذن  ) kertu u=الفضاءَيْن  ا، فإذا استفدنا من كوْن بعُد�E وF نّ منتهيين، استنتجنا أ  

( )(ker ) (Im ) Imt tu u u
⊥⊥ = =�  

  ú  وهي النتيجة المطلوبة.
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Jليكن  5. التمرينE  فضاءً شعاعيّاً منتهي البعد على الحقلK 1،  وليكنV 2وV  فضاءين
Eفضاءين شعاعيّين جزئيّين من  2Wو 1W ، وليكنEشعاعيّين جزئيّين من   . قارن بين∗

  الفضاءين المعطيين في كل من الحالات الآتية:
1 1 2( )V V 1و  +⊥ 2V V⊥ ⊥∩.  
2 1 2( )V V 1و   ∩⊥ 2V V⊥ ⊥+.  
3 1 2( )W W+ 1و  � 2W W∩� �.  
4 1 2( )W W∩ 1و  � 2W W+� �.  

  الحـل
 لنلاحظ أوّلاً أنّ  1

( )1 2 1 2 1 2vect( ) ( )V V V V V V
⊥⊥ ⊥ ⊥= ∪ = +∩  

 منتهياً. Eوهذه النتيجة لا تشترط أن يكون بعُدُ الفضاء 

 ونجد بأسلوب مماثل لما سبق أنّ  2

( ) ( )1 2 1 2 1 2vect( )W W W W W W∩ = ∪ = +
� �� �  

  منتهياً. Eوهذه النتيجة لا تشترط أن يكون بعُدُ الفضاء 

1من الواضح أنّ كل شكل خطّي من  3 2V V⊥ 1ينعدم على  +⊥ 2V V∩  فهو إذن عنصر من
1 فضاءال 2( )V V 1ومن ثمَّ  .∩⊥ 2 1 2( )V V V V⊥ ⊥ ⊥+ ⊂ منتهي البُعد   Eكان   لـمّا. ولكن ∩

 كان

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2

1 2

dim( ) dim dim dim( )

2dim dim dim dim( )

dim dim( ) dim dim

dim dim( )

dim( )

V V V V V V

E V V V V

E V V V V

E V V

V V

⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥

⊥

⊥

+ = + − ∩

= − − − +

= + + − −

= − ∩

= ∩

  

1إذن  2 1 2( )V V V V⊥ ⊥ ⊥+ = ∩.  
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1يّة في وأخيراً من الواضح أنّ الأشكال الخط 4 2W W∩  1تنعدم عند عناصر 2W W+� ومن  ،�
1ثمَّ  2 1 2( )W W W W+ ⊂ ∩� �  منتهي البُعد كان Eكان   لـمّا. ولكن �

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2

1 2

dim( ) dim dim dim

2dim dim dim dim( )

dim dim( ) dim dim

dim dim

dim( )

W W W W W W

E W W W W

E W W W W

E W W

W W

+ = + − ∩

= − − − +

= + + − −

= − ∩

= ∩

� � � � � �

�

�

  

1إذن  2 1 2( )W W W W+ = ∩� � �.  
  ú  .يكتمل الحلوبذا 

Jليكن  6. التمرينE  فضاءً شعاعيّاً على الحقلK وليكن ،f وg  منE   أياًّ  ،. نفترض أنّه∗
) كان  Eمن  xكان  ) ( ) 0f x g x 0f. أثبت أنّ = 0gأو  = =.  

  الحـل
kerيقُرأ الفرْض بالقول إنّ  kerE f g⊂ kerومن ثمَّ  ،∪ kerE f g= . ونستنتج من ∪

  أمرين : ذلك
kerإنّ  .أوّلاً  � kerf g∪  ّفضاءٌ شعاعي جزئي، وهذا يقتضي أن 

ker kerf g⊂    أو  ker kerg f⊂. 
kerاستناداً إلى ما سبق، وإلى كون . ثانياً  � kerE f g=  نجد ∪

kerE g=   أو   kerE f=  
  وهذا يعني أنّ 

0g 0fأو  = =. 
  ú  المطلوب.هو و 
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Jليكن  7. التمرينE  فضاءً شعاعيّاً على الحقلKاليتينت، أثبت صحّة القضيتين ال :  
: Pk   1لتكن( , , )kℓ … ℓ  جملة حرةّ من عناصرE )1وجد جملة ، فت∗ , , )kx x…  من عناصر

E قتحُق ( )i j i jx δ=ℓ  ًّكان   أيا( , )i j  2من
kℕ.  

:Qk   1لتكن( , , )kℓ … ℓ جملة حرةّ من عناصر E Eمن شكلاً خطياً  ℓ. وليكن ∗  يحُقق ∗

1
ker ker

k

i
i=

⊂ℓ ℓ∩. في وجدعندئذ ت K 1 أعداد( ) ≤ ≤i i kλ قتحُق 
1

k

i i
i

λ
=

= ∑ℓ ℓ.  

)1 كانت الجملة  أياًّ واستنتج أنهّ    , , )kℓ … ℓ من عناصر E   الخاصتين ، هناك تكافؤ بين∗

1
ker ker

k

i
i=

⊂ℓ ℓ∩     و ( )1vect , , k∈ℓ ℓ … ℓ  

  الحـل
غامراً،  1ℓ، كان Eشكلاً خطيّاً غير معدوم على  1ℓصحيحة. لأنهّ إذا كان  1Pالخاصّة  �

1يحُقق  Eمن  1xأي وُجِدَ عنصرٌ  1( ) 1=ℓ x 1. ومنهP. 
� ⇒P Qk k ّ1. في الحقيقة، لنفترض أن( , , )ℓ … ℓk  جملة حرةّ منE عنصراً  ℓ، وليكن ∗

Eمن  ، يحُقق ∗
1
ker ker

k

i
i=

⊂ℓ ℓ∩ توجد استناداً إلى .Pk  1جملة( , , )… kx x  قتحُق

)الشرط  ) =ℓ i j ijx δ.  ليكنx  عنصراً منE ّف، ولنعر 

( )
1

k

i ii
y x x x

=
= − ∑ ℓ. 

ينتمي إلى التقاطع  yعندئذ نتيقن مباشرة أنّ 
1
ker

=
ℓ∩

k

i
i

kerفهو إذن عنصر من   ℓ .

  وعليه

1 1

0 ( ) ( ) ( ) ( )
= =

  = − = −   
∑ ∑ℓ ℓ ℓ ℓ ℓ

k k

i i i i
i i

x x x x x x  

وهذا يثبتُ أنّ 
1

( )
=

= ∑ℓ ℓ ℓ

k

i i
i

xقضيّة . فالQk .صحيحة 

� 1+⇒Q Pk k ّ1. في الحقيقة، لنفترض أن 1( , , )+ℓ … ℓk  جملة حرةّ منE . عندئذ ∗

)لا ينتمي إلى  jℓفإنّ الشكل الخطّي  ℕk+1من  jمهما تكن  ) { }( )
1\

vect
k

i i j+∈ℕ
ℓ ،
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فإنّ  Qkواستناداً إلى الفرْض 
{ }1\

ker ker
k

i j
i j+∈

   ⊂/   ℕ
ℓ ℓ∩ وعليه يوجد في ،E  ٌعنصر

ɶ
jx  قيحُق 

{ }1\
ker

+∈
∈

ℕ

ɶ ℓ∩
k

j i
i j

x   وker∉ɶ ℓj jx  

1فإذا عرفّنا 

( )
= ɶ

ɶℓ
j j

j j

x x
x

1، حققت الجملة  2 1( , , , )+… kx x x  الخاصّة  

2
1( , ) , ( )+∀ ∈ =ℕ ℓk j i iji j x δ  

)إذن، لقد أثبتنا أنّ الخواصّ  .Pk+1وهذا يثبتُ صحّة  ) ∗∈P
ℕk k

)و  ) ∗∈Q
ℕk k

 صحيحة. 

)إنّ الاقتضاء من جهة أخرى،  )1
1

vect , , ker ker
k

k i
i=

∈ ⇒ ⊂ℓ ℓ … ℓ ℓ ℓ∩  ٌواضح.  

عاكس صحيحاً وضوحاً. الـمُ معدومة كان الاقتضاء  iℓوبالعكس، إذا كانت جميع الأشكال الخطيّة 
)1ل الخطيّة في الجملة لنفترض إذن أنّ واحداً على الأقل من الأشكا , , )ℓ … ℓk  ولتكن صفريغير .

A  أكبر مجموعة جزئيّة منkℕ  تكون عندها الجماعة( )i i A∈ℓ  حرةّ. عندئذ 

{ }( ) ( )( )

( )( )( )
1 1

1
ker , , vect , ,

vect ker

k

i k k
i

i ii A i A

=

∈ ∈

= =

= =

� �

�

ℓ ℓ … ℓ ℓ … ℓ

ℓ ℓ

∩

∩

  

 ، لأنهّ عندئذ نستنتج منالإثباتتم  Qkفإذا استفدنا من الخاصّة 
1
ker ker

k

i
i=

⊂ℓ ℓ∩  ّأن  

  ( )( ) ( )( )vect vect
k

i ii A i∈ ∈
∈ =

ℕ
ℓ ℓ ℓ  ú  

  
Jليكن  8. التمرينE  فضاءً شعاعيّاً منتهي البعد على الحقلK 1، ولتكن( , , )ℓ … ℓk  ّجملة حرة

Eمن عناصر    . أثبت أنّ ∗
1

dim ker dim
k

i
i

E k
=

= −ℓ∩.  

)1جملة  نتأمّل .تطبيق   , , )ℓ … ℓk من عناصر ( )n ∗ℝ ونفترض وجود شعاع غير معدوم ،
x  فيnℝ  قيحُق, ( ) 0∀ ∈ =ℕ ℓn kk x لجملة الارتباط الخطّي ل. أثبت

1( , , )ℓ … ℓk.  
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  الحـل
  في الحقيقة، لدينا

{ }( ) ( )1 1
1
ker , , vect( , , )

=
= =

� �
ℓ ℓ … ℓ ℓ … ℓ∩

k

i k k
i

  

  إذن

1
1

dim ker dim dim vect( , , ) dim
=

   = − = −   
ℓ ℓ … ℓ∩

k

i k
i

E E k  

,يحُقّق أنّ  xنستنتج من وجود شعاع غير معدوم  .تطبيق ( ) 0∀ ∈ =ℕ ℓn kk x  ّأن  

1
dim ker 1

n

i
i=

   ≥   
ℓ∩  

)1ولكن لو كانت الجملة  , , )ℓ … ℓn حرةّ لكان 
1

dim ker 0
n

i
i

n n
=

   = − =   
ℓ∩ 

)1استناداً إلى ما سبق. وعليه لا بدُ أن تكون الجملة  , , )ℓ … ℓn .مرتبطة  ú  

J 2ليكن  9. ينالتمر[ ]= ℝE X  فضاء كثيرات الحدود ذات الأمثال الحقيقيّة التي لا تزيد درجتها
Eمن  العناصر 3ϕو 2ϕو 1ϕ، ولتكن 2عن    : كما يليالمعرفّة   ∗

   1

1 2 3 0
( ) (1), ( ) (1), ( ) ( )d′= = = ∫P P P P P P t tϕ ϕ ϕ  

1 أثبت أنّ    2 3( , , )ϕ ϕ ϕ الثنوي أساس للفضاء E يكون  Eلفضاء أساساً ل عينّ و  ،∗
1 2 3( , , )ϕ ϕ ϕ ثنوي.أساسه ال  

  الحـل
  لنتأمّل التطبيق الخطّي 

3
1 2 3: , ( ( ), ( ), ( ))Φ → ℝ ֏E P P P Pϕ ϕ ϕ  

dimفيكون عندئذ تقابلاً لأنّ  ،ولنثبت أنهّ غامرٌ  3E =.  

)ليكن  , , )a b c  3منℝ ق كثير الحدودعندئذ يحُق  
2( 1) ( 1)= + − + −P X Xα β γ  
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)الشرط تحقّق ي ) ( , , )Φ =P a b c إذا وفقط إذا كان  

, , ( , , )
2 3

  − + =  
a b c

β γ
α β α  

  كان  إذاأي إذا وفقط 
3

, , 3 3
2

a b c b aα β γ= = = + −  

  ومنه، فإنّ كثير الحدود 

( ) ( )

( )

2

2

3
1 3 3 1

2
1 3

3 2 6 2 6 3 3
2 2

P a b X c b a X

c b a X a b c c b a X

 = + − + + − −  
 = + − + − − + + −   

  

)هو كثير الحدود الوحيد الذي يحُقّق  ) ( , , )Φ =P a b c إذن .Φ .تقابلٌ خطّي  

1إذا كان ف 2 3( , , )ε ε ε  3الأساس القانوني فيℝ  1وعرفّنا الأساس 2 3( , , )=E e e e  أتيكما ي :  
1 2

1 1

1 2
2 2

1 2
3 3

( ) 2 6 3

1 3
( ) 2

2 2
( ) 3 6 3

−

−

−

= Φ = − + −

= Φ = − +

= Φ = − +

X X

X X

X X

ϕ ε

ϕ ε

ϕ ε

  

1 كان 2 3( , , )=F ϕ ϕ ϕ  الأساس الثنوي للأساسE.  ú  

  

Jليكن  10. التمرين[ ]= ℝnE X  لا تزيد لحقيقيّة التي  ل ا لأمثا ت ا لحدود ذا ت ا فضاء كثيرا
2nنفترض أنّ ، nدرجتها عن  Eمن  ϕ. نتأمّل شكلاً خطيّاً ≤   يحُقّق ∗

2
2[ ], (( ) ) 0−∀ ∈ − =ℝnP X X a Pϕ  

  يحُققان µو λ. أثبت أنهّ يوجد عددان عددٌ حقيقي a حيث  

, ( ) ( ) ( )′∀ ∈ = +P E P P a P aϕ λ µ  
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  حـلال
  . استناداً إلى منشور تايلور لديناEمن  Pفي الحقيقة، ليكن 

2( ) ( )( ) ( )′= + − + −P P a P a X a X a Q  

 حيث
( )

2

2

( )
( )

!
−

=

= −∑
n k

k

k

P a
Q X a

k
  . ومن ثمَّ يكون 

( ) ( ) (1) ( ) ( )′= + −P P a P a X aϕ ϕ ϕ  
)يكفي إذن أن نضع  , ) ( (1), ( ))= −X aλ µ ϕ ϕ  الإثباتليتم.  ú  

J3 ليكن 11. التمرين[ ]= ℝE X التي لا تزيد  ،فضاء كثيرات الحدود ذات الأمثال الحقيقيّة
E العناصر من 4ϕو  3ϕو  2ϕو  1ϕ، ولتكن 3درجتها عن    : كما يليالمعرفّة   ∗

1 2

3 4

( ) (0), ( ) (1)

( ) (0), ( ) (1)

= =
′ ′= =

P P P P

P P P P

ϕ ϕ

ϕ ϕ
  

1أثبت أنّ  1. 2 3 4( , , , )ϕ ϕ ϕ ϕ لفضاءأساس ل E يكون  E لفضاءوحدّد أساساً ل ،∗
1 الأساسُ  2 3 4( , , , )ϕ ϕ ϕ ϕ  َه الثنوي.أساس  

Eمن  ψعبرّ عن الشّكل الخطّي  2. 1المعرّف بالعلاقة ، ∗

0
( ) ( )d= ∫P P t tψ  بدلالة

  الأساس السّابق.
  الحـل
  لنتأمّل التطبيق الخطّي  1.

( )4
1 2 3 4: , ( ), ( ), ( ), ( )Φ → ℝ ֏E P P P P Pϕ ϕ ϕ ϕ  

1وليكن  2 3 4( , , , )ε ε ε ε  4الأساس القانوني فيℝ.  
1الشرط  � 1( )Φ =P ε  َجذرٌ مضاعف لكثير الحدود  1يقتضي أنّ العددP إذن يُكتب ،

1P2 ، في حال وجوده، بالشكل( 1) ( )− +X aX b  ً(0)1فإذا اشترطنا أيضا 1=P 
(0)1و 0′ =P  ّ1استنتجنا أنb 2aو = 2. إذن=

1 ( 1) (2 1)= − +P X X 
1الذي يحُقق  Eلحدود الوحيد في هو كثير ا 1( )Φ =P ε.  

2وإذا عرفّنا  �
2 1(1 ) (3 2 )= − = −P P X X X  ّقنا مباشرة أن2 تحق 2( )Φ =P ε. 
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3أمّا الشرط  � 3( )Φ =P ε  َجذرٌ مضاعف لكثير الحدود  1فيقتضي أنّ العددP ّ0، وأن 
)2، في حال وجوده، بالشكل 3Pجذرٌ بسيط له، إذن يُكتب  1)a X X− فإذا اشترطنا .

(0)3أيضاً أن يكون  1′ =P 1 أنّ  استنتجنا=a 2. إذن
3 ( 1)= −P X X  هو كثير

3الذي يحُقق  Eالحدود الوحيد في  3( )Φ =P ε.  
2وإذا عرفّنا  �

4 3(1 ) ( 1)= − − = −P P X X X  ّقنا مباشرة أن4تحق 4( )Φ =P ε.  

1ذا، نرى أنّ الجملة وعلى ه 2 3 4( , , , )=P P P P P  قتحُق( ) =i j ijPϕ δ  في حالةi وj  من

4ℕ 1. إذن الجملة 2 3 4( , , , )ϕ ϕ ϕ ϕ  أساس للفضاءE وهي الأساس الثنوي للأساس  ∗
1 2 3 4( , , , )=P P P P P.  

نعلم أنّ  2.
4

1

( )
=

= ∑ k k
k

Pψ ψ ϕ إذن نجد بحساب بسيط  

( ) ( )1 2 3 4

1 1

2 12
= + + −ψ ϕ ϕ ϕ ϕ  

  ú  وهي النتيجة المطلوبة.

  
Jليكن  12. التمرين[ ]nE X= ℝ ذات الأمثال الحقيقيّة التي لا تزيد  فضاء كثيرات الحدود

:: نضع a. في حالة عدد حقيقيّ n لىدرجتها ع , ( )→ ℝ ֏a E P P aϕ.  
Eعنصراً من  aϕكان ،  aكان العدد الحقيقيّ   أياًّ تحقّق أنهّ    1. ∗.  
0 لتكن 2. 1, , , nx x x…  ّالآتيةالجملة أعداداً حقيقيّةً مختلفةً مثنى مثنى. أثبت أن 

0 1
( , , , )

nx x xϕ ϕ ϕ… أساس للفضاء  هيE   أساسه الثنّويّ.جِدْ و  ∗
)0أثبت أنهّ توجد متتالية منتهية وحيدة   3. ) ≤ ≤i i nλ  ُمن الأعداد الحقيقيّة تح قق :  

1

00

, ( )d ( )
=

∀ ∈ = ∑∫
n

i i
i

P E P x x P xλ  

  الحـل
  أمرٌ بسيط نترك تفاصيله للقارئ. Eشكلٌ خطّي على  aϕإثبات أنّ التطبيق  1.
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,0,1}من  kلنعرّف في حالة  2. , }… n   كثير الحدودkℓ بالعلاقة  

( )
0

n
j

k
j k j
j k

X x
X

x x=
≠

 −  =   − 
∏ℓ  

)عندئذ نتيقن مباشرة أنّ  ) =ℓ
ix j ijϕ δ  في حالةi وj  0,1}من, , }… n ُأنّ . وهذا يثبت

الجملة 
0 1

( , , , )
nx x xϕ ϕ ϕ…  أساسٌ للفضاء∗E ا في الحقيقة الأساس الثنوي للأساسوأ ،

( )0 1, , , nℓ ℓ … ℓ.  

كانت   لـمّا 3.
0 1

( , , , )
nx x xϕ ϕ ϕ…  أساساً للفضاء∗E أمكن التعبير عن الشكل الخطّي ،  

1

0

: , ( )d→ ∫ℝ ֏E P P t tψ  

ة خطيّة في عناصر الأساس عبار ب بطريقة وحيدة
0 1

( , , , )
nx x xϕ ϕ ϕ…توجد متتالية أي توجد  ؛

)0منتهية وحيدة  ) ≤ ≤i i nλ  ُمن الأعداد الحقيقيّة تح قق 
0=

= ∑
i

n

i x
i

ψ λ ϕوهذا يُكافئ ،  
1

00

, ( )d ( )
=

∀ ∈ = ∑∫
n

i i
i

P E P x x P xλ  

)في الحقيقة  )= ℓk kλ ψالإثباتا يتمّ . وبذ.  ú  

Jليكن13.التمرين [ ]nE X= ℝ لىفضاء كثيرات الحدود الحقيقيّة التي لا تزيد درجتها ع n.  
) يكنل 1. )= − k

ke X a ، ْ0 الأساس الثنّويّ  جِد( )k k ne∗ ≤ )0 ساسللأ ≥ )k k ne ≤ ≤. 

1 عبرّ عن الشكل الخطّيو 

0
: ( )d∫֏P P t tϕ .بدلالة عناصر هذا الأساس  

) العلاقةالمعرّف ب ∆ ليكن التطبيق الخطّي 2. ) ( 1) ( )∆ = + −P P X P X وليكن ،
)ف بالعلاقة المعرّ  kϕ الشكل الخطّي ) ( )(0)= ∆kk P Pϕ ّ0. أثبت أن( )k k nϕ ≤ ≤ 

Eأساس للفضاء  )0 الأساس عينو  ،∗ )k k ne ≤  الذي أساسه الثنويّ  Eفي  ≥
0( )k k nϕ ≤ ≤.  
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  الحـل
  ، أمكننا أن نكتب استناداً إلى منشور تايلورEمن  Pقة، مهما كان في الحقي 1.

( ) ( )

0 0

( ) ( )
( )

! != =

= − =∑ ∑
n nk k

k
k

k k

P a P a
P X a e

k k
  

  وهذا يبرهن على أنّ 
( )( )

, ( )
!

∗∀ ∈ =
k

k

P a
P E e P

k
  

)0وهذا يعرّف الأساس الثنوي  )k k ne∗ ≤ )0للأساس  ≥ )k k ne ≤ ≤.  

1أمّا الشكل الخطي

0
: ( )d∫֏P P t tϕ : فيمكن التعبير عنه بدلالة هذا الأساس كما يلي  

1 1

0 0

(1 ) ( )
( )

1

+ +
∗ ∗

= =

− − −
= =

+∑ ∑
n n k k

k k k
k k

a a
e e e

k
ϕ ϕ  

0 لنضع تعريفاً  2. 1e   وكذلك =
( 1) ( 1)

,
!

− − +
∀ ∈ =

⋯
ℕn k

X X X k
k e

k
  

)0عندئذ نلاحظ أنّ  ) 0∆ =e 1و 0( )∆ =e e  ّ2ه في حالة وأن k n≤   لدينا ≥

1

( 1)( ) ( 2) ( 1) ( 1)
( )

! !
( 1) ( 2)

( 1)! −

+ − + − − +
∆ = −

− − +
= =

−

⋯ ⋯

⋯

k

k

X X X k X X X k
e

k k
X X X k

e
k

  

  وعلى هذا نستنتج أنّ 
:

( ) 1 :

0 :

−
 >∆ = = <

k p
p

k

e k p

e k p

k p

  

  ومن ثمَّ 
1 :

( )(0)
0 :

 =∆ =  ≠

p
k

k p
e

k p
  

)وهذا يثبتُ أنّ  ) =p k pkeϕ δ 0. إذن( )k k nϕ ≤ )0هو الأساس الثنوي للأساس  ≥ )k k ne ≤ ≤.ú  
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J0لتكن متتالية كثيرات الحدود  14. التمرين( ) ≥n nP :المعرّفة كما يلي  
1

0 1

1
( ) 1, ( ) , 2, ( ) ( )

!
−= = ∀ ≥ = − n

nP X P X X n P X X X n
n

  

1ن كا  أياًّ تحقّق أنهّ  1. n≤  1 كان( ) ( 1)−′ = −n nP X P X: ّواستنتج أن .  
( ), , ( ) ( )−∀ ∈ ∀ ≥ = −ℕ k
n n kk n k P X P X k   

] ، نعرّف علىℕمن  k لتكن 2. ]ℝ X الشكل الخطّي kϕ بالعلاقة :  
( )( ) ( )= k

k P P kϕ  
)أوجد  )k nPϕ.  

] الرمزونرمز ب .عدد طبيعيّ موجب تماماً  mنفترض الآن أنّ  3. ]= ℝmE X  فضاء  إلى
الجملة . أثبت أنّ mالأمثال الحقيقيّة التي لا تزيد درجتها على  كثيرات الحدود ذات

0 1( , , , )… mP P P لفضاءأساس ل E . أساسه الثنّويّ.  عينو  

): أثبت أنّ  4. )

0

, ( ) ( ) ( )
=

∀ ∈ = ∑
m

k
k

k

Q E Q X Q k P X.  

:  استنتج أنّ  5.
0

, ( ) ( ) ( )−
=

∀ ∈ + = ∑ℝ

m

m m k k
k

a P X a P a P X.  

  الحـل

  نلاحظ مباشرة أنّ  1.
1 0( ) 1 ( 1)′ = = −P X P X  2  و 1( ) 1 ( 1)′ = − = −P X X P X  

3 ليكن n≤ عندئذ  

( )

( )

1 2

2

2

1

1
( ) ( ) ( 1) ( )

!
1
( ) ( )
!
1

1 ( 1) ( 1)
( 1)!

( 1)

− −

−

−

−

′ = − + − −

= − −

= − − − −
−

= −

n n
n

n

n

n

P X X n n X X n
n

X n nX n
n

X n X
n

P X

  

  أنّ  kريج على العدد وهكذا نثبتُ بالتد
( ), , ( ) ( )−∀ ∈ ∀ ≥ = −ℕ k
n n kk n k P X P X k  
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] ، نعرّف علىℕمن  k لتكن 2. ]ℝ X الشكل الخطّي kϕ بالعلاقة ( )( ) ( )= k
k P P kϕ .

deg، بالاستفادة من نتيجة السؤال السابق ومن كون عندئذ يكون لدينا nP n=،  يأتيما  :
( ) =k n nkPϕ δ وnkδ .هو رمز كرونيكر  

] الرمزونرمز ب .عدد طبيعيّ موجب تماماً  mنفترض الآن أنّ  3. ]= ℝmE X  فضاء كثيرات إلى
الجملتين  عندئذ نتأمّل. mالحدود ذات الأمثال الحقيقيّة التي لا تزيد درجتها على 

0 1( , , , )=P … mP P P  فيE 0و 1( , , , )=F … mϕ ϕ ϕ في E نستنتج من السؤال . ∗
  السابق أنّ 

2( , ) {0,1, , } , ( )∀ ∈ =… i j iji j m Pϕ δ  

  هو أساسه الثنوي. Fوأنّ  Eأساسٌ للفضاء  Pوهذا يبرهن أنّ 
  من المعروف أنّ  4.

( )

0 0

, ( ) , ( ) ( ) ( )
= =

∀ ∈ = =∑ ∑
m m

k
k k k

k k

Q E Q X Q P X Q k P Xϕ  

حالة ℝعدداً من  aليكن  5. في  طبّقنا المساواة السابقة  ذا  ). فإ ) ( )= +mQ X P X a ،
  ل الأوّل، وجدناواستفدنا من نتيجة السؤا

( )

0

0

0

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

=

−
=

−
=

+ = +

= + −

=

∑

∑

∑

m
k

m m k
k
m

m k k
k
m

m k k
k

P X a P a k P X

P a k k P X

P a P X

  

  الآتيةونحصل من ثمَّ على النتيجة 

0

, ( ) ( ) ( )−
=

∀ ∈ + = ∑ℕ

m

m m k k
k

m P X Y P Y P X  

  ú  المطلوب. وهو
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Jليكن  15. التمرين[ ]nE X= ℝ لىالتي لا تزيد درجتها ع الحقيقيّة فضاء كثيرات الحدود n .
0 ، وأعداداً n درجته Eمن  Qحدود  ونتأمّل كثير 1, , , nx x x…  .مختلفة مثنى مثنى  

)أثبت أنّ الجملة  1. )( ), , , ,′ ′′… nQ Q Q Q .ّجملة حرة  

0. أثبت أنهّ توجد Eعلى  شكلاً خطيّاً  fليكن  2. 1( , , , )… nα α α  1فيn+ℝ تحُقّق  

( )

0

, ( ) (0)
=

∀ ∈ = ∑
n

k
k

k

P E f P Pα  

  . نفترض أنّ Eعلى  شكلاً خطيّاً  fليكن  3.
{0,1, , }, ( ( )) 0∀ ∈ + =… kk n f Q X x  

0fأثبت أنّ    )0. واستنتج أنّ الجملة = ( )) ≤ ≤+ k k nQ X x  أساس للفضاءE.  
  الحـل

)كان   لـمّافي الحقيقة،  1. )deg = −kQ n k  لجملة نّ ا )استنتجنا أ )( , , , , )′ ′′… nQ Q Q Q 
  جملةٌ حرةّ. لأنّ درجات كثيرات الحدود التي تكوا مختلفة مثنى مثنى. 

1ولنعرّف . Eعلى  خطيّاً  شكلاً  fليكن  2.
( )

!
= k

k f X
k

α.  ثمُّ لنتأمّل كثير حدودP  من

E  ّعندئذ يمكننا أن نكتبَ، استناداً إلى منشور تايلور، أن  

( )

0

1
(0)

!=

= ∑
n

k k

k

P P X
k

  

  على طرفي هذه المساواة نجد fل الخطّي تطبيق الشكبو 

( ) ( )

0 0

1
( ) (0) ( ) (0)

!= =

= =∑ ∑
n n

k k k
k

k k

f P P f X P
k

α  

  . ولنفترض أنّ Eعلى  خطيّاً  شكلاً  fليكن  3.

  {0,1, , }, ( ( )) 0∀ ∈ + =… kk n f Q X x  ( )H  

0نعلم استناداً إلى ما سبق أنهّ توجد أعداد  1( , , , )… nα α α  قتحُق  

( )

0

, ( ) (0)
=

∀ ∈ = ∑
n

i
i

i

P E f P Pα  
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)واستناداً إلى الفرْض  )H  يكون لدينا  

( )

0

{0,1, , }, ( ) 0
=

∀ ∈ =∑…

n
i

i k
i

k n Q xα  

)ولكنّ درجة كثير الحدود  )

0=

= ∑
n

i
i

i

S Qα  لا تتجاوزn 1، وهو ينعدم عندn نقطة مختلفة  +

0Sاستناداً إلى ما سبق، فلا بدُّ أن يكون  . وإذا استفدنا من الاستقلال الخطّي للجملة =
( )( , , , , )′ ′′… nQ Q Q Q  ّ0استنتجنا أن 1 0nα α α= = = وهذا يقتضي أنّ  ،⋯=
0f =.  

  نكون بذلك قد أثبتنا أنّ 

( )( )0vect ( ( )) {0}≤ ≤+ =
�

k k nQ X x  
  إذن 

( )0vect ( ( )) ≤ ≤+ =k k nQ X x E  

)0فالجملة  ( )) ≤ ≤+ k k nQ X x  دة وعدد حدودها المختلفة يساوي1مولn أي يساوي  ،+
dimE ا أساس للفضاء ي. وهذا ماّثبت أE.  ú  

Jلتكن 16. التمرين R  مجموعة المصفوفات( )ijM a=  من( )M ℝn التي تحقّق :  

1 1

, , , ,
n n

n ij n ij
j i

s i a s j a s
= =

∃ ∈ ∀ ∈ = ∀ ∈ =∑ ∑ℝ ℕ ℕ  

) الرمزنرمز ب   )Mδ  إلىs.  
)فضاء شعاعيّ جزئيّ من  Rأثبت أنّ   1. )M ℝn  ّوأنδ شكل خطّيّ على R.  

  .Rهو عنصر من  Rعنصرين من ضرب ثبت أنّ جداء أ 2.

) لتكن المصفوفة 3. )ijJ a= من ( )M ℝn  2قّق تحُ التي( , ) , 1n iji j a∀ ∈ =ℕ .
):  أثبت أنّ  ) ( : )∈ ⇔ ∃ = =RA s AJ JA sJ.  

−1Aقلَوبةً فإنّ  R من Aأثبت أنهّ إذا كانت المصفوفة  4. ∈ R.  

kerأثبت أنّ  5. Jδ= ⊕R ℝ،  وأوجدdimR.  
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)مجموعة المصفوفات  Rɶكن تل 6. )ijM a=  من( )M ℝn  قّقتحُ التي  : 

1 1

, 1
1 1

, , , , ,
n n

n ij n ij
j i

n n

kk k n k
k k

s i a s j a s

a a s

= =

+ −
= =

∃ ∈ ∀ ∈ = ∀ ∈ =

= =

∑ ∑

∑ ∑

ℝ ℕ ℕ

  

)فضاء شعاعيّ جزئيّ من  Rɶأثبت أنّ  )M ℝn  ُعده.واحسب ب  

  الحـل

)لنعرّف على الفضاء  1. )M ℝn  الأشكال الخطيّة( ) ∈ℕnk kρ و( ) ∈ℕnk kλ  : كما يلي  

2

2

( , )
1

( , )
1

: ( ) , ( ) ( )

: ( ) , ( ) ( )

∈
=

∈
=

→ = =

→ = =

∑

∑

M

M

ℕ

ℕ

ℝ ℝ ֏

ℝ ℝ ֏

n

n

n

k n ij k kji j
j

n

k n ij k iki j
i

M a M a

M a M a

ρ ρ

λ λ

  

  نجد مباشرة أنّ عندئذ 
1

1 1
ker( ) ker( )

−

= =

       = − −         
R � ∩∩ ∩

n n

k n k n
k k

ρ ρ λ ρ  

)هو فضاءٌ شعاعي جزئي من  Rذن إ )M ℝn ّكما نلاحظ أن .δ  من  ينطبق على مقصور أي
nδ، فمثلاً Rالأشكال الخطيّة السابقة على  ρ=

R
شكلٌ خطّي على  δ، وهذا يثبت أنّ 

R.  
)2لنتأمّل مصفوفتين 2. , )

( ) ∈=
ℕnij i j

A a 2و( , )
( ) ∈=

ℕnij i j
B b  من( )M ℝn  ّولنفترض أن 

)2المصفوفة  , )
( ) ∈=

ℕnij i j
C c  تساويAB ،كان   أياًّ . عندئذk  منnℕ  كان  

1 1 1

1 1 1 1 1

( )

( )

= = =

= = = = =

= =

  = = =   

∑ ∑∑

∑∑ ∑ ∑ ∑

ℓ ℓ
ℓ

ℓ ℓ ℓ ℓ ℓ ℓ
ℓ ℓ ℓ

n n n

k kj k j
j j

n n n n n

k j k j k
j j

C c a b

a b a b a B

ρ

ρ
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1 1 1

1 1 1 1 1

( )

( )

= = =

= = = = =

= =

  = = =   

∑ ∑∑

∑∑ ∑ ∑ ∑

ℓ ℓ
ℓ

ℓ ℓ ℓ ℓ ℓ ℓ
ℓ ℓ ℓ

n n n

k ik i k
i i
n n n n n

i k k i k
i i

C c a b

a b b a A b

λ

λ

  

  كان  nℕمن  kكان   أياًّ استنتجنا مما سبق أنهّ  Rتنتميان إلى  Bو Aفإذا افترضنا أنّ 

( )

( )
1 1

1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

= =

= =

= = =

= = =

∑ ∑

∑ ∑

ℓ ℓ ℓ
ℓ ℓ

ℓ ℓ ℓ
ℓ ℓ

n n

k k k

n n

k k k

C a B a B A B

C A b A b A B

ρ ρ δ δ δ

λ λ δ δ δ

  

)، ويكون Rإلى  Cوعليه، تنتمي المصفوفة  ) ( ) ( )=C A Bδ δ δ.  

) لمصفوفةلتكن ا 3. )ijJ a= من ( )M ℝn  2 قّقتحُ التي( , ) , 1n iji j a∀ ∈ =ℕ.  ولتكن
)2المصفوفة  , )

( ) ∈=
ℕnij i j

A a  من( )M ℝnعندئذ .  

1 1 1 1 2

2 2 2 1 2

1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

   
   
   
   = =   
   
   
      

⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯ ⋯

n

n

n n n n

A A A A A A

A A A A A A
AJ JA

A A A A A A

ρ ρ ρ λ λ λ

ρ ρ ρ λ λ λ

ρ ρ ρ λ λ λ   

)وعليه، نستنتج أنّ  ) ( )A AJ JA∈ ⇔ =R وفي حالة ،A ∈ R يكون  
( )= =AJ JA A Jδ  

  عندئذ يكون لدينا .قلَوبةٌ  ، ولنفترض أاR من Aالمصفوفة لتكن  4.
( ) ( ) ( )1 1 1A AJ JA JA A J A− − −∈ ⇒ = ⇒ = ⇒ ∈R R.  

1، ويكون Rإلى  −1Aي أي تنتم 1
( )

( )
− =A

A
δ

δ
  في هذه الحالة. 

)لنلاحظ أنّ  5. ) 0= ≠J nδ  إذنker {0}∩ =ℝJδ .  
  تُكتب بأسلوب وحيد بالشكل �Rمن  Mإنّ كل مصفوفة  ثمُّ 

( ) ( )M M
M M J J

n n

δ δ = − +  
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) حيث )( )
ker− ∈M

n
M J

δ
δإذن لا بدُّ أن يكون .  

ker= ⊕R ℝJδ  
) كنيل )1 1 1vect , , , , , ,−= … …n n nF ρ ρ ρ λ λ، أنّ  ةلاحظبم

1 1

n n

k k
k k

ρ λ
= =

=∑ ∑ 

  نستنتج 

1 1vect , , ,n nF ρ ρ ρ−= …( )1, , , nλ λ…  

)2 ليكنومن جهة أخرى،  , )
( ) ∈ℕnij i j
E  الأساس القانوني في( )M ℝn عرّفلن، و n nnEε′ = 

1و ,1k k nE Eε = 1و − 1k k n nnE E Eε′ = −   :ℕn−1 من kفي حالة  +

  
  لدينا 1n−ℕمن  jه في حالة عندئذ نتيقّن بسهولة أنّ 

1, ( )−∀ ∈ =ℕn j i iji ρ ε δ  و, ( ) 0′∀ ∈ =ℕn j ii ρ ε  
  الدين nℕمن  jوفي حالة 

1, ( ) 0−∀ ∈ =ℕn j ii λ ε   و, ( )′∀ ∈ =ℕn j i iji λ ε δ  
)وهذا يثُبتُ أنّ الجملة  )1 1 1, , , , ,−… …n nρ ρ λ λ حرةّ، لأنهّ إذا كان  

1

1 1

n n

i i i i

i i

f α ρ α λ

−

= =

′= +∑ ∑  

  كان
1, ( )−∀ ∈ =ℕn k kk fα ε    و, ( )′ ′∀ ∈ =ℕn k kk fα ε  

0fوعليه، فإنّ    يقتضي أنّ  =

1 1 1 0n nα α α α− ′ ′= = = = = =⋯ ⋯.  

0 0 1 0 0 1

0 0

0 0

0 0 0 1

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

−⋯ ⋯

⋮ ⋮

⋮ ⋮

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

0

0 0 1 0 0 1

0 0

0 0

0 0 0 1

↓

−

′ =

⋯ ⋯

⋮ ⋮

⋮ ⋮

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

k

kε

0 0 0

0 0

1 0

0 0

0 0

1 0 0

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
−  

⋯ ⋯

⋮ ⋮ ⋮

⋮

⋮

⋮

⋮ ⋮ ⋮

⋮

⋯ ⋯

0 0 0

0 0

1 0

0 0

0 0

1 0 0

→

−

=

⋯ ⋯

⋮ ⋮ ⋮

⋮

⋮

⋮

⋮ ⋮ ⋮

⋮

⋯ ⋯

k

kε 0
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)الجملة ن كو تإذن لا بدُّ أن  )1 1 1, , , , ,−… …n nρ ρ λ λ  أساساً للفضاءF ومنه ،
dim 2 1F n= −.   

  ولكن

{ }( )
( )( )

1 1

1 1 1

1 1 1

ker ker( ) ker( )

, , , , , ,

vect , , , , , ,

= =

−

−

       =          

=

=

=

�

�

�

∩

… …

… …

∩ ∩
n n

k k
k k

n n n

n n n

F

δ ρ λ

ρ ρ ρ λ λ

ρ ρ ρ λ λ

  

  إذن

2 2

dimker dim ( ) dim

2 1 ( 1)

= −

= − + = −

M ℝn F

n n n

δ  

  وهذا يثبتُ أنّ 
2 2dim ( 1) 1 2 2= − + = − +R n n n  

)مجموعة المصفوفات  Rɶكن تل 6. )ijM a=  من( )nM ℝ  قّقتحُ التي  : 

1 1

, 1
1 1

, , , , ,
n n

n ij n ij
j i

n n

kk k n k
k k

s i a s j a s

a a s

= =

+ −
= =

∃ ∈ ∀ ∈ = ∀ ∈ =

= =

∑ ∑

∑ ∑

ℝ ℕ ℕ

  

1nفي حالة  =يكون  = =R Rɶ ℝJ ّ1، لذلك سنفترض أنn نتيقّن مباشرة . عندئذ <
0 وإذا عرّفنا على ،Rفضاءٌ شعاعي جزئي من  Rɶأنّ  ker=R δ ينالشكلين الخطي  

2

2

0 ( , )
1

1( , )
1

: , ( ) ( )

: ( ) , ( ) ( )

∈
=

+ −∈
=

→ = =

→ = =

∑

∑

R

M

ℕ

ℕ

ℝ ֏

ℝ ℝ ֏

n

n

n

ij iii j
i

n

n ij in ii j
i

M a M a

M a M a

τ τ

µ µ

  

  ثلٍ لما سبق أنّ مما أثبتنا بأسلوبٍ 
( )ker ker= ∩ ⊕Rɶ ℝJτ µ  
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2nوهنا نلاحظ أنهّ في حالة  0dimلدينا  = 1=R ولكن ،τ µ= ، إذن −
ker kerτ µ= 0. ولكنτ kerيجب أن يكون ف ≠ ker {0}= =τ µ،  َّومن ثم

=Rɶ ℝJ.ًفي هذه الحالة أيضا ،  
2nلندرس إذن حالة    . ولنعرّف المصفوفتين<

1
n

A I J= 1و      −
n

B L J= −  

,2 حيث 1 ( , )
( )+ − ∈=

ℕni n j i j
L δ. ما  مباشرة لاحظنّ0تميان إلى تنأ ker δ=R  ، كما

  : يأتينلاحظ ما 
  عدداً زوجياًّ كان nإذا كان  �

   ( ) 1= −A nτ  و  ( ) 1= −Bτ    
)  و   ) 1= −Aµ    و( ) 1= −B nµ  

)لجملة وهذا يثبت أنّ ا ),τ µ .حرةّ في هذه الحالة  
  عدداً فردياً كان nوإذا كان  �

   ( ) 1= −A nτ  و  ( ) 0=Bτ   
)  و  ) 0=Aµ     و( ) 1= −B nµ  

)الخطّي للجملة وهذا يبرهن الاستقلال  , )τ µ .ًيكونومن ثمَّ  في هذه الحالة أيضا  

( ) ( )

2

dim ker ker dim vect( , )

dim dim vect( , )

( 1) 2

∩ =

= −

= − −

�

n

τ µ τ µ

δ τ µ  

  وعليه نستنتج أنّ 
1 : 2

dim
( 2) : 2

 ≤=  − >
Rɶ

n

n n n
  

  ú  وهي النتيجة المطلوبة.
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Jليكن  17. التمرينE وF  َي البعد على حقليمنته يْنفضاء Kنذكّر بأن .E يمثّل الفضاء  ∗
)، وبأنّ Eلفضاء الثنوي ل , )E FL  هو فضاء التطبيقات الخطيّة منE  إلىF.  

E من fو Fمن aفي حالة ، نعرّف f، التطبيق ∗ a⊗  من( , )E FL على النحو 
  الآتي

: : ,f a E F x f x a⊗ → ֏  
E من fو، Fمن  aفي حالة  1. fما رتبة التطبيق الخطّي ، ∗ a⊗ ؟  
)تطبيقاً خطياً من  uأثبت أنهّ إذا كان  2. , )E FL  فيوجد 1رتبته تساوي ،a  منF 

Eمن  fو uيحُققان  ∗ f a= ⊗.  
1 تإذا كان 3. 2( , , , )ma a a=A )1، وFلفضاء أساساً ل … , , )nf f=F أساساً  …

Eلفضاءل ) أثبت أنّ الجملةف. ∗ , )( ) ∈ ×ℕ ℕn mij i ju حيث i j i ju f a= هي أساس  ⊗

)لفضاء ل , )E FL.  
)من  uاستنتج مما سبق أنّ كل تطبيق خطّي  4. , )E FL يُساوي مجموع ،p خطياًّ  اً تطبيق 

) وقد عرفّنا، 1رتبة كل منها على الأكثر  )min dim , dimp E F=.  
)من  uأثبت، على وجه الدقةّ، أنهّ إذا كان  5. , )E FL  تطبيقاً خطياًّ رتبتهr فتوجد ،

)من  ruو …و 2uو 1uتطبيقات خطيّة  , )E FLقتحُق ،  

1

r

k
k

u u
=

= ,و    ∑ rg 1r kk u∀ ∈ =ℕ  

  الحـل

Eمن fو، Fمن  aفي حالة  1. 0a كان  إذانلاحظ أنهّ ، ∗ 0fأو = كان   =
0f a⊗ 0a ، أمّا إذا كان= 0fو ≠ )Imفعندئذ يكون  ≠ )⊗ = Kf a a وعليه ،

rg( ) 1⊗ =f a .في هذه الحالة  

) من تطبيقاً خطياً  uليكن  2. , )E FL  فيوجد، 1رتبته a  {0}\منF  قيحُق
Imu a= K .1 عنصراً  لنتأمّلe  منE  ق1يحُق( ) =u e a ّعندئذ من الواضح أن ،

{ }1ker 0u e∩ =K كان   لـمّا، و  

dim ker dim rg 1u E u n= − = −  
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1kerEاستنتجنا أنّ  u e= ⊕ K ً2. لنتأمّل إذن أساسا( , , )… ne e  للفضاءkeru فتكون ،
لجملة  : Eا )1 التالية , , )… ne e  أساساً للفضاءEس الثنوي لأسا مّل ا ثمُّ لنتأ  ، 1( , , )∗ ∗… ne e 
  . عندئذ نجدEللأساس

1

1 1 1
1

, ( ) ,

, ( ) , ( ) ,

∗

=

∗ ∗ ∗

=

  ∀ ∈ =    

= = =

∑

∑

n

k k
k

n

k k
k

x E u x u e x e

e x u e e x u e e x a

  

1uأي إنّ  e a∗=   . وهي النتيجة المطلوبة.⊗
1 ليكن 3. 2( , , , )ma a a=A )1، وFلفضاء أساساً ل … , , )nf f=F  لفضاءأساساً ل …
E ) ولنثبت أنّ الجملة .∗ , )( ) ∈ ×ℕ ℕn mij i ju ثحي i j i ju f a= لفضاء هي أساس ل ⊗

( , )E FL.  من الواضح أنّ عدد حدود هذه الجملة يساويnm  أي يساويdim ( , )L E F ،
  ، ولتكنلذلك يكفي أن نثبت أا حرةّ. لنتأمل إذن عبارة خطيّة معدومة بعناصر هذه الجملة

1 1

0
n m

ij ij
i j

uλ
= =

=∑∑  

  نستنتج إذن أنّ 

1 1

, ( ) 0
= =

  ∀ ∈ =   
∑ ∑
m n

ij i j
j i

x E f x aλ  

  حرةّ، نستنتج من ذلك أنّ  Aولأنّ الجملة 

1

, , ( ) 0
=

∀ ∈ ∀ ∈ =∑ℕ

n

m ij i
i

j x E f xλ  

  أو

1

, 0
n

m ij i
i

j fλ
=

∀ ∈ =∑ℕ  

Eضاً في جملة حرةّ أي Fولكنّ الجملة    ، إذن ∗
1 2, 0m j j njj λ λ λ∀ ∈ = = = =ℕ ⋯  

)والجملة  , )( ) ∈ ×ℕ ℕn mij i ju .ّحرة  



 تمرينات 123

)تطبيقاً خطيّاً من  uلنحتفظ برموز السؤال السابق. وليكن  4. , )E FL جد جملة من ، عندئذ تو
)ولتكن  Kعناصر  , )( ) ∈ ×ℕ ℕn mij i jλ قتحُق  

1 1

( )
= =

= ⊗∑∑
n m

ij i j
i j

u f aλ  

  كن كتابة هذه العبارة بالشكلين المتكافئين التاليين :يمولكن 

1 1 1 1

i j

n m m n

i ij j ij i j
i j j i

b g

u f a f aλ λ
= = = =

       = ⊗ = ⊗         
∑ ∑ ∑ ∑

����������� ���������

  

  أو

1 1

n m

i i j j
i j

u f b g a
= =

= ⊗ = ⊗∑ ∑  

)min حيث، 1تطبيقاً خطياًّ على الأكثر رتبة كل منها  pيُساوي مجموع  uإذن  , )=p n m.  

)من  u ليكن 5. , )E FL  ّاً رتبته تطبيقاً خطيr  فيكونdim keru n r= نختار ، −
1( , , )+ …r ne e  أساساً للفضاءkeruمه إلى أساسونتم ،  

1 1( , , , , , )+=E … …r r ne e e e  
) لنعرّف جملة العناصرثمُّ  .Eللفضاء  ) ∈ℕrj ja  بالعلاقات( )=k ka u eوليكن .  

1 1( , , , , )∗ ∗ ∗ ∗ ∗
+=E … …r r ne e e e  

  . عندئذEالأساس الثنوي للأساس 

1

, ,
n

k k
k

x E x e x e∗

=

∀ ∈ = ∑  

  ومن ثمَّ 

1

1 1

, ( ) , ( )

, ( ) ( )

∗

=

∗ ∗

= =

∀ ∈ =

  = = ⊗    

∑

∑ ∑

n

k k
k
r r

k k k k
k k

x E u x e x u e

e x u e e a x
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  أو

1

,
r

k k
k

x E u e a∗

=

∀ ∈ = ⊗∑  

  ú  ي النتيجة المطلوبة.وه

  
  

  
UIO  
J[L  
M<> 
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  المصفوفات
  مفهوم المصفوفة 1.

تساوي  الموجبة تماماً وأصغر أوالذي يرمز إلى مجموعة الأعداد الطبيعيّة  nℕنذكر بالرمز
  إلى حلقة تبديليّة ما. A بالرمز . وسنرمز في بقيّة هذه الفقرةℕمن  nالعدد 

عموداً، كل تطبيق  pسطراً و nذات  Aمن عناصر الحلقة  مصفوفةً نسمّي  .عريفت1-1. 
n منطلقه اموعة p×ℕ ℕ  الحلقة يأخذ قيمه فيو Aونرمز بالرمز . ( )n p×M A  إلى

  .E′عموداً من عناصر الحلقة  pسطراً و nذات مجموعة المصفوفات 
)من  Mلقد جرت العادة أن نمثل مصفوفة  )n p×M A بالشكل  :  

11 12 1

21
( , )

1

( )
n p

p

ij i j

n np

a a a

a
M a

a a

∈ ×

 
 
 
 = = 
 
 
  

ℕ ℕ

⋯

⋮

⋮ ⋮

… ⋯

  

   .تعريف 2-1.
)من مصفوفة  جزئية مصفوفة نسمّي � , )( )

n pij i jM a ∈ ×= ℕ ℕ  من( )n p×M A   ّكل
) مصفوفة ) ( ) ( , )( )

r si j i jaλ µ ∈ ×ℕ ℕ حيث : r nλ →ℕ ℕ و: s pµ →ℕ ℕ هما 
I,ة بالرمز فتابعان متزايدان تماماً. وفي هذه الحالة نرمز إلى هذه المصفو  JM حيث 

ImI λ= وImJ µ=.  
1من مصفوفة  كل   مصفوفةَ سطرٍ نسمّي  � ( )p×M Aمصفوفة من عمود  مصفوفةَ ، و كل

1( )n×M A.  
)من مصفوفة  كلn   من المرتبة  مصفوفة مربعّةنسمّي  � )n n×M A ونرمز إلى مجموعة ،

) بالرمز nالمصفوفات المربعّة من المرتبة  )nM A.  
)كل مصفوفة مربعّة مثلثيّة عليا  مصفوفةنسمّي  � )ijM a=  من( )nM A تحقّق ، 

0iji j a> ⇒ =  

 الفصل التاسع
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)كل مصفوفة مربعّة   مثلثيّة سفلىمصفوفة نسمّي  � )ijM a=  من( )nM A ،تحقّق  
0iji j a< ⇒ =  

)كل مصفوفة مربعّة   مصفوفة قطريةّوأخيراً نسمّي  � )ijM a=  من( )nM A ،تحقّق  
0iji j a≠ ⇒ =  

)ونسمي المصفوفة  � )n ijI a=  من( )nM A الصيغة المعرفّة بij ija δ= ، حيثijδ 
)في  الواحديةّالمصفوفة  ،كرونيكر  هو رمز )nM A.  

  العمليّات على المصفوفات 2.

)ن كيحلقة تبديليّة. ل Aسنفترض في هذه الفقرة أيضاً أنّ    , )n p  2من∗ℕ  يمكننا تزويد
( )n p×M A  ّبقانوني تشكيل، أولهما داخلي(    يأتي:معرّف كما  +(

) كانت  أياًّ  � )ijM a=  و( )ijN b=  من( )n p×M A  كان   

( , )( )
n pij ij i jM N a b ∈ ×+ = + ℕ ℕ  

) وثانيهما خارجي   :أتي، ومعرّف كما يA، مجموعة مؤثراته ⋅(

) كانت  أياًّ  � )ijM a=  من( )n p×M A  وλ  منA  كان   

( , )( )
n pij i jM aλ λ ∈ ×⋅ = ℕ ℕ  

)ونتحقّق بسهولة أنّ  ( ), )n p× +M A  ه في حالة عناصر ة تبديليّة وأنّ زمرλ وµ  منA ،
)من  Nو Mومصفوفات  )n p×M A .تتحقق الخواص الآتية  

1

( )

( )

( ) ( )

A M M

M N M N

M M M

M M

λ λ λ

λ µ λ µ

λ µ λµ

⋅ =

⋅ + = ⋅ + ⋅

+ ⋅ = ⋅ + ⋅

⋅ ⋅ = ⋅

�

�

�

�

  

)كانت البنية   Kحقلاً  A فإذا كانت الحلقةُ  ( ), , )n p× + ⋅M A  ًشعاعياً على فضاءK.  
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)كانت   أياًّ ومن جهة أخرى،  � , , )n p q 3 من∗ℕأتي، نعرّف قانون ضرب المصفوفات كما ي :  

: ( ) ( ) ( ), ( , )n p p q n q M N L M N× × ×× → = ×× M M MA A A ֏  

) تفإذا كان )ijM a= من ( )n p×M A و( )ijN b=  من( )p q×M A  عرّفنا المصفوفة
( )ijL c=  من( )n q×M A بالعلاقات :  

1

( , ) ,
p

n q ij ik kj
k

i j c a b
=

∀ ∈ × = ∑ℕ ℕ  

  ليسهل إجراء عملية الضرب هذه: الآتيهذا وننصح، بترتيب المصفوفات كما في الشكل 

 11 1 1

2

1

11 1

1 2

1

j p

j

p pj pq

p

i i ip ij

n np

b b b

b

a b b

a a

a a a c

a a

 
 
 
 
 
 
 
 
  

   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
      

⋯ ⋯

⋮ ⋮

⋮ ⋮

⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋮ ⋮
⋮ ⋮

⋯
⋮ ⋮

⋮ ⋮

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

M L

N

  

  .خاصّة مهمّة من خواص ضرب المصفوفات الآتيةتبينّ المبرهنة 

)الأعداد  لتكن .مبرهنة1-2. , , , )n p q r  4من∗ℕولتكن ، M من( )n p×M A وN  من
( )p q×M A وL  من( )q r×M A عندئذ يكون .  

( ) ( )M N L M N L× × = × ×  

  الإثبات

)لنفترض أنّ  )ijM a= و( )ijN b= و( )ijL c= عندئذ يكون .  

1

( , ) , [ ]
p

n q ij ik kj
k

i j M N a b
=

∀ ∈ × × = ∑ℕ ℕ  
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  وكذلك يكون

  
1

( , ) , [( ) ] [ ]
q

n r ij im mj
m

i j M N L M N c
=

∀ ∈ × × × = ×∑ℕ ℕ  

  ومن ثمَ 

  
1 1

( , ) , [( ) ] ( )
q p

n r ij ik km mj
m k

i j M N L a b c
= =

∀ ∈ × × × = ∑ ∑ℕ ℕ  

  أخيراً و 

  
1 1

( , ) , [( ) ]
q p

n r ij ik km mj
m k

i j M N L a b c
= =

∀ ∈ × × × = ∑∑ℕ ℕ  

  

  ومن جهة أخرى،

  
1

( , ) , [ ]
q

p r ij im mj
m

i j N L b c
=

∀ ∈ × × = ∑ℕ ℕ  

  إذن

  
1

( , ) , [ ( )] [ ]
p

n r ij ik kj
k

i j M N L a N L
=

∀ ∈ × × × = ×∑ℕ ℕ  

  ومن ثمَ 

  
1 1

( , ) , [ ( )] ( )
p q

n r ij ik km mj
k m

i j M N L a b c
= =

∀ ∈ × × × = ∑ ∑ℕ ℕ  

  وأخيراً 

  
1 1

( , ) , [ ( )]
q p

n r ij ik km mj
m k

i j M N L a b c
= =

∀ ∈ × × × = ∑∑ℕ ℕ  

)ومنه نستنتج أنّ  ) ( )M N L M N L× × = × ×.  	  
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   ملاحظات 2-2.

إنّ قانون ضرب المصفوفات قانون تشكيل داخلي على مجموعة المصفوفات المربعّة من المرتبة  �
n  أي( )nM A وتصبح بذلك البنية .( )( ), ,n +×M A  الضرب فيها  حلقةً، حيادي

 .nI هو المصفوفة الواحديةّ

) وتكون الحلقة )nM A  2 كانت  أياًّ غير تبديليّة n≤ المثال الآتي، كما يبين :  
0 1 1 1 0 0

1 0 0 0 1 1

     
     ⋅ =     
          

1و     1 0 1 1 1

0 0 1 0 0 0

     
     ⋅ =     
          

  

)وتُصبح البنية  )( ), , ,n ⋅ +×M A  جبراً غير تبديلي على الحلقةA.  
)من  M مصفوفة إنّ نقول  � )nM A  ٌعنصراً قلوباً في الحلقة إذا وفقط إذا كانت  قلَوبة

( )( ), ,n +×M A ونرمز بالرمز ،( )nGL A الحلقة إلى زمرة العناصر القَلوبة في 
( )( ), ,n +×M A.  

Mعوضاً عن  MNداء عادة الجنكتب  Nو Mعند ضرب مصفوفتين  � N×.  

  .Kحقل تبديليّ نرمز إليه بالرمز  Aأنّ الحلقة  بحثسنفترض في بقيّة هذا ال

) : إنّ مبرهنة 3-2. )( ), ,n p× + ⋅M K  شعاعي منتهي البعد علىفضاء Kبعُده يساوي ، np.  

  الإثبات
) إنّ إثبات كون الفضاء )n p×M K فضاءً شعاعياً على K  ٌاً كان نعرّف، أيّ  ومتروك للقارئ. سهل

( , )i j  منn p×ℕ ℕة، المصفوف ( )( , )

( , ) n p

i j
ij kq

k q
E λ

∈ ×
=

ℕ ℕ
) من  )n p×M K  بالعلاقة

( , )i j
k q i k j qλ δ δ=،  حيثαβδ 1 هو رمز كرونيكر الذي يحُقّقααδ 0αβδو = إذا كان  =

α β≠.  

  

jւ
0 00

0

1

00

0 0

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

⋯ ⋯

⋮ ⋮

⋮

⋯ ⋯

⋮

⋯ ⋯

⋮

⋮

:ijE i →
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) نُلاحظ بسهولة أنّ الجملة )
( , ) n p

ij i j
E

∈ ×
=E

ℕ ℕ
) أساس للفضاء  )n p×M K نسمّيه ،

dim نرى أنّ ومن ثمَّ ، الأساس القانوني ( )n p np× =M
K

K  ّلأنnp  موعةهو عدد عناصر ا

n p×ℕ ℕ .  	  

) تكون مجموعة المصفوفات المثلّثيّة العليا .مبرهنة 4-2. )U
nT K وكذلك مجموعة المصفوفات ،

)المثلّثيّة السفلى  )L
nT Kجبريَن جزئيّين من ، ( )nM K.  ًّمنهما مغلق بالنسبة أي إنّ كلا 

  .nIلاث ويحتوي على المصفوفة الواحديةّ إلى العمليات الث

  الإثبات
) يكفي أن نتحقق أنّ جداء ضرب مصفوفتين من )U

nT K  ينتمي إلى( )U
nT Kق من ، لأن التوث

)كون  )U
nT K  ًمن  اً جزئي اً شعاعيّ  فضاء( )nM K  .سهل جدّاً ومتروك للقارئ  

)من  Nو M لتكن )U
nT K ّولنفترض أن .( )ijM a= و( )ijN b= عندئذ يكون .  

� �

2

1

1 0 0

( , ) ,

[ ] 0

n

i n

ij ik kj ik kj
k k i

i j

i j M N a b a b

−

= =↵ ↵

∀ ∈

> ⇒ × = + =∑ ∑

ℕ

  

)بأسلوب مماثل حالة  ثبتُ لقارئ ياونترك  )L
nT K.  	 

  

) تكون مجموعة المصفوفات القطريةّ .مبرهنة 5-2. )nD Kبديلياًّ من، جبراً جزئيّاً ت ( )nM K.  

  الإثبات

  	   الإثبات تحقق مباشر متروك للقارئ.
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  مصفوفة تطبيق خطّي 3.

. وليكن Kبُعد على حقل تبديليّ فضاءين شعاعيين منتهيي ال FوE: ليكن  تعريف1-3.

1 2( , , , )pe e e=E 1و E أساساً للفضاء … 2( , , , )nf f f=F  أساساً للفضاء …
F وأخيراً ليكن .u تطبيقاً خطيّاً من E إلى F ّعاع . يُكتب الش( )ju e  بطريقة وحيدة

  :كما يأتي  Fبعناصر الأساس  خطيّةً  عبارةً 

1

( )
n

j ij i
i

u e a f
=

= ∑  

) . نسمّي المصفوفةpℕن م jكان   أياًّ وذلك    , )( )
n pij i ja ∈ ×ℕ ℕ  من( )n p×M K 

)mat، ونرمز إليها Fو Eفي الأساسين  u مصفوفة التطبيق الخطيّ  , , )u E F،   كما
  : يبينّ الشكل التوضيحيّ التالي

 1

1 11 1 1

1

( ) ( ) ( )

mat( , , )

j p

j p

i ij

n n nj n p

u e u e u e

f a a a

uf a

f a a a

= E F

⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋮ ⋮

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯ ⋯  

1وأخيراً نلاحظ أنهّ إذا كان    2( , , , )nf f f∗ ∗ ∗ ∗=F    ، كانFالأساس الثنوي للأساس …
( , ) , , ( )n p ij i ji j a f u e∗∀ ∈ × =ℕ ℕ  

  لاحظة السابقة.من التعريف والم تنتج المبرهنة التالية مباشرة  

. وليكن Kفضاءين شعاعيين منتهيي البُعد على حقل تبديليّ  Fو E : ليكن مبرهنة 2-3.

1 2( , , , )pe e e=E 1و E أساساً للفضاء … 2( , , , )nf f f=F  أساساً للفضاء …
Fعندئذ يكون التطبيق .  

: ( , ) ( ), mat( , , )n pE F u u×Φ →L M E FK ֏  
  تقابلاً خطياًّ.
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وليكن  ،Kليّ فضاءين شعاعيين منتهيي البُعد على حقل تبدي Fو E ليكن .مبرهنة 3-3.
dimE p= وdimF n= . ُّليكن ثمu تطبيقاً خطياًّ من E إلى Fرتبته ، r .

1وجد أساس عندئذ ي 2( , , , )pe e e=E أساس أيضاً ويوجد ، E للفضاء …

1 2( , , , )nf f f=F   :يحُققان، F للفضاء …
 

, ,

1 0 0

0

1 0
0 0 1

mat( , , )

0

0 0

r p

pn

r

n r r n r p

r

r

u J

n

p

r

r × −

− × − × −

= =E F

⋯

⋱ ⋱ ⋮

⋮ ⋱
⋯

  
  الإثبات

rguا كان لـمّ  r=   كان بعُدkeru  ًمساوياp r− 1. ليكن إذن( , , )r pe e+ أساساً  …
)1، ولنتممه إلى أساس keru لفضاء الجزئيل , , )pe e=E اء . ثمُّ لنعرّف الفضEللفضاء  …

)1vectالجزئي  , , )rG e e= kerE، فيكون … G u= ⊕.  
 ، تطبيق خطّي متباين لأنّ Gu، أي Gعلى  uإنّ مقصور 

{ }ker ker 0Gu u G= ∩ =  

)ومن ثمَّ إذا عرّفنا  )i if u e=  في حالةi  منrℕ 1، كانت الجملة( , , )rf f…  جملة حرةّ في
F مها إذن إلى أساس1، لنتم( , , )nf f=F قق بسهولة أنّ لمصفوفة نتح عندئذ. Fللفضاء  …
u  في الأساسينE وF  في نص المبرهنة أي  فالشكل الموصو  

  , ,mat( , , ) n p ru J=E F  	  

. K ثلاثة فضاءات شعاعية منتهية البُعد على حقل تبديليّ  Gو Fو Eلتكن .مبرهنة4-3.
)من  uالتطبيق  وليكن , )E FL، وv  من( , )F GL.  ،س االأس كان  أياًّ عندئذ

1( , , )pe e=E )1 الأساس، و E للفضاء … , , )nf f=F  ، وأخيراً F للفضاء …
)1 الأساس , , )mg g=G    : ، كانG للفضاء …

mat( , , ) mat( , , ) mat( , , )v u v u= ×E G F G E F	  
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  الإثبات
)matلنضع  , , ) ( )iju a=E F  وmat( , , ) ( )ijv b=F Gفيكون .  

1

1

, ( )

, ( )

n

p j ij i
i
m

n i ki k
k

j u e a f

i v f b g

=

=

∀ ∈ =

∀ ∈ =

∑

∑

ℕ

ℕ

  

  كان،  pℕمن  jاً كان ينتج من ذلك أنهّ، أيّ 

1 1 1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )
n n m m n m

j ij i ij ki k ki ij k kj k
i i k k i k

v u e a v f a b g b a g c g
= = = = = =

= = = =∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑	  

 حيث
1

n

kj ki ij
i

c b a
=

=   . إذن ∑

mat( , , ) ( )ijv u c=E G	  
  ساواة المطلوبة:كافئ المي وهذا

   mat( , , ) mat( , , ) mat( , , )v u v u= ×E G F G E F	  	  

وليكن  .Kفضاءين شعاعيين منتهيي البُعد على حقل تبديليّ  Fو Eليكن .ملاحظة5-3.

1 2( , , , )pe e e=E 1، وE أساساً للفضاء … 2( , , , )nf f f=F  .F أساساً للفضاء …
)من  uنتأمّل تطبيقاً خطيّاً  , )E FL ، نضع أخيراً و mat( , , ) ( )i jM u a= =E F . ّا  لـم

  كان التطبيق  Eضاء لفأساساً ل E كان

1

1
1

: ( ) , ( )
p

p j j
j

p

x

E X X x e

x

×
=

 
 
 Φ → = Φ = 
 
  

∑E E
M K ⋮ ֏  

  الآتي تقابلاً خطياً. التطبيقكان   ،F لفضاءأساس ل Fلأنّ ، تقابلاً خطيّاً. وكذلك 

1

1
1

: ( ) , ( )
n

n i i
i

n

y

F Y Y y f

y

×
=

 
 
 Φ → = Φ = 
 
  

∑F F
M K ⋮ ֏  
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)، وليكن Eعنصراً من  x ليكن )y u x=باتيعُطى شعاعُ مرك . x  على الأساسE  بالعلاقة
1( )X x−= Φ
E

)1بالعلاقة  F على الأساس yشعاع مركّبات  يعطى، وكذلك  )Y y−= Φ
F

 .
Yيرتبطان بالعلاقة  Yو Xويتحقّق القارئ بسهولة أنّ  الشعاعين M X= فإذا عرفّنا . ×

  التطبيق الخطّي 
1 1: ( ) ( ), ( )M p n MU X U X M X× ×→ = ×M MK K ֏  

1صار لدينا 
MU u−= Φ Φ

F E
	   تبديلي الآتيويمكن تلخيص ذلك بالقول إنّ المخطّط  .	

 
1 1( ) ( )

M
p n

U

E F
u

× ×

Φ ΦE F

M MK K

  
) لتكن المصفوفة .تعريف 6-3. )ijM a=  من( )n p×M K منقول. نسمي M  المصفوفة

( )t
ijM b=  من( )p n×M K  يأتيالمعرفّة كما   

( , ) ,p n ij jii j b a∀ ∈ × =ℕ ℕ  
)من  Mنقول إنّ المصفوفة المربعّة    )nM K إذا وفقط إذا كان متناظرة tM M= .

tMإذا وفقط إذا كانت تحقق  تخالفيةونقول إا  M= . لقد جرت العادة أن نرمز بالرمز −
( )nS K إلى مجموعة المصفوفات المربعة المتناظرة من المرتبة nوبالرمز ، ( )nA Kة إلى مجموع

  بعض الخواص البسيطة. الآتية. تلخّص المبرهنة n المصفوفات المربعة التخالفية من المرتبة
   مبرهنة 7-3.
:إنّ التطبيق  � ( ) ( ), t

n p p n M M× ×Θ →M MK K   تقابلٌ خطّي. ֏
)من  A اً كانأيّ  � )n p×M K وB  من( )p m×M K  كان ( )t t tA B B A× = ×.  
)من A اً كانت المصفوفة القَلوبةأيّ  � )nM Kكانت ، tA 1قلَوبة و 1( ) ( )t tA A− −=.  
)من  إنّ كلاًّ  � )nS K و( )nA K  فضاء شعاعي جزئي من( )nM K وإذا كان العدد المميّز ،

) ، كان2لا يساوي  K للحقل ) ( ) ( )n n n= ⊕M S AK K K وكان  
( 1)

dim ( )
2n

n n +
=S K   و   ( 1)

dim ( )
2n

n n −
=A K   
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  الإثبات
  مباشر وبسيط نتركه للقارئ. �إثبات الخاصة  إنّ  �
)لنفترض أنّ  � )ijA a=  ّوأن( )ijB b= عندئذ يكون .  

1 1

[ ( )] [ ] [ ] [ ] [ ]
p p

t t t t t
ij ji jk ki ik kj ij

k k

A B A B a b B A B A
= =

× = × = = = ×∑ ∑  

)ان ك  أياًّ وذلك  , )i j  منm n×ℕ ℕ وهذا ما يثبت الخاصّة .�.  

)مصفوفة قلَوبة من  Aلتكن  � )nM K 1، عندئذ نجدB A−=  في( )nM K تحُقّق   

nA B B A I× = × =  

  نجد �وبالاستفادة من 
t t t t t

n nB A A B I I× = × = =  

1قلَوبة، ويكون  tAومن ثمَّ تكون  1( ) ( )t tA A− −= .  

) من واضح من التعريف أنّ كلاًّ  � )nS K و( )nA K  فضاء شعاعي جزئي من( )nM K.   وإذا
)2كان  , )

( )
n

ij i j
E

∈ℕ
) الأساس القانوني للفضاء  )nM Kنت الجملة، كو ( , )( )

nij i j TS حيث  ∋

{ }2( , ) :n nT i j i j= ∈ ≤ℕ و   

:
( , ) ,

:
ii

n ij
ij ji

E i j
i j T S

E E i j

 =∀ ∈ = 
 + ≠

  

)أساساً للفضاء الجزئي  )nS Kإذن .  

( )
( 1)

dim ( ) card
2n n

n n
T

+
= =S K  

 ققت المساواةتح 2 يساوي Kلنلاحظ، انطلاقاً من التعريف، أنه إذا كان العدد المميز للحقل 
( ) ( )n n=A SK K .  



 136 المصفوفات

تكون الجملة وعندها  .2لا يساوي  Kلذلك سنفترض فيما يأتي أنّ العدد المميز للحقل 
1( )ij ji i j nE E ≤ < )أساساً للفضاء الجزئي  −≥ )nA K،  َّومن ثم  

{ }( )2 ( 1)
dim ( ) card ( , ) :

2n n

n n
i j i j

−
= ∈ < =A K ℕ  

)من  M المصفوفة تكان  أياًّ وأخيراً،  ) ( )n n∩A SK K   كانtM M M− =  ، ومن ثمَّ =
0M    لدينا ،من جهة أولى ،. إذن2لا يساوي  Kلأنّ العدد المميز للحقل  =

{ }( ) ( ) 0n n∩ =A SK K  

  ومن جهة ثانية لدينا

( ) ( )

1 1( ), ( ) ( )
2 2

n n

t t
nM M M M M M

∈ ∈

∀ ∈ = + + −

S A

M

K K

K


������������� 
�������������
  

)وهذا ما يثبتُ أنّ  ) ( ) ( )n n n= ⊕M S AK K K.  	  

 . ليكنKعلى حقل تبديليّ  فضاءين شعاعيين منتهيي البُعد Fو E ليكن .مبرهنة 8-3.

1( , , )pe e=E )1 وأساسه الثنوي ه Eلفضاء أساساً ل … , , )pe e∗ ∗ ∗=E ، وليكن …

1( , , )nf f=F )1 أساسه الثنوي Fلفضاءأساساً ل … , , )nf f∗ ∗ ∗=F نتأمّل . …
)من  uتطبيقاً خطياًّ  , )E FL ،عندئذ يكون  

( )mat( , , ) mat( , , )
t tu u ∗ ∗=E F F E  

  الإثبات 
)matلنضع  , , ) ( )iju a=E F وmat( , , ) ( )t

iju b∗ ∗ =F Eعندئذ يكون .  

, ,
( ), , ( )t

ij j i j i jiE E F F
b u f e f u e a∗ ∗

∗ ∗= = =  

  	  وهي النتيجة المطلوبة.
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  رتبة مصفوفة 4.

)لتكن المصفوفة .تعريف 1-4. )ijM a=  من( )n p×M Kنسمّي أعمدة . M  َالجملة

1( ( ), , ( ))pC M C M…  1من عناصر الفضاء( )n×M K  المعرّفة كما يلي 

1

2, ( )

j

j
p j

nj

a

a
j C M

a

 
 
 
 ∀ ∈ =  
 
 
  

ℕ
⋮

  

)1 جملةَ العناصر M وكذلك نسمّي أسطر   ( ), , ( ))nR M R M… الفضاء عناصر من 
1 ( )p×M K المعرفّة كما يلي  

1 2, ( )n i i i inj R M a a a ∀ ∈ =   
ℕ ⋯  

)من  Mلتكن المصفوفة  .تعريف 2-4. )n p×M K رتبة المصفوفة. نسمّي M  ارتبة أعمد
)1في الفضاء  )n×M Kونرمز إلى هذه الرتبة بالرمز . rgMأي .  

( )1rg dim vect ( ( ), , ( )pM C M C M= …  

. وليكن Kفضاءين شعاعيين منتهيي البُعد على حقل تبديليّ  Fو E ليكن .مبرهنة 3-4.

1 2( , , , )pe e e=E 1، وE أساساً للفضاء … 2( , , , )nf f f=F  أساساً للفضاء …
F كان   أياًّ . عندئذu  من( , )E FL  ،كان  

rg mat( , , ) rgu u=E F  

  الإثبات
  من جهة أولى، لدينا

( )1 1rg dim Im rg ( ), , ( )u u u e u e= = …  
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  ، كان التطبيقF لفضاءأساساً ل Fا كان لـمّ ومن جهة ثانية، 

1

1
1

: ( ) , ( )
n

n i i
i

n

y

F Y Y y f

y

×
=

 
 
 Φ → = Φ = 
 
  

∑F F
M K ⋮ ֏  

  يحُقق تقابلاً خطيّاً 
, ( ( )) ( )p j jj C M u e∀ ∈ Φ =

F
ℕ  

  ذنإ
( )
( )

1

1

rg rg ( ( )), , ( ( ))

rg ( ), , ( ) rg
p

p

u C M C M

C M C M M

= Φ Φ

= =
F F

…

…
  

  	  وهذا يثبت المطلوب.

)مصفوفة من  M: لتكن  ملاحظة 4-4. )n p×M Kلخطيّ . وليكن التطبيق ا  

1 1: ( ) ( ),M p nU X M X× ×→ ×M MK K ֏  

rg عندئذ يكون rg MM U=لأن أعمدة المصفوفة ، M  هي صورة الأساس القانوني في الفضاء
1( )p×M K  ّطبيق الخطّي وفق التMU.  

  الموافقة في حالة التطبيقات الخطيّة.المبرهنة  من الآتيةاستنتاج المبرهنة في هذه الملاحظة  تفيدنا

)من  Mلتكن  .مبرهنة 5-4. )nM K متكافئة الآتية. إنّ الخواص.  
  قلَوبة. Mالمصفوفة  �
� rgM n=.  
)في  Rوجد ت � )nM K تحُقّق nM R I× =.  
)في  Lوجد ت � )nM K تحُقّق nL M I× =.  

)مصفوفة من  Mلتكن  .مبرهنة 6-4. )n p×M Kعندئذ يكون .  
rg rgtM M=  
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  الإثبات
)1الأساس القانوني في  Eℓ يكنل )×M Kℓ ولنرمز بالرمز .∗Eℓ  إلى أساسه الثنوي. ولنتأمّل التطبيق

  الخطّي
1 1: ( ) ( ),M p nU X M X× ×→ ×M MK K ֏  

  3-8.عندئذ يكون لدينا استناداً إلى المبرهنة 
mat( , , )M p nM U= E E   وmat( , , )t t

M n pM U ∗ ∗= E E  
rgمما درسناه في بحث الثنويةّ، أنّ ستفادة بالالكن، نعلم و  rg t

M MU U= َّنستنتج أنّ  ، ومن ثم  
     rg rgtM M=  

  	  وهي النتيجة المرجوّة.

Eلتكن .نتيجة M  مصفوفة من( )n p×M Kة. إنّ رتب M  هي رتبة أسطرها في الفضاء

1 ( )p×M K ومن ثمَّ يكون .rg min( , )M n p≤.  

  الآتية.حصلنا على النتيجة  خواص رتبة تطبيق خطّيوإذا استفدنا من 

)من  A : لتكن نتيجة8-4. )n p×M K ،وB  من( )p m×M Kعندئذ .  
 rg( ) min(rg , rg )A B A B× ≤  


)rg قلَوبة كان A إذا كانتف  ) rgA B B× =.  

)rg قلَوبة كان B وإذا كانت  ) rgA B A× =. 

 

  تغيير الأساس 5.
)1 وليكن .K فضاء شعاعيّاً منتهي البُعد على حقل E ليكن .مبرهنة1-5. , , )ne e=E … 

) . وأخيراً لتكنE أساساً للفضاء )ijP p= مصفوفة من ( )nM K حتى تكون جملة .

)1 الأشعّة , , )na a=A حيث ، …
1

n

j ij i
i

a p e
=

= يلزم ويكفي  E، أساساً للفضاء ∑

  قلَوبةً. Pفةُ أن تكون المصفو 
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  الإثبات
)التطبيق الخطّي من  uليكن  )EL المعرّف بالشرط , ( )n j jj u e a∀ ∈ =ℕعندئذ يكون . 

( )mat , ,P u= E E الآتية.. ومن ثمَّ تكون لدينا التكافؤات  

)A فيأساس) (E⇔Aدتول) ( rg ) ( rg ) (P n P n u E⇔ = ⇔ =   )قلَوبة⇔

  	  وهذا يثبت المطلوب.

)1 . وليكنK فضاء شعاعيّاً منتهي البُعد على حقل E ليكن .تعريف2-5. , , )ne e=E … 
)1 ، وليكنE أساساً للفضاء , , )ne e′ ′ ′=E . نسمّي Eأساساً آخر للفضاء  …

مزوّداً  E ، من الفضاءEI، مصفوفة التطبيق المطابق E′إلى  E من مصفوفة الانتقال

)، أي E مزوّداً بالأساس إلى الفضاء نفسه E′بالأساس , ) ( , )EIE E′ →E E ونرمز .
P الرمزإلى هذه المصفوفة ب ′E

E
)mat، فيكون  , , )EP I′ ′=E

E
E E.  

)1. وليكن K فضاء شعاعيّاً منتهي البُعد على حقل E ليكن .مبرهنة 3-5. , , )ne e=E … 
)1، وليكن Eأساساً للفضاء  , , )ne e′ ′ ′=E كان   أياًّ . عندئذ Eأساساً آخر للفضاء  …

x  منE   كان  
X P X′ ′= ×E

E
  

1 وقد كتبنا 1[ , , ] ( )t
n nX ξ ξ ×= ∈M K… بات على دلالةشعاع مرك x الأساس في 

E أي ،
1

n

i i
i

x eξ
=

= 1، و∑ 1[ , , ] ( )t
n nX ξ ξ ×

′ ′ ′= ∈M K… شعاع  دلالة على

، أي E′ الأساس فيأيضاً  x مركبات العنصر
1

n

i i
i

x eξ
=

′ ′= ∑.  

  لإثباتا
)لتكن  )ijP p′ =E

E
  ، عندئذ يكون

1

,
n

n j ij i
i

j e p e
=

′∀ ∈ = ∑ℕ  
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  ومن ثمَّ 

1 1 1 1 1

( ) ( )
n n n n n

j j j ij i j j i
j j i i j

x e p e p eξ ξ ξ
= = = = =

′ ′ ′ ′= = =∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

ولأنهّ لدينا أيضاً 
1

n

i i
i

x eξ
=

=   ، ينتج أنّ ∑

1

,
n

n i ij j
j

i pξ ξ
=

′∀ ∈ = ∑ℕ  

Xوهذا يُكافئ المساواة  P X′ ′= ×E
E

  	  .المطلوبة 
  .تقابلين الآتيانكان التطبيقان الخطيان   E لفضاءأساسين ل E′و Eا كان لـمّ  .ملاحظة 4-5.

1 1
1

1 1
1

: ( ) , [ , , ]

: ( ) , [ , , ]

n
t

n n i i
i

n
t

n n i i
i

E e

E e

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

×
=

′ ×
=

Φ →

′ ′ ′ ′Φ →

∑

∑

E

E

M

M

K

K

… ֏

… ֏

  

  : التعبير عن المبرهنة السابقة بكتابةويمكننا 
1 1, ( ) ( )x E x P x′− −

′∀ ∈ Φ = ×ΦE
E E E

  

ثلاثة  Gو Fو E . ولتكنKفضاء شعاعياًّ منتهي البُعد على حقل  E ليكن .مبرهنة 5-5.
P. عندئذ يكون Eأساسات للفضاء  P P= ×G F G

E E F
.  

  الإثبات
  الآتيإذا تأمّلنا المخطّط التبديلي 

  
)mat أمكننا أن نكتب , , ) mat( , , ) mat( , , )E E EI I I= ×G E F E G F.  وهذه هي

 	  لمطلوبة.المساواة ا

( , ) ( , )

( , )

E E

E

E F

G

EI

EI
EI
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 E′و E . وليكنK فضاءين شعاعيّين منتهيي البُعد على حقل Fو E ليكن .مبرهنة6-5.
تطبيقاً خطياًّ من  u . وأخيراً ليكنF أساسين للفضاء F′و F، وEأساسين للفضاء 

( , )E FL. عندئذ يكون  
1mat( , , ) mat( , , ) ( )u P u P′ ′ −′ ′= × ×F E

F E
E F E F  

  ثباتالإ
  الآتيكما في المبرهنة السابقة، يكفي أن ننظر في المخطّط التبديلي 

 

1

( , ) ( , )

( , ) ( , )

E F

uE F

I I

uE F

−

′ ′

E F

E F
 

  	  فنجد المطلوب.
  

)من  Bو Aنقول عن مصفوفتين  .مبرهنة وتعريف 7-5. )n p×M K  ّإذا وفقط  متكافئتانما إ
)من  Pإذا وُجِدَتْ مصفوفتان قلَوبتان  )pGL K وQ  من( )nGL K قانتحُق 

B Q AP= ونكتب في هذه الحالة ،B A≈الآتية . وتكون العلاقة الثنائيّة  
( ), ( ),p nA B P Q B QAP≈ ⇔ ∃ ∈ ∃ ∈ =GL GLK K  

)المعرفّة على عناصر  )n p×M K ، موعة.هذه علاقة تكافؤ علىا  

)مصفوفتين من  Bو Aلتكن  .مبرهنة 8-5. )n p×M K عندئذ ،  
rg rgA B A B≈ ⇔ =  

  الإثبات

)إن الاقتضاء    4-8.واضح استناداً إلى النتيجة  ⇒(

)مصفوفة من  Aوبالعكس، لتكن  )n p×M K  ق تحُقrgA r= وليكن .AU  ّالتطبيق الخطي
  أي Aلمصفوفة القانوني الموافق ل

1 1: ( ) ( ),A p nU X A X× ×→ ×M MK K ֏  
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)1الأساسين القانونيين في  nEو pE فإذا كان )p×M K  1و( )n×M K على التوالي، كان  

mat( , , )A p nA U= E E  
pيوجد أساسان  3-3.ولكن بمقتضى المبرهنة 

′E وn
′E  1في( )p×M K 1و( )n×M K  على

  انيحُققالتوالي، 
, , mat( , , )n p r A p nJ U ′ ′= E E  

  يكون ،5-6.ومن ثمَّ، بالاستفادة من المبرهنة 
  1

, , ( )pn

n p
n p rA P J P

′′ −=
EE

E E
  

,وهذا  يثُبت أنّ  ,n p rA J≈.  
rgفإذا كان  rgB r A= ,كان   = ,n p rB J A≈ . وهذا يُبرهن صحةَ الاقتضاء الثاني ≈

) أي )⇐.  	  

) من Bو A نقول عن مصفوفتين مربعّتين .مبرهنة وتعريف 9-5. )nM K  ماإذا  متشابهتانإ
)من  Pوفقط إذا وُجِدَتْ مصفوفة قَلوبة  )nGL K 1 تحُقّقB P AP−= ونكتب في ،

Bهذه الحالة  A≅لعلاقة :المعرفّة با . وتكون العلاقة الثنائيّة  
1( ),nA B P B PAP−≅ ⇔ ∃ ∈ =GL K  

)علاقة تكافؤ على اموعة  )nM K.  

)مصفوفتين مربعّتين من Bو Aلتكن  .مبرهنة 10-5. )nM Kما متشاتان. . ولنفترض أ
  الآتية.عندئذ تتحقّق الخواص 

  متشاتان. tBو tAإنّ المصفوفتين  �

  .ℕ∗من  mكانت   أياًّ وذلك  متشاتان، mBو mAإنّ المصفوفتين  �

  متشاتين. −1Bو −1A قلَوبة وكانت المصفوفتان Bقلَوبة كانت  Aوإذا كانت  �

  الإثبات

  	  إنّ إثبات هذه المبرهنة بسيط انطلاقاً من التعريف ونتركه تمريناً للقارئ.
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  أثر مصفوفة وأثر تطبيق خطّي 6.

) لتكن .تعريف 1-6. )ijA a=  مصفوفة مربعّة من( )nM Kنسمّي العنصر . 
1

n

ii
i

a
=
من  ∑

K أثر المصفوفة A ونرمز إليه بالرمز ،trA.  

  خواص أثر مصفوفة. الآتيةتلخص المبرهنة   
  مبرهنة 2-6.
trإنّ التطبيق  � : ( ) , trn A A→M K K )شكلٌ خطيّ على  ֏ )nM K.  
)من  A كانت  أياًّ  � )nM K  ،كان tr( ) tr( )tA A=.  
tr، أي nإنّ أثر المصفوفة الواحديةّ يساوي  � nI n=.  
)من  A كانت  أياًّ  � )n p×M K وB  من( )p n×M K  ،كان  

tr( ) tr( )AB BA=  
  الإثبات

  .إنّ الخواصّ الثلاث الأولى واضحة من التعريف. لنثبت فقط الخاصة الرابعة
)لنضع  )ijA a=  و( )ijB b= فيكون  

1

, [ ]
p

n ii ij ji

j

i AB a b
=

∀ ∈ = ∑ℕ    

  و
1

, [ ]
n

p jj ji ij
i

j BA b a
=

∀ ∈ = ∑ℕ  

  ومن ثمَّ 

1 1 1

1 1 1

tr [ ] ( )

( ) [ ] tr

n n p

ii ij ji

i i j

p n p

ij ji jj
j i j

AB AB a b

a b BA BA

= = =

= = =

= =

= = =

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑
  

  	  وهذا يثُبت المطلوب.

)تبينّ الخاصة التالية أنّ أثر المصفوفة هو الشكل الخطيّ الوحيد من  ( ))n
∗M K  قالذي يحُق

  من المبرهنة السابقة. �و �الشرطين 
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  . وليكن0يساوي  K لحقللنفترض أن العدد المميز ل .مبرهنة 3-6.
: ( )nΦ →M K K  

) شكلاً خطيّاً على   )nM K ق الشرطينيحق  
  ( ) ,nI nΦ =  

)  و  )2( , ) ( ) , ( ) ( )nA B AB BA∀ ∈ Φ = ΦM K  
trΦعندئذ يكون    =.  
  الإثبات

)2 ليكن , )( )
nij i jE ∈ℕ  الأساس القانوني للفضاء( )nM K لقارئ يتحقق صحةَ الخاصّة ا. نترك

  : الآتية
4( , , , ) ,n ij k j iki j k E E Eδ∀ ∈ =ℓ ℓℓ ℕ  

  ، كانnℕمن  jو i المختلفانكان الدليلان   أياًّ ومن ثمَّ،  رونيكر.هو رمز ك αβδ حيث

1 1 1 1ij i j j iE E E E E= −  
  لذا يكون

   2( , ) , ( ) 0n iji j i j E∀ ∈ ≠ ⇒ Φ =ℕ  
  ، كان1عن  المختلف، nℕمن  jكان الدليل   أياًّ ومن جهة أخرى، 

1 1 1 1jj j j j jE E E E E= −  
  إذن يكون

   11, ( ) ( )n jjj E E∀ ∈ Φ = Φℕ  
)11فإذا عرفّنا  )Eλ = Φ  ووضعناtrλΨ = Φ −   بق، كان لدينا استناداً إلى ما س⋅

2( , ) , ( ) 0n iji j E∀ ∈ Ψ =ℕ  
0Ψنستنتج من ذلك أنّ  trλΦأو أنّ  = = ⋅.  

)ا كان لـمّ و  )nI nΦ 1λلنجد  λ حسابأمكننا  = يّز . وهنا نستفيد من كوْن العدد المم=
. وبذلك nالعددَ  K. في الحقيقة يكفي ألاّ يقسمَ العددُ المميـّزُ للحقلِ 0يساوي Kلحقل ل

  	  .يكتمل الإثبات
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)مصفوفتين مربعّتين من  Bو A لتكن .مبرهنة4-6. )nM K تان. عندئذما متشاولنفترض أ .
trيكون  trA B=.  

  الإثبات
)من  Pتوجد بمقتضى الفرْض مصفوفة قلَوبة  )nGL
K 1 تحُقّقA P B P−=لذا .  

  1 1tr tr( ) tr( ) tr( ) trnA P B P P P B I B B− −= = = =   	  

 . وليكن التطبيق الخطيّ K فضاءً شعاعياً منتهي البُعد على حقل Eليكن  .مبرهنة وتعريف5-6.
u  من( )ELعندئذ لا يتعلّق المقدار . tr(mat( , , ))u E E  ختارالـمُ بالأساس E 

  .truونرمز إليه بالرمز  u أثر التطبيق الخطي. لذلك نسمّيه Eللفضاء 
  الإثبات

P، ولنضعEأساساً آخر للفضاء  E′ ليكن P ′= E
E 5-6.. فيكون، بمقتضى المبرهنة،  

1mat( , , ) mat( , , )u P u P−′ ′=E E E E  
)matينتج من ذلك أنّ  , , ) mat( , , )u u ′ ′≅E E E Eومن ثمَ يكون ،  

( ) ( )tr mat( , , ) tr mat( , , )u u ′ ′≅E E E E  
  	  وهو المطلوب إثباته.

  الآتية.نستنتج من التعريف السابق ومن خواص أثر المصفوفة النتيجة   

  .Kفضاءً شعاعياً منتهي البُعد على حقل  E: ليكن  مبرهنة6-6.

trإنّ التطبيق  � : ( ) , trE u u→L K )شكلٌ خطيّ على  ֏ )EL.  
)من uكان   أياًّ  � )EL لدينا ،tr tr tu u=.  
tr، أي dimEإنّ أثر التطبيق المطابق يساوي  � dimEI E=.  
)من  vو uكان  أياًّ  � )ELدينا ، لtr( ) tr( )u v v u=	 	.  
rgكان   ،E للفضاء 1 إسقاطاً  p إذا كان � trp p=.  

��  

                                             
)أي  1 )p E∈ L  ويحقّقp p p=	. 
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  اتـتمرين

Jلتكن  1. التمرينa b
M c d

 
=  

  
  . أثبت أنAقة تبديلية مصفوفة ثوابتها في حل 

( ) ( )2
2 0M a d M ad bc I− + + − =  

  الحـل
  في الحقيقة، لدينا

( )2

2

( )

0
( )

0

d b a b
M a d I M

c a c d

bc ad
ad bc I

bc ad

   −
   − + = ×   −      
 −
 = = − − −  

  

  وهي النتيجة المطلوبة. وبوجه خاص
   2

2( ), vect( , )M M I M∀ ∈ ∈M K  ú  
Jموعة 2. التمرينلنتأمّل ا D  المكوّنة من المصفوفات( )

ij
A a=  من( )nM ℝ  قالتي تحُق

  الشرطين

1

, 1
n

n ij

j

i a
=

∀ ∈ =∑ℕ    و( ) 2, , 0n iji j a∀ ∈ ≥ℕ  

  لقة بالنسبة إلى عمليةّ ضرب المصفوفات.مغ D اموعة أثبت أنّ  �
)من  Aعين المصفوفات  � )n∩D GL ℝ  ق1التي تحُقA− ∈ D .  

  الحـل
)1إلى الشعاع من  1111لنرمز بالرمز  )n×M ℝ  باته الواحد. عندئذ تنتمي الذي تساوي جميع مرك

)المصفوفة  )
ij

A a=  إلىD  2إذا وفقط إذا كان( , ) , 0
n ij

i j a∀ ∈ ≥ℕ وA =1 11 11 11 1.  
  موجبة، وكان ABكان من الواضح أنّ أمثال   Dمصفوفتين من  Bو Aفإذا كانت  �

( ) ( )AB A B A= = =1 1 1 11 1 1 11 1 1 11 1 1 1  
ABإذن  ∈ D.  
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)لتكن  � )
ij

A a=  مصفوفة قلوبة منD  ا1ولنفترض أنّ مقلو ( )
ij

B A b−= ينتمي  =

nAB. نستنتج من المساواة Dإلى  I=  أنهّ في حالةs t≠  يكون
1

0
n

sk kt
k

a b
=

ولكنّ  ∑=

  جميع حدود هذا اموع موجبة، إذن لقد أثبتنا أنّ 

  2
1 1 2 2( , ) , ( ) ( 0)n s t s t sn nts t s t a b a b a b∀ ∈ ≠ ⇒ = = = =ℕ ⋯  ( )∗  

) . بالطبع لا يمكن أن تكون الجملةnℕعنصراً من  jليكن  )
nij ia ∈ℕ ومة، وإلاّ ما كانت معد

A  موعةقلوبة. إذن ا{ : 0}
j n ij

C i a= ∈ ≠ℕ  ّغير خالية. لنفترض أنs وt  عنصران
من 

j
C عندئذ بالاستفادة من الخاصّة .(   نرى أنّ  ∗(

0 \{ }, 0

0 \{ }, 0
tj n jk

sj n jk

a k t b

a k s b

≠ ⇒ ∀ ∈ =

≠ ⇒ ∀ ∈ =

ℕ

ℕ
  

tفإذا كان  s≠   0كان
jk

b )من  kكان   أياًّ  = \{ }) ( \{ })n n nt s∪ =ℕ ℕ ℕ  وهذا
sقلَوبةَ. إذن يجب أن يكون  Bيناقض كون المصفوفة  t= ّوبذلك نكون قد أثبتنا أن ،

card( ) 1
j

C ). لنرمز إذن = )jσ  إلى العنصر الوحيد في
j

C ولنضع ،( )j j j
aσ λ= فيكون  

2
( )( , ) ,n ij j i ji j a σλ δ∀ ∈ =ℕ  

  على رمز كرونكر المعروف. دلالةً  αβδالرمز  ستعملناوقد ا
1إذا كان  2j j≠  ّ1وافترضنا أن 2( ) ( )j jσ σ=   كان العمودان

1
( )jC A و

2
( )jC A  مرتبطين

:. إذن يجب أن يكون التطبيق لوبةً قَ  Aوهذا يناقض كون المصفوفة  ،خطيّاً  n nσ →ℕ ℕ 
  .nℕمتبايناً، فهو إذن تبديل على اموعة 

  
)مصفوفة قلوبة من  Aلقد أثبتنا أنهّ إذا كانت  � )nM ℝ  من وكانت أمثال كلA 1وA− 

)1موجبة، وُجدت أعداد  , , )nλ λ…  من( )n∗
+ℝ  ووُجِد تبديلσ  فيnS قتحُق 

2( ) ( , )
( )

n
j i j i j

A σλ δ
∈

=
ℕ

إذ إنّ مقلوب المصفوفة  . والعكس صحيح وضوحاً 

2( ) ( , )
( )

n
j i j i j

A σλ δ
∈

=
ℕ

)هو   )1
2

1
( ) ( , ) n

i i j i jσ
λ δ −
−

∈ℕ
.  
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تجنا أنّ ، استنDأيضاً إلى  −1Aوأن تنتمي Dمصفوفة قلوبة من  Aفإذا اشترطنا أن تكون 
)2الصيغة  Aللمصفوفة  ) ( , )

( )
n

j i j i j
A σλ δ

∈
=

ℕ
A، واستنتجنا من كون  =1 11 11 11 أنّ  1

, 1n jj λ∀ ∈ =ℕ إذن يوجد تبديل .σ  فيnS  ق2يحق( ) ( , )
( )

n
i j i j

A σδ ∈
=

ℕ
 .

  D.  úوبالعكس، تكون كل مصفوفة من هذا الشكل قلوبة وتنتمي هي ومقلوا إلى 

Jنقول إنّ المصفوفة  3. التمرين( )ijA a=  من( )nM ℝ  ًّحقّقت  إذا وفقط إذا متناظرة مركزيا
): الشرط ) 2

1 , 1, ,n ij n i n ji j a a + − + −∀ ∈ =ℕ.  
)لتكن  � ), 1i n jP δ + )المصفوفة من  =− )nM ℝ التي جميع ثوابتها أصفار ما عدا تلك ،

متناظرة مركزياًّ إذا وفقط إذا كان  Aأثبت أنّ  التي تقع على القطر الثانوي فتساوي الواحد.
PA AP=.  

  أثبت أنّ جداء ضرب مصفوفتين متناظرتين مركزياًّ هو مصفوفة متناظرة مركزياًّ.  �
  اظرة مركزياًّ. أثبت أنّ مقلوب مصفوفة قلَوبة متناظرة مركزياًّ هو مصفوفة متن �
  الحـل
)لتكن المصفوفة  � )ijA a=  من( )nM ℝ ّعندئذ نجد بحساب مباشر أن .  

1 , , 1
1

1 , 1 ,
1

[ ]

[ ]

n

ij ik n k j i n j
k
n

ij n i k kj n i j
k

AP a a

AP a a

δ

δ

+ − + −
=

+ − + −
=

= =

= =

∑

∑
  

  إذن
2

1 , 1 ,

2
1 , 1

( , ) , [ ] [ ]

( , ) ,

n n i j n i j

n ij n i n j

AP PA i j PA AP

i j a a

+ − + −

+ − + −

= ⇔ ∀ ∈ =

⇔ ∀ ∈ =

ℕ

ℕ
  

  وهذا يثبتُ التكافؤ المطلوب.

)مصفوفتين متناظرتين مركزياًّ من  Bو Aلتكن  � )nM ℝ عندئذ .  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )AB P A BP A PB AP B PA B P AB= = = = =  

  أيضاً. مصفوفة متناظرة مركزياًّ  ABوهذا يثبتُ أنّ 
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)مصفوفةً قلوبةً متناظرة مركزياًّ من  Aلتكن  � )nM ℝ عندئذ بضرب طرفيَ المساواة .
AP PA=  1بالمقدارA−  1من الطرفين نجد 1 1 1( ) ( )A AP A A PA A− − −  أو =−

1 1A P PA−   ú  متناظرة مركزياًّ أيضاً. −1A. فالمصفوفة =−

)يمكن أن نثبت أنّ مجموعة المصفوفات المتناظرة مركزياًّ في  .ملاحظة � )nM ℝ ًّن فضاءً جزئياتكو ،

)من  )nM ℝ  بعُده
2 2 1

2 2

n n   +   =   
   

.  

Jليكن  4. التمرينα  وβ عددين حقيقيين مختلفين، ولتكن M  من( )nM ℝ مصفوفة تحقّق  
( )2 0, ,n n nM M I M I M Iα β αβ α β− + + = ≠ ≠  

)أثبت أن بعُد الفضاء الشعاعي الجزئي  1. ) vect( , )nV M M I=  2يساوي.  

)أثبت أنه لا توجد في  2. )V M  إلاّ مصفوفتان مختلفتانA وB تحققان الشروط  
{ } 20, ,nA I A A∉ }و    = } 20, ,nB I B B∉ =.  

0ABثم أثبت أن  BA= )وأن  = , )A B لفضاءأساس ل ( )V M.  

) أثبت أنّ  3. )V M  جبر جزئي من( )nM ℝ ّه إذا كانت ، وأنC  من( )V M  مصفوفة
)عنصراً من  −1C كانقلَوبة   )V M.  

  الحـل
)لنثبت أنّ الجملة  1. , )nM I  ّ0جملة حرةّ. في الحقيقة، لنفترض أنnM Iλ µ+ =.  

Â  0إذا كانتλ µ، عرفّنا ≠
κ

λ
= nM. وعندئذ يكون − Iκ= وبالتعويض في العلاقة 

2 ( ) 0nM M Iα β αβ− + + =  
2جذرٌ  لكثير الحدود  κتنتج أنّ نس ( ) ( )( )X X X Xα β αβ α β− + + = − ، أي −
nMإنّ  Iα=  أوnM Iβ= .وهذا يخُالف الفرْض 

Â  0إذن يجب أن يكونλ 0nM ، وعندئذ نستنتج من المساواة= Iλ µ+ 0µأنّ  = = 
 أيضاً.

)بذلك نكون قد أثبتنا أنّ الجملة  , )nM I  أساسٌ للفضاء( )V M  ّوأنdim ( ) 2V M =.  
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)ن مصفوفة م Cلتكن  2. )V M  عندئذ يوجد عددانλ وµ  قانيحُقnC M Iλ µ= + .
  وعندئذ يكون

( )( )
( )

( )
( ) ( )

2

2 2

2

2

( ) ( 1)

( 1) ( 1)

( ) (2 1) ( 1)

( ) 2 1 ( 1)

n n n

n

n n

n

C C C I C M I M I

M M I

M I M I

M I

λ µ λ µ

λ µλ µ λ µ µ

λ α β αβ λ µ µ µ

λ λ α β µ µ µ λ αβ

− = − = + − +

= + + − + −

= + − + − + −

= + + − + − −

  

)وعليه، لأنّ الجملة  , )nM I  ّجملة حرةّ، نستنتج أن  

2
2

( ( ) 2 1) 0

( 1) 0
C C

λ λ α β µ

µ µ λ αβ

 + + − == ⇔ 
 − − =

  

0λفإذا كان  µ{0,1}استنتجنا من المعادلة الثانية أنّ  = ,0}ومن ثمَّ أنّ  ،∋ }nC I∈ .
  وعليه 

2
2 2

2 2

2 1 ( )
( ) ( {0, })

(2 1) 4 1

1 ( )

2
( ) 1

1 1
( , ) , , ,

1 1
( ), ( )

n

n n

C C C I

C M I M I

µ λ α β

µ λ αβ

λ α β
µ

λ α β

β α
λ µ

α β α β β α β α

β α
α β β α

 − = − += ∧ ∉ ⇔ 
 − = +
 − + =⇔ 
 − =

   − −    ⇔ ∈        − − − −     
   ⇔ ∈ − − 
 − −  

  

1نعرّف إذن 
( )nA M Iα

β α
= −

−
1و 

( )nB M Iβ
α β

= −
−

  فيكون 

{ } { }2( ) : 0, , ,nC V M C C I A B∈ = =  
  ونلاحظ أنّ 

( )

2

2

2

1
( )( )

( )
1

( ) 0
( )

n n

n

AB BA M I M I

M M I

α β
α β

α β αβ
α β

= = − − −
−

= − − + + =
−
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)إنّ الجملة ف وكذلك , )A B  0جملة حرةّ، لأنهّ إذا كانaA bB+ استنتجنا، بضرب طرفي  =
0aA أنّ  Aهذه المساواة بالمصفوفة  0a، ومن ثمَّ = 0Aلأنّ  = . وهذا بدوره يقتضي ≠

0bأنّ  )ا كان بعُد الفضاء لـمّ . و = )V M  استنتجنا أنّ  2يساوي( , )A B  أساس للفضاء
( )V M.  

)يكفي لإثبات أنّ  3. )V M  جبرٌ جزئي من( )nM ℝ  ّأن نلاحظ أنnI M∈  وأنّ جداء
)ضرب عنصرين من  )V M  ينتمي إلى( )V M ّوهذا في الحقيقة أمرٌ بسيط إذا لاحظنا مثلاً أن ،  

( )( )aA bB a A b B aa A bb B′ ′ ′ ′+ + = +  

Cوأخيراً لتكن  aA bB= )مصفوفة ما من  + )V M ّولنفترض أن .C قلوبة. عندئذ  مصفوفة
0aيجب أن يكون  0bو ≠ لوبة. فإذا عرفّنا غير قَ  Bو A، لأنّ كلاً من ≠

1 1
a b

C A B′ =   كان لدينا وضوحاً   +

nCC C C A B I′ ′= = + =  
1إذن  ( )C C V M− ′=   ú  المطلوب.إثبات . وبذا يتمّ ∋

  
Jلتكن  5. التمرينA وB  المصفوفتين من( )3M ℝ :المعرّفتين كما يلي  

1 0 1 1 1 0

1 1 0 , 0 1 1

0 1 1 1 0 1

A B

   − −   
   

= − = −   
   
   − −
   

  

  موعةولتكن ا  
( ){ }23 : ( , )xA yB x y= + ∈ ∈H M ℝ ℝ  

)احسب  1. )nA B+  ًّكانت   أياn  منℕ.  

)ليست قلوبة في  Hأثبت أن عناصر  2. )3M ℝ.  

)بت أن البنية أث 3. ), ,+ ×H، لجمع وضرب المصفوفات في  ×و + إذ يمث( )3M ℝ ،
  .ℂ. عينّ حيادي الضرب وأثبت أن هذا الحقل يشاكل تقابلياً حقل الأعداد العقدية حقلٌ 
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  الحـل
Kلنضع  1. A B=   ولنلاحظ أنّ  +

2 1 1

1 2 1

1 1 2

K

 − 
 = − 
 −  

  

2نجد بحساب بسيط أنّ  3K K=   أنّ  n، وهذا يتيح لنا أن نثبتَ بالتدريج على العدد −
1, ( 3)n nn K K∗ −∀ ∈ = −ℕ  

,1]لنعرّف الشعاع  2. 1, 1]te 0Ae. عندئذ نلاحظ أنّ = 0Beو =   . إذن =
, 0M Me∀ ∈ =H  

)3وهذا بالطبع يثُبتُ أنّ  )∩ = ∅H GL ℝ.  
 Pصفوفات، ومن المناسب أن نعرّف المصفوفة نجري في هذا السؤال بعض الحسابات على الم 3.

  :الآتية

2 3

0 0 1 0 1 0 1 0 0

1 0 0 , 0 0 1 , 0 1 0

0 1 0 1 0 0 0 0 1

P P P I

     
     
     = = = =     
     
          

  

Aفيكون  P I= 2Bو − P I=   .  وأخيراً نعرّف−
2

2

1 1
( ) (2 )

3 3
1 1
( ) ( )

3 3

A B I P P

A B P P

= − + = − −

= − = −

1111

JJJJ

   

)vectمن الواضح أنّ  , )=H 1 J1 J1 J1 J  .نلاحظ مباشرة استناداً إلى الطلب الأوّل أنّ  ككذل
2 =1 11 11 11   نّ وأ، 1

2 2 21 1
(2 )( ) ( )

3 3 3
I P P P P P P= = − − − = − =1J J1 J1J J1 J1J J1 J1J J1 J  

2    و 2 2 21 1
( ) ( 2 )

3 3
P P P P I= − = + − = −J 1J 1J 1J 1  

  : يأتيالمعطى كما  ℝعلى الحقل  Hو ℂبين الفضاءَين الشعاعيين  Φلنتأمّل إذن التقابل الخطّي 
: , ( i)x y x yΦ → Φ + = ⋅ + ⋅Hℂ 1 J1 J1 J1 J  
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  كما نلاحظ أنّ 

( )

( i) ( i) ( ) ( )

( ) ( )

( i)( i)

x y x y x y x y

xx yy xy yx

x y x y

′ ′ ′ ′Φ + Φ + = + × +

′ ′ ′ ′= − + −

′ ′Φ + +=

1 J 1 J1 J 1 J1 J 1 J1 J 1 J

1 J1 J1 J1 J  

هو، في آن  Φوأنّ التطبيق  ،مغلق بالنسبة إلى ضرب المصفوفات Hوبذلك نكون قد أثبتنا أنّ 
)معاً، تقابلٌ وتشاكلٌ بين الحقل  ), ,+×ℂ  والبنية( ), ,+×H  ًفهي إذن حقلٌ يشاكل تقابليّا

)حقل الأعداد العقديةّ. وحيادي الضرب في  ), ,+×H  1111هو.  ú  

J1 ليكن الفضاء الشعاعي 6. نالتمري( )pE ×= M ℝ 2 حيثp )من u وليكن .≤ )EL 
ي  لخطّي الذ ]1شعاعٍ  كل ب يقرنالتطبيق ا , , ]t

pX x x=  عاع، الشEمن الفضاء  …

1( ) [ , , ]t
pu X Y y y= =   المعرّف كما يلي : ،Eمن  …

{ }\

1
,

1
p

p i j
j i

i y x
p ∈

∀ ∈ =
− ∑

ℕ

ℕ  

)matعينّ  1. , , )A u= E E ،1و( , , )pe e=E   .Eهو الأساس القانوني في  …

) المصفوفة الواحديةّ في I كنلت 2. )pM ℝ ، لتكن وJ المصفوفة في ( )pM ℝ  التي جميع
  .1 تساوي ثوابتها
  .ℕمن  n في حالة nJاحسب  �
)توجد ثنائية  ،ℕمن  nكانت   أياًّ أثبت أنه  � , )n na b  قيطلب تعيينهاتحق  

n
n nA a A b I= +  

  .−1Aقلَوبة واحسب  Aأثبت أن  �
1يوجد  أثبت أنه � 2( , )λ λ  2فيℝ ،1 تحُقّق 2( )( ) 0A I A Iλ λ− − =.  

1لتكن  3. 1p
C A Ip p

−
= . Eفي الأساس  qمصفوفة لإسقاط  C. أثبت أنّ +

1عينّ كلاً من  ImE q= 2 و kerE q= ًثم عينّ أساسا ،F لفضاءل E  تكون
)المصفوفة عنده  )mat , ,A u= F Fɶ مصفوفة قطريةّ، وعينّ مصفوفة قلَوبة Q  تحُقّق

1A Q AQ−= ɶ.  
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  الحـل
  شرة أنّ في الحقيقة نجد مبا 1.

0 1 1

1 01

11

1 1 0

A
p

 
 
 
 =  −  
 
  

⋯

⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱

⋯

  

2Jنلاحظ أولاً أنّ  �2. pJ=  ّ1وينتج من ذلك أن, n nn J p J∗ −∀ ∈ =ℕ.  

)نلاحظ أنّ  �2. 1)p A J I− =   تتبادلان استنتجنا أنّ  Jو I، ولأنّ المصفوفتين −

0

1

( 1) ( ) ( 1)

1
( 1) ( 1)

( 1) ( 1)
( 1)

n
n n n k n k k

n
k

n
n k n k k

n
k

n n
n

p A J I C J

I C p J
p

p
I J

p

−

=

−

=

− = − = −

  = − + −    

− − −
= − +

∑

∑  

  وأخيراً 

( )
( 1) ( 1)

( 1) ( 1) ( 1)
n n

n n n p
p A I I p A

p

− − −
− = − + + −  

  ومنه

1 1

1 ( 1) 1 ( 1)

( 1) ( 1)

n n

n n
n

n n

a b

p
A I A

p pp p p p− −

   − − −   = + + −     − −   

��������������� 
�������������������

  

2nوبوجه خاص، نجد في حالة  �2.   أنّ  =
2 1 1 1 1

( 1) ( 1)
1 2

1 1

p
A I A

p p p p p p

p
I A

p p

   −  = + + −     − −   
−

= +
− −

  

) ومنه )( 1) ( 2)p A p I A I− − −   لديناقلَوبة، و  Aإذن المصفوفة . =
1 ( 1) ( ( 2))A p A p p I− = − − − −  
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)2لقد رأينا أنّ  �2. 1) ( 2) 0p A p A I− − − −   وهذا يُكافئ =
( )( )( 1) 0p A I A I− + − =  

  ومنه

( )
1

0
1

A I A I
p

  + − =  − 
  

1إذن يكفي أن نعرّف 

1

1p
λ = −

−
2و  1λ   لنجد المطلوب. =

1لتكن  3. 1 1p
C A I J

p p p

−
= + 2Cعندئذ نرى مباشرة أنّ . = C=  ّوهذا يثُبتُ أن

  إسقاطٌ خطّي.هو الأساس القانوني،  لىإ، بالنسبة Cمصفوفته  الذي qالتطبيق الخطّي 

,1,1]وإذا عرفّنا الشعاع  ,1]t= 1لاحظنا أنّ  1111… tC
p

= ×1 11 11 11   وعليه، 1

1

1
( ), ( )t

nX CX X
p

×∀ ∈ =M ℝ 1 11 11 11 1  

  وهذا يثبتُ أنّ 

1 ImE q= = ℝ1111  و{ }2 1ker ( ) : 0t
nE q X X×= = ∈ =M ℝ 1111  

1ليكن إذن الأساس  2( , , , )pf f f=F كما   Eالمعرّف بدلالة الأساس القانوني  Eللفضاء  …
  : أتيي

1 1
1

, ,
p

p j p k k k
j

f e k f e e− +
=

= = ∀ ∈ = −∑ ℕ1111  

1فيكون  vect( )pE f= 2و 1 1vect( , , )pE f f −= ….  

1وبالاستفادة من كون  1p
q u I

p p

−
=   نجد +

1
, ( ) ( )

1 1p k k k

p
k u f q f f

p p
∀ ∈ = −

− −
ℕ  

  ومنه

1

1
( ) , , ( )

1p p p k ku f f k u f f
p

−= ∀ ∈ = −
−

ℕ  
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  فيكون

�

1 0 0

0
1

mat( , , )
1

1 0

0 0 1

A u
p

p

 −
 
 
 
 = =  −  − 
 

−  

F F

⋯

⋱ ⋮

⋱ ⋱ ⋱

⋮ ⋱

⋯

  

  استنتجنا أنّ  ااوروإذا تأمّلنا المخطط التبديلي 
� 1A Q AQ−=  

)mat حيث , , )Q I= F Eأي .  

1 0 0 1

1 1 1

0 1 0

1 1

0 0 1 1

Q

 
 
 − 
 −=  
 
 
 

−  

⋯

⋱ ⋮

⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱

⋯

  

  ú  .المطلوب وهو

Jليكن 7. التمرين u  3التطبيق الخطّي من( )L ℝ  لأساس إلى امصفوفته بالنسبة  تعطىالذي
)القانوني  )1 2 3, ,e e e=E  : كما يلي   

1 2 3

2 3 1

3 1 2

M

 
 
 

=  
 
 
 

  

)matالمصفوفة  اكتب , , )M u′ ′ ′= E E 1 في حالة 2 3( , , )e e e′ ′ ′ ′=E  هو الأساس
  المعرّف كما يلي :

1 1 2 3 2 2 3 3 3, ,e e e e e e e e e′ ′ ′= + + = + =  
  

 ( ) ( )

( ) ( )

1

, ,

, ,

u
E E

I I

u
E E

−

E E

F F
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  الحـل
  لدينا 1.

1 1 2 3

2 1 2 3

3 1 2 3

( ) 2 3

( ) 2 3

( ) 3 2

u e e e e

u e e e e

u e e e e

= + +

= + +

= + +

  

  ونجد بحساب بسيط أنّ 
1 1

2 1 2 3

3 1 2 3

( ) 6

( ) 5

( ) 3 2

u e e

u e e e e

u e e e e

′ ′=

′ ′ ′ ′= − −

′ ′ ′ ′= − +

  

  إذن
6 5 3

mat( , , ) 0 1 2

0 1 1

u

 
 
 ′ ′ = − − 
 −  

E E  

  ú  وهي النتيجة المطلوبة.

J1 ليكن الفضاء الشعاعي 8. التمرين( )nE ×= M ℝ ،2 حيثn  nSمن  σ. وليكن ≤
)من  pσ. ولننظر في التطبيق الخطّي nℕتبديلاً على اموعة )EL  يقرن بالذي كل 

]1شعاع  , , ]t
nX x x= (1)الشعاع  … ( )( ) [ , , ]t

np X x xσ σ σ= ….  

) عن المصفوفةكرونيكر   رمز عمال باستعبرّ  1. )mat , , ( )ij ijP p aσσ σ= =E E . في
)1حالة  , , )ne e=E   .Eهو الأساس القانوني في  …

) لتكن 2. )ij ijM m= من ( )nM ℝاحسب ، P Mσ وM Pσ 1وP M Pσ σ
−.  

  : استنتج أن المصفوفتين التاليتين متشاتان 3.
1 4 2 3 2 3 1 4

3 2 4 1 4 1 3 2
,

4 1 3 2 3 2 4 1

2 3 1 4 1 4 2 3

A B

   
   
   
   = =   
   
   
   
   

.  
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  الحـل

]1هو  Eمن الأساس القانوني في  jeا كان الشعاع لـمّ  1. , , ]t
j j nje δ δ= استنتجنا أنّ  …

( )jp eσ  1هو الشعاع( )j
e
σ−

بالنسبة إلى الأساس القانوني هي  pσ، وعليه فإنّ مصفوفة 
( )ijP aσσ   حيث =

2
( )( , ) ,n ij i ji j aσ σδ∀ ∈ =ℕ  

) لتكن 2. )ij ijM m= من ( )nM ℝعندئذ .  

1

( ) ( )
1

( ) ( )
1

[ ]

[ ]

n

ij i k kj i j
k
n

ij ik k j i j
k

P M m m

MP m m

σ σ σ

σ σ σ

δ

δ −

=

=

= =

= =

∑

∑
  

)كان   nSمن  تبديلين ′σو σوبوجه خاص، إذا كان  )( )i jPσ σδ′   ومن ثمَّ  =′

( )[ ] [ ]ij i j ijP P Pσ σ σ σ σ σδ′ ′ ′= =	 	  

1إذن نستنتج بوجه خاص أنّ 
1P Pσσ−

  . ومنه، نجد مباشرة أنّ =−
1

( ) ( )[ ]ij i jP MP mσ σ σ σ
− =  

1فإذا عرفّنا التبديل  3. 2 3 4

2 1 4 3
σ

  =   
والمصفوفة  ،

1 4 2 3

3 2 4 1

4 1 3 2

2 3 1 4

A

 
 
 
 =  
 
 
  

  كان لدينا  

1

2 3 1 4

4 1 3 2

3 2 4 1

1 4 2 3

P AP Bσ σ
−

 
 
 
 = =  
 
 
  

  

  ú  متشاتان. Bو Aوعليه فإنّ المصفوفتين 
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J1الشعاعان ليكن  9. التمرين[ , , ]t
nX x x= ]1و … , , ]t

nY y y= )1من  … )n×M ℝ ،
  نفترض أنّ 

2

1

1
n

k
k

x
=

2و   ∑=

1

1
n

k
k

y
=

و   ∑=
1

n

k k
k

x y θ
=

=∑  

t ونعرّف المصفوفة tM aX X bY Y= ⋅ + ) حيث ⋅ , )a b  2منℝ أثبت أنه .
3يحُققان  µو λيوجد عددان  2 0M M Mλ µ+ + =.  

) ادرس حالة المصفوفة )ijM m=  من( )nM ℝ : المعرفّة كما يلي  
: 0mod 2

: 1mod 2ij

i j
m

i j

α

β

+ == 
 + =

  

  الحـل

tA لنعرّف 1. X X= tBو  ⋅ Y Y=   . ولنلاحظ أنّ ⋅
2

1
2

1

,

,

.

t t t

t t t

t t t

t t t

A X X X X X X A

B Y Y Y Y Y Y B

AB X X Y Y X Y

BA Y Y X X Y X
θ

θ

θ

θ

= ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ =

= ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ =

= ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅

= ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅


�����


�����


�����


�����

  

  وأخيراً نستنتج مما سبق أنّ 
2ABA Aθ= 2وBAB Bθ=.  

Mا كان لـمّ و  aA bB=   استنتجنا أنّ  +
2 2 2

3 2 2

3 3 2 2 2 2

3 2 2 3 2 2

( )( ) ( )

( ( ))( )

( )( )

( ) ( ) ( )( )

M aA bB aA bB a A b B ab AB BA

M a A b B ab AB BA aA bB

a A b B a b ab AB BA a bABA ab BAB

a a b A b ab B ab a b AB BAθ θ

= + + = + + +

= + + + +

= + + + + + +

= + + + + + +

  

  وعليه نرى أنّ 
3 2 2 2( ) ( 1)( ) ( 1)M a b M ab aA bB ab Mθ θ− + = − + = −  
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  وأخيراً 
3 2 2( ) (1 ) 0M a b M ab Mθ− + + − =  

) درس حالة المصفوفةلن 2. )ijM m=  من( )nM ℝ  يأتيالمعرّفة كما :  

: 0mod2

: 1mod2ij

i j
m

i j

α

β

 + == 
 + =

  

  نّ نلاحظ مباشرة أ

( 1)
2 2

i j
ijm

α β α β ++ −
= + −  

  كما يلي :  Yو Xفإذا عرفّنا الشعاعين 
1

11

1

X
n

 
 
 
 =  
 
 
  

⋮
و  

1

11

( 1)n

Y
n

 −
 
 
 =  
 
 
−  

⋮
  

ووضعنا 
2

a n
α β+

و  =
2

b n
α β−

  كان  =

t tM aX X bY Y= ⋅ + ⋅  
  ونلاحظ مباشرة أنّ 

( 1) 1
1, 1,

2

n
t t tX X Y Y Y X

n

− −
⋅ = ⋅ = ⋅ =  

  إذن في هذه الحالة لدينا
2 2

3 2 2 1 ( 1)
0

4 2

n

M n M n M
α β

α
 − − −  − + − =   

  

  وبصيغة مُكافئة

( )3 2 2 2 0
2 2

n n
M n M n Mα α β

         − + − − =         
  

  ú  وهي الصيغة المرجوّة.
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Jكان   أياًّ  10. التمرينa  منℝ نعرّف المصفوفة ،( )a ijM m=  من( )nM ℝ  : كما يلي  
1
1 :

0 :

i j i
j

ij

C a j i
m

j i

− −
− ⋅ ≥= 

 <

  

} أثبت أن اموعة 1. }( ) :a nG M a= ∈ ∈M ℝ ℝ زمرة جزئية من ( )nGL ℝ 
)شاكِل تقابلياً تُ  ),+ℝ.  
)تكن ل 2. )ijA a= و( )ijB b= من ( )nM ℝ.  ّ0ولنفترض أنija عندما  =

i j≥ ّ0، وأنijb iين يكون ح = j s≥ ,0} حيث − , 1}s n∈ −… .
)وأخيراً لتكن المصفوفة  )ijC AB c= 0ijc. أثبت أن =  يتحقق الشرط، عندما =

1i j s≥ − ). واستنتج أن − ) 0n
a nM I− =.  

]ن م Pأثبت أنه مهما يكن كثير الحدود  3. ]Xℝ ،يكن  
1

1

deg ( ) ( 1) ( )
n

k k
n

k

P n P X C P X ka−

=

< ⇒ = − +∑  

)لتكن  4. , )p n  2منℕ  0تحُقّقn p≥ p. نرمز بالرمز<
nS  إلى عدد التطبيقات الغامرة

. أثبت أن pℕإلى  nℕمن 
1

n
n k k

p n
k

p C S
=

= : يمكن حساب عدد   مساعدة. ∑

  بطريقتين.  pℕإلى  nℕالتطبيقات من 
pاستنتج قيمة  5.

nS 1. واحسب بوجه خاص
nS 2وnS.  

  الحـل

  بملاحظة أنّ  1.

( )
1

1 1 1 1
1 1

0 1

j j
j i j i i i j i i

j j
i i

X a C a X C a X

−
− − − − − −

− −
= =

+ = =∑ ∑  

  هي مصفوفة التطبيق الخطّي aM نستنتج أنّ 

1 1: [ ] [ ], ( )a n nX X P P X aτ − −→ +ℝ ℝ ֏  

)1بالنسبة إلى الأساس القانوني  )
n

k
kX −
∈=E ℕ  1للفضاء[ ]n X−ℝأي .  

( )mat , ,a aM τ= E E  
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0Mوهذا يفيدنا في إثبات أنّ  I= 1و
a aM M−

aو =− b a bM M M+ ، وعليه تكون =
)زمرة جزئيّة من  Gاموعة  )nGL ℝ ًتُشاكل تقابليّا ،( , )+ℝ  وفق التشاكل الزمري

aa M֏.  
) تكنل 2. )ijA a= و( )ijB b= من ( )nM ℝ ّ0.ولنفترض أنija iعندما  = j≥ ،

0ijbوأنّ  iحين يكون  = j s≥ ,0} حيث − , 1}s n∈  . وأخيراً لتكن المصفوفة…−
( )ijC AB c= )، وليكن = , )i j  2من

nℕ  1يحُقّقi j s≥ −   عندئذ .−

1 ( ) ( ) ] , [

0

( , )
n

n ij ik kj ik kj ik kj
k i k k j s k i j s

i j c a b a b a b
= ≥ ∨ ≥ − ∈ −

∀ ∈ = = +∑ ∑ ∑ℕ


���������������

  

1iفإذا كان  j s≥ − [كان   − , [i j s− = 0ijcومن ثمَّ  ∅ =.  
iوبناءً على كون  ،نستنتج مما سبق 3. j≥  يقتضي[ ] 0a ijM I−   أنّ ، =

1[( ) ] 0s
a iji j s M I +≥ − ⇒ − =  

,0}من  sوذلك بالتدريج على العدد  , 1}n 1s. وفي حالة …− n=   نجد −
[( ) ] 0n

a iji j n M I> − ⇒ − =  
)أي  ) 0n

aM I− iلأنّ الشرط  = j n> )كان   أياًّ محقق  − , )i j  2من
nℕ نستنتج إذن .

  أنّ 

0

( 1) ( ) 0
n

k n k k
n a

k

C M−

=

− =∑  

  وهذا يُكافئ
1

( 1) 0
n

k k
n ka

k

I C M
=

+ − =∑  

  الآتيةوهذه المساواة المصفوفيّة تُكافئ المساواة 

1

1

( 1)
n

k k
E n ka

k

I C τ−

=

= −∑  

]1بين تطبيقات خطيّة على  ]nE X−= ℝوهذه المساواة تُكافئ .  

1

1

deg ( ) ( 1) ( )
n

k k
n

k

P n P X C P X ka−

=

< ⇒ = − +∑  
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)لتكن  4. , )p n  2منℕ 0 تحُقّقn p≥ p . نرمز بالرمز<
nS  إلى عدد التطبيقات الغامرة من

nℕ إلى pℕ . لتكن( , )n pF ℕ ℕ  مجموعة التطبيقات منnℕ إلى pℕ.  وفي حالة مجموعة
B، نرمز بالرمز pℕمن  Bجزئيّة غير خالية 

nS  من إلى مجموعة التطبيقاتnℕ إلى pℕ  التي
). عندئذ من الواضح أنّ Bصورا  )

p

B
n B∅≠ ⊂S ℕ  تجزئة للمجموعة( , )n pF ℕ ℕإذن .  

card ( , ) card

p

B
n p n

B∅≠ ⊂

= ∑F S

ℕ

ℕ ℕ  

cardcardأنّ  أيضاً  من الواضحو  B B
n nS=Sإذن .  

card

1

card ( , )

p

B k k
n p n p n

B k p

S C S
∅≠ ⊂ ≤ ≤

= =∑ ∑F

ℕ

ℕ ℕ  

  أو
1

p
n k k

p n
k

p C S
=

= ∑  

  بالشكل pيمكننا كتابة النتيجة السابقة عندما تتحول قيمة  5.
0 0
0

0 0 1 1
1 1

0 0 1 1 2 2
2 2 2

0 0 1 1 2 2 3 3

0 0 1 1 2 2 3 3
0

0

1

2

n
n

n
n n

n
n n n

n j j
j n j n j n j n j n

n j j p p
n p n p n p n p n p n

C S

C S C S

C S C S C S

j C S C S C S C S C S

p C S C S C S C S C S C S

=

= +

= + +

= + + + + +

= + + + + + + +

⋮

⋯

⋮

⋯ ⋯

  

1من  Vو Sالشعاعين  عرفّنا فإذا ( 1)( )p× +M ℝ  كما يأتي  

1 20, , , , p
n n nS S S S =   

0و  … ,1 ,2 , ,n n n nV p =   
…  

1Vأمكن كتابة الجملة السابقة بالصيغة المصفوفاتية  SM=  1حيثM  هي المصفوفة التي
1aدرسناها سابقاً والتي توافق حالة  = .  
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0 0 0 0
0 1 2

1 1 1
1 2

2 2
1 2

0

0 0

p

p

p

p
p

C C C C

C C C

M C C

C

 
 
 
 
 

=  
 
 
 
 
  

⋯

⋯

⋮ ⋱

⋮ ⋱ ⋱ ⋮

⋯ ⋯

  

1ا كان لـمّ و 
1 1M M−

  أي =−
0 0 2 0 0
0 1 2

1 1 1 1
1 2

2 2 2
1 2

1

( 1) ( 1) ( 1)

0 ( 1) ( 1)

( 1)
( )

0 0

p
p

p
p

p
p

p
p

C C C C

C C C

C C
M

C

−

−
−

 − − − 
 − − 
 

− 
=  

 
 
 
 
 
  

⋯

⋯

⋮ ⋱

⋮ ⋱ ⋱ ⋮

⋯ ⋯

  

1استنتجنا من 
1( )S V M   أنّ  =−

1 1 2 2

1

1 ( 1) 2 ( 1) ( 1)

( 1)

p n p n p n p p p
n p p p

p
p k k n

p
k

S C C p C

C k

− − −

−

=

= − + − + + −

= −∑

⋯

  

  وبوجه خاص 
1

2

3

1

2 2

3 3 2 3

n

n
n

n n
n

S

S

S

=

= −

= − ⋅ +

  

  ويمكننا أن نثبت أيضاً بالتدريج أنّ 
1

1 ( )p p p
n n nS p S S −
+ = +  

  مما يتيح لنا أن نبرهن أنّ : 
2

1 1!n
n nS n C+ += ⋅  

  ú  وهي النتيجة المرجوّة.
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Jليكن  11. التمرين[ ]nE X= ℝ  فضاء كثيرات الحدود الحقيقية التي لا تزيد درجتها علىn. 
)التطبيقين الخطيّين من  δو dوليكن  )EL :المعرفّين كما يلي  

: : ( ) ( )

: : ( ) ( 1) ( )

d E E P X P X

E E P X P X P Xδ

′→

→ + −

֏

֏
    

)0 ليكن 1. )k k ne ≤ ≤=B أساس E :المعّرف كما يلي 

0
( 1) ( 1)

1, ,
!n k

X X X k
e k e

k

− − +
= ∀ ∈ =

⋯
ℕ  

)اكتب  � )mat , ,δ∆ = B B  مصفوفة التطبيقδ  لأساس إلى ابالنسبةB. 

)احسب المصفوفات  � )
n

k
k∈∆ ℕ.  

)اكتب  � )mat , ,D d= B B  مصفوفة التطبيقd  لأساس إلى ابالنسبةB.  
)بدلالة  dاستنتج عبارة  � )

n

k
kδ ∈ℕ.  

)بدلالة  δعبارة أيضاً  استنتجبالاستفادة من منشور تايلور.  2. )
n

k
kd ∈ℕ.  

  الحـل

)0حظ أنّ نلا �1. ) 0eδ 1و = 0( )e eδ 1kوأنهّ في حالة  =   لدينا ≤

( )

1

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( )
( )

( 1)! ( 1)!
( 1) ( 1)

( 1) ( )
( 1)!

k

k

X X X X k X X X k
e

k k

X X X k
X X k e

k

δ +

+ − − + − −
= −

+ +
− − +

= + − − =
+

⋯ ⋯

⋯
  

  وعلى هذا يكون

1, 1

0 1 0 0

0 1

0 0 ( ) ( )

1

0 0

i j nδ + +

 
 
 
 
 ∆ = = ∈ 
 
 
 
  

M

⋯

⋮ ⋱ ⋮

⋮ ⋱ ℝ

⋮ ⋱

⋯ ⋯ ⋯

  

  هو رمز كرونيكر. αβδ حيث
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),أنّ  nℕمن  kلنثبت بالتدريج على العدد  �1. )k
i k jδ +∆ ، فإذا كان هذا صحيحاً في =

  كان  1n−ℕمن  kحالة 
1 1

1
, 1, 1,

1 1

[ ] [ ] [ ]
n n

k k
ij i j i k j i k j

k

δ δ δ

+ +
+

+ + + +
= =

∆ = ∆ ∆ = =∑ ∑ℓ ℓ ℓ ℓ
ℓ

  

  أي 

  
)0نلاحظ أنّ  �1. ) 0d e 1و = 0( )d e e=  ّن بحساب مباشر أنونتيق  

2 2 1 0

3 3 2 1 0

1
( )

2
1 1

( )
2 3

d e e e e

d e e e e e

′= = −

′= = − +

  

  لنثبت إذن بوجه عام أنّ 

1

1

1
, ( ) ( 1)

k
j

n k k k j
j

k d e e e
j

−
−

=

′∀ ∈ = = −∑ℕ  

1، فإذا استفدنا من المساواة kلنفترض صحّة هذه النتيجة في حالة 

1
( )

1k ke X k e
k

+ = −
+

 

  وجدنا

1

1
( ) ( )

1 1k k k

X k
d e e d e

k k
+

−
= +

+ +
  

  وإذا استفدنا من فرْض التدريج كتبنا

1
1

1

1 1
( ) ( 1)

1 1

k
j

k k k j
j

X k
d e e e

k k j

−
+ −

=

−
= + −

+ +
∑  

0 0 1 0 0

0 1

0

1

0

0 0

k

 
 
 
 
 
 
 ∆ =  
 
 
 
 
 
  

⋯ ⋯

⋮ ⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱

⋮ ⋱

⋮

⋮ ⋮

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

0

k
←→
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  ولكن

1

1 1

( ) ( )

( 1 )

( 1) ( )

k j k j k j

k j k j

k j k j k j

X k e X k j e je

k j e je

k e j e e

− − −

+ − −

+ − + − −

− = − + −

= + − −

= + − +

  

  إذن

( )

( )

( )

1

1 1 1
1

1
1

1 1
1 1

1
1

1 1
1 1

1

1

1 ( 1)
( )

1 1

1 ( 1) 1
( 1)

1 1

1 ( 1) 1
( 1) ( 1)

1 1

1 ( 1)

1

k j

k k k j k j k j
j

k kj
j

k k j k j k j
j j

k kj
j j

k k j k j k j
j j

j

k k j
j

j
d e e e e e

k j k

e e e e
k j k

e e e e
k j k

e e
k j

−

+ + − + − −
=

−
−

+ − + − −
= =

−
−

+ − + − −
= =

−

+ −
=

 − = + − +  + + 

−
= + − − +

+ +

−
= + − − − −

+ +

−
= +

+

∑

∑ ∑

∑ ∑

( )0
1

1
( 1)

1

k
k

ke e
k

− − −
+

∑

  

  وعليه نجد
11 1

1 1 0 1
1 1

( 1) ( 1) ( 1)
( )

1

k kj k j

k k j k j
j j

d e e e e
j k j

+− −

+ + − + −
= =

− − −
= + =

+
∑ ∑  

)وهي العلاقة المطلوبة. وعليه تأخذ المصفوفة  )mat , ,D d= B B : الشكل التالي  
1( 1)1 1

2 3
1 1
2 3

1
3
1
2

0 1

0 1

1

1

0 0

n

n

D

−−−

−

−

 
 
 
 
 
 
 

=  
 
 
 
 
 
 
  

⋯

⋮ ⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ ⋱

⋮ ⋱ ⋱ ⋱

⋮ ⋱ ⋱

⋮ ⋱

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

  

  وهذا يثبتُ أنّ  �1.
1 1

2 3

1

1 1 ( 1) ( 1)

2 3

nn k
n k

k

D
n k

− −

=

− −
= ∆− ∆ + ∆ + + ∆ = ∆∑⋯  

  وينتج من ذلك أنّ 
1

1

( 1)k k

k

d
k

δ
−

≥

−
= ∑  
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  بالاستفادة من منشور تايلور. يمكننا أن نكتبَ  2.

( )( )

0 0

1 1
( 1) ( ) ( )

! !
k k

k k

P X P X d P X
k k≥ ≥

+ = =∑ ∑  

  ومنه

( ) ( )
1

1
( ) ( 1) ( ) ( )

!
k

k

P X P X P X d P X
k

δ
≥

= + − = ∑  

  أو
1

1

!
k

k

d
k

δ
≥

= ∑  ú  

  تعبر النتيجتان السابقتان عن المساواتين : .ملاحظة �
exp( )I dδ+ )Log  و  = )d I δ= + .!  

Jليكن  12. التمرينu 3من( )L ℝ ولتكن ،M  مصفوفةu  بالنسبة إلى الأساس القانونيE ،
Mهي  Fبالنسبة إلى أساس آخر  uأنّ مصفوفة  نفترض أيضاً    فإذا كان  ′

5 1 ?
1
2 1 ?

2
1 0 ?

M

 
 
 = −
 
  

و    
1 1 0
0 1 1
0 0 1

M

 
 

′  =
 
  

  

  ؟ ما هي مصفوفة الانتقال بين الأساسين
  الحـل

  بملاحظة أنّ 
0 1 0

0 0 1

0 0 0

M I

 
 
 ′ − =  
 
  

  

)3نرى أنّ  ) 0M I′ − )3وينتج من ذلك أنّ  = ) 0u I− . وهذا بدوره يقتضي أنّ =
3( ) 0M I−   . فإذا افترضنا أنّ =

5 1
1
2 1

2
1 0

a

M b

c

 
 
 = − 
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  وجدنا  

( )

2

2

3

2

3 1 3 1
1

( ) 2 3 2 3
4
1 0 2 1 0 2

11 0
1

11 2 5
4

1 1 2

3 1 11 0
1

( ) 2 3 11 2 5
8
1 0 2 1 1 ( 2)

1

8

a a

M I b b

c c

a a b ac

b a b bc

c a c

a a a b ac

M I b b a b bc

c c a c

   
   
   − = − ⋅ −   
   − −      
 

+ + + 
 
 = − +
 
 + + −  

   + + +  
  − = − ⋅ − +  
  − + + −     

=
2

33 4 11

22 2 2 33

9 2

a b ac a

a b bc b

a c c c

 + + + + ∗ 
 + − + − ∗ 
 

+ − + − ∗  

  

)3وهكذا نرى أنّ  ) 0M I− يقتضي أن يكون العمود الثاني في هذه المصفوفة على الأقل  =
  معدوماً، أي أن يكون

11a = 33bو   − 2cو   = =  
)3وفي هذه الحالة نجد بالتعويض أنّ  ) 0M I−   وأنّ  =

2

0 0 0
1

( ) 33 11 121
4

3 1 11

M I

 
 
 − = − 
 −  

  

)2يحُقق  Xلنختر إذن أيّ شعاع  ) 0M I X− 3، مثلاً الشعاع ≠ [0,1,0]tf . ولنضع =
  بالتعريف

2 3

1
1

( ) 3
2

0

f M I f

 
 
 = − = − 
 
  

2و    
1 2 3

0
1

( ) ( ) 11
4

1

f M I f M I f

 
 
 = − = − =  
 
  

  

)1نستنتج من  ) 0M I f− 1و = 2( )f M I f= 2و − 3( )f M I f=   أنّ  −

1 1Mf f=  2و 2 1Mf f f= 3و  + 3 2Mf f f= +  
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1وهذا يثبت أنهّ إذا عرفّنا  2 3( , , )f f f=F  كان mat( , , )u M ′=F F أمّا مصفوفة .
  ال فهيالانتق

( )3

0 2 0
1

mat , , 11 6 4
4

1 0 0

P I

 
 
 = = − 
 
  

F
E

F E
ℝ

  

)1وهي تحقّق  )M P M P −′= F F
E E

.  ú  

Jنتأمّل في هذا التمرين الأساس القانوني  13. التمرين( )
( ) 2, n

ij i j
E

∈ℕ
لفضاء المصفوفات المربعّة  

( )nM K ، حيثK  حقلٌ جزئي منℂ.  

)لتكن  1. )ijM m=  من( )nM K  ًّمن احسب كلا ijME وijE M.  

)لتكن  2. )( )nZ M K أو مركز ،( )nM K مجموعة المصفوفات التي تتبادل مع جميع ،
) عناصر )nM K عين .( )( )nZ M K.  

)أثبت أنهّ مهما يكن  3. ),i j  2من
nℕ يكن ،( )

def

ij ij nF I E= + ∈GL K واستنتج .
)أنّ  )( ) ( )vect n n=GL MK K.  

.4  عين( )( )nZ GL K .أي مجموعة المصفوفات التي تتبادل مع جميع المصفوفات القَلوبة ،  

 f. نفترض أنّ للتطبيق Kتطبيقاً خطياًّ على فضاء شعاعي منتهي البُعد على  fليكن  5.
 أساس. عين المصفوفة نفسها بالنسبة إلى أيf.  

  مجموعة المصفوفات المثلثيّة العليا التي تساوي جميع عناصرها القطرية الواحد أي: Uلتكن  6.

( ) ( ) ( ){ }: 0 1ij ij iiM a i j a a= = > ⇒ = ∧ =U  

)هي زمرة جزئيّة من  Uأثبت أنّ  )nGL K ثمُّ عين ،( )Z Uة المصفوفات التي ، أي مجموع
)، وبين أنّ Uتتبادل مع عناصر  ) ∩Z U U  زمرة بالنسبة إلى ضرب المصفوفات تشاكل

)تقابلياًّ الزمرة  ),+K.  
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  الحـل
)لتكن  1. )ijM m=  من( )nM K  ّعندئذ نجد مباشرة أن  

1 1

1 1

[ ] [ ]

[ ] [ ]

n n

ij k ks ij s ks is j ki j
s s
n n

ij k ij ks s ik js s j ik
s s

ME m E m m

E M E m m m

δ δ δ

δ δ δ

= =

= =

= = =

= = =

∑ ∑

∑ ∑

ℓ ℓ ℓ ℓ

ℓ ℓ ℓ ℓ

  

  ومنه

  
)لتكن  2. ( ))nZ M K مجموعة المصفوفات التي تتبادل مع جميع عناصر ،( )nM K ولتكن .

)وفة المصف )ijM m=  من( ( ))nZ M K 1. عندئذ يكون 1,n i ii ME E M∀ ∈ =ℕ ،
  هذا يُكافئ فإنّ وبناءً على نتيجة السؤال السابق، 

2
1 1 1 1, ( , ) , [ ] [ ]n n ki i k i k iki k m ME E M mδ δ∀ ∈ ∀ ∈ = = =ℓ ℓ ℓ ℓℕ ℓ ℕ  

  ، يكونℓ=1وبوجه خاص، في حالة 
11, ,n n ki iki k m m δ∀ ∈ ∀ ∈ =ℕ ℕ  

11Mومن ثمَّ  m I= مصفوفة من هذا النمط تتبادل مع جميع عناصر وبالطبع كل .( )nM K ،
  إذن

{ }( ( )) :n Iλ λ= ∈Z M K K  
  في الحقيقة، لقد أثبتنا أنّ :

{ } { }1 1: , :n i iM i E M ME Iλ λ∀ ∈ = = ∈ Kℕ.  
)ليكن  3. , )i j  2من

nℕ ولنعرّف ،ij ijF I E= . عندئذ نتحقق مباشرة أنهّ في حالة +
i j≠ لدينا  

( )ij ijF I E I− =  

10 0 0 0

0 0 0 0

i

ij

ni

j

m

ME

m

↓

 
 
 =  
 
  

⋯ ⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯ ⋯
1

0 0

0 0

0 0

0 0

ij j jnE M m m i←

 
 
 
 
 
 =  
 
 
 
 
  

⋯

⋮ ⋮
⋯
⋯

⋯

⋮ ⋮
⋯
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)وهذا يثبتُ أنّ  )ij nF ∈ GL K  ّ1وأن
ij ijF I E− = iفي حالة  − j≠ ق منهة ج. ونتحق

  أخرى أنّ 
( )1

2ii iiF I E I− =  
)وهذا يثبتُ أنّ  )ii nF ∈ GL K  ّ1وأن 1

2ii iiF I E− =   . إذن في جميع الأحوال لدينا−
2( , ) , ( )n ij ni j F∀ ∈ ∈ GL Kℕ  

)ا كان لـمّ و  )nI ∈ GL K  ّاستنتجنا أن  
( )2( , ) , vect ( )n ij ij ni j E F I∀ ∈ = − ∈ GL Kℕ  

)ولكن  )2( , )
vect ( ) ( )

n
ij ni j

E
∈

=M K
ℕ

)، إذن  )vect ( ) ( )n n=GL MK K.  

)لتكن  4. ( ))nZ GL K  .ا كانت لـمّ مجموعة المصفوفات التي تتبادل مع جميع المصفوفات القَلوبة
موعة فضاءً شعاعيّاً جزئيّاً استنتجنا أنّ هذه ا  

( )
{ }

( ( )) vect( ( ))

( ( )) :
n n

n Iλ λ

=

= = ∈

Z GL Z GL

Z M

K K

K K
  

 f. ولنفترض أنّ للتطبيق Kتطبيقاً خطياًّ على فضاء شعاعي منتهي البُعد على  fليكن  5.
)1بالنسبة إلى أي أساس. لنتأمّل إذن أساساً  Cلمصفوفة نفسها ا , , )ne e=E  ، ومصفوفة…

( )ijP p=  من( )nGL K 1. نعرّف عندئذ الأساس( , , )nf f=F بالعلاقات  …

1

n

j ij ii
f p e

=
= P. فتكون ∑ P= F

E
)1matويكون   , ) mat( , )u P u P−=E F ،

)matا كانلـمّ و  , ) mat( , )u u C= =E F  ّاستنتجنا أنPC CP=.  
، أي إّا تنتمي إلى Pتتبادل مع جميع المصفوفات القَلوبة  Cإذن لقد أثبتنا أنّ المصفوفة 

( ( ))nZ GL K  فهي إذن من الشكلIλ حيث λ ∈ K ّوهذا يثُبتُ أن .Ef I∈ K ،
  بتغيير الأساس.  EIKوبالعكس، لا تتغيرّ مصفوفة أي من التطبيقات الخطيّة في 

  مجموعة المصفوفات المثلثيّة العليا التي تساوي جميع عناصرها القطرية الواحد أي : Uلتكن  6.

{ }( ) : ( 0) ( 1)ij ij iiM a i j a a= = > ⇒ = ∧ =U  
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Iمن الواضح أنّ  � ∈ U  ّوأنU .مغلقة بالنسبة إلى ضرب المصفوفات 

Nولنعرّف  Uمن  Mلتكن  � M I=  الخاصّة N. عندئذ تحُقق المصفوفة −

[ ] 0iji j N≤ ⇒ =  
0nNنّ وهذا يثُبتُ أ   أنّ  nℕمن  kإذ نبرهن بالتدريج على  =

1 [ ] 0k
iji j k N≤ + − ⇒ =  

Mوعليه تكون  I N=   قلَوبة ويكون  +
1 2 1 1( 1)n nM I N N N− − −= − + + + −⋯  

زمرة جزئيّة من  U. فنكون بذلك قد أثبتنا أنّ Uأيضاً إلى  −1Mإذن تنتمي المصفوفة 
( )nGL K. 

 في الحقيقة، �

{ }
( ){ }
( ){ }

2

2

( ) ( ) : , ( )

( ) : ( , ) ,

( ) : ( , ) ,

n

n n ij ij

n n ij ij

M U MU UM I

M i j i j ME E M

M i j i j MF F M

= ∈ ∀ ∈ = = − +

= ∈ ∀ ∈ < ⇒ =

= ∈ ∀ ∈ < ⇒ =

Z U M U Z U

M

M

K

K

K

ℕ

ℕ

  

)ليكن  � )ijM m=  عنصراً  من( )Z Uعندئذ نستنتج من المساواة . 

1 1{2, , }, j jj n ME E M∀ ∈ =…  
  أنّ 

11 1 1 1 1{2, , }, , [ ] [ ]n j j j jj n m ME E M mδ∀ ∈ ∀ ∈ = = =ℓ ℓ ℓ ℓ… ℓ ℕ  

0ijmومنه  1)في حالة  = ) ( )i i j< ∧ 11iimو ≠ m=  في حالةni ∈ ℕ.  
inوكذلك، نستنتج من المساواة  inME E M=،  في حالةi  1منn−ℕ ، ّأن  

1 1 1 1{2, , 1}, [ ] [ ] 0i in n in n nn ii n m ME E M m δ∀ ∈ − = = = =…  

0ijmومنه  ))في حالة  = , ) (1, )) ( )i j n i j≠ ∧ 11iimو ≠ m=  في حالةi  من

nℕ . 11إذن 1, 1,n nM m I m E= . وبالعكس، تتبادل كل مصفوفة من الشكل +

1,nI Eλ µ+  مع جميع مصفوفاتU .  
  إذن
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{ }21,( ) : ( , )nI Eλ µ λ µ= + ∈Z U K  
  وبوجه خاص نرى أنّ 

{ }1,( ) :nI Eµ µ∩ = + ∈Z U U K  

nI,1والتطبيق  Eµ µ+֏ بين  تشاكل زمريّ تقابلي( , )+K  و( ( ) , )∩ ×Z U U.  ú  

Jليكن  14. التمرينa  ولتكن صفريعدداً حقيقياًّ غير ،A وB  مصفوفتين من( )nM ℝ .
tr)ادرس المعادلة  )aX X A B+ )من  Xبالنسبة إلى اهول  = )nM ℝ.  

  الحـل
tr)حلاً للمعادلة المدروسة كان  Xفي الحقيقة، إذا كان  )( tr ) trX a A B+ وهنا نناقش  =

  .الآتيةالحالات 
trحالة  � 0a A+ =.  

trن فإمّا أن يكو  � 0B   ، وعندئذ لا توجد حلول للمسألة.≠
tr أو أن يكون� 0B جميع مصفوفات اموعة تكون  وفي هذه الحالة، =

{ }1 ( ) :
a

B Aλ λ− ∈ ℝ  ًللمعادلة المدروسة. حلولا  
trحالة  � 0a A+   . وهنا يكون للمسألة المدروسة حل وحيد هو≠

 
1 tr

tr

B
X B A

a a A

 = −   + 
  ú  

Jلتكن  15. التمرينA  مصفوفة من( )nM ℝولنعرّف .  
( ){ }:A nM AM MA= ∈ =C M ℝ  

)جبر جزئي من  ACأثبت أنّ  1. )nM ℝ.  

)نفترض أنّ  2. )1diag , , nA λ λ= )وأنّ الأعداد  … )1i i nλ ≤   مختلفة مثنى مثنى. ≥
�  عينAC.  
  أثبت أنّ صورة التطبيق الخطّي �

( ) ( ): :n n M MA AMϕ → −M Mℝ ℝ ֏  

  .صفريةمكونة من المصفوفات التي ثوابت أقطارها الرئيسيّة 
  الحـل
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)جزئي من فضاء شعاعي  ACمن الواضح أنّ  1. )nM ℝ وإذا كانت .M وN  مصفوفتين من
AC  كان  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A MN AM N MA N M AN M NA MN A= = = = =  
AIت، ونرى وضوحاً أنّ مجموعة مغلقة بالنسبة إلى ضرب المصفوفا ACوهذا يثبتُ أنّ  ∈ C وهذا .

)جبرٌ جزئي من  ACيثبتُ أنّ  )nM ℝ .  
)لتكن  �2. )ijM m=  مصفوفة منACعندئذ .  

1

1

[ ]

[ ]

n

ij ik j kj j ij
k

n

ij i ik kj i ij
k

MA m m

AM m m

λ δ λ

λ δ λ

=

=

= =

= =

∑

∑
  

AMونستنتج من كون  MA=  ّأن  
2( , ) , ( ) 0n j i iji j mλ λ∀ ∈ − =ℕ  

)1ولأنّ الأعداد )i i nλ ≤   مختلفة مثنى مثنى، استنتجنا ≥
2( , ) , 0n iji j i j m∀ ∈ ≠ ⇒ =ℕ  

)تنتمي إلى مجموعة المصفوفات القطريةّ  Mأي إنّ  )nD ℝ وبالعكس، نرى من الواضح أنّ كل .
)مصفوفة قطريةّ من  )nD ℝ  تتبادل مع المصفوفةA ّوعليه فإن .  

( ) vect(( ) )
nA n ii iE ∈= =C D ℕℝ  

)2إذ رمزنا بالرمز  , )
( )

n
ij i j

E
∈ℕ

)نوني في إلى عناصر الأساس القا  )nM ℝ.  

kerفي الحقيقة، إنّ  �2. Aϕ = C . ّولأن dim A n=C  ّ2استنتجنا أنrg n nϕ = − .
  ولكن من الواضح بالحساب المباشر أنّ 

{ } 1Im ( ) : , 0 vect(( ) )ij n ii ij i j nM m i m Eϕ ≤ ≠ ≤⊂ = ∀ ∈ = =ℕ  
  كانا  لـمّ و 

2
1dim vect(( ) )ij i j nE n n≤ ≠ ≤ = −  

  استنتجنا أن الاحتواء السابق مساواة، أي إنّ 
  { }Im ( ) : , 0ij n iiM m i mϕ = = ∀ ∈ =ℕ  ú  
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Jلتكن  16. التمرينM  مصفوفة من( )nM ℝ تحُقّق ،( )tr 0M   معدومة. ، وغير =
)من  1Xأثبت أنهّ توجد مصفوفة عمود  1. )1n×M ℝ  تجعل الجملة( )1 1,X MX .ّحرة  

من الشكل  Nتشابه مصفوفة  Mاستنتج أنّ  2.
1

0

M
N

× ×

×

×

 
 =  
 
 

⋯

⋮
مصفوفة من  1M، و

( )1n−M ℝ  تحُقّق( )1tr 0M =.  
  .صفريتشابه مصفوفة قطرها الرئيسي  Mاستنتج أنّ  3.
)من  Bو Aاستنتج أنهّ توجد مصفوفتان  4. )nM ℝ قانتحق ،M AB BA= −.  
  الحـل
)يجَعل الجملة  Xلنفترض أنهّ لا يوجد شعاع عمود  1. , )X MX  جملة حرةّ. فإذا كانX 

)شعاعاً غير معدوم نتج من الارتباط الخطّي للجملة  , )X MX  أنهّ يوجد عددانα وβ  قانيحُق
( , ) (0,0)α β 0MXو ≠ Xα β+ 0αا كان لـمّ . و = 0βيقتضي  = استنتجنا   =

0α أنّ    . إذن≠
1( )\{0}, ,n X XX MX Xλ λ×∀ ∈ ∃ ∈ =M ℝ ℝ  

)1فإذا كان  , , )ne e=E )1الأساس القانوني في  … )n×M ℝ  وعرفّنا
ii eλ λ=  استنتجنا من

)1diagمصفوفة قطريةّ  Mالمساواة السابقة أنّ  , , )nM λ λ=   ا كانلـمّ . و …
1, ( )n n i n ii M e e Me Me−∀ ∈ + = +ℕ  

  استنتجنا أنّ 
1, ( )

n in e e n i n n i ii e e e eλ λ λ− +∀ ∈ + = +ℕ  
ومن ثمَّ 

11, nn i e e ni λ λ λ− +∀ ∈ = =ℕ وعليه ،nM Iλ=،ًا كان لـمّ  . وأخيرا
0 tr nM nλ= 0nλ، استنتجنا أنّ = 0Mومن ثمَّ  = لا وهذا يناقض الفرْض. إذن  =

)1في  1Xأن يوجد شعاع بدّ  )n×M ℝ  1يجعل الجملة 1( , )X MX .ّجملة حرة  

2نضع  2. 1X MX=م الجملة1 ، ونتم 2( , )X X 1 إلى أساس( , , )nX X=F  للفضاء …
1( )n×M ℝ ثمُّ لنتأمّل التطبيق  

1 1: ( ) ( ),M n nU Y MY× ×→M Mℝ ℝ ֏  
  . Mالمقرون بالمصفوفة 
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)عندئذ نعلم أنّ  )mat , ,MU M=E E  ّوأن  

( )
0

0

1

1

0

mat , ,MN U
M

× × 
 
 = =  
 
  

F F

⋯

⋮

  

أساسين مختلفين،  لىإنفسه بالنسبة  MUهما مصفوفتا التطبيق  Nو Mا كانت المصفوفتان لـمّ و 
10استنتجنا من جهة أولى أّما متشاتان، ومن جهة ثانية أنّ  tr tr trM N M= = =.  

  : الآتية nPلنتأمّل الخاصّة  3.

)في  ���� )nM ℝ   مصفوفة أثرُها معدوم تشابه مصفوفة عناصر قطرها الرئيسي صفريةكل .����  

 صحيحة على وجه التفاهة. 1Pالخاصّة  �

2nلنتأمّل حالة  � )وفة من مصف M، ولتكن = )nM ℝ  أثرها معدوم. فإمّا أن تكون
0Mأن يكون  وإمّاهي نفسها معدومة وهي من ثمَّ تحُقق الخاصّة المطلوبة،  وعندئذ  ≠

تشابه مصفوفة من الشكل  Mلنرى أنّ  2. يمكننا الاستفادة مما أثبتناه في
0

1

b
N

d

 
 =  
  

tr حيث  0d N=  N، أي إنّ عناصر القطر الرئيسي للمصفوفة =

 صحيحة. 2P. فنكون بذلك قد أثبتنا أنّ صفرية

3nلنفترض إذن أنّ  � مصفوفة من  Mصحيحة. ولتكن  1n−Pوأنّ الخاصّة  ≤
( )nM ℝ  ق الخاصّةأثرها معدوم. فإمّا أن تكون هي نفسها معدومة وهي من ثمَّ تحُق

0Mالمطلوبة، أو أن يكون  لنرى أنهّ توجد  2.كننا الاستفادة مما أثبتناه في وعندئذ يم ≠
)من  Pمصفوفة قلوبة  )nGL ℝ  ق1تحُق

1P MP N−  حيث =

1

1

0

N
M

× ×

×

×

 
 
 =
 
  

⋯

⋮

1  و   1tr tr 0M N= =  

)1من  Qɶلى فرْض التدريج، توجد مصفوفة واعتماداً ع )n−GL ℝ  تحُقّق
1

1 2Q M Q M− =ɶ ɶ 2 حيثM  من  صفريةمصفوفة عناصر قطرها الرئيسي
1( )n−M ℝ.  
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  فإذا  عرفنا
0 0

0

0

1

Q
Q

 
 
 =
 
  

⋯

⋮ ɶ
كان       

0 0

1 0
1

0

1

Q
Q

−

−

 
 
 =
 
  

⋯

⋮ ɶ
  

  ونتج من ذلك أنّ 

1 1 1

1
1 1 2

0 0 0

Q P MPQ Q Q
M Q M Q M

× × × × × ×

− − − × × ×
−

× × ×

     
     
     = = =
     
          

⋯ ⋯ ⋯

⋮ ⋮ ⋮ɶ ɶ
  

، وهذا يثبت صحة صفريةمصفوفةً عناصر قطرها الرئيسية  M ومن ثمَّ، تُشابه المصفوفة
nP .  

)مصفوفة من  Mلتكن  4. )nM ℝ  أثرها معدوم. عندئذ توجد مصفوفة قلوبةP  من
( )nGL ℝ  ق1تحُقP MP N− مصفوفة عناصر قطرها معدومة. لتكن  N، و=

diag(0,1, , )A n=ɶ )مصفوفة قطريةّ من  … )nM ℝ  .عناصر قطرها الرئيسي مختلفة مثنى مثنى
هي صورة  صفرينعلم استناداً إلى نتيجة التمرين السابق أنّ مجموعة المصفوفات التي قطرها الرئيسي 

Lالتطبيق  AL LA−ɶ ɶ֏ إذن توجد مصفوفة ،Bɶ تحُقّق AB BA N− =ɶ ɶɶ ɶ وعندئذ يكون  
1M PNP AB BA−= = −  

1A حيث PAP−= ɶ  1وB PBP−= ɶ.  ú  
  

  لقد أثبتنا في هذا التمرين الخاصّتين المهمّتين التاليتين : .ملاحظة �

)في  � )nM ℝ  مصفوفة أثرُها معدوم مصفوفةً عناصر قطرها الرئيسي صفريةتشابه كل .  

)في  � )nM ℝ  مصفوفة أثرُها معدوم بالشكل تُكتبُ كلAB BA− .  

J1لتكن  17.التمرين 1
1 1J
 
 =
  

)2من  Xالمصفوفات  عينّ .  )M ℝ  ق المعادلةالتي تحُق ،
2X X J+ = .  
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  الحـل
�  لنفترض أنهّ يوجد حلX  وجدنا  1.للمعادلة المدروسة. فإذا استفدنا من نتيجة التمرين

2يحُققان  ℝمن  βو αعددين 
2X X Iα β=  ، وعليه يكون+

2( 1) 0X J Iα β− − + =  
)2ا كانت الجملة لـمّ و  , )I J  ّ1جملة حرةّ استنتجنا أن 0α −  βو λ. إذن يوجد عددان ≠

 يحُققان ℝفي 

2X I Jλ µ= +  
2ولكن  � 2J J= إذن 

2 2 2
2 2

2
2

2

( (2 2 ) )

( ) (2 2 1)

0

(2 2 1) 1

X X J I J I J J

I J J

λ λµ µ λ µ

λ λ µ λ µ

λ λ

µ λ µ

+ = ⇔ + + + + =

⇔ + + + + =

 + =⇔ 
 + + =

  

  فإذا لا حظنا أنّ 
2 1 1

2 2
2 21 9 1

2 4 16 4
21 1

2 2 2 4

(2 2 1) 1 ( )

( ) ( )

( )( 1) ( )

λ

λ λ

µ µ λ µ µ λ

µ λ λ

µ µ λ λ

+ + = ⇔ + + =

⇔ + + = + +

⇔ + − + + = +

  

2Xاستنتجنا أنّ  I Jλ µ= 2Xتحُقق  + X J+   إذا وفقط إذا كان =
( )1 0λ λ + 1و    = 1 1

2 2 2
( )( 1) 0µ λ µ λ+ − + + =  

  أي إذ وفقط إذا كان
{ }1 1

2 2
( , ) (0, ),(0, 1),( 1,1),( 1, )λ µ ∈ − − − −  

  كان  إذاأو إذا وفقط 
{ }1 1

2 22 2
, , ,X J J I J I J∈ − − + − −  

وبالعكس، نتيقن بالحساب المباشر، أنّ المصفوفات الأربع السابقة هي حلولٌ للمعادلة  �
 ú  .إنجاز الحلالمدروسة. بذا يتمّ 

QWE  
AgD  
ZXC  
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  المحددات وجمل المعادلات الخطيّة

  لتطبيقات المتعددة الخطيّةا 1.

فضاءات شعاعيّة على  Fو pEو …و 2Eو 1E ، ولتكنℕ∗من  p كنيل .تعريف 1-1.
1 تطبيقال إنّ . نقول Kحقل  2: pf E E E F× × × إذا  خطّي−p تطبيق ⋯→

  الآتية وفقط إذا كانت التطبيقات

, 1 1 1: , ( , , , , , , )
jj A j j j j j pf E F x f a a x a a− +→ ֏ … …  

1 كان  أياًّ ، و pℕمن  jكان   أياًّ خطيّةً، وذلك  1 1( , , , , , )j j j pA a a a a− += … من  …
1 1 1j j pE E E E− +× × × × ×⋯ ⋯.  

)1ونرمز بالرمز  , , ; )p pE E FL ة من الفضاء خطيّ−pلإلى مجموعة التطبيقات ا …
1 2 pE E E× ×   .K. وهي تكون فضاءً شعاعيّاً على الحقل F إلى ⋯×

نفسه، نسمّي عناصر الفضاء  K هو الحقل Fوأخيراً، عندما يكون الفضاء الشعاعي
)1الشعاعي  , , ; )p pE EL K…  ًأشكالا p− 1خطيّةً على 2 pE E E× × ×⋯.  

1خطّي :−pلاكان التطبيق   أياًّ  .ملاحظة2-1. 2: pf E E E F× × × ، تتحقّق ⋯→
  : الخاصة التالية

( )

( ) ( )

1 1

1

, , ,

, 0 , , 0

p p

p j p

x x E E

j x f x x

∀ ∈ × ×

∃ ∈ = ⇒ =

… ⋯

ℕ …
  

خطيّة يكون التطبيق −pلالأنه وفقاً لتعريف التطبيقات  وذلك
1 1 1,( , , , , )j j pj x x x xf

− +…    خطياً. …

 إنّ . نقول Kشعاعيّين على حقل  فضاءين Fو E وليكن، ℕ∗من  p كنيل .تعريف 3-1.
)من  f خطّي−pلاتطبيق ال ; )p

p E FL  ٌإذا وفقط إذا كان  متناظر  
( ) ( ) 2

1, , , , ,p
p px x E i j∀ ∈ ∀ ∈… ℕ  

1 1( ) ( , , , , , , ) ( , , , , , , )ji ijp pi j f x xx xx x xx f< ⇒ =… … … … … …  

 الفصل العاشر
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  :  إذا وفقط إذا كان تخالفيf   خطّي−pلاالتطبيق  إنّ ونقول 
( ) ( ) 2

1, , , , ,p
p px x E i j∀ ∈ ∀ ∈… ℕ  

1 1( ) ( , , , , , , ) ( , , , , , , )pi j i pji j f x x f x xx xx x< ⇒ = −… … … … … …

  
  :  كانإذا وفقط إذا   متناوبٌ  f خطّي−pلاالتطبيق  إنّ وأخيراً نقول 

( ) ( ) 2
1, , , , ,p

p px x E i j∀ ∈ ∀ ∈… ℕ  
( ) ( ) ( )1, , 0i j pi j x x f x x< ∧ = ⇒ =…  

)ونرمز بالرمز  ; )S p
p E FL  لاإلى فضاء التطبيقاتp−خطيّة المتناظرة منpE إلىF ،

)وبالرمز  ; )A p
p E FL لاات إلى فضاء التطبيقp−خطيّة المتناوبة منpE إلىF.  

}من  p ليكن .صياغة جديدة 4-1. }\ 0,1ℕن ، وليكE وF ءين شعاعيّين على حقل فضا
K . ًّلاكان التطبيق   أياp−خطّي f  من( ; )p

p E FL كان التبديل   أياًّ ، وσ  منpS نرمز ،
)بالرمز  )fσ لاالتطبيق  إلىp−ف بالعلاقةخطّي المعر  

1 1 (1) ( )( , , ) , ( )( , , ) ( , , )p
p p px x E f x x f x xσ σσ∀ ∈ =… … …  

  :يأتيوهكذا، يمكننا صياغة التعريف السابق كما   

)من  fيكون  � ; )p
p E FL  متناظراً إذا وفقط إذا كان, ( )pS f fσ σ∀ ∈ =.  

, ذا كانتخالفياًّ إذا وفقط إ f ويكون � ( ) ( )pS f fσ σ σ∀ ∈ = )و ،∆ )σ∆  هو
) ، ويساويσ توقيع التبديل 1)kσ−  إذا أمكن كتابةσ  َتركيب  ناتجkσ .ً1مناقلة  

}من  p ليكن .مبرهنة 5-1. }\ 0,1ℕ، ن وليكE وF  فضاءين شعاعيّين على حقلK .
)من  f خطّي−pلاوليكن التطبيق  ; )p

p E FL عندئذ .  
  تخالفياً. fمتناوباً، كان  fإذا كان  1
  متناوباً.fتخالفياً، كان  f، وكان 2مختلفاً عن  K لحقلوإذا كان العدد المميز ل 2

                                            
 راجع خواص الزمرة المتناظرة في بحث البنى الجبريةّ 1



متعددة الخطيّةالالتطبيقات  183  

  الإثبات
)متناوبٌ. وليكن  fلنفترض أنّ  1 ),i j  2من

pℕ قيحق i j<1، و( , , )px x…  منpE .
  عندئذ يكون لدينا

  
  متناوباً، كان لدينا fا كان لـمّ و 

1( , , , , , , ) 0i i pf x x x x =… … )1و   … , , , , , , ) 0j j pf x x x x =… … …  

  ينتج من ذلك أنّ 

1 1( , , , , , , ) ( , , , , , , ) 0i j p j i pf x x x x f x x x x+ =… … … … … …  
  تخالفيّ. fثبت أنّ وهذا ي

)ليكن  2 ),i j  2من
pℕ قيحق i j< ،1 وليكن( , , )px x x=  يحُقق، pEمن  …

i jx x= ناقلة الـمُ . ولنتأمّل( , )ij i jσ τ=  ا كانلـمّ . jو i، أي التي تبُادل بين الدليلين =
f تخالفياًّ، كان لدينا  

( )( ) ( ) ( ) ( )f x f x f xσ σ= ∆ ⋅ = −  
   ولدينا، من جهة أخرى،

( )( ) ( )f x f xσ =  
iلأنّ  jx x= .نستنتج أنّ ف( ) ( )f x f x=    أو −

2 ( ) 0f x =   
) نجد، 2لا يساوي  Kوبالاستفادة من كوْن العدد المميز للحقل  ) 0f z  f. والتطبيق =

  �  .متناوبٌ 

دة الخطيّة، عندما يكون  تبينّ المبرهنة السابقة تكافؤ مفهومَي تناوب وتخالف التطبيقات المتعد
  .2 مختلفاً عن Kالعدد المميز للحقل 

1

1 1

1 1

0 ( , , , , , , )

( , , , , , , ) ( , , , , , , )

( , , , , , , ) ( , , , , , , )

i j i j p

i j

i i p i j p

j i p j j p

f x x x x x x

f x x x x f x x x x

f x x x x f x x x x

= + +

= +

+ +=

… … …
������� �������

… … … … … …

… … … … … …

  الموقع   الموقع 
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}من  p ليكن .مبرهنة 6-1. }\ 0,1ℕ ،وليكن E وF  َن شعاعيّين على حقل يْ فضاءK .
)من  f خطّي−pلاوليكن التطبيق  ; )p

p E FLلنعرّف التطبيق .  
( ) ( ) ( )

p

f f
σ

σ σ
∈

= ∆ ⋅∑
S

A  

)عندئذ يكون    )fA  ًتطبيقاp− لاخطيّاً متناوباً، نسمّيه التطبيقp− خطّي المتناوب المبني
  . fعلى 

  الإثبات

)إنّ  � )fA  ٌتطبيقp−خطّي لأنه عبارة خطية بتطبيقات من ( ; )p
p E FL.  

) ليكن � ),i j  2من
pℕ قيحق i j<1 ، وليكن( , , )px x x=  يحُقق، pEمن  …

i jx x=.  ناقلة الـمُ ولنتأمّل( , )ij i jτ τ= . وأخيراً jو i، أي التي تبُادل بين الدليلين =
المؤلفّة من التباديل التي  pSالذي يرمز إلى الزمرة المتناوبة وهي الزمرة الجزئية من  pA لنذكّر بالرمز

} . لتكن+1يساوي توقيعها  }:p pB S Aτ σ σ= ∈ هي  B، عندئذ تكون 	∋
p\ ، أي−1مجموعة التباديل ذات التوقيع  pB S A= َّومن ثم .  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

p pA A

f f f
σ σ

σ σ τ σ τ σ
∈ ∈

= ∆ + ∆∑ ∑A 	 	  

  إذن

( )( ) ( ) ( )

pA

f f f
σ

σ τ σ
∈

= −∑A 	  

  ومنه
( )(1) ( ) (1) ( )( )( ) ( , , ) ( , , )

p

p p
A

f x f x x f x xσ σ τσ τσ
σ∈

= −∑A … …  

  : يأتييتحقّق ما ، pℕمن  kو pAمن  σفي حالة  ،ولكن

)إذا كان  � ) { },k i jσ )، كان ∌ ) ( )k kσ τ σ= ) ومن ثمَّ  	 ) ( )k kx xσ τσ=. 
)وإذا كان  � )k iσ )، كان = )k jτσ )ومن ثمَّ  = ) ( )k i j kx x x xσ τ σ= = = 	.  
)وإذا كان  � )k jσ )، كان = )i kτσ=  َّومن ثم( ) ( )k j i kx x x xσ τ σ= = = 	.  

(1) وعليه يكون ( ) (1) ( )( , , ) ( , , )p px x x xσ σ τ σ τ σ= 	 	… )، ومن ثمَّ … )( ) 0f x =A. 
)ونكون بذلك قد أثبتنا أنّ  )fA .متناوبٌ، وهذا يُكمل الإثبات  �
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  .للتطبيقات المتعددة الخطيّة المتناوبة الآتيةوأخيراً ننُهي هذه الفقرة بالخاصّة المهمّة 

}من  p ليكن .مبرهنة 7-1. }\ 0,1ℕوليكن ، E وF  فضاءين شعاعيّين على حقلK .
)من  fالمتناوب  خطّي−pلوليكن التطبيق ا ; )A p

p E FLقيمة عندئذ لا تتغير . f،  عند
1( , , )pa a… من pE ،د الأشعّة، وليكن إذا أضفنا إلى أحia ،ما  ةً خطيّ  عبارة

\{ }p
j jj i
aλ

∈∑ ℕ
1بقيّة الأشعة ب  1 1( , , , , , )i i pa a a a− +…   ، أي…

1 1 1 1
\{ }

( , , ) ( , , , , , , )
p

p i i j j i p
j i

f a a f a a a a a aλ− +
∈

= + ∑
ℕ

… … …   

  الإثبات
  : الآتيةتنتج صحة هذه الخاصّة من المساواة البسيطة 

1 1 1 1 1 1
\{ }

1 1 1
\{ }

( , , , , , , ) ( , , , , , , )

( , , , , , , )

p

p

i i j j i p i i i p

j i

j i j i p
j i

f a a a a a a f a a a a a

f a a a a a

λ

λ

− + − +
∈

− +
∈

+ =

+

∑

∑

ℕ

ℕ

… … … …

… …
  

  �  متناوباً، فيكتمل الإثبات. fستفيدُ من كوْنِ ثمُ ن

  المُحددات 2.

. وليكن Kعلى حقل  nفضاءً شعاعيّاً بعُده منته ويساوي  Eليكن  .مبرهنة وتعريف1-2.
( )1, , ne e=E  f وحيدخطيّ متناوب −n شكل يوجد. Eأساساً للفضاء  …

)1يحُقق الشرط  , , ) 1nf e e  بالأساس المُحدد، ونسمّيه detEبالرمز  f. نرمز إلى …=
E وتكون الجملة .(det )E  أساساً للفضاء( ; )A n

n EL Kأي يكون ،  
( ; ) detA n

n E = ⋅ EL K K  
)1وأخيراً، إذا كان     , , )ne e∗ ∗ ∗=E   ، كانEهو الأساس الثنويّ للأساس  …

1 ( )

( )

det ( , , ) ( ) ,

( ) ,

n
n

n
n

n j j
iS

j j
iS

x x e x

e x

σ
σ

σ
σ

σ

σ

∗

∈∈

∗

∈∈

= ∆ ∏

= ∆ ∏

∑

∑

E
ℕ

ℕ

…

  

)1كان   أياًّ وذلك    , , )nx x…  منnE.  
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  الإثبات
  المعرّف بالعلاقة E خطيّ على−nلانبدأ أولاً بإثبات الوجود. ليكن الشكل 

1
1

: , ( , , ) ,
n

n
n j j

j

E x x e xϑ ∗

=

→ ∏K … ֏  

) ولنضع )det ϑ=E Aأنّ  1-6.. نعلم بمقتضى المبرهنةdetE  ٌشكلn− .ٌمتناوب خطي
  ويكون 

( ) ( )( )

1

1 1

( )

1
( )

( )

det , , ( ) , ,

( ) , (1)

( ) ,

( ) , (2)

n

n
n

n
n

n
n

n n
S

j j
iS

j j
iS

j j
iS

x x x x

e x

e x

e x

σ

σ
σ

σ
σ

σ
σ

σ σ ϑ

σ

σ

σ

−

∈

∗

∈∈

− ∗

∈∈

∗

∈∈

= ∆

= ∆ ∏

= ∆ ∏

= ∆ ∏

∑

∑

∑

∑

E

ℕ

ℕ

ℕ

… …

  

  ونلاحظ أنّ 

1 ( )det ( , , ) ( ) , ( ) , 1
n n

n

n j j j j
i iS

e e e e I e eσ
σ

σ ∗ ∗

∈ ∈∈

= ∆ ∏ = ∆ ∏ =∑E
ℕ ℕ

…  

  وبذلك نكون قد أكملنا إثبات جزء الوجود في المبرهنة، لنثبت إذن الوحدانية.
)من  g ليكن ; )A n

n EL K، 1 ولنعرّف( , , ) detnh g g e e= − ⋅ E… ّمن الواضح أن . h 
)1خطي متناوبٌ يحُقّق −nشكلٌ  , ) 0nh e e :. ولنتأمل تطبيقاً ما …= n nν →ℕ ℕ.  

iمتبايناً، وُجِدَ دليلان  νإذا لم يكن  � j≠ يحُقّقان ( ) ( )i jν ν= ّوينتج من ذلك أن ،  
(1) ( )( , , ) 0nh e eν ν =…  

  متناوبٌ. hلأن   

  وكان nSعنصراً من  νمتبايناً، كان  νوإذا كان  �

(1) ( ) 1 1( , , ) ( )( , , ) ( ) ( , , ) 0n n nh e e h e e h e eν ν ν ν= = ∆ ⋅ =… … …  

  ستنتج من المناقشة السابقة أنّ ن

  ( ) ( ) ( )
11, , , , , 0

n

n
n n i ii i h e e∀ ∈ =… ℕ …  ( )∗  
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)1كن يل , , )nx x…  منnEفيكون ،  

1

,
n

n j ij i
i

j x eξ
=

∀ ∈ = ∑ℕ  

ij, حيث i je xξ   . وعندئذ=∗

1 1

1

1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

1 2

1 1 2
1

1 2
1 1

1 2
1 1 1

( , , ) ( , , , )

( , , , )

( , , , ) 0
n n

n

n

n i i n
i

n n

i i i i n
i i

n n n

i i i n i i i

i i i

h x x h e x x

h e e x

h e e e

ξ

ξ ξ

ξ ξ ξ

=

= =

= = =

=

=

= =

∑

∑ ∑

∑ ∑ ∑

… …

…

⋯ ⋯ …

  

0hن إذ )1أو  = , , ) detng g e e= ⋅ E….وهذا يثُبتُ المطلوب ،  �  

)1إذا كان  .ملاحظة 2-2. , , )nx x…  منnE وكان ،
1

,
n

n j ij i
i

j x eξ
=

∀ ∈ = ∑ℕ حيث 

1( , , )ne e=E   كان  ،Eأساس للفضاء  هو …

1 1 (1) 2 (2) ( )

(1)1 (2)2 ( )

det ( , , ) ( )

( )

n

n

n n n
S

n n
S

x x σ σ σ
σ

σ σ σ
σ

σ ξ ξ ξ

σ ξ ξ ξ

∈

∈

= ∆

= ∆

∑

∑

E … ⋯

⋯
  

  وذلك بمقتضى المبرهنة السابقة.

وليكن  .Kعلى حقل  ℕ∗من nفضاءً شعاعيّاً بعُده منته ويساوي  Eليكن  .مبرهنة 3-2.
1( , , )na a=A   متكافئة: الآتية. عندئذ تكون الخواص الثلاث nEعنصراً من …

  .Eأساس للفضاء  Aالجملة  1
1det، فلدينا Eللفضاء  Eكان الأساس   أياًّ  2 ( , , ) 0na a ≠E ….  
1det قيحُقE ، للفضاء  E يوجد أساس 3 ( , , ) 0na a ≠E ….  

  الإثبات
⇐2  Kمن  λابقة، عنصراً ، نجد، بمقتضى المبرهنة السEللفضاء أساساً ما  Eليكن  1

det يحُقق detλ=E A.  
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1فمن جهة أولى، يكون  1det ( , , ) det ( , , )n na a a aλ λ= =E A…  . ومن جهة ثانية،…
1يكون  11 det ( , , ) det ( , , )n ne e e eλ= =E A…   . إذن…

1det ( , ) 0na a λ= ≠E …  
⇐3   .Eهذا اقتضاء تافه، لوجود أساس للفضاء  2
⇐1 ,1حرةٌّ، وإلاّ أمكن التعبير عن أحد الأشعة  Aإنّ الجملة  3 , na a…،  وليكنia، 

عبارة خطيّة ب
\{ }n

i j j
j i

a aλ
∈

= ∑
ℕ

  1-7. بقية الأشعة. ومن ثمَّ يكون، استناداً إلى المبرهنةفي  

1 1 1 1
\{ }

1 1 1

det ( , , ) det ( , , , , , , )

det ( , , , 0, , , ) 0

p

p i i j j i p
j i

i i p

a a a a a a a a

a a a a

λ− +
∈

− +

= −

= =

∑E E

E

ℕ

… … …

… …

   

  �  .الإثباتوبذلك يتم 
ولتكن  .Kعلى حقل  ℕ∗من n فضاءً شعاعيّاً بعُده منته ويساوي E ليكن .نتيجة 4-2.

1( , , )na a=A   جملة مرتبطة خطياًّ كان  A. إذا كانت Eجملة من  …

1det ( , , ) 0na a =E …  
  .Eللفضاء  Eكان الأساس   أياًّ   

  مُحدد تطبيق خطيّ من فضاء شعاعي إلى نفسه 3.

 .Kعلى حقل  ℕ∗من nفضاءً شعاعياًّ بعُده منته ويساوي E ليكن .مبرهنة وتعريف 1-3.
)من  uوليكن )EL في الحقل . يوجدK عنصر وحيد detu د التطبيق ، نسمّيهمُحد

  ، يحُقق الشرطu الخطيّ 
1

1 1

( , ), ( , , ) ,

( ( ), , ( )) det ( , , )

A n n
n n

n n

f E x x E

f u x u x u f x x

∀ ∈ ∀ ∈

= ⋅

L K …

… …
  

  الإثبات
)عنصراً من  fليكن    , )A n

n EL K ولنعرّف .( )u fΦ  كما يلي  

1 1( ) : , ( , . ) ( ( ), , ( ))n
u n nf E x x f u x u xΦ → K … ֏ …  

)من الواضح أنّ  )u fΦ  ٌشكلn− خطّي متناوبٌ علىE.  
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  لنتأمّل إذن التطبيق الخطيّ 

: ( , ) ( , ), ( )A n A n
u n n uE E f fΦ → ΦL LK K ֏  

dimا كان لـمّ  ( , ) 1A n
n E =L K ، أنّ استنتجناdim ( ( , )) 1A n

n E =L L K وكان التطبيق ،
)المطابق  ( , ))( )A n

n EI
L L K

)أساساً للفضاء   ( , ))A n
n EL L K .إذن يوجد عدد وحيد detu 

) يحُقق ( , ))det A n
n

u Eu IΦ = ⋅
L L K

  �  . وتُكافئ هذه المساواة العلاقة المطلوبة.

 u وليكن .Kعلى حقل  ℕ∗من n ويساويفضاءً شعاعياًّ بعُده منته  E ليكن .نتيجة2-3.
)من  )EL 1أخيراً ليكن ، و( , , )ne e=E   . عندئذ يكونEأساساً ما للفضاء  …

1det det ( ( ), , ( ))nu u e u e= E …  

  لإثباتا

  ا كان لدينالـمّ 

1

1 1

( , ), ( , , ) ,

( ( ), , ( )) det ( , , )

A n n
n n

n n

f E x x E

f u x u x u f x x

∀ ∈ ∀ ∈

= ⋅

L K …

… …
  

detfنتجت العلاقة المطلوبة بأخذ  = E 1و( , , )nx x = E….  �  

عندئذ  .Kعلى حقل  ℕ∗من n ويساويفضاءً شعاعياًّ بعُده منته  E ليكن .مبرهنة 3-3.
  تتحقّق الخواص الآتية:

( )2

det 1

, ( ), det( ) det

( ), det det

( , ) ( ) , det de

.1

.2

.3

.4t det

E

n

t

I

u E u u

u E u u

u v E u v u v

λ λ λ

=

∀ ∈ ∀ ∈ =

∀ ∈ =

∀ ∈ = ⋅

L

L

L

K

	

  

  الإثبات

)1ليكن  , , )ne e=E )1، وليكن Eأساساً للفضاء  … , , )ne e∗ ∗ ∗=E ساس الثنوي الأ …
  .Eللأساس 
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  نعلم بمقُتضى المبرهنة السابقة أنّ  1.

1 1det det ( ( ), , ( )) det ( , , ) 1E E E n nI I e I e e e= = =E E… …  
  وكذلك لدينا 2.

1

1

det( ) det ( ( ), , ( ))

det ( ( ), , ( )) det

n

n n
n

u u e u e

u e u e u

λ λ λ

λ λ

=

= =

E

E

…

…
  

)matلتكن المصفوفتان  3. , , ) ( )i ju a=E E  وmat( , , ) ( )t
i ju b∗ ∗ =E E ،ّأياًّ . نعلم أنه  

  كان،  nℕمن  jكان 

1

( )
n

j i j i
i

u e a e
=

= و   ∑
1

( )
n

t
j i j i

i

u e b e∗ ∗

=

= ∑  

)2وكذلك  , ) ,n i j jii j a b∀ ∈ =ℕ2-2. اداً إلى النتيجة. لذلك يمكننا أن نكتبَ استن  

1 ( )
1

( ) 1
1

det det ( ( ), , ( )) ( )

( ) det ( ( ), , ( )) det

n

n

n

n j j

S j

n
t t t

j j n
S j

u u e u e a

b u e u e u

σ

σ

σ
σ

σ

σ ∗

∈ =

∗ ∗

∈ =

= = ∆ ⋅

= ∆ ⋅ = =

∑ ∏

∑ ∏

E

E

…

…

    

  ا كان التطبيقلـمّ  4.

1 1: , ( , , ) det ( ( ), , ( ))n
n nf E x x v x v x→ EK … ֏ …  

  ، كانEخطيّاً متناوباً على −nشكلاً 
1 1 1( , , ) , ( ( ), , ( )) det ( , , )n

n n nx x E f u x u x u f x x∀ ∈ = ⋅… … …  

)1كان   أياًّ  إذن , , )nx x…  منnEيكُن ،  

1 1det ( ( ), , ( )) det det ( ( ), , ( ))n nv u x v u x u v x v x= ⋅E E	 … 	 …  
1إذا أخذنا ف 1( , , ) ( , , )n nx x e e=…   وجدنا …

1

1

det det ( ( ), , ( ))

det det ( ( ), , ( ))

det det

n

n

v u v u e v u e

u v e v e

u v

=

= ⋅

= ⋅

E

E

	 	 … 	

…  

  �  وهو المطلوب إثباته. 
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 uوليكن  .Kعلى حقل  ℕ∗من n ويساويفضاءً شعاعيّاً بعُده منته  E ليكن. مبرهنة 4-3.
)من  )EL يكون .u  ًإذا وفقط إذا كان  قلَوباdet 0u    وعندئذ يكون، ≠

1 1
det

det
u

u
− =  

  الإثبات
)1 ليكن , , )ne e=E قلَوباً إذا وفقط إذا كان  uالتطبيق  . يكونEأساساً ما للفضاء  …
rgn u= 1، وهذا يُكافئ كوْن( ( ), , ( ))nu e u e… جملة حرةّ. وهذا بدوره يُكافئ كوْن  

1det det ( ( ), , ( )) 0nu u e u e= ≠E …  
1وتنتج المساواة الأخيرة من العلاقة 

Eu u I−   �   وذلك بمقتضى المبرهنة السابقة. 	=

  فة مربعّةمُحدد مصفو  4.

) لتكن .تعريف 1-4. )i jM a=  1مصفوفة مربعّة من المرتبة n≤ على حقل K نسمّي .
)1 للفضاء nEبالأساس القانوني  M محدد أعمدة المصفوفة )n×M K د المصفوفةمُحد 

M  ونرمز إليه بالرمزdetMأي ،  
1det det ( ( ), , ( ))

n nM C M C M= E …  
)و   ( ))

nj jC M ∈ℕ  هي أعمدة المصفوفةMأن نكتبَ إذن 2-2.ة النتيج لنا تيح. ت  

( ) ( )
1 1

det ( ) ( )
n n

n n

i i j j
S Si j

M a aσ σ
σ σ

σ σ
∈ ∈= =

= ∆ ⋅ = ∆ ⋅∑ ∑∏ ∏  

    ملاحظات 2-4.
detتبينّ المساواة السابقة مباشرة أنّ  � det tM M=.  
  ومن ناحية أخرى، يبينّ التعريف السابق أنه إذا تأمّلنا التطبيق الخطّي �

1 1: ( ) ( ),M n nU X MX× ×→M MK K ֏  
)من  Mحيث    )nM K كان ،det det MM U=.  
 في detMضُربِتْ قيمة  σ ، تبديلM مصفوفة مربعّة )أسطر(على أعمدة  طبُقإذا  �

)العدد  )σ∆.د شكل خطّي متناوبٌ فهو إذن تخالفيوذلك لأنّ المحد .  
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د مصفوفة إذا جمعنا إلى أحد أعمدا  � عبارة خطيّة في بقية  )سطرها أ (لا تتغيرّ قيمة محُد
  1-7.، وذلك استناداً إلى المبرهنة )الأسطر  (الأعمدة 

  والملاحظة الأولى يكون  3-3.وبناءً على المبرهنة  �

2

.1

.

det 1

, ( ), det( ) det

( ,

2

.) ( ( )) , det( ) det de 3t

n

n
n

n

I

M M M

M N MN M N

λ λ λ

=

∀ ∈ ∀ ∈ =

∀ ∈ = ⋅

M

M

K K

K

  

  حساب المحددات 5.

)لتكن  .مبرهنة 1-5. )i jM a= 1 مصفوفة مربعّة من المرتبة n≤ على حقل K . لنفترض و
nأنّ  p q= )2 حيث + , )p q ∗∈ ℕ،  وأنّ المصفوفةM تُكتب بالشكل  

0

A C
M

B

 
 =  
  

  

)حيث  )pA ∈ M K و( )qB ∈ M K و( )p qC ×∈ M K هي المصفوفة  0و
)الصفريةّ في  )q p×M K عندئذ يكون .det det detM A B= ⋅.  

  الإثبات
1a،2a،…،pa ،1لنرمز بالرموز  1 1p p pb c a+ + ++ =،…،n n nb c a+ إلى أعمدة  =

  . أيMالمصفوفة 




1 1

1

0

0
, 1 ; , 1 ;0 0

0 0

k k

pk pk

k k
p k

nk

k k

a a

a a
a k p a p k na

a

c b

+

     
     
     
     
     = ≤ ≤ = + + ≤ ≤
     
     
     
          

⋮ ⋮ ⋮

⋮ ⋮ ⋮

�������

  

)1ليكن  , , )ne e=E )1اءلفضالأساس القانوني ل … )n×M Kفولنعر .vect( )E ′ ′= E 
)1 حيث , , )pe e′ =E )vect، و… )E ′′ ′′= E 1 حيث( , , )p ne e+′′ =E فيكون  .…

ja  عنصراً منE   .pℕمن  jكان   أياًّ  ′
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  خطّي المتناوب−pللنتأمّل الشكل ا
1 1 1: , ( , , ) det ( , , , , , )p

p p p nf E x x x x a a+′ → EK … ֏ … …  

det)ا كان لـمّ  )′E  أساساً للفضاء( ; )A p
p E ′L K عددٍ ، أمكننا إيجادλ يحُقّقdetf λ ′= E .

)1 عندئذ  ويكون , , )pf e eλ =   كننا أن نكتبَ:يم. وعليه …

  1 1

1

det ( , , ) det ( , , )

( , , ) det

p p

p

M f a a a a

f e e A

λ ′= = ⋅

= ⋅

E… …

…
  �  

jcا كانلـمّ من جهة أخرى،  E }من  j كان  أياًّ  ∋′ }1, ,p n+ ، ولأن جمع عبارة خطية ما …
)1في الأشعة  , , )pe e…  إلى العمودja ،في حالة j  من{ }1, ,p n+ ، لا يغير قيمة …

د الـمُ  الآتيحد :  
1 1 1det ( , , , , , )p p p n ne e c b c bλ + += + +E … …  

  نتج لدينا أنّ 
  1 1det ( , , , , , )p p ne e b bλ += E … …  �  

  ا كانلـمّ وأخيراً، 

1 1 1: , ( , , ) det ( , , , , , )q
p n p p ng E x x e e x x+ +′′ → EK … ֏ … …  

Eخطياً متناوباً على −qشكلاً  detg يحُقّق µ عددٌ  ، يوجد′′ µ ′′= E ويكون ،  

1 1( , , ) det ( , , ) 1p n ng e e e eµ += = =E… …  

detgينتج من ذلك أنّ  ′′= E يكون �بالاستفادة من ، و  

1 1

1 1

det ( , , , , , )

( , , ) det ( , , ) det

p p n

p n p n

e e b b

g b b b b B

λ +

′′+ +

=

= = =

E

E

… …

… …
  

  نجد �وبالعودة إلى العلاقة 
det det detM A B= ⋅  

  �  فيكتمل الإثبات. 

  :الآتييمكننا بالتدريج تعميم المبرهنة السابقة على النحو   
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)من  M لتكن .مبرهنة2-5. )nM K 1 مصفوفة مربعّة من المرتبة n≤ على حقل K .
)1مثلثيّة كُتلياًّ، أي إنه توجد  Mولنفترض أن المصفوفة , , )mp p…  فيm∗ℕ  تحُقّق

1

m

i
i

n p
=

= )2 ، وتوجد مصفوفات∑ , )( )
mij i jA ∈ℕ تحقّق ( )

i jij p pA ×∈ M K  على

i في حالةمصفوفة صفريةّ  ijA تكونأن  j> ،تُكتب فM :بالشكل  

11 12 1

22 20

0 0

m

m

mm

A A A

A A
M

A

 
 
 
 

=  
 
 
 
  

⋯

⋮ ⋱ ⋱ ⋮

⋯

  

  عندئذ يكون

1

det det
m

kk

k

M A
=

= ∏  

) لتكن .مبرهنة 3-5. )ijM a=  من( )nM K 1 مصفوفة مربعّة من المرتبة n≤  على حقل
K كانت   أياًّ . ولنعرّف( , )i j  2من

nℕ  المصفوفةijM  1من( )n−M K  التي نحصل
  . عندئذ يكونMمن المصفوفة  jوالعمود ذي الدليل  iعليها بحذف السطر ذي الدليل 

1

1

, det ( 1) det ,

, det ( 1) det ,

n
i j

n ij ij
i

n
i j

n ij ij
j

j M a M

i M a M

+

=

+

=

∀ ∈ = −

∀ ∈ = −

∑

∑

ℕ

ℕ

�

�

  

  الإثبات
)1ليكن  , , )ne e=E )1 لفضاءالأساس القانوني ل … )n×M K د المصفوفةإنّ محد .M  هو

د أعمدا بالأساس  محدEأي .  

1det det ( , , )nM C C= E و     …
1

,
n

n j ij i
i

j C a e
=

∀ ∈ = ∑ℕ  

  ا كان التطبيقلـمّ . nℕمن  jلنثبّت عنصراً 
1 1 1 1( ) , det ( , , , , , , )n j j nx C C x C C× − +→ EM K K ֏ … …  

   طيّاً، كان بالإمكان أن نكتبَ خ



 حساب المحدّدات 195

1 1 1
1

1
1 1 1

1

det det ( , , , , , , )

( 1) det ( , , , , , , )

n

i j j i j n

i

n
j

i j i j j n

i

M a C C e C C

a e C C C C

− +
=

−
− +

=

= ⋅

= ⋅ − ⋅

∑

∑

E

E

… …

… …

  

) تنتج المساواة الأخيرة من كوْنإذ  )jσ∆  1)توقيع هو, 2, , )j jσ =  ساوييالذي  …
1( 1)j−−.  

د الـمُ لحساب  1حد 1 1det ( , , , , , , )i j j ne C C C C− +E … ل بالدورة ل الممث ق التبدينطبّ  …
(1,2, , )i iσ = )1، والذي يساوي توقيعه … ) ( 1)iiσ

−∆ = ، على أسطر المصفوفة التي −
1 أعمدا هي 1 1( , , , , , , )i j j ne C C C C− +…   حددالـمُ فتصبح قيمة  …

1 1 1det ( , , , , , , )i j j ne C C C C− +E … … 

  : يأتيمساويةً لما 
,1 , 1 , 1 ,

1,1 1, 1 1, 1 1,

1
1,1 1, 1 1, 1 1,

1,1 1, 1 1, 1 1,

,1 , 1 , 1 ,

1

0

( 1) det

0

i i j i j i n

j j n

i
i i j i j i n

i i j i j i n

n n j n j n n

a a a a

a a a a

a a a a

a a a a

a a a a

− +

− +

−
− − − + + −

+ + − + + +

− +

 
 
 
 
 
 
 
 −
 
 
 
 
 
 
  

… …

… …

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯ ⋯

… ⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯ ⋯

  

  وتُكتب هذه النتيجة بالشكل 
1

1
1 1 1

1

1

0det ( , , , , , , ) ( 1) det

0
( 1) det

i in

i
i j j n

ij

i
ij

a a

e C C C C
M

M

−
− +

−

 
 
 = −  
 
  

= −

E

…

… …
⋮  

  نجد detMوبالعودة إلى 
1 1

1 1

det ( 1) ( 1) det ( 1) det
n n

j j i j
ij ij ij ij

i i

M a M a M− − +

= =

= − − = −∑ ∑  

   .�وهذا يثبت المساواة 
det من السابقة بالاستفادة من كوْن � وتنتج المساواة det tM M=.  �  
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  ملاحظات 4-5.
 .j ذي الدليل وفق العمود M في المبرهنة السابقة نشرَ محُدد �تسمّى العلاقةُ  �

  .iوفق السطر ذي الدليل  M في المبرهنة نفسها نشرَ محُدد �وتسمّى العلاقة  �

 :الآتيتانتنتج من المبرهنة السابقة الحالتان الخاصّتان  �

  

det

a b c

a b c ab c a b c a bc a b c a bc ab c

a b c

 
 
 

′ ′ ′ ′ ′′ ′ ′′ ′′ ′ ′′ ′ ′ ′′ ′′ ′= + + − − − 
 
 ′′ ′′ ′′  

  

  :الآتيالطريقة الموضّحة في الشكل  لاستفادة منيمكنُنا تذكر هذه القاعدة با إذ

  

) لتكن .تعريف 5-5. )ijM a=  من( )nM K 1 ة مربعّة من المرتبةمصفوف n≤ على حقل 
K كانت   أياًّ . ولنعرّف( , )i j  2من

nℕ ، المصفوفةijM  1من( )n−M K  التي نحصل
  . ولنضعMمن المصفوفة  jوالعمود ذي الدليل  iر ذي الدليل عليها بحذف السط

( 1) deti j
ij ijA M+= −  

)com. ونرمز بالرمز Mفي المصفوفة  ija تمام العامل ijAنسمّي العدد  )M  إلى
)المصفوفة المربعّة  )ijA  من( )nM K تمام المصفوفة، ونسميها M.  

) لتكن .مبرهنة 6-5. )ijM a=  من( )nM K 1 مصفوفة مربعّة من المرتبة n≤ على حقل 
K .عندئذ يكون  

( )com( ) com( ) dett t
nM M M M M I⋅ = ⋅ = ⋅  

  

det
a b

ab ba
a b

 
  ′ ′= − ′ ′  

a b c a b

a b c a b

a b c a b

′ ′ ′ ′ ′

′′ ′′ ′′ ′′ ′′

+   -  

a b c a b

a b c a b

a b c a b

′ ′ ′ ′ ′

′′ ′′ ′′ ′′ ′′
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  الإثبات

)comسنحتفظ بالرموز الواردة في التعريف السابق، ولتكن  ) ( )t
ijM M γ=عندئذ .  

1 1

( 1) det
n n

j k
ij ik jk ik jk

k k

a A a Mγ +

= =

= = −∑ ∑  

iفإذا كان  � j=  دـلَت العلاقة السابقة نشرَ محُدمثM طر ذي الدليلسوفق الـ i إذن .
detijيكون  Mγ   في هذه الحالة. =

iوإذا كان � j≠ ـلَت العلاقة السابقة النشرَ وفق السطر ذي الدليلمث i ، ُد المصفوفةلـم حد 
M  التي تنتج منM باستبدال السطر ذي الدليل i ليلبالسطر ذي الدj فيكون في .

هذه الحالة det 0ij Mγ = لأنّ للمصفوفة  =M .سطرين متماثلين  
)comنكون قد أثبتنا أنّ  ) (det )t

nM M M I= ّه لدينا ، ويثبتُ القارئ بأسلوب مماثل أن
)com أيضاً  ) (det )t

nM M M I=   �  ل البرهان.مت، فيك⋅

) : لتكن نتيجة 7-5. )ijM a=  من( )nM K 1 مصفوفة مربعّة من المرتبة n≤ على حقل 
K.  إذا كانتM  ،تنتمي إلى أيقلَوبة ( )nGL K كان ،  

1 1
com( )

det
tM M

M

− = ⋅  

)1لتكن  .مثال تقليدي 8-5. , , )nξ ξ…  منn
K وليكن ،  

2

2 1
1 1 1

2 1
2 2 2 1

1 ( , )

2 1

1

1
( , , ) det det(( ) )

1

n

n

n
j

n i i j

n
n n n

V

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ
ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

−

−
−

∈

−

 
 
 
 

= = 
 
 
 
 

ℕ

⋯

…
⋮ ⋮ ⋮

…

  

د الـمُ حساب  المطلوبو  1حد( , , )nV ξ ξ…ددرموندفان ، الذي يسمّى محد ONDEMERDANV.  

,1سنفترض فيما يلي أنّ القيم  , nξ ξ… د المطلوب صفراً الـمُ وإلاّ كانت قيمة  ،مختلفة مثنى مثنى حد
  لتساوي سطرين في المصفوفة المدروسة في تلك الحالة.
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]من  Pنتأمّل كثير الحدود  ]XK  ُيأتيعرّف كما الـم  
2 1

1 1 1

2 1
2 2 2

1 1

2 1

1

1
( ) det ( , , , )

1

n

n

n

n

P X V X

X X X

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ
ξ ξ

−

−

−

−

 
 
 
 
 = =
 
 
 
  

⋯

…
⋮ ⋮ ⋮

…

  

degمن الواضح أنّ  1P n≤ ,1، وأنّ − ( ) 0n kk P ξ−∀ ∈ =ℕ ّينتج من ذلك أن .  
1

1

( ) ( )
n

k

k

P X Xλ ξ

−

=

= ⋅ −∏  

1nXهي أمثال  λو 1، فهي إذن Pفي  − 1( , , )nV ξ ξ   . ومنه…−
1

1 1
1

( ) ( , , ) ( )
n

n k

k

P X V Xξ ξ ξ

−

−
=

= ⋅ −∏…  

nXوهذا، حين تكون  ξ= ّيقتضي أن ،  
1

1 1 1 1
1

( , , , ) ( , , ) ( )
n

n n n n k

k

V Vξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

−

− −
=

= ⋅ −∏… …  

  العلاقة السابقة أن نثبت بالتدريجتتيح لنا 
1 2 1

1 1 2 1 1
1 1 1

( , , , ) ( ) ( ) ( ) ( )
m n n

n n m k n k n k

k k k

V ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

− − −

− −
= = =

= − − − ⋅ −∏ ∏ ∏… ⋯ ⋯  

  أو
1

1

( , , ) ( )n j i

i j n

V ξ ξ ξ ξ
≤ < ≤

= −∏…  

�
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  جمل المعادلات الخطيّة 6.

) حقلاً تبديلياً، ولتكن الجماعتان Kليكن    , )( )
n pij i ja ∈ ×ℕ ℕ و( )

ni iβ ∈ℕ  منK .
  لة المعادلاتتُسمّى جم

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

:

p p

p p

n n np p n

a x a x a x

a x a x a x

a x a x a x

β

β

β

+ + + = + + + =
 + + + =

L

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯

  

  .1x،…،pxمجهولاً هي  pمعادلة خطيّة ذات  nجملة 

نسميّها جملة المعادلات  Hجملةَ معادلات خطيّة أخرى  Lبجملة المعادلات الخطيّة قرن ويمكننا أن ن
  ، وهيL لجملةالخطيّة المتجانسة الموافقة ل

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

0

0
:

0

p p

p p

n n np p

a x a x a x

a x a x a x

a x a x a x

+ + + = + + + =
 + + + =

H

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯

  

] إلى الشعاع BL وإذا رمزنا بالرمز ]1, ,t
nβ β…  من( )1n×M K ورمزنا، حين يكون j  من

pℕ ،بالرمز jC 1 إلى الشعاع[ , , ]t
j nja a… 1 من( )n×M Kة ادلات الخطيّ لمع، كُتِبتْ جملة ا

L  والذي يسمّي الشكل الشعاعيّ للجملة الخطيّة الآتيكافئ الـمُ بالشكل ،L:  

†
1 1 2 2: p px C x C x C B⋅ + ⋅ + + ⋅ = LL ⋯  

]1إلى الشعاع اهول  X وكذلك إذا رمزنا بالرمز , , ]t
px x…  من( )1p×M K ،وبالرمز AL 

) إلى المصفوفة من )n p×M K ا هي1 التي أعمد 2, , , pC C C… كُتِبتْ جملة المعادلات الخطيّة ،
L  يسمّي الشكل المصفوفيّ للجملة الخطيّة ، والذي الآتيكافئ الـمُ بالشكلL:  

: A X B∗ =L LL  
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  إلى التطبيق الخطّي uLوأخيراً إذا رمزنا بالرمز 
1 1: ( ) ( ),p nu Y A Y× ×→L LM MK K ֏  

، والذي يسمّي الشكل الهندسيّ للجملة الآتيكافئ الـمُ شكل بال Lكُتِبتْ جملة المعادلات الخطيّة 
  :Lالخطيّة 

: ( )u X B
•

=L LL  
، وهي كذلك تساوي رتبة جملة ALهي نفسها رتبة المصفوفة  uLا كانت رتبة التطبيق الخطّي لـمّ 

1الأشعّة  2, , , pC C C… الآتيضع التعريف و . كان بالإمكان:  

: رتبة التطبيق الآتيةمن الأعداد المتساوية  أياًّ ، L نسمّي رتبة جملة المعادلات الخطيّة .تعريف 1-6.
1، أو رتبة جملة الأشعّة AL ة المصفوفة، أو رتبuL الخطّي 2, , , pC C C… ونرمز إلى هذه .

  .rgLالرتبة بالرمز 

  : يأتييكون لدينا ما بالرموز والتعاريف السابقة،  بالاحتفاظ .مبرهنة 2-6.
rgإذا كان  1 n p= =L قَبِلتْ جملة المعادلات الخطيّة ،) L� التي تسمّى في هذه الحالة

  وحيداً فقط. ، وحلاًّ حلاًّ  RAMER(C جملة كرامر
)إذا رمزنا بالرمز  2 )S H  إلى مجموعة حلول الجملة المتجانسةH كان ،( )S H اء فض

)1شعاعياً جزئياً من  )p×M K  بعُده يساويrgp − L.  
، أي uLإلى صورة التطبيق الخطيّ  BL حلاً، إذا وفقط إذا انتمى الشعاع Lتقبل الجملة  3

ImB كانإذا   u∈L L 0. وفي هذه الحالة، إذا كانX  حلاً ما للجملةL وكانت ،
( )S L  مجموعة حلول الجملةL كان ،  

{ }0 0( ) : ( ) ( )X X X X= + ∈ = +S L S H S H 

  الإثبات
  �  إنّ الإثبات بسيط جداً ومتروك تمريناً للقارئ.

ما متكافئتان، إذا وفقط إذا كان لهما إL  ّ′و Lنقول عن جملتي معادلات خطيّة  .تعريف 3-6.
)مجموعة الحلول نفسها، أي  ) ( )′=S L S L.  
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على إخضاع هذه الجملة لِعمليات أوّلية  Lتقوم الدراسة العملية لجملة معادلات خطيّة 
  ، تكون أبسط وأسهل معالجة.�Lة مُكافئة دف تحويلها إلى جمل

، وأخيراً لنذكّر بالرمز iإلى المعادلة ذات الرقم  iL ، ولنرمز بالرمزLالجملة  مجدّداً لنتأملّ 
2( , )( )
nij i jE ∈ℕ للدلالة على الأساس القانوني في ( )nM K أيّ واحد من. نسمّي عمليّة أوّلية 

  : الآتيةالتحويلات 
والشعاع  AL من المصفوفة ، تُكافئ هذه العمليّة ضرب كلjL و iLبادلة بين المعادلتين الـمُ  �

BL  المصفوفة في اً يسار ijP:   

  
  قَلوبة. ijPالجملة التي نحصل عليها بعد إجراء هذه العمليّة تُكافئ الأولى لأنّ المصفوفةو 

iاستبدال  � jλ+ ⋅L L  بالمعادلةiL حيث λ  منKو ،i j≠ تُكافئ هذه العمليّة ،
 من المصفوفة ضرب كل AL  والشعاعBL  المصفوفة القلوبة  في اً يسارn i jI Eλ+:  

  
iλاستبدال  � ⋅ L  بالمعادلةiL حيث λ  من∗

K من  ، تُكافئ هذه العمليّة ضرب كل
)المصفوفة القلوبة  في اً يسار  BLوالشعاع  ALالمصفوفة  1)n iiI Eλ+ −:  

  

1

( 1)

1

n iiI E λλ

 
 
 

+ − =  
 
 
 

⋱

⋱
i

i

1
1

1

n ijI E
λ

λ

 
 
 

+ =  
 
 
 

⋱
⋱

i

j

0 1

1

1 0 0
0

1

0

1

1

1
0

0 0 1

ij ii jj ij jiP I E E E E

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

= = − − + +

⋱

⋯

⋮ ⋱ ⋮

⋯

⋱

i

i j

j
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المجاهيل إذا  )أو تسميّة( بعد إعادة ترتيب، الاختيار المناسب لهذه العمليات الأوّلية تيحي
� إلى جملة مُكافئة Lتحويل الجملة الخطيّة  ،اقتضى الأمر : AX B=L ɶ ɶ ،يكون  حيث

  الآتيالشكل  Aɶللمصفوفة 
 

0

( )00

0 0

ij

r

r

A a

× × × × 
 
 × × × 
 × ×

= = 
 
 
 
 
  

⋯ ⋯
⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋯

⋱ ⋯ɶ ɶ

⋮ ⋮
⋯ ⋯  

,1الشكل  Bɶ، وللشعاع Aة المصفوفة هي رتب rو , , ,
t

r nb b b 
 
ɶ ɶ ɶ… بعد (، حيث يمكن …

11أن نفترض أنّ  )إذا لزم إعادة ترتيب المجاهيل 22 0rra a a⋅ ≠ɶ ɶ ɶ⋯  سنفعله لاحقاً.وهذا ما  
  :الآتيةوهنا نناقش الحالات 

nحالة  1 r p= ,1 لمتحولات. فتكون الجملة حَلولة، وبالسماح ل> ,r px x+ بأخذ  …
,1 سهلة الحل، وتعطي مثلثّيةقيم اختياريةّ نحصل على جملة كرامر،  , rx x…  بدلالة

1, ,r px x+ ….  
nحالة  2 r p=  سهلة الحل. مثلّثية. فتكون الجملة جملة كرامر، =

nحالة  3 r> 1، و[ , , ] 0t
r nb b+ ≠ɶ ɶ…لة في هذه الحالة حلولاً.. لا تقبل الجم  

nحالة  4 r> 1، و[ , , ] 0t
r nb b+ =ɶ ɶ… الجملة حَلولة، وتؤول الجملة في هذه الحالة إلى .

  الحالة الأولى.

  حلّ الجملة الخطيّة التالية .مثال 4-6.
1

2

3

: 5

: : 2 2 9

: 3 4

L y z

L x y z

L x y z

 + = + + =
 + − =

L  

لتسهيل عرض الحل سنقوم بتمثيل التحويلات الأوّلية ببساطة، كما في الشكل الآتي، حيث وضعنا في 
ثالث، وأخيراً في العمود ال z ال، ووضعنا أمثy، وفي العمود الثاني أمثال x العمود الأوّل أمثال

  وضعنا الطرف الثاني في العمود الرابع.
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  متكافئة: يأتيا جميع الجمل الخطيّة الممثلة فيم إنّ 

3
1 2 3 3 12

1 2
3 3 2 3 32 7

2 2 3

1 1 3

1 19
2 2

7
2

2

0 1 1 5 2 1 2 9 2 1 2 9

2 1 2 9 0 1 1 5 0 1 1 5

3 1 1 4 3 1 1 4 0 4

2 1 2 9 2 1 2 9

0 1 1 5 0 1 1 5

0 0 1 20 0 7

L L L L L

L L L L L

L L L

L L L

↔ ← −

← + ←−

← −
← −

    
    
    

→ →     
    
    − − − − −      

   
   
   

→ →   
   
   − −    

→
1 1 2

1
1 12

2 1 0 5 2 0 0 2

0 1 0 3 0 1 0 3

0 0 1 2 0 0 1 2

1 0 0 1

0 1 0 3

0 0 1 2

L L L

L L

← −

←

   
   
   

→   
   
   
   

 
 
 

→  
 
 
   

  الجملةَ  Lالخطيّة  إذن تُكافئ الجملةُ 

�
1

: 3
2

x

y

z

 = =
 =

L  

  وهي تبين مباشرة الحلّ المطلوب.

  عددٍ من الجمل الخطيّة  إذا أردنا حلّ  .ملاحظة مهمّة 5-6.
: , 1, 2, ,i i iAX B i k= =L …  

إجراء العمليات الأوّلية على الأشعّة  ،والأسرع ،نفسها، فمن الأفضل A لها جميعاً المصفوفة
1 1, , ,k kB B B−…  ٍمع المصفوفة  واحدٍ  في آنA.  

) من A لنأخذ مثلاً حالة مصفوفة قلَوبة )nM K1 ، وليكن( , , )ne e=E الأساس القانوني  …
)1للفضاء  )n×M K .1 أعمدة المصفوفة أمّاA− 1هي ف 1

1( , , )nA e A e− للحصول على و ، …−
1الشعاع 

j jC A e−= يجب حلّ الجملة الخطيّة ،:j jAX e=L1 . إذن لحسابA− 
: : جملةٍ خطيّة nحلّ سعى إلى ن , 1, 2, ,i i iAX e i n= =L ….  
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  .سنبينّ في المثال التالي طريقة تنظيم العمليات المذكورة فيما سبق لحساب مقلوب مصفوفة

ب مقلوب المصفوفة الحس .مثال 6-6.
0 1 1
2 1 2
3 1 1

A

 
 
 =
 −  

الجمل الخطية  حلّ  علينا. يجب 

  :الآتيةالثلاث 
1
0
0

AX

 
 

=  
 
  

و  
0
1
0

AX

 
 

=  
 
  

و  
0
0
1

AX

 
 

=  
 
  

  

فيما يلي هذه الجمل الثلاث في مصفوفة واحدة وإجراء  مثّل. سن−1Aلنحصل على أعمدة 
  العمليات الأوليّة عليها:

1 2

3 3 1

3 3 2

3 3

3

2 1 3
2 2

1

2 7 1 3
2 2 2

2

7

0 1 1 1 0 0 2 1 2 0 1 0

2 1 2 0 1 0 0 1 1 1 0 0

3 1 1 0 0 1 3 1 1 0 0 1

2 1 2 0 1 0

0 1 1 1 0 0

0 4 0 1

2 1 2 0 1 0

0 1 1 1 0 0

0 0 1

2 1 2 0 1 0

0 1 1 1 0

L L

L L L

L L L

L L

↔

← −

← +

← −

   
   →   
   
   
   − −
   

 
 →  
 
 
 − − −  

 
 →  
 
 
 − −  

→

2 2 3

1 1 3

1 3 2
7 7 7

2 1 4
7 7 7

8 3 2
7 7 7

1 3 22
7 7 7

0

0 0 1

2 1 0

0 1 0

0 0 1

L L L

L L L

← −

← −

 
 
 
 
 
 − −  

 
→  

 
− 

 
 − −  

  



 جمل المعادلات الخطيّة 205

  ونتابع لنجد

1 1 2

1 1

2 1 4 6 4 2
7 7 7 7 7 7

8 3 2 8 3 2
7 7 7 7 7 7

1 3 2 1 3 2
7 7 7 7 7 7

3 2 1
7 7 7

8 3 2
7 7 71

2 1 3 2
7 7 7

2 1 0 2 0 0

0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

L L L

L L

← −

←

   −   
→   

− −   
   
   − − − −      

 − →  
− 

 
 − −  

  

  أنّ  ونستنتج إذن

1

3 2 1
1

8 3 2
7

1 3 2

A−

 − 
 

= − 
 
 − −
 

  

  
  

qwe  
agd  
zxc  
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  تمرينات 
Jالآتييناحسب المحدّدين  1. التمرين   

2

1 1 3 4

2 0 0 8
det

3 0 0 2

4 4 7 5

 
 
 
 ∆ =  
 
 
  

1و   

2 1 4 3 5

3 4 0 5 0

3 4 5 2 1det

1 5 2 4 3

4 6 0 7 0

 
 
 
 
 ∆ =  
 
 
 
  

  

  الحـل

ثمُ المبادلة بين العمودين نلاحظ أنّ المبادلة بين السطرين الأول والأخير  ∆1لحساب قيمة المحدد  1.
  : يأتيالثالث والرابع تفيداننا في كتابة ما 

2 1 4 3 5 4 6 0 7 0 4 6 7 0 0
3 4 0 5 0 3 4 0 5 0 3 4 5 0 0
3 4 5 2 1 3 4 5 2 1 3 4 2 5 1det det det
1 5 2 4 3 1 5 2 4 3 1 5 4 2 3
4 6 0 7 0 2 1 4 3 5 2 1 3 4 5

     
     
     
     = − =     
     
     
          

  

  ثمُّ إذا جمعنا إلى العمود الثاني ضعفي العمود الأوّل، ثمُّ طرحنا من الثاني ضعفي الثالث وجدنا
4 6 7 0 0 4 14 7 0 0 4 0 7 0 0
3 4 5 0 0 3 10 5 0 0 3 0 5 0 0

3 10 2 5 1 3 6 2 5 13 4 2 5 1det det det
1 7 4 2 3 1 1 4 2 31 5 4 2 3
2 5 3 4 5 2 1 3 4 52 1 3 4 5

     
     
     
     = =     

−     
     −         

  

  والثالث وجدناوأخيراً إذا بادلنا بين العمودين الثاني 
4 0 7 0 0 4 7 0 0 0
3 0 5 0 0 3 5 0 0 0 6 5 14 7
3 6 2 5 1 3 2 6 5 1det det det det 1 2 33 5
1 1 4 2 3 1 4 1 2 3 1 4 5
2 1 3 4 5 2 3 1 4 5

   
                = − = − −        − −    −     − −      

  

4 ولكن 7
det 20 21 13 5

 
= − = − 

  
  وكذلك، 

( )

6 5 1 6 5 1 6 4 1
det 1 2 3 det 1 2 3 det 1 1 3 2 6 4 4

0 2 2 0 0 21 4 5

     
     
     − = − = − − = − + = −
     
−         

  

1وعليه نجد أنّ  4∆ = −.  
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رين الأول والثالث ثمُ المبادلة بين العمودين نلاحظ أنّ المبادلة بين السط ∆2لحساب قيمة المحدد  2.
  الثاني والرابع تفيداننا في كتابة ما يلي :

2

3 0 0 2 3 2 0 01 1 3 4
2 0 0 8 2 8 0 02 0 0 8

det det det3 0 0 2 1 1 3 4 1 4 3 1
4 4 7 5 4 4 7 5 4 5 7 4

3 13 2
det det 20 5 1002 8 7 4

     
     
     ∆ = = =     
     
          

  
= = × =  

     

  

  ú  .الإثباتفيتمّ 
Jاحسب محدّد المصفوفة  2. التمرين( )ijA a=  من( )nM ℝ  بالعلاقةالمعرفّة  

ija i j= −  

  الحـل

حاصل طرح العمود ذي  jبالعمود ذي الدليل  2حتىّ  nمن  jنستبدل تدريجياًّ عندما تتناقص 
1jالدليل  1jمنه أي  − j jC C C −←   ، فلا تتغير قيمة المحدد المطلوب :−

0 1 2 1 0 1 1 1

1 0 1 1 1 1

2 1 0 2 2 1 1 1
det det

2 1 2 1 1 1

0 1 1 1

1 2 1 0 1 1 1 1 1

n

n n

−   
   

−   
   
   − −
   =
   −
   
   −
   
   − − − − − −
   

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋱ ⋮ ⋱ ⋮

⋱ ⋮ ⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ ⋮ ⋱ ⋱

⋮ ⋱ ⋱ ⋮ ⋱ ⋱

⋯ ⋯ ⋯

  

  ولاتتغيرّ قيمة هذا المحدد الأخير إذا جمعنا سطره الأخير إلى بقيّة الأسطر :
0 1 1 1 1 0 0 0

1 1 1 2 0

2 1 1 1 1 2 2 0
det det

1 1 1 1 0 0

1 1 2 3 2 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

n

n

n

n

n n

−   
   

− −   
   
   − − + − −
   =
   − −
   
   − − −
   
   − − − − − − − − − −
   

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋱ ⋮ ⋱ ⋮

⋱ ⋮ ⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ ⋮ ⋱ ⋱

⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋱

⋯ ⋯

  

  مصفوفة مثلثّيّة فنجد وهذا المحدد الأخير سهلُ الحساب لأنهّ محدد
1 2det ( 1) ( 1)2n nA n− −= − −  

  ú  وهي النتيجة المطلوبة.
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Jلتكن  3. التمرين( )ijA a=  من( )nM ℝ :المصفوفة المعرّفة كما يلي  
: ,

: ,

: .

ij

i

a i j

a b i j

x i j

 >= <
 =

  

)1 حيث   , , , , )nx x a b…  2منn+ℝ احسب .detA ض افتر ابa b≠ ، ُادرس ثم 
aحالة  b=. الاستفادة من التابع كن تمdet xx A֏ وxA  هي المصفوفة التي نحصل

  ، والاستعانة بالتابع Aإلى جميع ثوابت  xعليها بجمع 

1
( ) ( )

n

k
k

t f t t x
=

= −∏֏  

  الحـل

aلنفترض أنّ  b≠ د، ولنتأمّل المحد  

  
د الناتج وفق السطر الأوّل طرح السطر الأوّل في المحددبعد  السابق من بقيّة الأسطر، ثمُّ نشر المحد ،

detنرى أنّ التابع  xx A֏  هو تابع كثير الحدود من الدرجة الأولى، أي يوجد ثابتانλ وµ 
  يحُققان

, det xx A xλ µ∀ ∈ = +ℝ  

  مثلثّيّتان، وعليه يكون −bAو −aAنلاحظ أنّ  المصفوفتين  µو λلتعيين الثابتين 

det ( 1) ( )n
aA f a− = detو   − ( 1) ( )n

bA f b− = −  

  ومن ثمَّ 
( 1) ( )

( 1) ( )

n

n

a f a

b f b

λ µ

λ µ

− + = −

− + = −
  

1

2

1

det x

n

n

x x x b x b

x a x x

A

x x x b

x a x a x x

−

 + + +
 
 + + 
 =  
 + + 
 

+ + +  
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  إذن
1 ( ) ( )

( 1)n
f b f a

b a
λ − −

= −
−

1و       ( ) ( )
( 1)n

af b bf a

b a
µ − −

= −
−

  

0detAكان المحدد المطلوب هو   ـمّاول µ=  ّاستنتجنا أن  

1 1( ) ( ) ( ) ( )
det ( 1) ( 1) ( ) ( 1)n n naf b bf a f b f a

A f b b
b a b a

− −− −
= − = − + −

− −
  

aلنأتِ الآن إلى حالة  b= لنثبّت العدد .b في ℝ ولنلاحظ أنّ التابع ،deta A֏  تابع
aفي حالة  detA، إذن نحصل على قيمة aمستمر للمتحوّل  b=  بجعلa  تسعى إلىb  في

  العبارة السابقة، فنجد أنّ 

  

وقد عرّفنا 
1

( ) ( )
n

k
k

f x x x
=

= −∏.  ú  

Jلتكن  4. التمرين( )n ijA a=  من( )nM ℝ عرفّة بالعلاقة المصفوفة المij i ja S  حيث، =∧

1S 2وS و…وnS  أعداد من هيℝو ،min( , )i j i j∧ det. احسب = nA .

)الة وطبّق ذلك في ح 1)

2k

k k
S

+
=.   

  الحـل

  نلاحظ أنّ 

1 1 1

1 2 2

1 2

| |n

n

S S S

S S S
A

S S S

 
 
  =  
 
 
  

⋱
  

1nحاصل طرح السطر ذي الدليل  nفإذا استبدلنا بالسطر ذي الدليل    منه، وجدنا أنّ  −

1

2
1

1

det ( 1) ( ) ( 1) ( )n n
x

n

n

x b b

b x

A f b bf b

x b

b b x

−

−

 
 
 
 
  ′= = − + − 
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( )

1 1 1

1 11 2 2 2

1 2 2
1

1 2 1 1

1 2 1

1

| |det det | |

0 0 0

n n n
n n

n

n n

S S S S
S S SS S S S
S S S

A S S
S S S S

S S S
S S

1

1

−
− −

−

−

 
         
 = = −  
   
   
   −  

⋱
⋱

  

  وعليه نرى أنّ 

1 1det ( )detn n n nA S S A− −= −  
  إذن

1 1
2

det ( )
n

n k k
k

A S S S −
=

= −∏  

)وبوجه خاص، في حالة  1)

2k

k k
S

+
detنجد أنّ  = !nA n=،  ّالإثباتويتم.  ú  

Jلتكن 5. التمرين A وB  فتين من مصفو( )nM K ز للحقلوالعدد الممي ،K  2لا يساوي. 
2من  Pنعرّف  ( )nM K   يأتيكما :  

 
A B

P
B A

 
 =  
  

  

detأثبت أن    det( )det( )P A B A B= + −.  

  الحـل

  ولنعرّف المصفوفة الكتليّة  nالمصفوفة الواحديةّ من المرتبة  Iلتكن 
I I

J
I I

 
 =  −  

  

)مصفوفتين من  Bو A. عندئذ نلاحظ مباشرة، أنهّ مهما تكن 2nمن المرتبة  )nM K يكن  

2( ) 0

0 2( )

I I A B I I I I A B A B

I I B A I I I I A B B A

A B

A B

         + −
         =         − − − + −                  

 +
 =  −  

  

detJαفإذا عرفّنا    استنتجنا أنّ  =

2 2 2
0

( , ) ( ( )) , det 2 det
0

n
n

A B A B
A B

B A A B
α

   +
   ∀ ∈ =   −      

M K  
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0Bوبوجه خاص، في حالة  Aو = I=  ّ2نجد أن 22 nα   ، ومنه=

0
det det det( )det( )

0

A B A B
A B A B

B A A B

   +
   = = + −   −      

  

)من  Bو Aوذلك أياًّ كانت المصفوفتان  )nM K.  ú  

Jلتكن 6.التمرين ( )ijA a= من ( )nM ℝ  يأتيالمصفوفة المعرفّة، كما :  
2 cos : ,

1 : 1,

0 : 1.

ij

i j

a i j

i j

θ == − =
 − >

  

detاحسب ، ℝمن  θ حيث   nA.  
  الحـل

  لنلاحظ أولاً أنّ 

  
detnضع ولن nA∆   . نلاحظ مباشرة أنّ =

1 2 cosθ∆ 2و    =
2 4 cos 1θ∆ = −  

3nلنفترض إذن أنّ    وفق السطر الأوّل، عندئذ نجد أنّ  nA، ولننشر محدد المصفوفة ≤

1 2det 2 cos det detn n nA A Aθ − −= −  
  نلاحظ أنّ  ∆nللحصول على صيغة بسيطة للمحدد 

1

sin2

sin

θ

θ
∆ 2و    =

sin 3

sin

θ

θ
∆ =  

1وعندئذ نستفيد من العلاقة التدريجيّة  22 cosn n nθ − −∆ = ∆ −   نثبت بوجه عام أنّ ، ف∆
sin( 1)

sinn

n θ

θ

+
∆ =  

  ú  طلوب.الم هوو 

2 cos 1 0

1 2 cos 1

1 0

2 cos 1

0 1 2 cos

nA

θ

θ

θ

θ

 0
 
 
 
 0=  
 
 
 

0  
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J1لتكن  7. التمرين n≤1كن ي، ول( , , )na a… 1و( , , )nb b…  منn
K نفترض أن .  

2( , ) , 0n i ji j a b∀ ∈ + ≠ℕ  
1 الأعدادالمتعلّقة ب Cauchy كوشي نسمي مصفوفة 1( , , ; , , )n na a b b… تلك  …

1المصفوفة  1( ) ( , , ; , , )ij n na a b bα = C … )من  … )nM K المعرفّة بالعلاقة  
1

ij
i ja b

α =
+

  

1احسب المحدّد  1.   1 1 1det ( , , ; , , ) ( , , ; , , )n n n na a b b c a a b b=C … … … … .  

لحالة ا وافقوالتي ت nHالتي نرمز إليها بالرمز  Hilbert هيلبرت ادرس حالة مصفوفة 2.
1الخاصة 

2k ka b k= = −.  

  الحـل

صفوفة الناتجة بطرح السطر الأخير من جميع الأسطر التي تسبقه لا تتغير قيمة المحدد، ولكن نرى في الم

1هو مشتركاً  يحوي عاملاً  jأنّ العمود ذي الدليل 

n ja b+
 حيث، iوأنّ السطر ذي الدليل  

( )i n<  يحوي عاملاً مشتركاً هوn ia a− إذن  

1 1 1 2 1

1 1 1

1 1 1

2
1 1 1 1

1

( )
( , , ; , , ) det

( )
1 1

n

n n n

n
a b a b a b

n i
i

n n n
a b a b

n j
j

a a

c a a b b

a b − −

+ + +

=

+ +

=

 
 
 −
 

=  
 
 +
 
  

∏

∏

⋯

⋮ ⋮
… …

⋯ ⋯

  

وفي المحدد الأخير، إذا طرحنا العمود الأخير من بقيّة الأعمدة، حصلنا على محدد مصفوفة جديدة، 
j حيثفيها،  jيحوي العمود ذي الدليل  n< ،عاملاً هو n jb b−ر ذي الدليل ، ويحوي السط

i ،حيث ( )i n<  1عاملاً مشتركاً هو

i na b+
   إذن 

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1

2 2
1 1 1 11

1 1

1

( ) ( )
( , , ; , , ) det

1
( ) ( )

0 0 1

n

n n n

n n
a b a b

n i n i
i i

n n n n
a b a b

n j j n
j j

a a b b

c a a b b

a b a b

−

− − −

+ +

= =

−
+ +

= =

 
 
 − −
 

=  
 
 + +
 
  

∏ ∏

∏ ∏

⋯

⋮ ⋮ ⋮
… …

⋯

⋯
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  وعليه نجد بعد نشر المحدد الأخير بالنسبة إلى السطر الأخير أنّ 
1 1

1 1
1 1 1 1 1 11

11

( ) ( )
( , , ; , , ) ( , , ; , , )

( ) ( )

n n

n i n i
i i

n n n nn n

n j j n
jj

a a b b

c a a b b c a a b b

a b a b

− −

= =
− −−

==

− −
=

+ +

∏ ∏

∏∏

… … … …  

  أو

( )

( )

1
1 1 1 1 1 1

max ,

( )( )

( , , ; , , ) ( , , ; , , )
( )

n i n i
i n

n n n n
i j

i j n

a a b b

c a a b b c a a b b
a b

≤ <
− −

=

− −

=
+

∏

∏
… … … …  

  أن نبرهن بالتدريج أنّ  تفيدناعلاقة الوهذه 

( )
1

1 1

1 ,

( )( )

( , , ; , , )
( )

j i j i
i j n

n n
i j

i j n

a a b b

c a a b b
a b

≤ < ≤

≤ ≤

∏ − −

=
∏ +

… …  

1 لحالةلبرت الموافقة أمّا في حالة مصفوفة هِ 
2k ka b k= =   فتأخذ العلاقة التدريجيّة الشكل −

( )
4

1

( 1)!
det det

(2 1)! (2 2)!n n

n

n n
−

−
=

− ⋅ −
H H  

  ومن ثمَّ 

( )
12

1
2 2

1
det det

(2 1)
n n

n
nn C

−
−
−

=

−

H H  

  ذنإ
1 2

2
1 1

det (2 1) k
n k

k n k n

k C
− −

≤ < ≤ <

     = +        
∏ ∏H  

1وبوجه خاص نرى أنّ 

det n

∗∈
H

ℕ.  ú  
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Jادرس تبعاً لقيم الوسطاء  8. التمرين, ,a b m  الآتيةالجمل الخطيّة:  

  ( )

1

1

1

x y z m

mx y m z m

x my z

 + + = + + + − =
 + + =

  

         
1

1

ax by z

x aby z b

x by az

 + + = + + =
 + + =

    

  
2( 1) 3 4

4( 1) ( 1) (2 1) 2 2

(5 4) ( 1) (3 4) 1

a x y az a

a x a y a z a

a x a y a z a

 + + + = + − + + + − = +
 − + + + − = −

  

  الحـل

  لنكتب الجملة الأولى بالصيغة المصفوفيّة، فنجد 1.
1 1 1 1

1 1

1 1 1

m

m m m

m

 + 
 − 
 
  

  

  :يأتيثمُّ نجرى عليها التحويلات الأوّليّة المبينة فيما 
2 2 1

3 3 1

3 3 2

1 1 3

2 2 3

2

2 2

2

2

1 1 1 11 1 1 1

1 1 0 1 1

1 1 1 0 1 0

1 1 1 1 1 1 1 1

0 1 1 0 1 1

0 1 0 0 0 1

1 1 0 1

0 1 0

0

L L mL
L L L

L L L

L L L
L L L

mm

m m m m m

m m m

m m

m m m m

m m m m

m

m m

← −
← −

←− −

← −
← +

   ++   
  − − − −  
   − −     
  + +  
  − − − − − −  
  − − +     

−

−







⇝

⇝

⇝
20 1 m m

 
 
 
 
 

+  
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  ملةوعليه تُكافئ الجملة المدروسة الج

( )

2

2

1

1

x y m

m y m

z m m

 + = − − =
 = +

  

1mفإذا كان  �   كانت الجملة مستحيلة، وليس لها حلول.  =
1mوإذا كان  �   كان  ≠

2

2

1
1

1

m
x m

m
m

y
m

z m m

 = − − − = − = +

  

  وهو الحل المطلوب.

  يّة، فنجدلنكتب الجملة الثانية بالصيغة المصفوف 2.
1 1

1 1

1 1

a b

ab b

b a

 
 
 
 
 
  

  

  :يأتيثمُّ نجرى عليها التحويلات الأوّليّة المبينة فيما 

1 1 2

3 3 2
21 1 0 (1 ) 1 1

1 1 1 1

1 1 0 (1 ) 1 1

L L aL
L L La b b a a ab

ab b ab b

b a b a a b

← −
← −    − − −  

  
  
   − − −     

⇝  

2ثمُّ نعيد ترتيب الأسطر  1 3 2L L L L→ →   فنحصل على الجملة المكافئة →

2

1 1

0 (1 ) 1 1

0 (1 ) 1 1

ab b

b a a b

b a a ab

 
 
 − − − 
 

− − −  
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)المقدار في داء ضرب السطر الثاني فإذا طرحنا من السطر الأخير ج )1 a+  حصلنا على الجملة
  الآتية:كافئة لـمُ ا

1 1

0 (1 ) 1 1

0 0 (2 )(1 )

ab b

b a a b

a a b a

 
 
 − − − 
 + − −  

  

  الآتية:وهنا نناقش الحالات 
1a حالة �  الآتي، عندئذ تأخذ الجملة الشكل =

1 1

0 0 0 1

0 0 0 1

b b

b

b

 
 
 − 
 −  

  

Â  1فإذا كانb  كانت مجموعة الحلول خالية.  ≠

Â  1وإذا كانb  كانت الحلول هي  =

x α= وy β= 1وz α β= − )2 حيث − , )α β ∈ ℝ.  
2aحالة  � =  الآتيندئذ تأخذ الجملة الشكل ، ع−

1 2 1

0 3 3 1

0 0 0 2

b b

b b

b

 − 
 − − 
 +  

  

Â  2فإذا كانb ≠  كانت مجموعة الحلول خالية.  −

Â  2وإذا كانb =  كانت الحلول هي  −

x α= 1و

2
y

α+
= zو − α= حيث α ∈ ℝ.  

}حالة  � }1, 2a ∉  في هذه الحالة تُكتب الجملة بالشكل  .−

1 1 3

2 2 3

1 0
1 1 (2 )(1 )

1 1
0 1 0 0

1 1 (2 )(1 )

0 0 1 0 0 1
(2 )(1 ) (2 )(1 )

L L L
L L L

b a
ab b

ab b a a

b b b a
b b

a a a a
b a b a

a a a a

← −
← +

 −   −   + −    − − −  − +  − − + −     − −     + −  + −  

⇝  
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  أو

1 0
(2 )(1 )
2

0 0
(2 )(1 )

0 0 1
(2 )(1 )

b a
ab b

a a

b ab
b

a a

b a

a a

 −
 −
 + −
 

− − 
 

+ − 
 

− 
 

+ −  

  

Â  0فإذا كانb  كانت مجموعة الحلول خالية.  =

Â  0وإذا كانb  كان للجملة حلٌ وحيدٌ هو  ≠

2

2

2

2
2

( 2)

2

a b
x

a a
ab b

y
b a a

a b
z

a a

−
=

+ −
+ −

=
+ −
−

=
+ −

  

  وبذا يكتمل الحلّ.

  لنكتب الجملة الثالثة بالصيغة المصفوفيّة بعد أن نعيد ترتيب ااهيل، فنجد 3.

3 2( 1) 4

1 4( 1) 2 1 2 2

1 5 4 3 4 1

y x z

a a a

a a a a

a a a a

 + + 
 + − − + 
 + − − −  

  

  ثمُّ نجرى عليها التحويلات الأوّليّة

2 2 13 ( 1)L L a L← − + 3  و  + 3 13 ( 1)L L a L← − + +  
  فنجد

2 2 2

2 2 2

3 2( 1) 4

0 2 8 14 5 3 2

0 2 11 14 8 12 2 7

a a a

a a a a a a

a a a a a a

 + + 
 − + − + − − 
 

− + − + + +  
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  وبطرح السطر الثالث من السطر الثاني نجد

2 2 2

3 2( 1) 4

0 3 3

0 2 11 14 8 12 2 7

a a a

a a a

a a a a a a

 + + 
 − − − 
 

− + − + + +  

  

2المقدار في فإذا طرحنا من السطر الثالث جداء ضرب السطر الثاني  11a   وجدنا −

2 2

3 2( 1) 4

0 3 3

0 14 9 21 3 3 26

a a a

a a a

a a a a

 + + 
 − − − 
 

− + − − −  

  

  فنجد aجداء ضرب السطر الثالث بالمقدار  14ثمُ نطرح من السطر الثاني بعد ضربه بالعدد 

3 2 3 2

2 2

3 2( 1) 4

0 0 9 35 42 3 3 12 42

0 14 9 21 3 3 26

a a a

a a a a a a

a a a a

 + + 
 − + − − + + − 
 

− + − − −  

  

  أو

2 2

2 3 2

3 2( 1) 4

0 14 9 21 3 3 26

0 0 ( 2)( 7 21) 3 3 12 42

a a a

a a a a

a a a a a a

 + + 
 − + − − − 
 

− − + − + + −  

  

2aوعليه لا توجد حلول لهذه الجملة في حالة  2a، أمّا إذا كان =  فتقبل هذه الجملة حلاًّ  ≠
  وحيداً هو

3 2

3 2

2

3 2

3 2

3 2

2 6 11 15

9 35 42
7 44 66

9 35 42
3 3 12 42

9 35 42

a a a
x

a a a

a a
y

a a a

a a a
z

a a a

− − +
=

− + −
+ −

=
− + −

− + + −
=

− + −

  

  ú  المطلوب. وهو
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Jادرس تبعاً لقيم الوسيطين  9. التمرينλ  وµ الآتيةملة الخطيّة الج:  

2

3

1x y z t

x y z t

x y z t

x y z t

λ

λ µ

λ µ

λ µ

+ + + = + + + =
 + + + = + + + =

  

  الحـل

 Aλإلى المصفوفة التي جميع ثوابتها تساوي الواحد كُتِبت مصفوفة هذه الجملة  Jإذا رمزنا بالرمز 
)بالصيغة  1)A J Iλ λ= + 2، وإذا تذكّرنا أنّ − 4J J=  ّاستنتجنا أن  

( ) ( )
2

( 1) 4 ( 1)A I A Iλ λλ λ− − = − −  
  وهذا يُكافئ

2 2( 1) ( 1)( 3) 0A A Iλ λλ λ λ− + + − + =  
,1}في حالة  � 3}λ ∉  قلوبة وأنّ  Aλاستنتجنا من المساواة السابقة أنّ  −

( )1 1 1 1
2( 1)

( 1)( 3) 1 3
A I A I Jλ λλ

λ λ λ λ

−
 = + − = −  − + − + 

  

  ة حل وحيدٌ في هذه الحالة هووللجملة المدروس  
2 3

2 3

2 3
2

2 3
3

1 1
1

1 3

1 1

1 3

1 1

1 3

1 1

1 3

x

y

z

t

µ µ µ

λ λ

µ µ µ
µ

λ λ

µ µ µ
µ

λ λ

µ µ µ
µ

λ λ

 + + +  = −  − + 
 + + +  = −  − + 
 + + +  = −  − + 
 + + +  = −  − + 

  

1λفي حالة  � 1µو =  ليس للجملة حلول. ≠

1λوفي حالة  � 1µو =  للجملة عددٌ لاائي من الحلول، هي =

{ }( , , , ) : 1x y z t x y z t+ + + =  
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3λ في حالة � = 3Aنضع اختصاراً  .− A−= 4 فيكون لديناA J I= ونلاحظ  −
 أنّ 

2 2 8 16 4 16 4A J J I J I A= − + = − + = −  

1فإذا وضعنا 

4
B A= 2Bأنّ  استنتجنا − B=نرى أنّ  . وعليهB  هي مصفوفة

  إسقاط خطّي على الفضاء
{ }Im ker( ) : 0B I B X JX= − = =  

kerتوازياً مع الفضاء  Im( )B I B= − = ℂ1111، إلى الشعاع الذي  1111وقد رمزنا بالرمز
  تساوي جميع مركّباته الواحد. وأخيراً إذا عرفّنا 

2 31, , ,
t

b µ µ µ =   
  

1أخذت الجملة المدروسة الصيغة 
4

BX b= . وعليه تقبل الجملة حلولاً إذا وفقط إذا  −
Imb كان B∈  0أي إذا وفقط إذا كانJb 2أي  = 31 0µ µ µ+ + + =. 

3λإذن في حالة  � = }و − 1, i, i}µ ∉ −  ليس للجملة حلول. −

3λوفي حالة  � = }و − 1, i, i}µ ∈ − Imbنعلم أنّ ، − B∈  0فيوجدX 
0BXيحُقق  b= 2هومن

0 0Bb B X BX b= = 1إذن  =
4

( )A b b− = ،
AXفتكون مجموعة حلول الجملة  b=  1هي

4
b− + ℂ1111.  ú  

J10. التمرين   من المصفوفات التالية: احسب مقلوب كل  
1 2 6 8 1 2 3 4

2 5 15 23 4 1 2 3

6 15 46 73 3 4 1 2

8 23 73 130 2 3 4 1

1 1 1 1 1 3 1 2

20 21 22 23 2 5 2 5

190 210 231 253 2 7 1 7

1140 1330 1540 1771 0 3 1 6

   
   
   
   
   
   
   
         

−   
   
   −
   
   −   
   
   −      

� �

� �
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  الحـل

  جراة.لـمُ نجري التحويلات البسيطة المألوفة ونبين العمليّات افي جميع الحالات 
  لنبدأ بالحالة الأولى �

2 2 1

3 3 1

4 4 1

4
3
2

1 2 3 4 1 0 0 0 1 2 3 4 1 0 0 0
4 1 2 3 0 1 0 0 0 7 10 13 4 1 0 0
3 4 1 2 0 0 1 0 0 2 8 10 3 0 1 0
2 3 4 1 0 0 0 1 0 1 2 7 2 0 0 1

L L L

L L L

L L L

←− +
←− +
←− +

   
   −   
   −
   

−      

⇝  

  ثمُّ 
2 2 4

3 3 4

7
2

1 2 3 4 1 0 0 0 1 2 3 4 1 0 0 0
0 7 10 13 4 1 0 0 0 0 4 36 10 1 0 7
0 2 8 10 3 0 1 0 0 0 4 4 1 0 1 2
0 1 2 7 2 0 0 1 0 1 2 7 2 0 0 1

L L L

L L L

← −
← −

   
   − − − − −   
   − − − −
   

− −      

⇝  

  ثمُّ 

2 2 3

1 2 3 4 1 0 0 0 1 2 3 4 1 0 0 0
0 0 4 36 10 1 0 7 0 0 0 40 11 1 1 9
0 0 4 4 1 0 1 2 0 0 4 4 1 0 1 2
0 1 2 7 2 0 0 1 0 1 2 7 2 0 0 1

L L L← +
   
   − − − − − − − −   
   − − − − − −
   

− −      

⇝  

  ونعيد ترتيب الأسطر كما يلي  
4 2

1
4 440

1
3 34

1 1 1
4 4 2

11 1 1 9
40 40 40 40

1 2 3 4 1 0 0 01 2 3 4 1 0 0 0
0 1 2 7 2 0 0 10 0 0 40 11 1 1 9

0 0 4 4 1 0 1 2 0 0 1 1 0
0 1 2 7 2 0 0 1 0 0 0 1

L L

L L

L L

−

↔

←

←

−

  
   −− − − −   
  − − − − − −  
 −      

⇝  

  ثمُّ نحلّ الجملة المثلثّيّة كما يلي :
3 3 4

2 2 4

1 1 4

2 2 3

1 1

4 4 4 36
7 40 40 40 40
4 7 73 23

40 40 40 40
1 1 1 1 1 9 11
4 4 2 40 40 40 40

11 1 1 9 11 1 1 9
40 40 40 40 40 40 40 40

2

1 2 3 01 2 3 4 1 0 0 0
0 1 2 7 2 0 0 1 0 1 2 0
0 0 1 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1

L L L

L L L

L L L

L L L

L L

↔ +
− − −

← −
← − − −

−

− −

← −
←

  
  −   
  − − −   
  
     





⇝

⇝
3

1 1 2

7 7 23 3
40 40 40 40

3 1 9 11 1
40 40 40 40
1 1 9 11
40 40 40 40
11 1 1 9
40 40 40 40

9 11 1 1
40 40 40 40
1 9 11 12
40 40 40 40
1 1 9 11
40 40 40 40
11 1 1 9
40 40 40 40

1 2 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

L

L L L

− −

− −

−

−

−

−← −

−

−

 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
  

⇝
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  وأخيراً 
11 2 3 4 9 11 1 1

4 1 2 3 1 9 11 11
3 4 1 2 1 1 9 1140
2 3 4 1 11 1 1 9

− −   
   −   =   −
   

−   
   

  

  لنأتِ إلى المصفوفة الثانية. �

2 2 1

3 3 1

4 4 1

3 3 2

4 4 2

2
6
8

3
7

1 2 6 8 1 0 0 0 1 2 6 8 1 0 0 0
2 5 15 23 0 1 0 0 0 1 3 7 2 1 0 0
6 15 46 73 0 0 1 0 0 3 10 25 6 0 1 0
8 23 73 130 0 0 0 1 0 7 25 66 8 0 0 1

1 2 6 8 1 0 0 0
0 1 3 7 2 1 0 0
0 0 1 4 0 3 1 0
0 0 4 17 6 7 0 1

L L L

L L L

L L L

L L L

L L L

← −
← −
← −

← −
← −

   
   −   
   −
   

−      

 −
 −


−






⇝

⇝

4 4 3

3 3 4

2 2 4

1 1 4

4

4
7
8

1 2 6 8 1 0 0 0
0 1 3 7 2 1 0 0
0 0 1 4 0 3 1 0
0 0 0 1 6 5 4 1

1 2 6 0 47 40 32 8
0 1 3 0 44 34 28 7
0 0 1 0 24 23 17 4
0 0 0 1 6 5 4 1

L L L

L L L

L L L

L L L

← −

← −
← −
← −









 
 − 
 −
 

−  

− − − 
 − − − 
 − − −
 

−  





⇝

⇝

  

  : ونتابع حلّ الجملة المثلثّيّة
2 2 3

1 1 3

1 1 2

3
6

2

1 2 6 0 47 40 32 8 1 2 0 0 97 98 70 16
0 1 3 0 44 34 28 7 0 1 0 0 28 35 23 5
0 0 1 0 24 23 17 4 0 0 1 0 24 23 17 4
0 0 0 1 6 5 4 1 0 0 0 1 6 5 4 1

1 0 0 0 41 28 24 6
0 1 0 0 28 35 23 5
0 0 1 0 24 23 17 4
0 0 0 1

L L L

L L L

L L L

← −
← −

← −

− − − −   
   − − − −   
   − − − − − −
   

− −      
−
−

− − −





⇝

⇝

6 5 4 1

 
 
 
 
 

−  

  

  يكونوعليه 
11 2 6 8 41 28 24 6

2 5 15 23 28 35 23 5
6 15 46 73 24 23 17 4
8 23 73 130 6 5 4 1

− −   
   −   =   − − −
   

−      
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  لنأتِ إلى المصفوفة الثالثة. �
2 2 1

3 3 1

3 3 2

4 4 2

4 4

2
2

3

1 3 1 2 1 0 0 0 1 3 1 2 1 0 0 0
2 5 2 5 0 1 0 0 0 1 0 1 2 1 0 0
2 7 1 7 0 0 1 0 0 1 1 3 2 0 1 0
0 3 1 6 0 0 0 1 0 3 1 6 0 0 0 1

1 3 1 2 1 0 0 0
0 1 0 1 2 1 0 0
0 0 1 4 4 1 1 0
0 0 1 3 6 3 0 1

L L L

L L L

L L L

L L L

L L

← −
← −

← +
← −

←

− −   
   − −   
   − − − −
   

− −      
− 

 − 
 − −
 

− −  







⇝

⇝

⇝
3

3 3

4 4

3 3 4

2 2 4

1 1 4

4

2

1 3 1 2 1 0 0 0
0 1 0 1 2 1 0 0
0 0 1 4 4 1 1 0
0 0 0 1 10 4 1 1

1 3 1 2 1 0 0 0
0 1 0 1 2 1 0 0
0 0 1 4 4 1 1 0
0 0 0 1 10 4 1 1

1 3 1 0 21 8 2 2
0 1 0 0 8 3 1 1
0 0 1 0 36 15 3 4
0 0 0 1 10 4 1 1

L

L L

L L

L L L

L L L

L L L

−

←−
←−

← +
← −
← −

− 
 − 
 − −
 

− − −  
− 

 − 
 − − −
 

− −  

− − −
− −

− −
− −







⇝

⇝

1 1 3 23

1 0 0 0 81 32 8 9
0 1 0 0 8 3 1 1
0 0 1 0 36 15 3 4
0 0 0 1 10 4 1 1

L L L L← − +


 
 
 
 
 

− − 
 − − 
 − −
 

− −  

⇝  

  عليهو 
11 3 1 2 81 32 8 9

2 5 2 5 8 3 1 1
2 7 1 7 36 15 3 4
0 3 1 6 10 4 1 1

−− − −   
   − − −   =   − − −
   

− − −      

  

  وأخيراً نجد �
11 1 1 1 1771 231 21 1

20 21 22 23 5060 671 62 3
190 210 231 253 4830 650 61 3
1140 1330 1540 1771 1540 210 20 1

− − −   
   − −   =   − −
   

− −   
   

  

  ú  .لحلاويتمّ 



 224 المحددات وجمل المعادلات الخطيّة

Jقلَوبة، أياً كان الآتيةصفوفة أثبت أنّ الم  11. التمرين n  من∗ℕ.  

1 1 1
0! 1! !
1 1 1
1! 2! ( 1)!

1 1 1
! ( 1)! (2 )!

n

n

n
A

n n n

 
 
 
 
 +

=  
 
 
 
 

+  

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

⋯

  

  الحـل

0ليكن  1[ , , , ]t
nT α α α= 0nATأنّ نبرهنَ أن  الإثبات. يكفي ليتم … يقتضي  =

0T 0nAT. لنفترض إذن أنّ =   ، ولنعرّف كثير الحدود=

0

( )
( )!

n
j n j

j

P X X
n j

α
+

=

=
+

∑  

degمن الواضح أنّ  ( ) 2P X n≤ ّوأن ،nX  يقسمP ومن جهة أخرى نلاحظ أنّ الشرط .
0nAT   يُكافئ =

( ) ( 1)(1) (1) (1) (1) 0n nP P P P− ′= = = = =⋯  

1nجذرٌ مضاعفٌ  1إذن  )1مرةّ على الأقل، ونستنتج أنّ  + 1)nX )يقسم  −+ )P X  .ًأيضا
)1وعليه فإنّ كثير الحدود  1)n nX X 2الذي درجته  −+ 1n )يقسم كثير الحدود  + )P X 

2الذي درجته أصغر تماماً من  1n )فهو إذن معدوم. وينتج من كون  + ) 0P X أنّ الشعاع  =
T الإثباتيتم بذا و  صفري.   ú  
  
Jلتكن المصفوفات 12. التمرين  

1 2

10 9 1 5 5
9 10 5 , 4 , 4.1 ,
1 5 9 18 18

A b b

     − −     
     = = =
     
          

  

1أوجد حلول الجملتين الخطيتين    1AX b=  2و 2AX b=ماذا تلاحظ؟ .  
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  الحـل

  نحل الجملتين في آن معاً. كما يلي :

1 1 2

2 2 1

3 3 1

2 2 3

9

3

10 9 1 5 5 1 1 4 9 9.1

9 10 5 4 4.1 9 10 5 4 4.1

1 5 9 18 18 1 5 9 18 18

1 1 4 9 9.1

0 19 41 85 86

0 6 13 27 27.1

1 1 4 9 9.1

0 1 2 4 4.7

0 6 13 27 27.1

L L L

L L L
L L L

L L L

← −

← −
← −

← −

   − − − − − −   
   
   
   
      

 − − − − 
 
 
 
  
 − − − − 
 


 







⇝

⇝

⇝

3 3 2

2 2 3

1 1 3

1 1 2

6

2
4

1 1 4 9 9.1

0 1 2 4 4.7

0 0 1 3 1.1

1 1 0 3 13.5

0 1 0 2 6.9

0 0 1 3 1.1

1 0 0 1 6.6

0 1 0 2 6.9

0 0 1 3 1.1

L L L

L L L
L L L

L L L

← −

← −
← +

← +





 − − − − 
 
 
 −  

 − − 
 − 
 −  
 − 
 − 
 −  







⇝

⇝

⇝

  

   وعليه

1 [1, 2,3]tX = 2  و  − [ 6.6,6.9, 1.1]tX = − −.  

]فإذا عرفّنا  , , ] max(| |,| |,| |)t x y z x y z=  ّلاحظنا أن  

2 1

1

1

180

b b

b

−
2و     = 1

1

89

30

X X

X

−
=  

مسمئة وأربع وثلاثين مرةًّ من الخطأ النسبي في قيمة الطرف بخأكبر  Xالنسبي في قيمة النتيجة فالخطأ 
  ú  سيئة الحالة. A. نقول في مثل هذه الحالة أنّ المصفوفة bالثاني 
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Jلتكن   13. التمرينX وY  مصفوفتين من( )1n×M ℝ.  
tY وكافياً على لازماً أوجد شرطاً  1. Xγ = tتكون المصفوفة  كي  ⋅

nI X Y+  ،َقلَوبة
  واحسب مقلوا في هذه الحالة.

)مصفوفة قلَوبةَ من  Mلتكن  2. )nM ℝنضع ،tN M X Y= + . أوجد شرطاً ⋅
1tYM لازماً وكافياً على العدد X− حتى تكون المصفوفة N اقلَوبةَ، واحسب مقلو 

1N−  .في هذه الحالة  
  لنضع  3.

2 3 6 2
1 2 3 1
3 6 0 2
0 4 8 1

M

 
 
 =  − − −
 
  

و   
2.01 3 5.99 1.98

1 2 3 1
3 6 0 2
0 4 8 1

N

 
 
 =  − − −
 
  

  

24. كيف يجب تغيير الثابت −1N، واستنتج −1Mاحسب    1a حتى تصبح  Mفي  =
  غير قلَوبةَ ؟ Mالمصفوفة 

  الحـل

tلنضع  1.
nA I X Y=  عندئذ نلاحظ أنّ  +

( ) (1 )tAX X X YX Xγ= + = +  
1γفإذا كان  � = 0Xكان   − 0AXو ≠  غير قلَوبة. Aوهذا يعني أنّ  =

1γوإذا كان  � ≠ 1)استنتجنا مما سبق أنّ  − )t tAX Y X Yγ=  ، أو+

(1 )( )t
nAX Y A Iγ= + −  

1)) أو   ) ) (1 )t
n nA I X Y Iγ γ+ − =   ثمَّ ومن ، +

1 1
( )

1

t t
n t
I X Y I X Y

YX

−+ = −
+

  

)مصفوفة قلَوبةَ من  Mلتكن  2. )nM ℝ ،نضعولtN M X Y=   عندئذ. +
1( ( ))t

nN I X YM M−= +  
1ا وفقط إذا كان قلوبة إذ Nوعليه تكون  1 0tYM X− +   ، وعندئذ يكون ≠

1 1 1 1 1 1

1

1
( ( ))

1

t t
n n t

N M I X YM M I X YM
YM X

− − − − − −

−

 = + = −   +
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  وأخيراً 
1 1 1 1

1

1
( )( )

1

t

t
N M M X YM

YM X

− − − −

−
= −

+
  

  المصفوفة Mلتكن  3.
2 3 6 2

1 2 3 1

3 6 0 2

0 4 8 1

M

 
 
 
 =  − − − 
 
  

  

  ولنحسب مقلوا.
1 1 2

3 3 2

2 2 1

4 4 2

3

4

2 3 6 2 1 0 0 0 1 1 3 1 1 1 0 0

1 2 3 1 0 1 0 0 1 2 3 1 0 1 0 0

3 6 0 2 0 0 1 0 0 0 9 1 0 3 1 0

0 4 8 1 0 0 0 1 0 4 8 1 0 0 0 1

1 1 3 1 1 1 0 0

0 1 0 0 1 2 0 0

0 0 9 1 0 3 1 0

0 4 8 1 0 0 0 1

1 1 3 1

L L L
L L L

L L L

L L L

← −
← +

← −

← −

   −
   
   
   
   − − −   
   
      

 −
 
 − 
 
 
 
  







⇝

⇝

⇝

3 3 4

4 4 3

1 1 2 3

8

3

1 1 0 0

0 1 0 0 1 2 0 0

0 0 9 1 0 3 1 0

0 0 8 1 4 8 0 1

1 1 3 1 1 1 0 0

0 1 0 0 1 2 0 0

0 0 1 0 4 11 1 1

0 0 8 1 4 8 0 1

1 1 3 1 1 1 0 0

0 1 0 0 1 2 0 0

0 0 1 0 4 11 1 1

0 0 0 1 36 96 8 9

L L L

L L L

L L L L

← −

← −

← − − −

 −
 
 − 
 
 
 −  
 −
 
 − 
 − − 
 −  
 −
 
 − 
 − − 
 − −  







⇝

⇝

⇝

4

1 0 0 0 22 60 5 6

0 1 0 0 1 2 0 0

0 0 1 0 4 11 1 1

0 0 0 1 36 96 8 9

L
 − −
 
 − 
 − − 
 − −  

.  
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  ومن ثمَّ 

1

22 60 5 6

1 2 0 0

4 11 1 1

36 96 8 9

M−

 − −
 
 − =  − − 
 − −  

  

  الآتية Nلنتأمّل الآن المصفوفة 

2.01 3 5.99 1.98

1 2 3 1

3 6 0 2

0 4 8 1

N

 
 
 
 =  − − − 
 
  

  

  فنلاحظ أنّ 

	

0.01 0 0.01 0.02 1 1

0 0 0 0 0 01

0 0 0 0 0 1100

0 0 0 0 0 2

t

YX

N M

     − −
     
     
     − = = ×     −     
     −          
�����

  

tNإذن  M X Y= 1، ولكن + 1
1 0

10
tYM X− + =   قلوبة ولدينا Nإذن  ≠

1 1 1 1

1

1
( )( )

1

t

t
N M M X YM

YM X

− − − −

−
= −

+
  

  أو

1

22 60 5 6 22

1 2 0 0 11
90,241,20, 23

4 11 1 1 410

36 96 8 9 36

N−

   − − −
   
   − −     = − − −     − − −   
   − −      
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  وأخيراً 

1

220 590.2 49 56.6

10 26.1 2 2.3

40 107.4 9 10.2

360 963.6 80 91.8

N−

 − −
 
 − − =  − − 
 − −  

  

)فإذا عرفّنا في حالة مصفوفة  )
ij

M a= المقدار  

1
0

max
n

ij
i n

j

M a
≤ ≤

=

= ∑  

  لاحظنا أنّ 

1

325

N M

M

−
و    =

1 1

1

6732

745

N M

M

− −

−

−
=  

مرةًّ من الخطأ النسبي في قيمة المصفوفة، نقول في مثل  2936فالخطأ النسبي في قيمة المقلوب أكبر 
    سيئة الحالة. Mهذه الحالة أنّ المصفوفة 

  ومن جهة أخرى، إذا عرفّنا

1 [0,1,0,0]tX 1    و   = [0, 0, 0, ]tY α=  
  كان

1 1 1

2 3 6 2

1 2 3 1

3 6 0 2

0 4 8 1

tN M X Y
α

 
 
 + = + =  − − − 
 
  

  

1 غير قلَوبة إذا وفقط إذا كان 1Nوتكون 
1 1 1 0tY M X− + وهذا يُكافئ  =

1 96 0α− 1، أو =

96
α 97، فإذا استبدلنا =

96
 لم تَـعُدْ  Mمن المصفوفة  24aبالثابت  

  ú  المصفوفة الناتجة قلَوبة.
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Jلتكن المصفوفة  14. التمرين  
2 1 0 2
6 6 1 7
2 16 6 9
2 4 8 22

A

 
 
 =  
 
  

  

 تحُققان، 1عناصرها القطرية تساوي  L، وأخرى مثلثية سفلى Uمثلّثية عليا  أوجد مصفوفة 1.
A L U= ⋅.  

.2  من أوجد مقلوب كل U وL 1، ثم استنتجA−.  

  الحـل

)نبحث عن مصفوفة  1. )
ij

U u=  مثلثيّة عليا وأخرى( )
ij

L = ℓ  مثلثيّة سفلى عناصر قطرها
A، تحققان 1الرئيسي تساوي  LU= ،تيب المبينّ فيما تر يمكن تعيين الثوابت وفق ال. في الحقيقة

  يأتي:

  
11نجد  Lالسطر الأوّل من في  Uفمن جداء ضرب العمود الأوّل من  � 2u =. 

 نجد Lالأسطر الثاني والثالث والرابع من في  Uومن جداء ضرب العمود الأوّل من  �

21 31 413, 1, 1= = =ℓ ℓ ℓ  
 نجد Lل من السطر الأوّ في  Uمن والثالث والرابع الثاني  عمدةومن جداء ضرب الأ �

12 13 141, 0, 2u u u= = =  
22نجد  Lالثاني من  سطرالفي  Uومن جداء ضرب العمود الثاني من  � 3u =. 

 نجد Lالسطرين الثالث والرابع من في  Uومن جداء ضرب العمود الثاني من  �

32 425, 1= =ℓ ℓ  
 نجد Lالسطر الثاني من في  Uومن جداء ضرب العمودين الثالث والرابع من  �

23 241, 1u u= =  
33نجد  Lالثالث من  لسطرافي  Uلعمود الثالث من ومن جداء ضرب ا � 1u =. 

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

1 0 0 02 1 0 2

1 0 06 6 1 7 0

2 16 6 9 1 0 0 0

2 4 8 22 1 0 0 0

u u u u

u u u

u u

u

                = ⋅                      

ℓ

ℓ ℓ

ℓ ℓ ℓ

� � � 	




�

�
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43نجد  Lالسطر الرابع من في  Uومن جداء ضرب العمود الثالث من  � 7=ℓ. 

34نجد  Lالسطر الثالث من في  Uومن جداء ضرب العمود الرابع من  � 2u =. 

44نجد  Lالسطر الرابع من في  Uومن جداء ضرب العمود الرابع من  � 5u =. 

  وعليه
2 1 0 2 1 0 0 0 2 1 0 2

6 6 1 7 3 1 0 0 0 3 1 1

2 16 6 9 1 5 1 0 0 0 1 2

2 4 8 22 1 1 7 1 0 0 0 5

L U

     
     
     
     = ⋅     
     
     
          
����������� 
�����������

  

  : Lحساب مقلوب  2.
2 2 1

3 3 1

4 4 1

3 3 2

4 4 2

3

5

1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0

3 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 3 1 0 0

1 5 1 0 0 0 1 0 0 5 1 0 1 0 1 0

1 1 7 1 0 0 0 1 0 1 7 1 1 0 0 1

1 0 0 0 1 0 0 0

0 1 0 0 3 1 0 0

0 0 1 0 14 5 1 0

0 0 7 1 2 1 0 1

L L L
L L L
L L L

L L L
L L L

← −
← −
← −

← −
← −

   
   
   −   
   −   
   −      

 
 
 − 
 −
 − 





⇝

⇝

4 4 37
1 0 0 0 1 0 0 0

0 1 0 0 3 1 0 0

0 0 1 0 14 5 1 0

0 0 7 1 96 34 7 1

L L L← −





 
 
 − 
 − 
 − −  

⇝

  

  ومنه

1

1 0 0 0

3 1 0 0

14 5 1 0

96 34 7 1

L−

 
 
 − =  − 
 − −  
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  : −1Uوبأسلوب مماثل نحسب 
1

1 12
1

2 23
1

4 45

3 3 4
1

2 2 43

1 1 4

1 1
2 2

1 1 1
3 3 3

1
5

2
1 1 1
2 2 5

1 1 1
3 3 15

2
5

2 1 0 2 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0

0 3 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0

0 0 1 2 0 0 1 0 0 0 1 2 0 0 1 0

0 0 0 5 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0 0 1

0 0 0 1 0 0 0

L L

L L

L L

L L L
L L L

L L L

←

←

←

← −
← − −
← −

−

−

  
  
  
  
  
  
  
     





⇝

⇝

1
2 2 33

1
1 1 22

1
5

71 1 1
2 6 6 30

1 1 1
3 3 15

2
5
1
5

1 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0 0 1

0 0 0 1 0 0 0

L L L

L L L

← − −−
← −

−

 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 − 
 
 
 
  

⇝

  

  ومنه

1

15 5 5 7

0 10 10 21

0 0 30 1230

0 0 0 6

U−

 − −
 
 − =  − 
 
  

  

1كان   ـمّاوأخيراً ل 1 1A U L− −   استنتجنا أنّ  =−

1

15 5 5 7 1 0 0 0

0 10 10 2 3 1 0 01

0 0 30 12 14 5 1 030

0 0 0 6 96 34 7 1

772 268 54 7

362 128 24 21

1572 558 114 1230

576 204 42 6

A−

   − −
   
   − −   = ⋅   − −   
   − −      

 − −
 
 − − =  − − 
 − −  
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Jلتكن المصفوفة  15. التمرين  
1 1 2 4
1 5 0 4
2 0 6 10
4 4 10 29

A

− 
 − − =  
 

−  

  

   تحُقّقعناصرها القطرية موجبة تماماً،  Sوفة مثلثية سفلى أثبت أنه توجد مصف 1.
tA S S= ⋅  

  .−1A، ثم استنتج Sمقلوبَ  دْ جِ  2.

  الحـل

)عن مصفوفة  نبحث 1. )
ij

S s=  ق موجبةعناصر قطرها الرئيسي  سفلىمثلثيّةتحق  ،tA S S= في .

  الحقيقة، يمكن تعيين الثوابت وفق الترتيب المبينّ فيما يلي :

  

11نجد  Sالسطر الأوّل من في  tSفمن جداء ضرب العمود الأوّل من  � 1s =. 

 نجد Sالأسطر الثاني والثالث والرابع من في  tSومن جداء ضرب العمود الأوّل من  �

21 31 411, 2, 4s s s= − = =  

22نجد  Sبالسطر الثاني من  tSلعمود الثاني من ومن جداء ضرب ا � 2s =. 

 نجد Sالسطرين الثالث والرابع من في  tSومن جداء ضرب العمود الثاني من  �

32 421, 0s s= =  

33نجد  Sالسطر الثالث من في  tSومن جداء ضرب العمود الثالث من  � 1s =. 

43نجد  Sالسطر الرابع من في  tSومن جداء ضرب العمود الثالث من  � 2s =. 

44نجد  Sالسطر الرابع من في  tSومن جداء ضرب العمود الرابع من  � 3s =. 

  

11 11 21 31 41

21 22 22 32 42

33 4331 32 33

4441 42 43 44

0 0 01 1 2 4

1 5 0 4 0 0 0

2 0 6 10 0 00

4 4 10 29 0 0 0

s s s s s

s s s s s

s ss s s

ss s s s

    −         − −     = ⋅             −        

�


 �

� � 

� 	 � �
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  وعليه نرى أنّ 
1 1 2 4 1 0 0 0 1 1 2 4

1 5 0 4 1 2 0 0 0 2 1 0

2 0 6 10 2 1 1 0 0 0 1 2

4 4 10 29 4 0 2 3 0 0 0 3

tS S

A

     − −
     
     − − −     = = ⋅     
     
     −          
������������� 
�������������

  

   : Sلنحسب مقلوب  2.
  

2 2 1

3 3 1

4 4 1

1
3 3 22

4 4 3

2
4

2

5 1
2 2

1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0

1 2 0 0 0 1 0 0 0 2 0 0 1 1 0 0

2 1 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0 2 0 1 0

4 0 2 3 0 0 0 1 0 0 2 3 4 0 0 1

1 0 0 0 1 0 0 0

0 2 0 0 1 1 0 0

0 0 1 0 1 0

0 0 0 3 1 1 2 1

L L L
L L L
L L L

L L L

L L L

← +
← −
← −

← −

← −

− −

   
   
   −   
   −   
   −      

 





 − 





⇝

⇝

1
2 22

1
4 43 1 1

2 2
5 1

2 2
1 1 2 1
3 3 3 3

1 0 0 0 1 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 1 0

0 0 0 1

L L

L L

←

←

− −

−









 
 
 
 
 
 
 
  

⇝

  

  
  إذن

1 1
1 2 2

5 1
2 2
1 1 2 1
3 3 3 3

1 0 0 0 6 0 0 0

3 3 0 00 0 1

15 3 6 01 0 6

2 2 4 2

S−
− −

−

   
   
   
   = =   − −   
   −     
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1كان   ـمّاول 1 1tA S S− −   استنتجنا أنّ  =−

1

6 3 15 2 6 0 0 0

0 3 3 2 3 3 0 01

0 0 6 4 15 3 6 036

0 0 0 2 2 2 4 2

137 29 49 2

29 22 13 21

49 13 26 418

2 2 4 2

A−

   −
   
   −   =    − − −   
   −      
 −
 
 − =  − − − 
 −  

  

  ú  .الإثبات زنجَ . وبذا يُ Choleskyتسمّى الطريقة المبينّة في هذا التمرين، طريقة 

J2لتكن  16. التمرين n≤ 1و( , , )na a… 1و( , , )nb b…  منnℝ ّالأعداد  . نفترض أن

1, , na a… 1 الأعداد وكذلك أنّ  ،مختلفة مثنى مثنى, , nb b…  ّمختلفة مثنى مثنى، وأخيراً أن 
2( , ) , 0n i ji j a b∀ ∈ + ≠ℕ1 . لتكن( , , )ny y… من nℝ ّجملة  ، أوجد حل

  طيةالمعادلات الخ

1

,
n

j
i n

i jj

x
y i

a b
=

= ∈
+∑ ℕ  

 التابع الكسري لاستفادة منيمكن لتحقيق ذلك ا
1

( )
n

j

jj

x
F X

X b=

=
. ثمُ استنتج ∑+

1الأعداد المتعلّقة ب Cauchyمقلوب مصفوفة  1( , , ; , , )n na a b b…   : أي المصفوفة …

1 1( ) ( , , ; , , )ij n na a b bα = C … 1العلاقات المعرفّة ب …
ij

i ja b
α =

+
  

لحالة الخاصة ا وافقوالتي ت nHإليها  التي نرمز هيلبرتوأخيراً احسب مقلوب مصفوفة 
1
2ka k= 1، و−

2kb k= −.  

  الحـل

)لنتأمّل التابع الكسري  � )F X  َالمعطى في نصّ التمرين. تُكافئ الجملةُ المدروسةُ مجموعة
 الشروط:  

, ( )n i ii F a y∀ ∈ =ℕ  
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 ولكن بتوحيد المقامات لدينا �

( )
( )

( )
n

j
j

Q X
F X

X b
∈

=
∏ +
ℕ

  

)و   )Q X  1هو كثير حدود درجتهn   على الأكثر ويحُقق الشروط −
, ( ) ( )

n

n i i i j
j

i Q a y a b
∈

∀ ∈ = ∏ +
ℕ

ℕ  

 حدود لاغرانجإلى كثير  iℓفإذا رمزنا بالرمز  �

{ }\

( )

n

i
i

k i k i

X a
X

a a∈

−
=

−
∏
ℕ

ℓ  

 كان لدينا

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
n

n n

i i i i j i
ji i

Q X Q a X y a b X
∈∈ ∈

= = ∏ +∑ ∑
ℕℕ ℕ

ℓ ℓ  

 ولكن انطلاقاً من المساواة  �

1

( )
( )

( )
n

n
j

j j j
j

x Q X
F X

X b X b=
∈

= =
+ ∏ +

∑
ℕ

  

  لدينا nℕمن  mنرى أنهّ في حالة 

\{ } \{ }

( )( )

( ) ( )
n n

m

m
m

j j m
j m j m

X b

Q bQ X
x

X b b b
∈ ∈

←−

−
= =

∏ + ∏ −
ℕ ℕ

  

  ولكن

{ }

{ }

\

\

( ) ( ) ( )

( )

( )( )

( )

n
n

n n
n

n

n
n

m i i j i m
ji

k m
i i j
j k ii k i

i j j m
ji

i i m k i
k i

Q b y a b b

a b
y a b

a a

a b a b
y

a b a a

∈∈

∈ ∈∈

∈

∈
∈

 − = ∏ + −  

   +  = ∏ + ∏      − 

∏ + +

= ⋅
+ ∏ −

∑

∑

∑

ℕℕ

ℕ ℕℕ

ℕ

ℕ
ℕ

ℓ
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  إذن

{ }\ \{ }

( )( )

( ) ( )
n

n
n n

i j j m
ji

m
i i m k i k m

k i k m

a b a b
y

x
a b a a b b

∈

∈
∈ ∈

∏ + +

= ⋅
+ ∏ − ∏ −

∑
ℕ

ℕ
ℕ ℕ

  

وعلى هذا نرى أنّ 
1

n

j ij i
i

x yµ
=

=   حيث ∑

{ }

{ } { }

\ \{ }

\ \

( )( )
1

( ) ( )

( )

n

n n

n n

i k k j
k

ij
i j k j k j

k i k j

j k i k
i j

k i k jk i k j

a b a b

a b a b b b

b a a b
a b

a a b b

µ
∈

∈ ∈

∈ ∈

∏ + +

= ⋅
+ ∏ + ∏ −

+ +
= + ⋅

− −
∏ ∏

ℕ

ℕ ℕ

ℕ ℕ

  

)ونستنتج أنّ المصفوفة  )ijµ 1 هي مقلوب المصفوفة 1( ) ( , , ; , , )ij n na a b bα = C … ….  
1الموافقة لحالة  nHلنتأمّل حالة مصفوفة هيلبرت  �

2k ka b k= =  . فنجد أنّ −

{ } { }\ \

1 1 1
2 1

1

( 1) ( 2)( ) ( 1

(1 )(2 ) ( 1)(1) ( )

( 1)

n n

j k

k i k ik i

i i i j
j i n j

b a j k

a a k i

j j j i j i j n

i i n i

C C

∈ ∈

− − + −
+ − + −

+ + −
=

− −

+ + − + + −
=

− − − −

= −

∏ ∏
ℕ ℕ

⋯ ⋯

⋯ ⋯
  

  وكذلك

{ } { }

1 1 1
2 1

\ \

1
( 1)

n n

j j i ji k
j i n i

k j k jk j

a b i k
C C

b b k j

− − + −
+ − + −

∈ ∈

+ + −
= = −

− −
∏ ∏
ℕ ℕ

  

  إذن
1 2 1 1

2 1 1( 1) ( 1)( )i j i i j i j
ij i j n i n ji j C C Cµ + − + − + −

+ − + − + −= − + − ∈ ℤ  
  بالصيغة ijµويمكننا أيضاً التعبير عن 

2 ( ) ( )
( , ) , ( 1)

1
i j n n

n ij

h i h j
i j

i j
µ +∀ ∈ = −

+ −
ℕ  

1وقد عرفّنا 
1 1( ) n k

n n k nh k nC C −
+ − −=.  
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هي مصفوفة جميع حدودها أعداد صحيحة. وبوجه  nHوهكذا نرى أنّ مقلوب مصفوفة هِلبرت 
  خاص نجد مثلاً 

1
1 1 1
2 3 4

1 1 1 1
2 3 4 5
1 1 1 1
3 4 5 6
1 1 1 1
4 5 6 7

1 16 120 240 140

120 1200 2700 1680

240 2700 6480 4200

140 1680 4200 2800

−   − −   
   − −   =   − −   
   − −     

  

  ú  .الحلوبذا يتمّ 
  
J1 في حالة 17. التمرين m≤ 1، نضع[ ]m mE X−= ℂ  فضاء كثيرات الحدود العقدية التي لا

1m لىتزيد درجتها ع ). وليكن فيما يلي − , )n m  2من∗ℕ.  

nعنصراً من  kليكن  1. m+ℕ نعرّف العنصر ،ke  منn mE E× يأتيكما :  

( , 0) : 1

(0, ) :

n k

k n m k

X k n
e

X n k n m

−

+ −

 ≤ ≤= 
 < ≤ +

  

)1أثبت أنّ الجملة  )k k n me ≤ ≤ +=E  أساس للفضاءn mE E×.  

ليكن كثيرا الحدود 2.
0

m
k

k
k

P a X
=

= و ∑
0

n
k

k
k

Q b X
=

= 1mEمن  ∑ 1nEو + على  +

0maالتوالي. نفترض أنّ  0nbو ≠   نضعو  ،≠

( ) ( ) ( ) ( ) ( )W S X P X T X Q XΦ = +  

)وذلك أياً كان  )( ), ( )W S X T X=  منn mE E×.  

nتطبيق خطّي من  Φأثبت أنّ  1 mE E×  إلىn mE +.  

)ليكن  2 ) gcd( ( ), ( ))X P X Q X∆ كثيريَ الحدود القاسم المشترك الأعظم ل =
P وQ ولتكن ،deg ( )d X=   . نضع∆

1( ) ( ) ( )P X X P X= )1  و  ∆ ) ( ) ( )Q X X Q X= ∆  
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)1أثبت أنّ  � )P X 1و( )Q X .أوّليان فيما بينهما  
 أثبت أنّ  �

( ){ }1 1ker ( ) ( ), ( ) ( ) : ( ) dX Q X X P X X Eλ λ λΦ = − ∈  
dimواستنتج قيمة  ker Φ.  

1 ليكن الأساس 3 2( , , , ,1)n m n mX X X+ − + −=F nللفضاء … mE  كتبا . +
mat( , , )Φ E F ُاستنتج أنّ رتبة المصفوفة . ثم ( , )M P Q  من( )n m+M ℂ  المبينّة

  .فيما يأتي

11

1

1 11 1

0 1 1 0 1 1

0 0

1

0 1 0 1

0 0

0 00 0

00

0 0

0 0 0 0

nm

n nm m

m

nm

n nm m

m n

mn
ba

b ba a

a

ba
b b ba a a

a a a b b b

a b

b

a a b b
a b

−−

−

−−

− −

















 

��� ������������������������������
⋯ ⋯⋯ ⋯

⋱ ⋮⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮⋮ ⋱ ⋱ ⋮

⋮ ⋱⋮ ⋮ ⋱

⋮

⋱ ⋮ ⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋮ ⋱
⋯ ⋯ ⋯ ⋯
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  نّ إ. أي Qو Pتساوي درجة المضاعف المشترك الأصغر لكثيريَ الحدود 
( )rg ( , ) deg lcm( ( ), ( ))M P Q P X Q X=  

)ونضع  ،نحتفظ برموز السؤال السابق3. , ) det ( , )P Q M P Q=R ّأثبت أن .P وQ 
)ان فيما بينهما إذا وفقط إذا كان أوليّ  , ) 0P Q ≠R.  

)العدد  P مميز كثير حدودنسمّي 4. ) ( , )P P P ′=D Rاحسب . ( )PD  في الحالة
)3الخاصّة  )P X X aX b= + )واستنتج شرطاً لازماً وكافياً على  + , )a b  حتى تقبل
)المعادلة  ) 0P X   جذراً مضاعفاً. =

2aXأثبت أنّ شرطاً لازماً وكافياً حتى يقبل  5. bX c+ 2aو + X b X c′ ′ ′+ + 
  جذراً مشتركاً هو 

2( ) ( ) ( )ac ca ab ba bc cb′ ′ ′ ′ ′ ′− = − ⋅ −  
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)أياً كان كثير الحدود  2.تفظ برموز السؤال نح 6. )U X  و العددa منℂ نرمز بالرمز ،
( )( )a U Xτ  إلى كثير الحدود( )U X a+نتأمّل التطبيقات الخطيّة التالية: . ثم   

1

2

: : ( , ) ( ( ), ( )),

: : ( , ) ( ) ( )( ) ( ) ( ),

: : ( ),

: : ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )( ).

n m n m a a

n m n m a

n m n m a

n m n m a

E E E E S T S T

E E E S T S X P X T X Q X

E E U U

E E E S T S X P X T X Q X

τ τ

τ

τ

τ

− −

+ −

+ +

+

Ψ × → ×

Φ × → +

Θ →

Φ × → +

֏

֏

֏

֏

  

2أثبت أنّ  1 1Φ = Θ Φ Ψ�   ، واستنتج أنّ �
( , ( )) ( ( ), )a aP Q P Qτ τ−=R R  

)احسب  2 , )R P X ثم أثبت أن ،( )( , ) ( 1) 0 ( , )mP XQ P P Q= −R R.  
  لإثبات المساواة 61. فدْ مناست 3

( ,( ) ) ( 1) ( ) ( , )mP X a Q P a P Q− = −R R  
أثبت أن  4

1 1
( , ( )) ( 1) ( )

n n
nm

k k
k k

P X Pα α
= =
Π − = − ΠR : واستنتج المساواة ،  

1 1 1
1

( ( ), ( )) ( 1) ( )
m n

nm
k k k j

k k j m

k n

X Xβ α α β
= = ≤ ≤

≤ ≤

Π − Π − = − Π −R.  

  الحـل

nمن  k في حالة نعرّف 1. m+ℕ العنصر ،ke  منn mE E×   يأتيكما :  
( ,0) : 1

(0, ) :

n k

k n m k

X k n
e

X n k n m

−

+ −

 ≤ ≤= 
 < ≤ +

  

  عندئذ نلاحظ أنّ 
1 1

1 0 0

,
n m n m

k k
k k n k n m k

k k k

a e a X a X

+ − −

− + −
= = =

  =    
∑ ∑ ∑  

  وعليه فإنّ 
1 1

1 0 0

1 2

0 0 0

0

n m n m
k k

k k n k n m k
k k k

n m

a e a X a X

a a a

+ − −

− + −
= = =

+

             = ⇒ = ∧ =                 
⇒ = = = =

∑ ∑ ∑

⋯
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)1ثبت أنّ الجملة وهذا ي )k k n me ≤ ≤ +=E  أساس للفضاء حرةّ، فهيn mE E× لأنّ عدد ،
  حدودها يساوي بعُد الفضاء.

ليكن كثيرا الحدود 2.
0

m
k

k
k

P a X
=

= و ∑
0

n
k

k
k

Q b X
=

= 1mEمن  ∑ 1nEو + على  +

0التوالي. نفترض أنّ  ma≠ 0و nb≠،  نضعو  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )W S X P X T X Q XΦ = +  

) وذلك أياً كان ( ), ( ))W S X T X=  منn mE E×.  

nتطبيق خطّي من  Φمن الواضح أنّ التطبيق  21. mE E×  إلىn mE +.  

)gcdالقاسم المشترك الأعظم  ∆لنعرّف إذن  22. , )P Q  لكثيرَي الحدودP وQ،  ولتكنd 
degdأي  ∆درجة كثير الحدود  = كما   1Qو 1Pعندئذ يمكننا أن نعرّف كثيرَي الحدود . ∆

  :يأتي

1( ) ( ) ( )P X X P X= )1  و  ∆ ) ( ) ( )Q X X Q X= ∆  

  كان   ـمّاول �

( ) ( )1 1 1 1gcd( , ) gcd , gcd ,P Q P Q P Q∆ = = ∆ ∆ = ∆  

)استنتجنا أنّ  )1 1gcd , 1P Q   ان فيما بينهما.أوّليّ  1Qو 1P، أي إنّ =

)لنفترض أنّ  � ( ), ( ))W S X T X=  ينتمي إلىkerΦ  عندئذ يكون  

( ) ( ) ( ) ( )S X P X T X Q X= −  

  ،∆أو، بعد الاختصار على 

1 1( ) ( ) ( ) ( )S X P X T X Q X= −  
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1استنتجنا أنّ  1Qوهو أوّلي مع  1TQيقسم  1Pكان   ـمّاول |P T  فيوجد كثير حدودλ  قيحُق

1T Pλ=  1وعندئذ يكونS Qλ= 1T. ونستنتج من المساواة − Pλ=  ّأن  

1deg deg degP T mλ + = <  
1degولكن  deg degP P m d= − ∆ = deg، إذن − m d mλ + − أو  >

deg dλ   ويحُقق dEينتمي إلى  λ، أي يوجد >

1 1( ( ) ( ), ( ) ( ))W X Q X X P Xλ λ= −.  

)وبالعكس، ينتمي كل عنصر من الصيغة  )1 1( ) ( ), ( ) ( )X Q X X P Xλ λ− ،حيث λ  من

dE الجزئي ، إلى الفضاءkerΦ ّوهكذا نكون قد أثبتنا أن .  

( ){ }1 1ker ( ) ( ), ( ) ( ) : ( ) dX Q X X P X X Eλ λ λΦ = − ∈  

1ح أنّ التطبيق كان من الواض  ـمّاول 1( , )Q Pλ λ λ−֏  تقابلٌ خطّي بينdE  وkerΦ 
  استنتجنا أنّ 

dim ker dim dE dΦ = =  
1 ليكن الأساس �2. 2( , , , ,1)n m n mX X X+ − + −=F nللفضاء … mE   عندئذ . +

( ) : 1
( )

( ) :

n j

j n m j

X P X j n
e

X Q X n j n m

−

+ −

 ≤ ≤Φ = 
 < ≤ +

  

  ومن ثمَّ 

0

0

: 1

( )

:

m
n k j

k
k

j n
n m k j

k
k

a X j n

e

b X n j n m

+ −

=

+ + −

=

 ≤ ≤Φ = 
 < ≤ +

∑

∑
  

  أو

: 1

( )

:

j m
n m i

j m i
i j

j j
n m i

j i
i j n

a X j n

e

b X n j n m

+
+ −

+ −
=

+ −
−

= −

 ≤ ≤Φ = 
 < ≤ +

∑

∑
  



 تمرينات 243

)إذن  ) ( )mat , , ,M P QΦ =E F  المصفوفة إذ عرّفنا( , )M P Q من( )n m+M ℂ   كما
  يلي :

  

  عليه فإنّ و 
( )rg , rg dim dim kern mM P Q E n m d+= Φ = − Φ = + −  

  ولكن نعلم أنّ 
deg deg deg lcm( , )n m d PQ P Q+ − = − ∆ =  

)gcdو PQلأنّ كثيريَ الحدود  , )lcm( , )P Q P Q شريكان. إذن  
rg ( , ) deg lcm( , )M P Q P Q=  

)ونضع  ،نحتفظ برموز السؤال السابق 3. , ) det ( , )P Q M P Q=R.  يكون كثيرا الحدودP 
degإذا كان   فيما بينهما إذا وفقطينأوليّ  Qو 0d = ∆ نّ رتبة المصفوفة = ، وهذا يكافئ أ

( , )M P Q  من( )n m+M ℂ  تساويn m+ .دها لا يساوي الصفرا قلَوبة، أو إنّ محدّأي إ ،
  وعليه نرى أنّ 

)P وQ أوّليّان فيما بينهما( ( , ) 0) (P Q ≠ ⇔R  

  

1 1

11

1 1 1 1

0 1 1 0 1 1

0 0

1

0 10 1

00

0 0 0 0

0 0

( , )

0 0

0 00 0

m n

m m n n

nm

m n

m m n n

m n

n m

a b

a a b b

ba

a b

a a a b b b
M P Q

a a a b b b

a b

b

b ba a

ba

− −

−−

− −

− −

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 =
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) العددَ  P دودالحنسمّي مميز كثير 4. ) ( , )P P P ′=D R.  
)إذا كان  � ) 0P =D  ّاستنتجنا أنP وP ليسا أوّليين فيما بينهما، فلهما قاسم مشترك  ′

Xمن الدرجة الأولى، وليكن  α−  ّن )وهذا يقتضي أ ) ( ) 0P Pα α′= أي إنّ  =
 .جذراً مضاعفاً  Pلكثير الحدود 

X، استنتجنا أنّ Pجذراً مضاعفاً لكثير الحدود  αوبالعكس، إذا كان  � α−  ًيقسم كلا
Pو Pمن  Pو P، وهذا يقتضي أنّ كثيريَ الحدود ′ ′  ين فيما بينهما، أي ليسا أولي

( ) 0P =D. 

  إذن لقد أثبتنا أنّ 
)P  ًيقبل جذراً مضاعفا( ( ) 0) (P = ⇔D  

)لنحسب على سبيل المثال المميز  )PD  3في حالة( )P X X aX b= +   . في الحقيقة، إنّ +
1 3

1 3
0 0 0

1 0 3 0 0 0
0 1 0 3 0

0 0 3 0 0 3
0 0 3( ) det det 3 det

0 0 0
0 0

0 0 0 0
0 0 0

1 3 0 0 3 0 3

det 0 3 det 0 9 det 0

0 0 0 0

aa
a aP

a a b a a
b a a

b a b a
b a

a a

a a a b a b a

b a a

 
     
     
     
     = = +     
     
     
          

   
   
   = − +   
   
      

D

3 3 3 2 3 22 3 9( 3 ) 4 27

b a

a a a b a b

 
 
 
 
 
  

= − − + − = −

  
  وعليه

3 3 2( ) 4 27X aX b a b+ + = −D  

3وتقبل المعادلة  0X aX b+ + 3جذراً مُضاعفاً إذا وفقط إذا كان  = 227 0a b− =.  
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2P كثيرا الحدود  يقبل 5. aX bX c= + 2Qو + a X b X c′ ′ ′= + جذراً مشتركاً  +
)ن إذا وفقط إذا لم يكونا أوّليين فيما بينهما، أي إذا وفقط إذا كا , ) 0P Q =Rولكن .   

0 0 0 0

0 0
( , ) det det

0 0

0 0 0

0 0 0
det

det

a c

a c
a c

a c

a c

a c
a c

a c

a a a a

b a b a c c
P Q

c b c b c b c b

c c b a b a

a

c

c b c c b b

b a b b a a

c c b b
ac

b b a a

′ ′

′ ′

′ ′

′ ′

   ′ ′
   
   ′ ′ ′
   = = −   ′ ′ ′ ′   
   ′ ′ ′      

 
 
 
 = −  ′ ′− − 
 ′ ′− −  

 ′ ′− −= −  ′ ′− − 

R

2

det

( )( ) ( )

ac a c cb c b

ab a b ca c a

ab a b cb c b ca c a





 ′ ′ ′ ′− −
 = −  ′ ′ ′ ′− −  

′ ′ ′ ′ ′ ′= − − − −  

  .إثبات المطلوبوبذا يتم 

)أياً كان كثير الحدود و  2.تفظ برموز السؤال نح 6. )U X  والعددa من ℂ نرمز بالرمز ،
( )( )a U Xτ  إلى كثير الحدود( )U X a+ :ثم نتأمّل التطبيقات الخطيّة التالية .  

1

2

: : ( , ) ( ( ), ( )),

: : ( , ) ( ) ,

: : ( ),

: : ( , ) ( ).

n m n m a a

n m n m a

n m n m a

n m n m a

E E E E S T S T

E E E S T S P T Q

E E U U

E E E S T S P T Q

τ τ

τ

τ

τ

− −

+ −

+ +

+

Ψ × → ×

Φ × → × + ×

Θ →

Φ × → × + ×

֏

֏

֏

֏

  

  



 246 المحددات وجمل المعادلات الخطيّة

)ليكن  61. , )W S T=  عنصراً منn mE E× عندئذ  

1 1

2

( ) ( ( ), ( ))

( ( ) ( ) ( ) )

( ( ( )))

( ) ( )

a a

a a a

a a

a

W S T

S P T Q

S P T Q

S P T Q W

τ τ

τ τ τ

τ τ

τ

− −

− − −

−

Θ Φ Ψ = Θ Φ

= Θ × + ×

= Θ × + ×

= × + × = Φ

� � �

  

2وهذا يثُبتُ أنّ  1Φ = Θ Φ Ψ�   . إذن�

2 1mat( , , ) mat( , , ) mat( , , ) mat( , , )Φ = Θ ⋅ Φ ⋅ ΨE F F F E F E E  

)matولكن نرى مباشرة أنّ المصفوفتين  , , )Θ F F وmat( , , )Ψ E E  مصفوفتين مثلثّيّتين ثوابت
  ئيسيّين تساوي جميعاً الواحد، إذنقطريهما الر 

2 1detmat( , , ) detmat( , , )Φ = ΦE F E F  

  ولكن

1mat( , , ) ( ( ), )aM P Qτ−Φ =E F   2وmat( , , ) ( , ( ))aM P QτΦ =E F  

  إذن

det ( ( ), ) det ( , ( ))a aM P Q M P Qτ τ− =  

  أو

( , ( )) ( ( ), )a aP Q P Qτ τ−=R R   

  في الحقيقة، نلاحظ أنّ  62.

1

0

0

1

1 0 0

0 1

0
( , ) det ( 1) ( 1) (0)

1 0

0 1

0 0

m

m

m m

a

a

P X a P

a

a

−

 
 
 
 
 
 = = − = − 
 
 
 
 
  

R

⋯ ⋯

⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ ⋮

⋮ ⋮ ⋱

⋯
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  ومن جهة أخرى

  
  مباشرة أنّ فإذا نشرنا محدد هذه المصفوفة وفق السطر الأخير وجدنا 

( , ) ( 1) (0) ( , )mP XQ P P Q= −R R  

  لدينا ℂمن  aأنهّ في حالة  61.لقد وجدنا في  63.

( , ( )) ( ( ), )a aP Q P Qτ τ−=R R  
  وعليه يكون

( ),( ) ( , ( ( )))

( ( ), ( ))

( 1) ( ( )(0)) ( ( ), ( ))

( 1) ( ) ( ( ), )

( 1) ( ) ( , )

a

a

m
a a a

m
a a

m

P X a Q P XQ X a

P XQ X a

P P Q

P a P Q

P a P Q

τ

τ

τ τ τ

τ τ

−

−

− = +

= +

= −

= −

= −

R R

R

R

R

R

�

  

  وأخيراً 
( ,( ) ) ( 1) ( ) ( , )mP X a Q P a P Q− = −R R  

  أنّ  nتتيح لنا الخاصّة السابقة أن نثبتَ بالتدريج على العدد  64.

1 1

, ( ) ( 1) ( )
n n

mn
k k

k k

P X Pα α
= =

   − = −   
∏ ∏R  

1 1

1 1

1 1 0 1

0 1 1 0 1

0

0

0 1

0

0

1

0 0 0 0

0 0

( , )
0

0 0 0

0

0 0 0 0 0

m n

m m n n

m n

m n

m m n n

m n

a

n m

a b

a a b b

a b

a b

a a a b b b
M P XQ

a a a b b

a

b

a a b

− −

− −

− −

− −

+

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

=  
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  ومن ثمَّ يكون

1 1 1 1

( ), ( ) ( 1) ( )
m n n m

mn
j k k j

j k k j

X Xβ α α β
= = = =

   − − = − −   
∏ ∏ ∏∏R  

  ú  المطلوب. وهو
  
J18. التمرين   

. I تشبيشِڤ نذكّر أنّ كثيرات حدود .مقدّمة Tchebychev  من النوع الأوّل هي كثيرات
)الحدود  )n nT ∈ℕ المعرفّة بالخاصّة  

  ( ), cos cosnT nθ θ θ∀ ∈ =ℝ  �  

)من النوع الثاني فهي كثيرات الحدود  تشبيشڤأمّا كثيرات حدود  )n nU ∈ℕ  المعرّفة كما
  :يأتي

  1
1

,
1n nn U T

n
+′∀ ∈ =

+
ℕ  
  

  أنّ  أثبت 1.

  ( )
( )( )sin 1

, cos
sinn

n
U

θ
θ θ

θ

+
∀ ∈ =ℝ  �  

  أثبت أيضاً أنّ  2.
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1

1 1

, 2

2

n n n

n n n

n T X XT X T X

U X XU X U X

∗
+ −

+ −

∀ ∈ = −

= −

ℕ
  

  ؟ nU دودمجموعة جذور كثير الح nZماذا تقول عن  3.

  أثبت أنّ  4.
  ( ) 2

1 1 1, , k m k m k mm k m k U U U U U+ + − −∀ ∈ ≤ ⇒ − =ℕ  �  

  أثبت أيضاً أنّ  5.

  ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1
1 1

0

2
n

n n n n
k k

k

U X U Y U X U Y
U X U Y

X Y

−
− −

=

−
=

−∑  �  

  ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
2

1 1
0

2
n

k n n n n
k

U Y U Y U Y U Y U Y
−

− −
=

′ ′= −∑  �  
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. II  لتكنn  من∗ℕ ولنتأمّل المصفوفة المربعّة .( )n ijA a=  من( )( )n XM ℂ  المعرّفة كما
  : يأتي

2 :

1 : 1

0 : 1

ij

X i j

a i j

i j

=

 = − =
 − >

   

)أثبت أنّ  1. ) ( )det n nA U X= . 

)نتأمّل المصفوفة المربعّة  2. )n ijL = ℓ  من( )( )n XM C : المعرفّة كما يلي  
1 1jj j

ij i i
j

U

U
δ δ

− += +ℓ  

)وكذلك المصفوفة القطريةّ  )n ijD d=  من( )( )n XM K : المعرفّة كما يلي  

1

1

:

0 :

j

j j
jij i

j

U
i jU Ud

U
i j

δ −

−

 == = 
 ≠

  

jهنا 
iδ  في حال  0في حال تساوي الدليلين ويساوي  1هو رمز كرونيكر الذي يساوي

tأثبت أنّ تلافهما. اخ
n n n nA L D L=.  

)نتأمّل المصفوفة المربعّة  3. )n ijT t=  من( )( )n XM ℂ : المعرفّة كما يلي  

( )
1

1
1 :

0 :

jj i

iij

U
j i

Ut

j i

−−

−

 − ≤= 
 >

  

1أثبت أنّ 
n nT L−= ّواستنتج أن .  

( )( )
( ) 2

1
1

,

1
1

n

i j
n n i j i j

i jn

A U U
U

− +
− ∨ ∧ −

∈
= − ⋅

ℕ
  

)وقد رمزنا  )min ,i j i j∧ )و = )max ,i j i j∨ =.  
) نتأمّل الشعاع 4. ) ( ) ( ) ( )[ ]0 1 1, , , ,t

n i nY U Y U Y U Y− −=V … ….  

)احسب المقدار � ) ( )t
n nα βV V  عندمل يكونα وβ  عنصرين منnZ. 

)احسب المقدار  � )n nA YV. 
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 استنتج أنّ الجملة �
22(1 )

1
( )

n

nn
V

α

α

α
−

+
∈

    
Z

جملةٌ متعامدة نظاميّة من الأشعّة  

 . nAالذاتيّة للمصفوفة 
)لتكن المصفوفتان  � )n ijP p=  و( )n ijλΛ   المعرفّتين كما يلي : =

( )2
sin

1 1ij

ij
p

n n

π
= ⋅

+ +
)و  )( )2 cos

1
j

ij i

j
X

n

π
λ δ= +

+
  

1tPأنّ ستنتج ا P P−= nوأنّ  .= n n nA P P= Λ.  

1في حالة ه استنتج من الدراسة السابقة أنّ  5. i j n≤ ≤   لدينا ≥
( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

11 1

1 1

sin sin1

1 cos

ip jpn
n j in n

p
np n

U X U X

n U XX

π π

π
− −+ +

= +

=
+ −

∑  

  هل يمكنك إثبات هذه النتيجة بأسلوب آخر ؟ 6.

  الحـل

. I  من النوع الأوّل هي كثيرات الحدود  تشبيشِڤنذكّر أنّ كثيرات حدود( )n nT ∈ℕ المعرفّة بالخاصّة  
  , (cos ) cosnT nθ θ θ∀ ∈ =ℝ  �  

)أمّا كثيرات حدود من النوع الثاني فهي كثيرات الحدود  )n nU ∈ℕ : المعرّفة كما يلي  

  1

1
,

1n nn U T
n

+
′∀ ∈ =

+
ℕ  
  

cos)1هذا ونستنتج من اشتقاق المتطابقة  1. ) cos( 1)nT nθ θ+ =   أنّ  +

  sin(( 1) )
, (cos )

sinn

n
U

θ
θ θ

θ

+
∀ ∈ =ℝ  �  

cosnωهذا ونستنتج من كون  ω֏ وsin(( 1) )

sin

n ω
ω

ω

+
  تابعين تحليليين أنّ  ֏

, (cos ) cosnT nω ω ω∀ ∈ =ℂ  وsin(( 1) )
, (cos )

sinn

n
U

ω
ω ω

ω

+
∀ ∈ =ℂ  
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  كما نستنتج من الخاصّة2.
, cos( 1) cos( 1) 2 cos cos

sin( 2) sin 2 cos sin( 1)

n n n

n n n

θ θ θ θ θ

θ θ θ θ

∀ ∈ + + − =

+ + = +

ℝ  

  أنّ 

1 1

1 1

, ( ) 2 ( ) ( )

( ) 2 ( ) ( )
n n n

n n n

n T X XT X T X

U X XU X U X

∗
+ −

+ −

∀ ∈ = −

= −

ℕ  

)إذن تحُقق المتتاليتان  )n nT ∈ℕ  و( )n nU ∈ℕ فان إلا في شرطَي العلاقة التدريجيّة نفسها، ولا تختل
  إذ إنّ  ،البدء

0 11,T T X= 0و    = 11, 2U U X= =  

1ونصطلح عادة  0U− )فتكون العلاقة التدريجيّة التي تعرّف  = )n nU ∈ℕ  صحيحة بدءاً من
0n =.  

  هي ℕ∗من  nفي حالة  nUأنّ مجموعة جذور كثير الحدود  �نستنتج من المساواة 3.

cos :
1n n

k
k

n

π     = ∈   +   
Z ℕ  

  .0وهي مجموعة متناظرة بالنسبة إلى 
  واستناداً إلى العلاقة التدريجيّة لدينا 4.

1 1

1 1

1 1

1 1

2
det det

2

det det

k k k k k

m m m m m

k k k k

m m m m

U U U XU U

U U U XU U

U U U U

U U U U

+ +

+ +

− −

− −

   −
   =   −      

   
   = − =   
      

  

)وهذا يثُبتُ أنهّ في حالة  , )m k  2منℕ حيث m k≤ لدينا  

1 1
1

1 1 0

det detk k k m k m
k m

m m

U U U U
U

U U U U

+ − + −
− −

+

   
   = = −   
      

  

  أو

  2
1 1 1( , ) , k m k m k mm k m k U U U U U+ + − −∀ ∈ ≤ ⇒ − =ℕ  �    
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  كان  ℕمن  kومن جهة أخرى، أياًّ كان  5.

1 1

1 1

( ) ( ) 2 ( )

( ) ( ) 2 ( )
k k k

k k k

U X U X XU X

U Y U Y YU Y

+ −

+ −

+ =

+ =
  

)المقدار في فإذا ضربنا المعادلة الأولى  )kU Y  المقدار في والثانية( )kU X  وطرحنا المعادلتين الناتجتين
  وجدنا

1 2( ) ( ) ( )k k k kS S X Y U X U Y−− = −  
1وقد عرفّنا  1( ) ( ) ( ) ( )k k k k kS U X U Y U X U Y+ +=   وبجمع هذه العلاقات نجد .−

  
1

1 1

0

( ) ( ) ( ) ( )
2 ( ) ( )
n

n n n n
k k

k

U X U Y U X U Y
U X U Y

X Y

−
− −

=

−
=

−
∑  �  

1أنّ ألمقدار  وبملاحظة 1( ) ( ) ( ) ( )n n n nU X U Y U X U Y

X Y

− −−

−
  يُكتب بالصيغة 

1 1
1

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )n n n n

n n

U X U Y U X U Y
U Y U Y

X Y X Y

− −
−

− −
−

− −
  

  نستنتج مما سبق أنّ 

  
1

2
1 1

0

2 ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )
n

k n n n n
k

U Y U Y U Y U Y U Y

−

− −
=

′ ′= −∑  �  

. II  لتكنn  من∗ℕتأمّل المصفوفة المربعّة .  ولن( )n ijA a=  من( ( ))n XM K  المعرفّـة كمـا
  : يأتي

2 :

1 : 1

0 : 1
ij

X i j

a i j

i j

=

 = − =
 − >

أي         
 2 1 0 0

1 2 1
0 1 0

1
0 0 1 2

n

X

X

A

X

 
 
 
 =  
 
 
    

)نرمز بالرمز ل 1. )n X∆  د المصفوفة إلى محدnA ّعندئذ نلاحظ أن . 

1( ) 2X X∆ 2و    =
2( ) 4 1X X∆ = −  

3nونلاحظ بنشر المحدد السابق وفق العمود الأوّل، في حالة    أنّ  ≤

1 2( ) 2 ( ) ( )n n nX X X X− −∆ = ∆ − ∆  
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)0فإذا عرّفنا اصطلاحاً  ) 1X∆ )كانت المتتالية   = ( ))n nX ∈∆ ℕ   هي المتتالية التدريجيّة المعرّفة
  كما يلي :

0 1

1 2

( ) 1, ( ) 2 ,

2, ( ) 2 ( ) ( )n n n

X X X

n X X X X− −

∆ = ∆ =

∀ ≥ ∆ = ∆ − ∆

  

)ت اإذن ترتبط المحدد ( ))n nX ∈∆ ℕ  من النوع الثاني بالعلاقة تشبيشِڤبكثيرات حدود  

, ( ) ( )n nn X U X∀ ∈ ∆ =ℕ  

)لنتأمّل المصفوفة المربعّة  2. )n ijL = ℓ  من( ( ))n XM ℂ : المعرفّة كما يلي  

{ }

1 11

1 :

: 1

0 : , 1

j jj j
ij i i

j j

i j

U U
i j

U U

i j j

δ δ
− −+

 == + = = +
 ∉ +

ℓ  

)ولنتأمّل كذلك المصفوفة القطريةّ  )n ijD d=  من( ( ))n XM ℂ ّيأتية كما المعرف:  

1
1

:

0 :

j
j j

ij i j
j

U
U i j

d U
U

i j

δ
−

−

 == = 
 ≠

  

jهنا 
iδ  في حال  0ويساوي  ،في حال تساوي الدليلين 1هو رمز كرونيكر الذي يساوي

  اختلافهما. أي
 1

0 0

21

1 1

2

2

11

1 0 0
0 0

1
0

0 ,

01 0

0 00 0 1

n n

nn

nn

U
U U

UU
U UL D
U

UU

UU
−

−−

   
   
   
   
   
   = =   
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)لتكن  , )i j  2من
nℕ ّعندئذ نجد أن ،  

( ) 2,

1 11 1

1

1 1 1 11

1

2

1

[ ]

n n

n

n

t
n n n ij ir rm jm im mm jm

r m m

m m m mm m m
i i j j

m m mm

m m m m m m m mm m
i j i j i j i j

m mm

j jj
i

j

L D L d d

U U U

U U U

U U

U U

U U

U

δ δ δ δ

δ δ δ δ δ δ δ δ

δ

∈ ∈

+ +− −

−∈

+ + + +−

−∈

−

−

= =

     = + +       

  = + + +   

 +  =  

∑ ∑

∑

∑

ℕ ℕ

ℕ

ℕ

ℓ ℓ ℓ ℓ

1 1j j
i iδ δ+ −+ +

  

1الاصطلاح  وفق 0U− =.  
)ولكن بالاعتماد على العلاقة التدريجيّة التي تحُققها المتتالية  )n nU ∈ℕ  ّنرى مباشرة أن  

2 12j j jU U XU− −+ =  
  إذن

2 1 1( , ) , [ ] 2t j j j
n n n n ij i i ii j L D L Xδ δ δ+ −∀ ∈ = + +ℕ  

  وهذا يثُبتُ أنّ 
t

n n n nA L D L=  

)لنتأمّل المصفوفة المربعّة  3. )n ijT t=  من( ( ))n XM ℂ : المعرفّة كما يلي  

1

1

( 1 ) :

0 :

jj i

ij i

U
x j i

t U

j i

−−

−

 − ≤= 
 >

  

  أي

 

( )

0

1

0 1

2 2

1
0 3 2

1 1 1

1 0 0

1

1

1 0

1
1

n

n
n n

n n n

U

U
U U

T U U

U U U

U U U

−
− −

− − −

 
 
 − 
 
 − =  
 
 
 
 −
 −
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)لتكن  , )i j  2من
nℕ ،تحُقّق الشرط j i≤ عندئذ  

1 11

1 1 1

1 11 1

1 11 1

1 11

1 1

( 1)

( 1) ( 1)

( 1) ( 1)

n i
jk i j jk

n n ik kj k kij
k k i j

i i
jk i j k i jk k

k k
k ki i j

j j jj i j i

i i

UU
T L t

U U

UU U

U U U

U U U

U U

δ δ

δ δ

−− +−

= = −

−− − +− −

= =− −

− −− + −

− −

     = = − +       
    = − + −       

= − + −

∑ ∑

∑ ∑

ℓ

1

1

(1 )

( 1)

j
i

j

jj i j j
i i

i

U

U

U

δ

δ δ
−−

−

−

= − =

  

  سفليتين استنتجنا مما سبق أنّ  مصفوفتين مثلّثيتّين nTو nLكانت المصفوفتان   ـمّاول
1

n nT L−=  
  وهكذا نرى أنّ 

1 1t
n n n n nA B T D T− −= =  

1والمصفوفة 
nA
  مصفوفة متناظرة.  −

) كن إذنيل , )i j  ً2من عنصرا
nℕ يحُقّق الشرط j i≤، عندئذ   

( ) 2,

11

1

1 1
1

1 1

( 1) ( 1)

1
( 1)

n

n pi qj pi qjij
i p n j q npq pqp q

ji j p q qi
p

i p n j q n p q

i j
i j

i p n p p

B t t t t
d d

UU

U U

U U
U U

δ

≤ ≤ ≤ ≤∈

−+ + −

≤ ≤ ≤ ≤ −

+
− −

≤ ≤ −

  = = 

= − −

= − ×

∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑

ℕ

  

1kتساوي  mفي الحالة الخاصّة الموافقة لقيمة  �وبالاستفادة من العلاقة    نجد −
2

1 1, 1k k kk U U U∗
+ −∀ ∈ − =ℕ  

  وينتج من ذلك أنّ 

1

1 1

1
, kk

k k k k

UU
k

U U U U

+∗

− −

∀ ∈ − =ℕ  
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  إذن

1

1 1

1
,

n
ni

n
k i k k i n

UU
i

U U U U

+

= − −

∀ ∈ = −∑ℕ  

)العنصر كن يوعليه، مهما  , )i j  2من
nℕ  الذي يحقّقj i≤ يكن  

( )

1
1 1

1

1
1 1

[ ] ( 1)

( 1)

ni j i
n ij i j

i n

ji j
n i n i

n

UU
B U U

U U

U
U U U U

U

++
− −

−

−+
+ −

  = − × −   

= − −

  

kوأخذ  �وبالعودة إلى  n= 1وm i=   نجد −

1
[ ] ( 1)

j n ii j
n ij

n

U U
B

U

− −+= −  

  مصفوفة متناظرة استنتجنا أنّ  nBفإذا تذكّرنا أنّ 

( ) 2

1
1 ( , )

1
( 1)

n

i j
n n i j i j i j

n

A U U
U

− +
− ∨ ∧ − ∈

= − ⋅
ℕ

  

)minوقد رمزنا  , )i j i j∧ )maxو = , )i j i j∨ =.  
 لنتأمّل الشعاع 4.

0

1

1

1

( )

( )

( )
( )

( )

n
i

n

U Y

U Y

Y
U Y

U Y

−

−

 
 
 
 
 
 =  
 
 
 
 
  

V
⋮

⋮

  

  عندئذ نلاحظ أنّ 

0 1

1 1

1 1

2 ( ) ( )

( ) ( ) 2 ( )( )

( ) ( ) 2 ( )

i i in n

n n n

XU Y U Y

U Y U Y XU YA Y

U Y U Y XU Y

− +

− +

 +
 
 
 
 + +=  
 
 
 

+ +  

V

⋮

⋮
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  نجد بالاستفادة من العلاقة التدريجيّةو 

0(2 2 ) ( )

(2 2 ) ( )( ) 2( ) ( )

(2 2 ) ( )

in n n

n

X Y U Y

X Y U YA Y X Y Y

X Y U Y

 +
 
 
 
 += = + 
 
 
 

+  

V V

⋮

⋮

  

  عندئذ  nUمجموعة جذور كثير الحدود  nZعنصران من  βو αولكن لنفترض الآن أنّ 
1

0

( ) ( ) ( ) ( ) 0
n

t
n n k k

k

U Uα β α β

−

=

= =∑V V  

)ونظراً إلى كون  �وذلك بالاعتماد على المساواة  ) ( ) 0n nU Uα β=  ،. ومن جهة أخرى=
  أنّ  �المساواة  نجد بالاستفادة من

1
2

1
0

1
( ) ( ) ( ( )) ( ) ( )

2

n
t
n n k n n

k

U U Uα α α α α

−

−
=

′= =∑V V  

  كان  ℝمن  θه مهما كانت أنّ  �ونستنتج من اشتقاق طرفي المساواة 
2 sin(( 1) )

(cos )sin ( 1)cos(( 1) ) cos
sinn

n
U n n

θ
θ θ θ θ

θ

+
′− = + + −  

)ومن ثمَّ إذا كان  )1
cos k

n

πα
+

  كان  =

( )
( )

( )

1
1 1

12
11

sin( 1)
( ) ( 1) , ( ) ( 1)

sinsin

kk
n k

n n kk
nn

k
U n U

π

ππ

π
α α

+
+ −

−

++

−−
′ = + = = −  

  وعليه

( )1 2 2
1

1 1 1
( ) ( )

2 2 sin 2(1 )
n n k

n

n n
U U

π
α α

α
−

+

+ +
′ = =

−
  

الجملة  إذن،
22(1 )

1
( )

n

nn
V

α

α

α
−

+
∈

    
Z

. nAجملةٌ متعامدة نظاميّة من الأشعّة الذاتيّة للمصفوفة  

)من  nPلتكن المصفوفة  )nM ℝ ا جملة الأشعّة السابقةالتي أعمد.  
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)تحديداً و  )n ijP p= حيث  

1

2 2
cos sin sin

1 1 1 1 1ij i

j j ij
p U

n n n n n

π π π
−

     = ⋅ ⋅ = ⋅     + + + + +   
  

1tPاستناداً إلى ما سبق نرى مباشرة أنّ  P P−= =.  
)ولتكن المصفوفة القطريةّ  )n ijλΛ )من  = )nM ℝ المعرفّة بالصيغة  

2 cos
1

j
ij i

j
X

n

π
λ δ

   = +     +  
  

nعندئذ يكون لدينا  n n nA P P= Λ.  
1كان   ـمّاول 5. 1

n n n nA P P− −= Λ  ّاستنتجنا أن   

( ) ( )
( )

1 11 1

1
1

sin sin1
[ ]

1 cos

ip jpn
n n

n ij n n n p
p

n

A P P
n X

π π

π

+ +− −

=
+

= Λ =
+ +

∑  

  تاليةفنكون بذلك قد أثبتنا المساواة ال

( ) ( )
( )

11 1

1
1

sin sin ( ) ( )1
( 1)

1 ( )cos

ip jpn
n i j i jn n i j

p
p n

n

U X U X

n U XX

π π

π

− ∨ ∧ −+ + +

=
+

⋅
= −

+ +
∑  

)minوقد رمزنا  , )i j i j∧ )maxو = , )i j i j∨   . وبالاستفادة من الخاصّة الواضحة =
( ) ( 1) ( )n

n nU X U X− = −  
1في حالة  نستنتج أنهّ i j n≤ ≤   لدينا ≥

( ) ( )
( )

11 1

1
1

sin sin ( ) ( )1

1 ( )cos

ip jpn
n j in n

p
p n

n

U X U X

n U XX

π π

π

− −+ +

=
+

=
+ −

∑  

 nUكانت جذور كثير الحدود   ـمّاإثبات النتيجة السابقة بأسلوب آخر. لفي الحقيقة، يمكن 6.

بسيطة استنتجنا بتفريق الكسر 
n

P

U
  أنّ  

( ) ( ) 1
[ ], deg

( ) ( )
nn n

P X P
P X P n

U X U Xα

α

α α∈

∀ ∈ < ⇒ = ⋅
′ −

∑
Z

ℂ  
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cos)وبالاستفادة من عبارة  )nU θ  ّ12نجد بالحساب المباشر أن

1
( ) ( )

1
n n

n
U Tα α

α
+

+
′ = −

−
 

  لدينا nدرجته أصغر تماماً من  Pفي حالة كثير حدود  إذن
2

1

( ) 1 (1 ) ( ) 1

( ) 1 ( )
nn n

P X P

U X n T Xα

α α

α α∈ +

−
= − ⋅

+ −
∑
Z

  

)فإذا تذكّرنا أنّ  ){ }1
cos :k

n nn
kπ

+
= ∈Z ℕ  ّثير حدود ه في حالة كاستنتجنا أنP  درجته

  لدينا nأصغر تماماً من 

( )( ) ( )
( )

1 2
1 1

1 1

( 1) cos sin( ) 1

( ) 1 cos

k k kn
n n

k
kn n

PP X

U X n X

π π

π

+
+ +

= +

−
=

+ −
∑  

)1فإذا اخترنا  ) ( ) ( )n j iP X U X U X− 1في حالة  =− i j n≤ ≤ حصلنا على العلاقة  ≥
 ú  .الإثباتوبذا يتم  المطلوبة.
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  اختزال التطبيقات الخطيّة

  عموميات  1.

}فضاءً شعاعيّاً مختلفاً عن  Eليكن  .تعريف 1-1. تطبيقاً  uن . وليكKعلى حقل تبديلي  0{
)خطيّاً من  )EL للتطبيق الخطّي  قيمة ذاتيّة. نسمّيu كل عنصر ،λ  منK  يجعل

Eu Iλ− ق الشرطغير متباين، أي يحُق  

{ }ker( ) 0Eu Iλ− ≠ 

  ، أسمينا الفضاء الشعاعي الجزئي uقيمة ذاتيّة للتطبيق الخطّي  λوإذا كانت 
ker( )EE u Iλ λ= −  

 الصفريةغير ، وأسمينا العناصر λالموافق للقيمة الذاتية  u طبيق الخطّيتلل الفضاء الذاتي
  .λموافقة للقيمة الذاتيّة  uللتطبيق الخطّي  أشعة ذاتية Eλفي 

)sp ونرمز إليه بالرمز ،يمه الذاتيّةمجموعة ق u طيف التطبيق الخطّيوأخيراً نسمّي  )u :  
{ }sp( ) : ker( ) 0Eu u Iλ λ= ∈ − ≠K  

}فضاءً شعاعياًّ مختلفاً عن  Eليكن  .مبرهنة 2-1. تطبيقاً  uوليكن . Kعلى حقل تبديلي  0{
)خطياًّ من  )EL وأخيراً لتكن .( )

ni iλ ∈ℕ  جماعة من القيم الذاتية المختلفة مثنى مثنى

. عندئذ يكون اموع uللتطبيق الخطّي 
1

k

n

k

Eλ
=
  موعاً مباشراً.مج ∑

  الإثبات

  :الآتيةإلى القضية  nPلنرمز بالرمز 

)أياً كانت الجملة « )
ni iλ ∈ℕ المؤلفّة من n  ًة مختلفة مثنى مثنى للتطبيق يّ ذات قيمة

 ، كان اموعuالخطّي 
1

k

n

k

Eλ
=
  ».مجموعاً مباشراً  ∑

  صحيحة وضوحاً.  1Pالقضيّة 

 الفصل الحادي عشر
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أصغر عدد طبيعي أكبر تماماً من  m، وليكن طأخ kP تكون عنده kلنفترض جدلاً وجود عدد 
). عندئذ توجد جماعة منتهية غير صحيحة mPعنده ، تكون 1 )

mi iλ ∈ℕ  ّمن القيم الذاتية

اموع  عندها ، لا يكونu لتطبيقالمختلفة مثنى مثنى ل
1

k

m

k

Eλ
=
 mمباشراً، ومن ثمَّ، لأنّ عاً مجمو  ∑

2أصغري، يمكن أن نجد عناصر  1, , ,mx x x… تحُقّق   

1

0
m

k
k

x
=

}و    ∑= }, \ 0
km kk x Eλ∀ ∈ ∈ℕ  

  ويكون من ثمَّ 

1 1 1

0 ( )
m m m

k k k k
k k k

u x u x xλ
= = =

 = = = ⋅  
∑ ∑ و   ∑

1

0
m

m k
k

xλ
=

⋅ =∑  

  من ذلك، بالطرح، أنّ ينتج 
1

1

( ) 0
m

m k k
k

xλ λ
−

=

− ⋅ =∑  

ولكنّ اموع 
1

1
k

m

k

Eλ

−

=
  ، إذنmمباشر استناداً إلى تعريف مجموع  ∑

( )1, 0m m i ii xλ λ−∀ ∈ − =ℕ  
  وهذا يقتضي أنّ 

1,m i mi λ λ−∀ ∈ =ℕ  
1 لأنّ الأشعة 1, ,mx x− )ناقض كوْن القيم الذاتيّة، وهذا يصفريةغير  … )

mi iλ ∈ℕ  مختلفة مثنى
  �  .nصحيحة أياً كانت  nP مثنى. نستنتج من ذلك أنّ 

  

} فضاءً شعاعياًّ مختلفاً عن E ليكن .نتيجة 3-1. تطبيقاً  u. وليكن K على حقل تبديلي 0{
)خطيّاً من  )EL موععندئذ يكون ا .

sp( )u

Eλ
λ∈
  مجموعاً مباشراً. ∑

  Kعلى حقل  فضاء شعاعيّ منتهي البعد Eي كل ما يأتي أنّ سنفترض ف 

  .1أكبر أو يساوي  nبعده أن و 
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)طبيقاً خطيّاً من ت u ليكن .تمهيد 4-1. )ELعندئذ لا يتعلّق كثير الحدود .  
( )det mat( , , ) [ ]nu XI X− ∈E E K  

  E.1للفضاء  Eبالأساس 
  الإثبات

ا كان المخطّط ااور لـمّ  .E اءأساسين للفض E′و Eليكن
 أنّ  وجدناتبديلياً، 

1mat( , , ) mat( , , ) ( )u P u P′ ′ −′ ′= × ×E E
E EE E E E  

  ومن ثمَّ 
( ) 1mat( , , ) mat( , , ) ( )n nu XI P u XI P

′ ′ −′ ′− = × − ×E E
E EE E E E  

  وهذا يقتضي أنّ 

( ) ( )

( )

1
det mat( , , ) det det mat( , , )

det

det mat( , , )

n n

n

u XI P u XI
P

u XI

′
′

′ ′− = −

′ ′= −

E
E E

E

E E E E

E E

  

  �  وبذلك يكتمل الإثبات.

 :الآتيصياغة التعريف في هذا التمهيد  يفيدنا  

)تطبيقاً خطيّاً من  u ليكن .تعريف 5-1. )ELنسمّي كثيرَ الحدود .  
( )det mat( , , ) nu XI−E E  

، ونرمز إليه بالرمز uللتطبيق الخطّي  زكثيرَ الحدود المميE ، ما للفضاء  أساسٌ  E يثح
( )u XX.  

)تطبيقاً خطياًّ من  u ليكن .نتيجة  6-1. )EL إنّ القيم الذاتية للتطبيق الخطّي .u   هي جذور
)كثير الحدود المميّز  )u XX لتطبيقل uأي ،  

{ }sp( ) : ( ) 0uu λ λ= ∈ =XK  

                                             
)عنصر من أا بيمكن النظر إلى المصفوفة التي نحسب محدّدها  1 ( ))n XM K، و( )XK  هو حقل الكسور التي ثوابتها في
K  بمتحوّل واحدX.  

 
1

( , ) ( , )

( , ) ( , )

EE

uE E

I I

uE E

−

′ ′

E E

E E
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)تطبيقاً خطياًّ من u : ليكن تعريف7-1. )EL ّة ة الذاتياعفة القيمي رتبة مض. نسمλ  للتطبيق
)كجذر لكثير الحدود   λ، رتبة مضاعفة uالخطّي  )u XX ونرمز إليها بالرمز ،( )um λ .
  فيكون

( ) ( )1( ) ( ) ( ) ( ) ( )|k k
u u um k X X X Xλ λ λ += ⇔ − ∧ −X X�  

) نذكّر بالرمز )jC B الذي يدلّ على العمود ذي الدليل j  في المصفوفةB  من
( )nM K .  

)1الأساس القانوني في  E ليكن )n×M Kنتأمّل في ، ول( )nM K 0 مصفوفتينA 
  خطياً أمكننا أن نكتب−nشكلاً  detEا كان لـمّ . 1Aو

1 2

1 2

1 1 1

0 1 1 2
0 0 0

det( ) det ( ( ), ( ), , ( ))
n

n

j j n j

j j j

A A C A C A C A
= = =

+ = ∑ ∑ ∑ E⋯ …  �  

  التالي: وجهمن أعمدا على ال JA، عرّفنا المصفوفة nℕمجموعة جزئيّة من  Jفإذا كانت 
1

0

( ) : ,
( )

( ) : .

j

j J
j

C A j J
C A

C A j J

 ∈= 
 ∉

  

  بالشكل �نا هذا الرمز الجديد بكتابة العلاقة فيدي
 ( )0 1det( ) det

n

J

J

A A A
⊂

+ = ∑
ℕ

   �  

)det سابلح �ةالعلاق عملنافإذا است )nM XI− 0 بوضع nA XI= 1Aو − M= 
  حصلنا على

card( )
,det( ) ( ) ( ) det

n

n n J
n J J

J

M XI X X M−

∅≠ ⊂

− = − + −∑
ℕ

  

J,يث ح JM  هي المصفوفة المربعّة من المرتبةcard( )Jالتي نحصل عليها من ، M  بعد حذف
  .Jالأعمدة والأسطر التي لا تنتمي أدلتّها إلى 

  وأخيراً نجد

( )
,

1

det( ) ( ) ( ) det
n

k

n
n n k

n J J
k J P

M XI X X M−

= ∈

− = − + −∑ ∑  

)يث ح )n
kP  هي مجموعة أجزاءnℕ  منها التي يساوي عدد عناصر كل k.  
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  :الآتيةهمّة نكون بذلك قد أثبتنا المبرهنة الم
  . عندئذ يكونnمربعّة من المرتبة مصفوفة  Mلتكن  .مبرهنة 8-1.

1

det( ) ( ) ( 1) ( )
n

n n k n k
n k

k

M XI X M Xτ− −

=

− = − + − ⋅∑  

وقد عرفّنا 
( )

,( ) det
n

k

k J J

J P

M Mτ
∈

= )و  ∑ )n
kP  مجموعة أجزاءnℕ  التي يساوي

J,و ،kعدد عناصر كلٍ منها JM هي المصفوفة المربعّة من المرتبةcard( )J التي نحصل ،
  . J بعد حذف الأعمدة والأسطر التي لا تنتمي أدلتّها إلى M عليها من

)det نلاحظ بوجه خاص أنّ  )nM XI−  هو كثير حدود من الدرجةn ه المسيطرحد ،
) هو 1)n nX−،  ه الثابت هووحدdetM ه ذو الدرجة1، وحدn هو  −

1 1( 1) trn nM X− −− ⋅.  

)تطبيقاً خطياً من  uليكن  .نتيجة 9-1. )EL.  ز عندئذ يكون كثير حدوده الممي( )u XX   كثير
]في  n حدود من الدرجة ]XKه المسيطر هوحد ،( 1)n nX−،  ه الثابت هووحد

detu ه ذو الدرجة1، وحدn 1هو  − 1( 1) trn nu X− −− ⋅ .  
غير خال،  u، كان طيف التطبيق ℂهو حقل الأعداد العقديةّ  Kوبوجه خاص إذا كان 

)spأي  )u ≠ ∅.  

)تطبيقاً خطياً من  uليكن  .مبرهنة 10-1. )EL الآتية. عندئذ تتحقّق الخواص:  
  .ذاتهكثير الحدود المميز   tuو  u إنّ للتطبيقين الخطيين 1.
}فضاء شعاعياً جزئياً مختلفاً عن  Fليكن  2. ) يحُقّق، Eمن  0{ )u F F⊂ ولنرمز .

Fvبالرمز  u=  إلى التطبيق الخطيّ من( )FL  ضهالذي يحُرu علىF  أي  
: , ( )v F F x u x→ ֏  

)عندئذ يقسم كثيرُ الحدود  )v XX   كثيرَ الحدود( )u XX.  
}ين مختلفين عن  جزئي ينْ ن شعاعيـ يْ فضاءَ  Gو F ليكن 3.  يحُقّقانو ، Eمن  0{

( )u F F⊂ و( )u G G⊂ َنيْ . نفترض أيضاً أنّ الفضاء F وG متتامّان، أي 
E F G= ). عندئذ يكون ⊕ ) ( ) ( )u v wX X X= ⋅X X X وقد عرفّنا 

( )Fv u F= ∈ L   و( )Gw u G= ∈ L  
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  الإثبات

ه إذا  م أنّ . نعلE للأساس الأساس الثنويE  ∗ ، وليكنE أساساً للفضاء الشعاعي E ليكن 1.
)matانت ك , , )M u= E E   كانتmat( , , )t tM u ∗ ∗= E E َّومن ثم ،  

( ) det( ) det( ) ( )t
t

u n n uX M XI M XI X= − = − =X X  

)1ليكن 2. , , )re e′ =E ل … ءأساساً  سF لفضا لى أسا ولنتممه إ  ، 1( , , )ne e=E … 
  في هذا الأساس بالشكل u. تُكتب مصفوفة E ضاءلفل

mat( , , )
0

RP
M u

Q

 
 = =
 
 

E E  

)mat حيث , , )P v ′ ′= E Eإذن .  
( ) det( ) det( ) det( )

( ) det( )

u n r n r

v n r

X M XI P XI Q XI

X Q XI

−

−

= − = − ⋅ −

= ⋅ −

X

X
  

)1ليكن 3. , , )re e′ =E )1، وليكن F لفضاءأساساً ل … , , )r ne e+′′ =E أساساً  …
)1 ، عندئذ يكونG لفضاءل , , )ne e=E في هذا  u. وتُكتب مصفوفة Eلفضاء أساساً ل …

  الأساس بالشكل
0

mat( , , )
0

P
M u

Q

 
 = =
 
 

E E  

)matحيث  , , )P v ′ ′= E E وmat( , , )Q w ′′ ′′= E Eإذن .  
( ) det( ) det( ) det( )

( ) ( )

u n r n r

v w

X M XI P XI Q XI

X X

−= − = − ⋅ −

= ⋅

X

X X
  

  �  وهو المطلوب إثباته.

)تطبيقاً خطياً من  uليكن  .نتيجة 11-1. )EL ولتكن .λ  قيمة ذاتيّة للتطبيق الخطّيu .
)kerعندئذ يكون بعُد الفضاء الذاتيّ  )EE u Iλ λ= أصغر  λالموافق للقيمة الذاتيّة  −

  . أيλأو يساوي رتبة مضاعفة القيمة الذاتية 
sp( ), 1 dim ( )uu E mλλ λ∀ ∈ ≤ ≤
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  الإثبات

Fليكن  Eλ= عندئذ يكون ،F  فضاء شعاعياً جزئياً مختلفاً عن{ يحُقق و ، Eمن  0{
( )u F F⊂ ًويكون أيضا . F Fv u Iλ=   . إذن =

dim( ) ( ) F
v X Xλ= −X  

)وهو يقسم كثير الحدود  )u XX بمقتضى المبرهنة السابقة. ولكن  
  dim( ) ( ) dim ( )F

u uX X F mλ λ− ⇒ ≤X  
  �  .وبذا يتمّ الإثبات

  بلة للتمثيل بمصفوفات قطريةّالتطبيقات الخطيّة القا 2.

)تطبيقاً خطياً من  u ليكن .مبرهنة1-2. )EL متكافئتين: الآتيتان. عندئذ تكون الخاصتان  
)matالمصفوفة  يجعل Eلفضاء ل Eيوجد أساس  1. , , )u E E .ّقطرية  
)يقبل كثير الحدود  2. )u XX  التفريق إلى جداء عوامل من الدرجة الأولى في[ ]XK ويكون ،

  مساوياً رتبة مضاعفتها. u لتطبيقلأي قيمة ذاتية لبعُد الفضاء الذاتيّ الموافق 

  الإثبات

.2 )1ليكن  ⇐1. , , )ne e=E )matالمصفوفة  يجعل Eلفضاء أساساً ل … , , )u E E 
,1قطريةّ. ولنرمز بالرموز  , pλ λ… إلى العناصر المختلفة في قطر المصفوفة M ّولنفترض أن .iλ 

  مرةّ. عندئذ يكون لدينا، من جهة أولى، imمكرّرة 

1

( ) ( ) i

p
m

u i

i

X Xλ
=

= −∏X  

}ومن ثمَّ  }1sp( ) , , pu λ λ= ….  
 من جهة ثانية، نلاحظ أنّ 

{ }card : ( )i n j i jm j u e eλ= ∈ =ℕ 

dimإذن
iim Eλ≤وذلك أياً كان . i  منpℕ يكون 1-11.. وبالاستفادة من النتيجة 

dim
iim Eλ≥  ًكان   أياi  منpℕ.  ُأنّ وهذا يثبت  

, dim
ip ii m Eλ∀ ∈ =ℕ  
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.1   ض، أنّ  نعلم، استناداً إلى الفرْ  ⇐2.

1

( ) ( ) i

p
m

u i

i

X Xλ
=

= −∏X  

,1و , pλ λ…  عناصر مختلفة مثنى مثنى منK ن في مجموعتها طيف التطبيق الخطّيتُكو u ّوأن .
, dim

ip ii m Eλ∀ ∈ =ℕ ،وقد رمزنا ker( )
k k EE u Iλ λ= −.  

يكون اموع  1-2.بناءً على المبرهنة 
1

k

p

k

F Eλ
=

=   وعاً مباشراً، ومن ثمَّ مجم ∑

1 1

dim dim deg ( ) dim
k

p p

k u
k k

F E m X n Eλ
= =

= = = = =∑ ∑ X  

Fإذن  E=أو ،
1

k

p

k

E Eλ
=

= ⊕ .  

 من الفضاءات الجزئيّة لكلkE   فإذا اخترنا أساساً  
k

Eλ ، استنتجنا أساساً للفضاء الكلّيE  بوضع
1 2 p= ∪ ∪ ∪E E E E⋯ كانت المصفوفة ، وmat( , , )u E E  مَلَ تَ كا قطريةّ، و مصفوفة

  �  الإثبات.
 :الآتيةنستنتج من المبرهنة السابقة النتيجة المهمّة 

)بيقاً خطياً من تط uليكن  .نتيجة 2-2. )EL قبَلَ . إذاu  قيماً ذاتيّة مختلفة عددها يساوي بعُد
) أي، Eالفضاء  )card sp( ) dimu E= َقبَِل ، u .ّالتمثيل بمصفوفة قطرية  

 .ظر المصفوفيّةوجهة الن �

)مصفوفة من  M لتكن .تعريف 3-2. )nM K نقول إنّ المصفوفة .M  تشابه مصفوفة قطرية
)من  P إذا، وفقط إذا، وُجِدتْ مصفوفة قلَوبة )nGL Kة قطريةّ ، ووُجِدتْ مصفوفD  من

( )nM K ،قانتحُق  
1M P D P−=  

  يُكافئُ ذلك قولنا إنّ التطبيق الخطّي  
1 1: ( ) ( ),M n nU X M X× ×→M MK K ֏  

نأخذ  إذيقبل التمثيل بمصفوفة قطرية، 
1( )mat( , , )

n
P I

×
= M V EKو ،E  هو الأساس

)1القانوني للفضاء  )n×M Kو ،V  1هو أساس( )n×M K لتطبيقالمؤَلّف من الأشعة الذاتيّة ل 
  .MU الخطّي
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)4 . ولنتأمّل في2 حقلاً تبديلياً عدده المميز لا يساوي Kليكن  .مثال 4-2. )M K المصفوفة  
a b c d

b a d c
M c d a b

d c b a

 
 
 =  
 
  

  

4ولتكن الأشعّة  3 2 1, , ,v v v v  4من 1( )×M K فة كما لـمُ ايأتيعر:  

4 3 2 1

1 1 1 1
1 1 1 1

, , ,1 1 1 1
1 1 1 1

v v v v

       
       − −       = = = =       − −
       

− −              

  

  نلاحظ أنّ 
1 1 2 2

3 3 4 4

( ) , ( ) ,

( ) , ( ) ,

Mv a b c d v Mv a b c d v

Mv a b c d v Mv a b c d v

= + + + = − + −

= + − − = − − +
  

4فالأشعّة  3 2 1, , ,v v v v  أشعّة ذاتيّة للتطبيق الخطّيMU  ًن أساساوهي تُكوV  للفضاء
4 1( )×M K وذلك لأنّ المصفوفة .  

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

P

 
 − − =  − −
 

− −  

  

2قلَوبة، إذ تحُقق 
44P I= وتكون.mat( , , )MD U= V V  مصفوفةMU في الأساس 

Vّق، ، مصفوفة قطرية1 تحُقM P D P−= :  

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

a b c d

a b c d
D

a b c d

a b c d

+ + + 
 
 − + − 

=  + − − 
 
 − − +
 

  

)فوفة قطريةّ. ويمكننا أن نحسب صتشابه م M فالمصفوفة ) ( )M DX X=X X لنجد  

( ) ( )

( )

4 22 2 2

2 2 2 2 2 2

( ) 2( )

8 ( ) 4

M X X a b c d X a

bcd X a b c d c d

= − − + + −

− − + − − −

X
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  فات مثلّثيّةالتطبيقات الخطيّة القابلة للتمثيل بمصفو 3.

)تطبيقاً خطياً من  uليكن  .تعريف1-3. )EL نقول إنّ التطبيق الخطّي .u  يقبل التمثيل
المصفوفة  يجعل E للفضاء الشعاعي E بمصفوفة مثلثيّة، إذا وفقط إذا وُجِدَ أساس

mat( , , )u E E  مثلثيّة.مصفوفة  

)mat تكون المصفوفةأَ  :دنا لم نحدّ لنلاحظ أنّ  , , )u E E  ّإذا   هة عليا أم مثلثيّة سفلى، ذلك لأنّ مثلثي
)1كان  , , )ne e=E 1وعرفّنا  … 1( , , , )n ne e e−′ =E )matوكانت ، … , , )u E E  مثلثيّة
)mat، كانت المصفوفة )سفلى(عليا  , , )u ′ ′E E  عليا(مثلثيّة سفلى( .  

)تطبيقاً خطياً من  u ليكن .مبرهنة 2-3. )EL عندئذ يقبل .u ة إذا يّ التمثيل بمصفوفة مثلّث
)وفقط إذا كان كثير الحدود المميز  )u XX  عوامل من الدرجة ضرب يقبل التفريق إلى جداء

]الأولى في  ]XK.  

  الإثبات

)1ليكن  � , , )ne e=E )mat يجعل Eلفضاء أساساً ل … , , ) ( )iju a=E E  مصفوفة

 مثلّثية عليا. عندئذ يكون
1

( ) ( )
n

u ii

i

X a X
=

= −∏X.  

dimF بالعكس، سنثبت بالتدريج علىو  � n= أنّ كلّ تطبيق خطّي من ( )FL ل كثير يقب
] الأولى في ةدوده المميز التفريق إلى جداء عوامل من الدرجح ]XKل التمثيل بمصفوفة مثلثّيّة.، يقب  

1nإنّ هذه القضيّة صحيحة حين يكون    لنفترض صحّة هذه القضيّة، مهما يكن  .=
 u . وليكنnفضاءً شعاعياً بعُده  E ليكن n.لذي بعُده أصغر تماماً من ا F الفضاء الشعاعي

) من )EL زبحيث يقبل كثير الحدود الممي ( )u XX  التفريق إلى جداء عوامل من الدرجة الأولى في
[ ]XK.  

)spمن  λلتكن    )u ،إنّ  إذsp( )u ≠ )لأنّ  ∅ )u XX  يقبل التفريق إلى جداء
] عوامل من الدرجة الأولى في ]XKوليكن ، x لتطبيق شعاعاً ذاتياً لu موافقاً للقيمة الذاتيّة λ  .

}عنصر من  xأي إنّ  }\ 0Eλ.  
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1eلنضع  x=مه إلى أساس1 ، ولنتم( , , )ne e=E  . وليكنEلفضاء الشعاعي ل …
:p E F→ لفضاءالإسقاط الخطّي ل E  على( )2 3vect ( , , , )nF e e e= توازياً مع  …

1G e= K ، ُلنعرّفثم  
: ,s F E x x→ ֏  

)ولنضع أخيراً  )v p u s F= ∈ L� )mat. فإذا كانت � , , ) ( )i jM u m= =E E  
  كان

{ }
2

2, , , ( )
n

j ij i
i

j n p u s e m e
=

∀ ∈ = ∑… � �  

  وصار لدينا
12 1

0mat( , , )
mat( , , )

0

nm m

u
v

λ 
 
 =  ′ ′ 
  

E E
E E

⋯

⋮
  

)2 حيث , , )ne e′ =E   . F لفضاءأساس ل …
dimFلدينا من جهة أولى،  n< و( )v F∈ L ّونعلم من جهة ثانية أن ،  

( )( ) ( )u vX X Xλ= −X X  
)هذا يقتضي أنّ ف )v XX  يقبل التفريق إلى جداء عوامل من الدرجة الأولى في[ ]XK ينجم عن .

�ذلك، استناداً إلى فرْض التدريج، أنه يوجد أساس 
2( , , )ne e=E ɶ ɶ… لفضاءل F يجعل 

�المصفوفة  �mat( , , )v E E  مثلثّية عليا. عندئذ تكون المصفوفةmat( , , )u F F ، حيثF  هو
1الأساس  2( , , , )ne e eɶ ɶ… لفضاء لE ، مل الإثبات.تمثلثيّة عليا أيضاً، ويكمصفوفة  �    

 :الآتيةنستنتج من المبرهنة السابقة النتيجة المهمّة   

. عندئذ يقبل كلℂ اً منتهي البعد على حقل الأعداد العقديةّ فضاءً شعاعيّ  Eليكن  .نتيجة 3-3.
)من  uتطبيق خطّي  )EL، .التمثيل بمصفوفة مثلّثيّة 

  الإثبات

]هذه النتيجة صحيحة لأنه في    ]Xℂ   كثير حدود غير ثابت التفريق إلى جداء يقبل كل
  �  عوامل من الدرجة الأولى.ضرب 
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  كثيرات الحدود والتطبيقات الخطيّة4.

)تطبيقاً خطياً من  uليكن    )EL ولتكن ،k  منℕ 0. إذا كانتk اصطلحنا أنّ  =
k

Eu I= 0. وإذا كانت k<  1 عرفّناk k

k

u u u u u u−= =� � �⋯�
�����������
مـــرةّ 

.  

)تطبيقاً خطياً من  u ليكن .مبرهنة 1-4. )EL َإنّ التطبيق .  
: [ ] ( ), ( )X E P P uΨ → LK ֏  

بكثير الحدود قرنالذي ي
0

m
k

k

k

P a X
=

= ]من  ∑ ]XK التطبيقَ الخطّي ( ) ( )P P uΨ = 

المعرّف بالصيغة 
0

( )
m

k
k

k

P u a u
=

= ]ين ، هو تشاكلٌ بين الجبر ∑ ]XK و( )EL.  

  الإثبات

  :الآتيةيجب أن نثبت الخاصّة 

( )
2

( , , ) [ ] , ( ),

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

P Q X u E

P u Q u P Q u

P u P u

P u Q u P Q u

λ

λ λ

∀ ∈ × ∀ ∈

+ = +

⋅ =

= ⋅

LK K

�

  

  �  وهذا تحقّقٌ مباشر نتركه تمريناً للقارئ.

)تطبيقاً خطياً من  uليكن .مبرهنة 2-4. )EL وليكن كثيرا الحدود .P وQ  من[ ]XK .
  . عندئذ يكونان فيما بينهماأوليQ  و Pنفترض أنّ 

ker ( )( ) ker ( ) ker ( )P Q u P u Q u⋅ = ⊕  

  الإثبات

]من  Tو  Sنعلم أنه يوجد  Bezout بيزو استناداً إلى مبرهنة ]XK قانيحُق  
1S P TQ+ =  

  وهذه المساواة تقتضي أن يكون 
    ( ) ( ) ( ) ( ) ES u P u T u Q u I+ =� �   ( )∗
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kerمن  xلتكن  � ( ) ker ( )P u Q u∩إذن بناءً على ، (   يكون ∗(
( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 0x S u P u x T u Q u x= + =  

}عليه و  }. ker ( ) ker ( ) 0P u Q u∩ = 

)kerمن  xومن ناحية أخرى، لتكن  � )( )PQ uنعرّف ، 

1 ( ) ( )( )x T u Q u x= 2 و     � ( ) ( )( )x S u P u x= �  
  فيكون

1 ker ( )x P u∈  2و ker ( )x Q u∈  
)واستناداً إلى  1 يكون أيضاً  ∗( 2x x x=    . إذن+

ker( )( ) ker ( ) ker ( )PQ u P u Q u= +  
  �  وهذا هو المطلوب إثباته.

) تطبيقاً خطياً من u ليكن .نتيجة 3-4. )EL ولتكن .( )
mk kP ∈ℕ   كثيرات حدود أوّلية فيما

]بينها مثنى مثنى من  ]XK 1. وليكن 2 mP PP P=   . عندئذ يكون⋯

1

ker ( ) ker ( )
m

k
k

P u P u
=

= ⊕  

  الإثبات

  �  .mهذه النتيجة تعميم مباشر للمبرهنة السابقة، ويجري إثباا بالتدريج على العدد 

) تطبيقاً خطياً من u ليكن .نتيجة 4-4. )EL الآتية. هناك تكافؤ بين القضيتين:  
  التمثيل بمصفوفة قطريةّ. uيقبل التطبيق الخطّي  1.
]من  Pيوجد كثير حدود  2. ]XK  مختلفة يقبل التفريق إلى جداء عوامل من الدرجة الأولى

)ويحُقّق ، مثنى مثنى ) 0P u =.  

  الإثبات

.2   ريةّ، كان يقبل التمثيل بمصفوفة قط uا كان التطبيق الخطّي لـمّ  ⇐1.

sp( )u

E Eλ
λ∈

= )ker   حيث   ⊕ )EE u Iλ λ= −  

)يكفي إذن أن نعرّف  )
sp( )u

P X
λ

λ
∈

=   2.يحُقق الشرط  P، ونتيقن بسهولة أنّ ∏−
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.1 لنفترض أنّ  ⇐2.
1

( )
m

k

k

P X µ
=

= ,1الأعداد أنّ و  ∏− ,mµ µ… .مختلفة مثنى مثنى 

)ا كان لـمّ  ) 0P u )ا كانت كثيرات الحدود لـمّ ، و = )( )
m

k kX µ ∈− ℕ
أوليّة فيما بينها مثنى  

  مثنى، كان

1

ker ( ) ker( )
m

k E
k

E P u u Iµ
=

= = −⊕  

  لنعرّف إذن 4-3. وذلك بمقتضى النتيجة
{ }: ker( ) {0}m k EJ k u Iµ= ∈ − ≠ℕ  

  فيكون

ker( )k E
k J

E u Iµ
∈

= −⊕  

k، من الشكل E لفضاءل E يكفي أن نختار أساساً 
k J∈
E∪ يث حkE  ٌء الجزئي ما للفضا أساس

ker( )k Eu Iµ− حتىّ تكون المصفوفة ،mat( , , )u E E  1.قطريةّ، ومنه  �  

) تطبيقاً خطياً من u ليكن .نتيجة5-4. )EL ض أنهّ يوجد في . ولنفتر[ ]XK  كثير حدود  

1

( ) ( ) k

m
n

k

k

P X X µ
=

= −∏  

,1 لأعدادحيث ا(   ,mµ µ… يحُقّق )مختلفة مثنى مثنى ( ) 0P u   . عندئذ يكون=

1

ker ( ) k

m
n

k
k

E u Iµ
=

= −⊕  

  الإثبات

) لأن 4-3. ن النتيجةمهذه النتيجة  تجتن   )( ) k

m

n
k kX µ ∈− ℕ

أوليّة فيما  كثيرات حدود  
  �  بينها مثنى مثنى.

) تطبيقاً خطياً من u ليكن .Cayley-Hamilton كايلي هاملتون-  مبرهنة 6-4. )EL .
   كان  uهو كثير الحدود المميز لتطبيق الخطّي  uXإذا كان 

( ) 0u u =X  
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  الإثبات

اوي سمنتهياً وي E ا كان بعُد الفضاء الشعاعيلـمّ . Eعنصراً غير معدوم من  xليكن   
n كانت الجملة ،( , ( ), , ( ))nx u x u x…  مرتبطة خطياًّ. يمكننا إذن أن نعرّفxp p=  أصغر

)يجعل الجملة  kعدد طبيعي  , ( ), , ( ))kx u x u x…  ًمرتبطة. ونعرّف أيضا  
( )1vect ( , ( ), , ( ))p

xF x u x u x−= …  
)1يجعل من الجملة  pإنّ اختيارنا للعدد  , ( ), , ( ))px u x u x−…  جملة حرةّ، فهي إذن أساس

) ا كانت الجملةلـمّ .و F ، نرمز إليه بالرمزxFللفضاء الجزئي  , ( ), , ( ))px u x u x…  ،مرتبطة
0 أمكننا أن نجد 1( , , )pa a pفي  …−

K  قيحُق  

  
1

0

( ) ( )
p

p k
k

k

u x a u x
−

=

= ⋅∑   ( )1  

)يحُقق  xFالمساواة أنّ الفضاء  تقتضي هذه )x xu F F⊂ ّوإذا عرّفنا التطبيق الخطي ،  

: , ( )
xF x xv u F F y u y= → ֏  

)من  )xFL 1-10.، صار لدينا بمقتضى المبرهنة  
  ( ) ( ) ( )u vX Q X X=X X   ( )2  

  ولكن
0

1

2

1

0 0 0
1 0 0

0 1mat( , , )
0

0 0 1

x

p

p

a

a

M v
a

a
−

−

 
 
 
 = =  
 
 
  

F F

⋯

⋯

⋱ ⋮ ⋮

⋮ ⋱

⋯

  

  ويبينّ حسابٌ مباشر نترك تفاصيله للقارئ أنّ 
1

0

( ) det( ) ( 1) ( )
p

p p k
v x p k

k

X M X I X a X
−

=

= − = − −∑X  

)استناداً إلى العلاقة و    نستنتج أنّ  1(
1

0

( )( ) ( 1) ( ( ) ( )) 0
p

p p k
v k

k

u x u x a u x
−

=

= − − =∑X  

) وأخيراً نجد، بناءً على ) ، أنّ 2( )( ) ( ) ( )( ) 0u vu x Q u u x= =X X� الإثبات  ينُجَزُ . و
  �  .Eعنصر ما من  xبملاحظة أنّ 
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  تطبيقات5.
)فوفة منمص A لتكن .مبرهنة1-5. )mM ℂفي  . ولنفترض أنهّ يوجد[ ]Xℂ  كثير حدود P 

يُكتب بالشكل
1

( ) ( ) k

p
n

k

k

P X Xλ
=

= ,1و، ∏− ,pλ λ…  ،أعداد مختلفة مثنى مثنى

)ويحُقق  ) 0P A   ندئذ يكون . ع=
, ( )n

nn A Q A∀ ∈ =ℕ  
]هو كثير الحدود الوحيد من  nQحيث    ]Xℂ:ق الشروطالذي يحُق ،  

{ } ( ) ( )

deg deg

, 0,1, , 1 , ( ) ( ) ( ) ( )

n

n j j
p k k n k

Q P

k j n X Qλ λ

<

∀ ∈ =

•

∀ ∈ − •ℕ …
  

  الإثبات

لتكن   
1

deg
p

k
k

P n
=

= = ∑ℓموعةولنعرّف ا ،  

{ }2( , ) : (1 ) (0 )kj k k p j n∆ = ∈ ≤ ≤ ∧ ≤ <ℕ  

∆cardفيكون  = ℓثمُّ لنتأمّل التطبيق الخطّي .:  

( )( )

( , )
: [ ] , ( ) ( )j

k j k
X T X T λ∆

∈∆
Φ →ℂ ℂ ֏  

  نلاحظ أولاً أنّ 
( )( ) ker ( , ) , ( ) 0

, ( ) ( )

( ) ( )

k

j
k

n
p k

T X j k T

k X T X

P X T X

λ

λ

∈ Φ ⇔ ∀ ∈ ∆ =

⇔ ∀ ∈ −

⇔

ℕ  

} إذن }ker ( ) ( ) : [ ]S X P X S XΦ = ∈ ℂ.  
]1لنعرّف  ]X−ℓℂ  بأنه الفضاء الشعاعي الجزئي من[ ]Xℂ  المؤَلّف من كثيرات الحدود العقديةّ التي

1dim، فيكون ℓدرجاا أصغر تماماً من  [ ] cardX− = = ∆ℓℂ ℓولنتأمّل .  

1[ ] 1: [ ] , ( ) ( )X X T T
−

∆
−Ψ = Φ → Ψ = Φ

ℓℂ ℓℂ ℂ  

} ا كانلـمّ  }1ker [ ] ker 0X−Ψ = ∩ Φ =ℓℂ كان ،Ψ  ًين خطياً متبايناً بين فضاءَ تطبيقا
  غامر. Φهو تقابل خطّي. وينتج بوجه خاص أنّ  إذنشعاعيين لهما البُعد نفسه، 
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]1في يوجد ف، ℕ من n نستنتج من هذه الدراسة أنهّ، أياً كان ]X−ℓℂ   وحيدكثير حدود nQ 
) يحُقّق ) ( )n

nQ XΨ = Φ فشروط المبرهنة تعين .nQ وحيد. أسلوبب  
kernاصّة الخ nQ ومن ناحيّة أخرى، يحُقق كثير الحدود

nX Q− ∈ Φ في  إذن يوجد
[ ]Xℂ   كثير حدودnS ،يحُقّق ( ) ( ) ( )n

n nX Q X S X P X=   . ومنه+
( ) ( ) ( ) ( )n

n n nA Q A S A P A Q A= + =  
)لأنّ  ) 0P A   �  . وهذا يُكمِلُ الإثبات.=

أثبتنا إذ ابقة سظ برموز المبرهنة السابقة. لنحتفيمكننا أنّ نكون أكثر دقّة في صياغة المبرهنة ال  
  أنّ 

( )( )
1 ( , )

: [ ] , ( ) ( )j
k j k

X T X T λ∆
− ∈∆

Ψ →ℓℂ ℂ ֏  

0تقابــل خطــّي. إذن، أيــاً كــان  0( , )j k  1في ، يوجــد ∆مــن[ ]X−ℓℂ   كثــير حــدود وحيــد
0 0,j kP 

 يحُقّق
0 0 0 0 0 0, , , ,( ) ( , )j k j j k k j kP e j kδ δΨ = α, يثح، = βδ هو رمز كرونيكر المتعارف، أي  

0 0

0 0

,
0 0

1 : ( , ) ( , )
( , )

0 : ( , ) ( , )
j k

j k j k
e j k

j k j k

 == 
 ≠

  

ولكنّ الجملة 
0 0 0 0, ( , )( )j k j ke ن الجملة ، إذن تكوℂ ∆هي الأساس القانوني للفضاء الشعاعي  ∆∋

0 0 0 0, ( , )( )j k j kP ]1للفضاء الشعاعي  أساساً  ∆∋ ]X−ℓℂ .  
]1من  Qليكن    ]X−ℓℂ  إذن توجد جملة, ( , )( )j k j kβ    تحُقّق ℂ∆من  ∆∋

, ,
( , )

j k j k
j k

Q Pβ
∈∆

= ∑  

,ولتعيين الثوابت  ( , )( )j k j kβ )، نحسب من العلاقة السابقة ∆∋ )( )t
sQ λ حيث ( , )t s  من∆ 

)فنجد أنّ  )
,( )t

s t sQ λ β=إذن .  
( )

1 ,
( , )

[ ], ( )j
k j k

j k

Q X Q Q Pλ−
∈∆

∀ ∈ = ⋅∑ℓℂ  

  وبوجه خاص يكون
1

, ,
1 0

( )
kp n

n j k j k

k j

Q n P

−

= =

= ∑∑ U  

) حيث )
, ( ) ( )

k

n j
j k X

n X
λ=

=U.  
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  أو

,

( 1) ( 1) :

( ) ! :

0 :

n j
k

j k

n n n j n j

n n n j

n j

λ − − − + >= =
 <

U

⋯

  

  وأخيراً نجد 
1

, ,
1 0

0, ( ) ( )
kp n

n
j k j k

k j

n A n P A

−

= =

∀ ≥ = ⋅∑∑ U  ( )3  

)توضّح العلاقة المهمّة  إذ   .n سلأل nAتبعيّة  3(

)مصفوفة من  A لتكن. نتيجة 2-5. )mM ℂ.  وليكن( )Aρ  ّللمصفوفة  نصف القطر الطيفي
A أي ،{ }( ) max : sp( )A Aρ λ λ= الفضاء  نظيماً ما على ⋅ وليكن. ∋

)الشعاعيّ  )mM ℂ عندئذ يوجد ثابت .K  ًيحُقّقموجب تماما  
( ) 11, ( ) n mn mn n m A K n Aρ

− +−∀ ∈ ≥ ⇒ ≤ ⋅ ⋅ℕ  

  الإثبات

APليكن  = X   كثير الحدود المميّز للمصفوفةAفهو يُكتب بالشكل .  

1

( ) ( ) k

p
n

k

k

P X Xλ
=

= −∏  

,1حيث  ,pλ λ… ن طيفأعداد مختلفة مثنى مثنى تُكو A ،يكون ف( ) 0P A استناداً إلى  =
  ويكون من ثمَّ  4-6.المبرهنة 

1

,
1 0

, ( 1) ( 1) ( )
kp n

n jn
j kk

k j

n m A n n n j P Aλ

−
−

= =

∀ ≥ = − − + ⋅∑∑ ⋯  

mرموز المبرهنة السابقة. إذن، أياً كانت  عمالتوذلك باس n≤ ّفإن ،  
1

,
1 0

1
1 1 1

,
1 0

( 1) ( 1) ( ( )) ( )

( ( )) ( ( )) ( )

k

k

p n
n n j

j k
k j

p n
m n m m j

j k
k j

A n n n j A P A

n A A P A

ρ

ρ ρ

−
−

= =

−
− − + − −

= =

≤ − − + ⋅

≤ ⋅ ⋅

∑∑

∑∑

⋯

  

 حيثوهو المطلوب إثباته، 
1

1
,

1 0

( ( )) ( )
kp n

m j
j k

k j

K A P Aρ

−
− −

= =

= ∑∑.  �  
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)مصفوفة من  Aلتكن  .نتيجة 3-5. )mM ℂوليكن . ( )Aρ  الطيفيّ أي  هانصف قطر
{ }( ) max : sp( )A Aρ λ λ=   متكافئة : الآتية. عندئذ تكون الخواص ∋

)إنّ  1. ) 1Aρ <.  

)0إنّ المتتالية  2. )n
nA )في  0 منمتقاربة  ≤ )mM ℂ.  

إنّ المتسلسلة  3.
0

n

n

A

∞

=
)متقاربة في  ∑ )mM ℂ.  

0ليكن ، و ℕ∗من  mكن تل .المتتاليات الخطيّة التدريجيّة- مبرهنة 4-5. 1 1( , , , )ma a a −… 
0 حيث ،mℂمن  0a    يأتيالمعرّف كما  ℕℂ. إنّ الفضاء الشعاعيّ الجزئي من ≠

{ }1 1 1 1 0( ) : ,n n n m n n m n mu n m u a u a u a u∈ − − − + −= ∀ ≥ = + + +S ℕ ⋯  

  . وإذا كانmهو فضاء شعاعيّ بعُده 
1

0 1

( ) k

pm
m k n

k k
k k

X a X X λ
−

= =

− = −∑ ∏  

,1حيث  , pλ λ…  أعداد مختلفة مثنى مثنى، كوّنت الجملة, ( , )( )t s t s ∈∆S حيث  

{ }2( , ) : (0 ) (1 )kj k j n k p∆ = ∈ ≤ < ∧ ≤ ≤ℕ  
  و  

,

( 1) ( 1) :

( ) ! :

0 :

n t
s

t s

n n n t n t

n t n t

n t

λ − − − + >= =
 <

S

⋯

  

  .Sأساساً للفضاء   

  الإثبات

t,لنثبت أوّلاً أن    s ∈S S  وذلك أياً كانت( , )t s  في الحقيقة، نلاحظ أنّ ∆من .  

( )
( , ), ( ) ( )

s

n t
t s X

n n X
λ=

∀ ∈ =Sℕ  
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mومنه، أياً كانت  n≤نجد ،  
( )

,
1 1

( )

1

( )

1

( )

1

( )

1

( )
,

( ) ( )

( )

( )

( ( ) )

( )

( ) ( )

s

s

s

k

s

k

s

s

m m
n k t

m k t s m k X
k k

m
n k t

m k

k X

m
n m m k t

m k
k X

tp
n m m n

k

k
X

tp
n n m n

k

k X

n t
t sX

a n k a X

a X

X a X

X X X

X X X

X n

λ

λ

λ

λ

λ

λ

λ

λ

−
− − =

= =

−
−

= =

− −
−

= =

−

= =

−

= =

=

− =

=

=

 = − −   

 = − −   

= =

∑ ∑

∑

∑

∏

∏

S

S

  

,إذن الجملة  ( , )( )t s t s ∈∆S هي جملة من عناصر S.  
  من ناحية أخرى نرى بسهولة أنّ التطبيق الخطّي 

0 1 1: , ( ) ( , , , )m
n n mu u u u∈ −Θ →S ℕℂ ֏ …  

dim، ومن ثمَّ تقابلٌ  cardm= = ∆S المطلوب أن نثبت أنّ إثبات حتى يتمّ . يكفي إذن
,الجملة  ( , )( )t s t s ∈∆S  تولّد الفضاء الشعاعيS.  

)0لتكن    )n nu ، ولنعرّف الشعاع Sمن  ≤
2

1

n m

n
n

n

u

Z u
u

−

−

−

 
 
 =  
 
 

)1من  ⋮ )m×M ℂ  حين

nتكون  m≥ ّ1. فنلاحظ أنn nZ AZ+    حيث، =

0 1 1

0 1 0 0

0

0 ( )
0 0 1

m

m

A

a a a −

 
 
 
 = ∈ 
 
 
  

M

…

⋮ ⋱ ⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ ℂ

⋯ ⋯
⋯ ⋯

  

,0 لدينا ومنه، يكون n
n m mn Z A Z+∀ ≥ =.  
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)حدد لـمُ ولكن بنشر ا )A XX  ّد نجد وفق العمود الأوّل وبالتدريج على مرتبة هذا المحد  
1

0 1

( ) ( 1) ( ) k

pm
m m k n

A k k

k k

X X a X Xλ

−

= =

  = − − = −   
∑ ∏X  

)العلاقة  فدنا منوإذا است )بعد ملاحظة أنّ  3( ) 0A A =X  وجدنا  
1

, ,
1 0

0, ( ) ( )
kp n

n
j k j k

k j

n A n P A

−

= =

∀ ≥ = ⋅∑∑ S  

  ومن ثمَّ 
1

, ,
1 0

0, ( ) ( )
kp n

n m j k j k m

k j

n Z n P A Z

−

+
= =

∀ ≥ = ⋅∑∑ S  

nلأولى للشعاع هي المركّبة ا nuا كانت لـمّ و  mZ j,بكتابة ، أمكننا + kβ ة الأولى ة على المركّبدلال
,للشعاع  ( )j k mP A Z  نستنتج أنّ أن  

1

, ,
1 0

0, ( )
kp n

n j k j k

k j

n u nβ

−

= =

∀ ≥ = ⋅∑∑ S  

,وبذلك نكون قد أثبتنا أنّ الجملة  ( , )( )t s t s ∈∆S اء الشعاعي أساس للفضS.  �  

) لندرس المتتاليات .مثال 5-5. )n nx ∈ℕ و( )n ny ∈ℕ و( )n nz ∈ℕ : المعرّفة بالعلاقات  

1

1

1

2 5 5 2

2 5 6 3

2 6 9 5

n n n n

n n n n

n n n n

x x y z

y x y z

z x y z

+

+

+

= − +

= − +

= − +

  

3 في الحقيقة، إذا عرفّنا 1( )
n

n n

n

x
T y

z
×

 
 

= ∈ 
 
 

M ℂ  و
5 5 2

1
5 6 3

2 6 9 5
A

 − 
 = −
 −  

، وجدنا أنّ 

)العلاقات التدريجيّة التي تعرّف المتتاليات  )n nx ∈ℕ و( )n ny ∈ℕ و( )n nz ∈ℕ  تُكافئ
1n nT AT+ 0وذلك أياً كانت  = n≤ َّومن ثم .  

00, n
nn T A T∀ ≥ = ⋅  

)يحُقّق  P ، لهذا علينا إيجاد كثير حدودnA تؤول المسألة إذن إلى حساب ) 0P A ، والمرشّح =
  . Aالحدود المميّز للمصفوفة  كثير  AXالوحيد أمامنا هو 
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  ونجد بالحساب المباشر 

3 2 25 1 1
( ) 2 ( 1)( )

4 4 2A X X X X X X= − + − + = − − −X  

)لنبحث إذن عن كثير الحدود الوحيد  )nQ X  ويحُقّق 2الذي درجته أصغر أو تساوي  

( ) ( ) ( ) ( )
11 1 1 1(1) 1, , ,

2 2 2 2

n n

n n nQ Q Q n
−

′= = =  
  جد بالحل فن

2( ) (1 ( 1)2 )(2 1) 2 (2 1) 2n n n
nQ X n X n X− − −= − + − + − +  

  ولكن

2
3 3

4 5 2 3 3 1

2 5 7 3 , (2 ) 3 3 1 ,

3 3 16 9 4

A I A I

   − −   
   

− = − − = −   
   
   −−

  

  

) لاستفادة منإذن بالتعويض فيما سبق وبا )n
nA Q A= نجد  

1 2 1 2 3 13 3 1
1

3 3 1 2 4 2 3 4 1
2 2

3 3 1 3 6 3 3 3 0

n
n n

n
A

     − −−     
     

= − + − − −     
     
     − − −
     

  

  كان  ،ℕمن  nوعليه، أياً كانت 

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

3 3 2 (2 3 ) 2 ( 2 )

3 3 2 (3 4 ) 2 (2 4 2 )

3 3 2 (3 3 ) 2 (3 6 3 )

n n
n

n n
n

n n
n

x x y z x y z n x y z

y x y z x y z n x y z

z x y z x y n x y z

− −

− −

− −

= − + − − + + − +

= − + − − + + − +

= − + − − + − +  

) ونلاحظ بوجه خاص أنّ المتتاليات الثلاث )n nx ∈ℕ و( )n ny ∈ℕ و( )n nz ∈ℕ  متقاربة من النهاية
0نفسها، وهي  0 03 3x y z− +. 

�  
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  اتـتمرين
Jاحسب كثير الحدود المميّز لكل من المصفوفات التالية 1. التمرين :  

2
2

2 1
2 2

2 2

2 2

2 2

0 00

0
, ,0 00

0

3 5 2 6
0 5 0 4

, .2 7 1

1. 2.

3. 4 11
0 4 0

.

3

n

n

ab b

a
M M ab

a a a a a

a ab ab b

ab a b ab
M M

ab b a ab

b ab ab a

  
  
  = =   
  
  

   
  − −        = =  − −     − −     

⋯⋯

⋮ ⋮ ⋮⋱ ⋮
⋯⋮ ⋱

⋯ ⋯
  

  الحـل

من  A. ولنتأمّل في حالة مصفوفةٍ 1ها تساوي التي جميع ثوابت nالمصفوفة من المرتبة  Jلتكن  1.
)المصفوفة  ℂمن  tوعنصرٍ  nالمرتبة  )A t A tJ= det. عند حساب + ( )A t  يمكننا طرح

العمود الأوّل من بقيّة الأعمدة، ثمُ نطرح السطر الأوّل من بقيّة الأسطر. ثمُّ ننشر المحدّد وفق العمود 
detالأوّل لنستنتج أنّ  ( )A t  هو كثير حدود من الدرجة الأولى في المتحوّلt. فيوجد ثابتان α 

  يحُقّقان βو
, det ( )t A t tα β∀ ∈ = +ℂ  

bالواردة في السؤال ولنفترض أنّ  Mلنأتِ إلى حالة المصفوفة  a≠ ولنضع ،A M XI= − .
) من المصفوفتين أنّ كلاًّ  عندئذ من الواضح )A a− و( )A b−  َّمصفوفة مثلثّيّة ومن ثم  

det ( ) ( 1) ( )n nA a X a− = − detو    + ( ) ( 1) ( )n nA b X b− = − +  

detا كان لـمّ و  ( )A t tα β=   استنتجنا أنّ  +
( 1) ( )

( 1) ( )

n n

n n

a X a

b X b

α β

α β

− + = − +

− + = − +
  

  ومن ثمَّ 
( ) ( )

det (0) ( 1)
n n

n X a b X b a
A

b a
β

+ − +
= = −

−
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bإذن، في حالة  a≠يكون لدينا ،  

( ) ( )
( ) ( 1)

n n
n

M

X a b X b a
X

b a

+ − +
= −

−
X  

bأمّا حالة  a=  فنستنتجها من الحالة السابقة بجعلb  تسعى إلىa لنجد  
( )1( ) ( 1) ( ) ( )n n n

M X X a na X a −= − + − +X  
  التعريفبلنضع  2.

1

1 2

2

2
1 2 1

0 0

0

0( , , , )( ) det

0 0

n

n

n n

n n

X a

X a

a a a X

X a

a a a a X

−

−

 − 
 − 
 ∆ =  
 − 
 

−  

⋯

⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ ⋮…

⋯

⋯

  

1أنهّ مهما تكن  nسنثبتُ بالتدريج على العدد  2( , , , )na a a…  منnℂ يكن  

2 2 2 2
1 2 1

2

( , , , )( ) ( 1)
n

n n
n n k

k

a a a X X X a X a−

=

  ∆ = − − −    
∑…  

  قيقة، عند نشر المحدّد وفق العمود الأوّل نجدفي الح

1
1 1 1 1

2

2 2
1 1 1

0 0

( , , ) ( , , ) ( 1) det
0

0

( , , ) ( )

nn
n n n n n

n n

n

n
n

X a
a a X a a a

X a

X

a

a a a X

−
− −

−
− −

 
 
 − ∆ = − ∆ − −  
 
 −  

= − ∆ − −

⋯

⋱ ⋮
… …

⋮ ⋱ ⋮

⋯

…

  

  ونجد من جهة أخرى أنّ 

2 2 2 2
2 1 2 1 22

2 1

( , )( ) det
X a

a a X X a X a
a a X

 − ∆ = = − − −  
  

2nفالصيغة المعطاة صحيحة في حالة  1nإذا افترضنا صحّتها في حالة و . =   أي −
1

1 3 2 2 2
1 1 2 1 1

2

( , , , )( ) ( 1)
n

n n
n n k

k

a a a X X X a X a

−
− −

− −
=

  ∆ = − − −    
∑…  
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  استنتجنا من العلاقة التدريجيّة أنّ 
2 2

1 1 1 1

1
2 2 2 2 2 2

1
2

( , , ) ( , , ) ( )

( 1) ( 1)

n
n n n n n

n
n n n n

k n
k

a a X a a a X

X X a X a a X

−
− −

−
− −

=

∆ = − ∆ − −
  = − − − − −   

∑

… …

  

  وهذا يثبتُ المطلوب.
  دف إلى حساب كثير الحدود المميّز: 3.

( ) ( )

2 2

2 2

2 2

2 2

det detM

a X ab ab b

ab a X b ab
X M XI

ab b a X ab

b ab ab a X

 − 
 − = − =  

− 
 
 − 

X  

  بجمع الأسطر إلى السطر الأوّل نجد
2 2 2 2

2 2

2 2

2 2

2 2
2

2 2

2 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) det

1 1 1 1

(( ) )det

M

a b X a b X a b X a b X

ab a X b ab
X

ab b a X ab

b ab ab a X

ab a X b ab
a b X

ab b a X ab

b ab ab a X

 + − + − + − + − 
 − =  

− 
 
 − 

 
 
 − = + −  − 
 
 − 

X

  

  مود الأوّل من بقيّة الأعمدة نجدوبطرح الع

2 2
2

2 2

2 2 2 2 2

2 2

2 2 2

2 2 2 2

1 0 0 0

0
( ) (( ) )det

0

0

(( ) )det 0

M

ab a ab X b ab
X a b X

ab b ab a ab X

b ab b ab b a b X

a ab X b ab

a b X b ab a ab X

ab b ab b a b X

 
 
 − − − = + −  − − − 
 
 − − − − 
 − − − 
 = + − − − − 
 

− − − −  

X
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  إذن
2 2

2 2 2
2 2

2 2
2 2 2

2 2

2
2 2 2

2 2 2

( ) (( ) )( )det

( ) ( )
(( ) )( )det

( ) 0
(( ) )( )det

M

a ab X b ab
X a b X a b X

b ab a ab X

a b X a b X
a b X a b X

b ab a ab X

a b X
a b X a b X

b ab a b X

 − − − = + − − −  − − −  
 − − − − = + − − −  − − −  
 − − = + − − −  − − −  

X

  

  ومنه
2 2 2 2 2( ) (( ) )(( ) )( )M X a b X a b X a b X= + − − − − −X  

  دف إلى حساب كثير الحدود المميّز : 4.

3 5 2 6

0 5 0 4
( ) det( ) det

2 7 1 11

0 4 0 3

M

X

X
X M XI

X

X

 − − − 
 − = − =  − − − 
 − − −  

X  

  لسطرين الثاني والثالث نجدبمناقلة العمودين الثاني والثالث، ثمُّ ا

( )

2 2

3 5 2 6

0 5 0 4
det

2 7 1 11

0 4 0 3

3 2 5 6

2 1 7 11
det

0 0 5 4

0 0 4 3

3 2 5 4
det det

2 1 4 3

(( 3)( 1) 4)(( 3)( 5) 16)

( 2 1)(

M

X

X
X

X

X

X

X

X

X

X X

X X

X X X X

X X X

 − − − 
 − =  − − − 
 − − −  
 − − − 
 − − − =  − 
 − − −  
   − −   =    − − − − − −      

= − + + + − +

= − + −

X

2 1)X +

  

)4نجد  وأخيراً  ) ( 1)M X X= −X.  ينُجزوبذا  الحل.  ú  
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Jلتكن المصفوفة  2. التمرين
1 1

1 1
1 1

m

A m

m

 
 
 =
 
  

 .  

مصفوفةً قطرية؟  Aصفوفةُ . هل تشابه المA لمصفوفةعينّ القيم الذاتية والأشعة الذاتية ل
  .ℕمن  nحين يكون  nAاحسب 

  الحـل

0لنضع 

0 1 1

1 0 1

1 1 0

A

 
 
 =  
 
  

  . عندئذ نجد بحساب بسيط أنّ 

0

1 1 1 1

( ) det 1 1 det 1 1 0

1 1 1 0 1
A

X X

X X X X

X X X

   − −   
   = − = + − −   
   − + − −      

X  

  ني والثالث. ومنهإذ طرحنا السطر الأوّل من السطرين الثا

0

2 2

1 1 2 0 0

( ) ( 1) det 1 1 0 ( 1) det 1 1 0

1 0 1 1 0 1
A

X X

X X X

   − −   
   = + − = + −   
   − −      

X  

إذ جمعنا السطرين الثاني والثالث إلى الأوّل. إذن 
0

2( ) ( 1) (2 )A X X X= + −X ّنستنتج أن .
  اتيّة مضاعفة للمصفوفة نفسها.قيمة ذ −1، وأنّ 0Aقيمة ذاتيّة بسيطة للمصفوفة  2

] يكون , , ]tV x y z=  0شعاعاً ذاتياًّ للمصفوفةA  إذا كان  −1موافقاً للقيمة الذاتيّة
1x y z+ +  −1الموافق للقيمة الذاتية  0Aللمصفوفة  ، إذن، يتولّد الفضاء الذاتي=

  بالشعاعين
[1,1, 2]tU = ,1]   و   − 1, 0]tV = −  

tW[1,1,1]أمّا الشعاع    .−2 الموافق للقيمة الذاتية 0Aفهو يولّد الفضاء الذاتي للمصفوفة  =
0ا كان لـمّ  3A A mI= Xاستنتجنا أنّ مصفوفة  + AX֏ بالنسبة إلى الأساس 

( ), ,U V W قطريةّ، إذ  
( 1)AU m U= )و  − 1)AV m V= )و − 2)AW m W= +  
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  تشابه المصفوفة القطريةّ A تا كانلـمّ في الحقيقة، 
1 0 0

0 1 0

0 0 2

m

D m

m

 − 
 = − 
 +  

  

)استنتجنا أنّ كثير الحدود  ) ( 1)( 2)P X X m X m= − + − )يحُقّق  − ) 0P A =.  
  هو كثير حدود من الدرجة الأولى على الأكثر : Pعلى  nXإنّ باقي قسمة كثير الحدود 

( ) ( ) ( 1) ( 2)n
n nX P X Q X X m X mα β= + − + + − −  

1Xفإذا عوضنا  m= 2Xثمُّ  − m=   وجدنا +
1
( 2)

3
n

n mα = 1و      +
( 1)

3
n

n mβ = − −  

)ولأنّ  ) 0P A   استنتجنا أنّ  =

( ) ( )3 3

1 1
( 2) ( 1) ( 1) ( 2)

3 3
n n nA m A m I m A m I= + − − − − − +  

  ú  .الحل إنجازوبذا يتمّ 

  

Jأثبت تشابه المصفوفتين التاليتين 3. التمرين :  
1 2 3 4 1 1 0 0
0 1 2 3 0 1 1 0

,0 0 1 2 0 0 1 1
0 0 0 1 0 0 0 1

A B

   
   
   = =   
   
      

  

  الحـل

  لنلاحظ أنّ 

3
4

0 0 0 8

0 0 0 0
( )

0 0 0 0

0 0 0 0

A I

 
 
 
 − =  
 
 
  

  

4فإذا عرفّنا  [0, 0, 0,1]tv 3ليتحقّق  =
4 4( ) 0A I v−   بالصيغة  3vو 2vو 1v، ثمُّ عرفّنا ≠

4
4 4( ) k

kv A I v−= −  
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  كان لدينا
1 1Av v=2، و 2 1Av v v= 3و + 3 2Av v v= 4 و + 4 3Av v v= +.  

  حيث

1 2 3 4

8 12 4 0

0 4 3 0
, , ,

0 0 2 0

0 0 0 1

v v v v

       
       
       
       = = = =       
       
       
              

  

1Pمتشاتان، وأنّ  Bو Aوهذا يثبت أنّ المصفوفتين  AP B−   وقد عرفّنا =
8 12 4 8

0 4 3 0

0 0 2 0

0 0 0 1

P

 
 
 
 =  
 
 
  

  

  ú  .ينُجز الحلوبذا 

Jأي بينّ إذا كانت تُشابِه مصفوفات قطرية  ،الصفرية الآتيةغير ادرس اختزال المصفوفات  4. التمرين
  .إن أمكن وفي حال الإيجاب عينّ مصفوفة الانتقال والمصفوفة القطرية الموافقة

)المصفوفة  � )i jA a=  من( )nM ℂ ،حيث  
2( , ) ,n i j ii j a α∀ ∈ =ℕ  

)المصفوفة  � )i jB b=  من( )nM ℂ ،حيث  

2
1 : 1

( , ) ,
0 : 1n i j

i j n
i j b

i j n

+ = +∀ ∈ =  + ≠ +
ℕ  

)المصفوفة  � )i jC c=  من( )nM ℂ ،حيث   

2
: 1

( , ) ,
0 : 1

i

n i j

c i j n
i j c

i j n

+ = +∀ ∈ =  + ≠ +
ℕ، وic

∗
+∈ ℝ.  

)المصفوفة  � )i jD d=  من( )nM ℂ ،حيث  

2
1 : ( 1)( 1)( ) 0

( , ) ,
0 : ( 1)( 1)( ) 0

n i j

i j i j
i j d

i j i j

 − − − =∀ ∈ =  − − − ≠
ℕ.  
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  الحـل

  لدراسة المصفوفة  �
1 1 1

2 2 2

n n n

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 
 =  
 
 
  

…

…

⋮ ⋮

…

  

1نعرّف الشعاع  2[ , , , ]t
na a a a=

	
)1من  … )n×M ℂ.  عندئذ يمكن التعبير عن التطبيق الخطي

AU  يأتيالموافق لهذه المصفوفة كما :  

1

1 1
1

: ( ) ( ),
n

A n n k
k

n

x

U x x a

x

× ×
=

 
     → =      

  

∑M M
	 	

ℂ ℂ ⋮ ֏  

نعرّف  وهنا
1

n

k
k

aλ
=

  نناقش حالتين :، و ∑=

0λحالة  � )1في  H. نعرّف المستوي الفوقي ≠ )n×M ℂ  الذي معادلته
1

0
n

k
k

x
=

=∑ .

,فيكون  ( ) 0Ax U x∀ ∈ =H
	 1 نا نختار أساساً . وه	 2( , , , )ne e e=E للفضاء  …

1( )n×M ℂ 1، فيهe a=
)2، والأشعّة 	 , , )ne e…  أساسٌ للمستوي الفوقيHفيكون . 

1 1( )AU e eλ=    2}و, , }, ( ) 0A kk n U e∀ ∈ =…  

)diagمشاة للمصفوفة القطريةّ  Aفتكون  ,0, , 0)λ∆ =   في هذه الحالة. …
0λحالة  � ). في هذه الحالة = ) 0AU a =

2ومن ثمَّ  	 0AU هو القيمة  0. والعدد =
  .في هذه الحالة مصفوفة قطريةّ فهي إذن لا تشابه. A الصفريةغير  الذاتيّة الوحيدة للمصفوفة

  لدراسة المصفوفة  �
0 0 1

1 0

0

1 0 0

B

 
 
 
 =  
 
 
  

⋯

⋮ ⋰

⋰ ⋰ ⋮

⋯
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)1 نتأمّل الأساس القانوني , , )ne e=E )1في  … )n×M ℂ.  1نلاحظ أنّ وk n kBe e + −= .
2ومن ثمَّ يكون 

nB I= 2. يقبل كثير الحدود( ) 1P X X= التفريق إلى جداء ضرب   −
)كثيرات حدود من الدرجة الأولى ومختلفة مثنى مثنى، ويحُقّق  ) 0P B . وهذا يبرهن أنّ المصفوفة =

B .تشابه مصفوفة قطرية  
1kعلى وجه الدقةّ. إذا عرفّنا  k n kv e e + −= }من  kفي حالة  + }1

2
1,2, , n+ 

  …  وعرفّنا ،
1kكذلك  k n kv e e + −= }من  kفي حالة  − }1

2
, , 1,n n n+  −     ، كان لدينا…

1
: 1

2
1

:
2

k

k

k

n
v k

Bv
n

v k n

 + ≤ ≤=  +− < ≤

  

  تشابه المصفوفة القطريةّ Bوالمصفوفة 

�
1 1

2 2

diag(1, ,1, 1, , 1)
n nn+ +   −      

∆ = − −… …���  

  لدراسة المصفوفة  �
1

2

0 0

0

0

0 0n

c

c
C

c

 
 
 
 =  
 
 
  

⋯

⋮ ⋰

⋰ ⋰ ⋮

⋯

  

)1 تأمّل الأساس القانونين , , )ne e=E )1في  … )n×M ℂ ّونلاحظ أن .  
1 1k n k n kCe c e+ − + −=  

  فإذا عرفّنا 
1

1 1 2
1

1 1 2

: 1

:

n
k k n k n k

k n
k k n k n k

c e c e k
v

c e c e k n

+
+ − + −

+
+ − + −

 + ≤ ≤=  − < ≤
  

  لاحظنا أنّ 
1

1 2
1

1 2

: 1

:

n
k n k k

k n
k n k k

c c v k
Cv

c c v k n

+
+ −

+
+ −

 ≤ ≤= − < ≤
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  قطريةّتشابه المصفوفة ال Cفالمصفوفة 

1 1

2 2

1 2 1 1 1 1diag( , , , , , , )

n n

n n n n n

n

c c c c c c c c c cκ κ κ κ

+ +

− + − + −

   −      

∆ = − −… …
��� ���

  

1 حيث

2

nκ + =   .  
  لدراسة المصفوفة  �

1 1 1 1

1 1 0 0

0

1 1 0

1 0 0 1

D

 
 
 
 
 =  
 
 
 
  

⋯

⋯

⋮ ⋱ ⋱ ⋮

⋮ ⋱

⋯

  

nMنعرّف  D I= )1 نتأمّل الأساس القانوني. و − , , )ne e=E )1في  … )n×M ℂ.  عندئذ

1 نلاحظ أنّ 
2

n

k
k

Me e
=

,2}1و  ∑= , }, kk n Me e∀ ∈ =….  

لنضع 
2

n

k
k

v e
=

  : يأتيولنلاحظ ما  ∑=

1 1

1 1

1 1
1

1 1
1 1

1
1 1

1
0 : 3

1k

M e v n e v
n n

M e v n e v
n n

M e v k n
n

     + = − +        − −
     − = − − −        − −
  − = ≤ ≤  − 

  

  وعلى هذا فإنّ الجملة

1 1 3

1 1 1 1
, , , ,

1 11 1
ne v e v e v e v

n nn n

  + − − −   − − − −
…  

تشابه  D. والمصفوفة D، ومن ثمَّ للمصفوفة Mتكون أساساً من الأشعّة الذاتيّة للمصفوفة 
)المصفوفة القطريةّ  )1 1,1 1, 0, ,0n n∆ = + − − − ….  

  ú  المطلوب.إثبات وبذا يتمّ 
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Jحقل الدراسة هو  5. التمرينℂ ة للمصفوفةأوجد مصفوفة قطرية مشا .M  من الحالات  في كل
  .ℕمن  n في حالة nM، واحسب لآتيةا

0 1 0 0 1 1 0 0
3 0 2 0 1 2 1 0

. , . ,0 2 0 3 0 1 2 1
0 0 1 0 0 0 1 1

2 2 1 1 0 2
. 2 3 2 , . 0 0 1

1 2 0

1

0

2

1
3

1
4

M M

M M

   
   −   = =   −   
      
   − −   
   = − =
   − −      

� �

� �

  

  الحـل

  . فنجدMلنعينّ أوّلاً كثير الحدود المميز للمصفوفة 1.

3 2 4 2

1 0 0

3 2 0
( ) det

0 2 3

0 0 1

2 0 1 0 0

det 2 3 3det 2 3

0 1 0 1

( 7 ) 3( 3) 10 9

M

X

X
X

X

X

X

X X X

X X

X X X X X X

 − 
 − =  − 
 −  

   −   
   = − − − −   
   − −      

= − − + − − = − +

X

  

1هي  Mفالقيم الذاتيّة للمصفوفة  1λ 2و = 1λ = 3و − 3λ 4و = 3λ = . وهي −
أشعّة ذاتيّة  الآتيةتشابه مصفوفة قطريةّ. ونجد بحساب بسيط أنّ الأشعّة  Mجميعاً بسيطة، فالمصفوفة 

  : توافق هذه القيم الذاتيّة Mللمصفوفة 

1 2 3 4

1 1 1 1

1 1 3 3
, , ,

1 1 3 3

1 1 1 1

v v v v

       
       
       − −       = = = =       − −       
       − −          

−

   

  

   حيث
k k kMv vλ=    1في حالة 4k≤ ≤.  
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الدرجة الثالثة على  من ، وهوMXعلى nXلكثير الحدود  nRيُكتب باقي القسمة الإقليديةّ
  الأكثر، بالشكل

2

2

( 1)( ( 3) ( 3))

( 9)( ( 1) ( 1))

n n n

n n

R X X X

X X X

α β

γ δ

= − − + +

+ − − + +
  

) واةفإذا عوّضنا في المسا ) ( ) ( )n
M nX X Q X R X= +X  المتحوّلX  1 ثمُ  ،1بالقيم−، 

  وجدنا −3 ثمُ  ،3 ثمُ 
( 3)

48

n

nα
−

= 3و  −

48

n

nβ )و  = 1)

16

n

nγ
−

1و  =

16nδ = −  

)وعلى هذا نجد أنّ  )n
nM R M= أي  

1 2 3 4( 1) 3 ( 3)n n n nM A A A A= + − + + −  
  حيث

2
1 4 4

2
2 4 4

2
3 4 4

2
4

3 1 1 3

3 1 1 31 1
( 9 )( )

3 1 1 316 8

3 1 1 3

3 1 1 3

3 1 1 31 1
( 9 )( )

3 1 1 316 8

3 1 1 3

1 1 1 1

3 3 3 31 1
( )( 3 )

3 3 3 348 8

1 1 1 1

1
(

48

A M I M I

A M I M I

A M I M I

A M

 − − 
 − − = − − + =  − − 
 − −  
 − − 
 − − = − − =  − − 
 − −  
 
 
 
 = − + =  
 

−

 
  

= − − 4 4

1 1 1 1

3 3 3 31
)( 3 )

3 3 3 38

1 1 1 1

I M I

 − − 
 − − − =  − − 
 − −  
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  . فنجدM لنعينّ كثير الحدود المميز للمصفوفة2.

2

2 2

1 1 0 0

1 2 1 0
( ) det

0 1 2 1

0 0 1 1

2 1 0 1 0 0

(1 )det 1 2 1 det 1 2 2

0 1 1 0 1 1

(1 )((2 ) (1 ) 1 2 ) ( 1)( 2) 1

( 2)( 2 4)

M

X

X
X

X

X

X

X X X

X X

X X X X X X

X X X

 − 
 − − =  − − 
 −  

   − −   
   = − − − − − −   
   − −      

= − + − + + − − + +

= − + −

X

  

  هي Mفالقيم الذاتيّة للمصفوفة 

1 2λ 2و = 2λ = 3و − 5 1λ = 4و − 5 1λ = − −  
تشابه مصفوفة قطريةّ. ونجد بحساب بسيط أنّ الأشعّة التالية  Mوهي جميعاً بسيطة، فالمصفوفة 

  توافق هذه القيم الذاتيّة: Mأشعّة ذاتيّة للمصفوفة 

1 2 3 4

1 1 1 1

2 1 2 1 5 2 5 2
, , ,

2 1 2 1 5 2 5 2

1 1 1 1

v v v v

       − − −       
       − + − − −       = = = =       

− + − + +       
       
       − − −       

  

k حيث k kMv vλ=  1في حالة 4k≤ ≤.  
الدرجة الثالثة على من ، وهو MX على nXلكثير الحدود nRباقي القسمة الإقليديةّ  يُكتب

  الأكثر، بالشكل
( )

( )
2

2

( 2) ( 1 5) ( 1 5)

( 2 4) ( 2) ( 2)

n n n

n n

R X X X

X X X X

α β

γ δ

= − + − + + +

+ + − − + +
  

)فإذا عوّضنا في المساواة  ) ( ) ( )n
M nX X Q X R X= +X  المتحوّلX  ثمُ  2بالقيم

5ثمُ  −2 5ثمُ  −1 1−   وجدنا −

( ) ( )
( ) ( )

2 5 5 2 5 5
20 20

2 2 2 2
8 8

1 5 , 1 5

2 , 2

n n

n n

n n

n n

β α

δ γ

+ −

+ −

= − − + = − −

= = −
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)وعلى هذا نجد أنّ  )n
nM R M= أي  

( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 42 2 5 1 5 1
n n n n

nM A A A A= + − + − + − −  

22 حيث 2
1 4 48

( 2 4 )( 2 )A M M I M I+= + −   أي +

1

1 2 1 1 1 2

1 2 1 2 1 11

1 2 1 2 1 14 2

1 2 1 1 1 2

A

 + + 
 − − 

=  
 − −
 
 + +  

  

22و  2
2 4 48

( 2 4 )( 2 )A M M I M I−= + −   أي −

2

2 1 1 1 2 1

1 2 1 2 1 11

1 2 1 2 1 14 2

2 1 1 1 2 1

A

 − − − − 
 − + + − 

=  
 − + + −
 
 − − − −  

  

22و  5 5
3 4 420

( 2 )( (1 5) )A M I M I+= − − +   أي +

3

5 2 1 1 5 2

1 5 2 5 2 11

1 5 2 5 2 14 5

5 2 1 1 5 2

A

 + − − − 
 − − + − 

=  
 − − + −
 
 − − − +  

  

)و أخيراً  )( )22 5 5
4 4 420

2 (1 5)A M I M I−= − +   أي −

4

5 2 1 1 5 2

1 5 2 5 2 11

1 5 2 5 2 14 5

2 5 1 1 5 2

A

 − − − + 
 − + − − 

=  
 − − + −
 
 − − −  
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  . فنجدMلنعينّ كثير الحدود المميز للمصفوفة  3.

3 2

2

2 2 1

( ) det 2 3 2

1 2

5 3

( 1) ( 3)

M

X

X X

X

X X X

X X

 − − 
 = − − 
 − −  

= − − + −

= − − +

X

  

1إذن  1λ 2، وMقيمة ذاتيّة مضاعفة مرتينّ للمصفوفة  = 3λ =   ا. قيمة ذاتيّة بسيطة له −
1يبين حسابٌ بسيطٌ أنّ بعُد الفضاء الذاتي الموافق للقيمة  1λ وهو المستوي الذي  2يساوي  =

2معادلته  0x y z− + 1، ويقبل أساساً الجملة = 2( , )v v حيث  

1 [2,1, 0]tv 2   و   = [0,1,2]tv =  
3في حين نجد أنّ الشعاع  [1,2, 1]tv =  .Mللمصفوفة  −3شعاع ذاتي موافق للقيمة الذاتيّة  −

,diag(1,1تشابه المصفوفة القطريةّ  Mفالمصفوفة  ق كثير الحدود . إذن يحُقّ −(3
( ) ( 1)( 3)P X X X= − )المساواة  + ) 0P M =.  
، وهو من الدرجة الأولى على Pعلى  nXلكثير الحدود  nRيُكتب باقي القسمة الإقليديةّ 

  الأكثر، بالشكل

( 1) ( 3)n n nR X Xα β= − + +  

)فإذا عوّضنا في المساواة  ) ( ) ( )n
M nX X Q X R X= +X  المتحوّلX  3ثمُ  1بالقيم− 

  وجدنا
1
( 3)

4
n

nα = − 1  و  −
4nβ =  

)د أنّ وعلى هذا نج )n
nM R M= أي  

1 2 1 5 2 1
1 1
( 3) 2 4 2 2 0 2

4 4
1 2 1 1 2 3

n nM

   − −   
   = − − − +   
   − − −      
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  . فنجدMلنعينّ كثير الحدود المميز للمصفوفة  4.

2

1 0 2

( ) det 0 1

0 1 1

( 1)( 1)

M

X

X X

X

X X X

 − − 
 = − 
 − −  

= − + − +

X  

}2هي  Mإذن القيم الذاتيّة للمصفوفة  1, , }j j− − ) يثح − )2 i
3

expj π= والمصفوفة .
)2diagتشابه المصفوفة القطريةّ  1, , )j j− −   . ونثبتُ بسهولة أنّ الأشعّة−
2

1 2 3

2

1 1 1

0 , 1 , 1

0

j j

v v v

j j

    − −         = = =          − −         

  

3ا كان لـمّ وأخيراً  .Mتؤلّف أساساً من الأشعّة الذاتيّة للمصفوفة 
3M I=   استنتجنا أنّ  −

3

2

( 1) : 3

( 1) : 3 1

( 1) : 3 2

m

n m

m

I n m

M M n m

M n m

 − == − = + − = +

  

  ú  المطلوب.إثبات وبذا يتمّ 

Jلتكن 6. التمرينM مصفوفة مربعة من المرتبةn على حقل K نفترض أن .M تُكتب بالشكل 
A B

M
C D

 
 =  
  

) حيث،  )pA ∈M K و( )qD ∈M K و( )p qB ×∈M K ،

)و )q pC ×∈M K ،وp q n+ =.  

1detقلَوبة فإنّ  Aأثبت أنه إذا كانت  1. det det( )M A D CA B−= ⋅ −.  

1detقلَوبة فإنّ  Dأثبت أنه إذا كانت  2. det det( )M D A BD C−= ⋅ −.  

)ليكن  3. , )p n  2منℕ 1 حيثn p≥ )من  A ولتكن .≤ )n p×M K ،وB 
) من )p n×M K ّأثبت أن .  

det( ) det( )n p
n pXI AB X XI BA−+ = +  
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  تطبيق 4.

)ليكن  � , )X Y  من( )21( )n×M Kنضع ،t tX Y Y X M+ عينّ كثير  .=
)2. وادرس حالة M لمصفوفةالحدود المميّز ل , )(cos( ) )

ni jM j i θ ∈= − ℕ.  

)من  Aلتكن  � )nM K 0لنضع ، و
0
nI

B A

 
 =
  

2من   ( )nM K ّأثبت أن .  

2( ) ( 1) ( )n
B AX X= −X X  

  الحـل

  قلَوبة، المساواة المصفوفيّة التالية : Aفي الحقيقة، لدينا في حالة  1.
1

1

0

0

p

q

A B A I A B

C D C I D CA B

−

−

         = ×      −         
  

  التي ينتج منها مباشرة أنّ 

1det det det( )
A B

A D CA B
C D

−
 
  = −   

  

  قلَوبة، المساواة المصفوفيّة التالية : Dوكذلك، لدينا في حالة  2.
1

1

0

0
p

q

A B I B A BD C

C D D D C I

−

−

     −    = ×               
  

  التي ينتج منها مباشرة أنّ 

1det det det( )
A B

D A BD C
C D

−
 
  = −   

  

  بتطبيق النتيجتين السابقتين على المصفوفة 3.
n

p

I A
M

B XI

 
 =    

  

)من  ( ))n p X+M K  ّنستنتج أن  
1 1det det( ) det( )det( ( ) )n p n p n nI XI BI A XI I A XI B− −− = −  

  أو
det( ) det( )p n

p nXI BA X XI AB−− = −  
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  وهذا يُكافئ القول 
( ) ( ) ( )n p

AB BAX X X−= −X X  
  ضاً علىلنحصل أي Aبالمصفوفة  −Aويكفي أن نستبدل 

det( ) det( )n p
n pXI AB X XI BA−+ = +  

.4a  لتكن[ , ]B X Y=  2المصفوفة من( )n×M K  التي عمودها الأوّلX  وعمودها الثاني
Y ّمن الواضح أن .tM B B=   . ومن جهة ثانية نلاحظ أنّ ×

2

2

| |

| |

t t
t

t t

XX XY X X Y
B B

XY YY X Y Y

   ⋅   × = =   ⋅      
  

2 حيث 2

1

| |
n

k
k

X x
=

2و ∑= 2

1

| |
n

k
k

Y y
=

و ∑=
1

n

k k
k

X Y x y
=

⋅ =∑.  

)2وبالاستفادة من  ) ( ) ( )t t
n

B B B B
λ λ λ−

⋅ ⋅= −X X  ّنستنتج أن  
2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( (| | | | ) | | | | ( ) )n

M X Y X Y X Yλ λ λ λ−= − − + + − ⋅X  
  :يأتية الموافقة لما وفي الحالة الخاصّ 

cos

cos2

cos

X

n

θ

θ

θ

 
 
 
 =  
 
 
  

⋮
و   

sin

sin2

sin

Y

n

θ

θ

θ

 
 
 
 =  
 
 
  

⋮
  

tيكون لدينا وضوحاً  tM X X Y Y= ⋅ +   ويكون لدينا أيضاً  ⋅

( )2 2

1 1

2 i

1
| | cos 1 cos2

2

2 1 1

4 4

2 1 sin(2 1)

4 4 sin

n n

k k
n

k

k n

X k k

n
e

n n

θ

θ θ

θ

θ

= =

=−

= = +

−
= +

− +
= +

∑ ∑

∑  

2ولأنّ  2| | | |X Y n+   نستنتج أنّ  =

2 2

1

2 1 sin(2 1)
| | sin

4 4 sin

n

k

n n
Y k

θ
θ

θ=

+ +
= = −∑  
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  وأخيراً 

1

1

2 i

1

sin cos

1
sin2

2

1
Im

2

cos cos(2 1)

4 sin 4 sin

n

k
n

k
n

k

k

X Y k k

k

e

n

θ

θ θ

θ

θ θ

θ θ

=

=

=

⋅ =

=

  =    
+

= −

∑

∑

∑
  

  وهذا يقتضي أنّ 
22

2 2 2 1 sin
| | | | ( )

4 4 sin

n n
X Y X Y

θ

θ

 − ⋅ = −   
  

  ومن ثمَّ 
2 2

2 2

2

1 sin
( ) ( )

4 4 sin

n
M

n n
n

θ
λ λ λ λ

θ

−
  = − − + −   

X  

.4b  ّمن الواضح أن  

2 2

( ) det

1
det( ) det

det( ) ( 1) ( )

n n
B

n

n n

n
n A

XI I
X

A XI

XI XI A
X

X I A X

 − =  −  
 = − × − +   

= − = −

X

X

  

  ú  .ينُجز الحلوبذا 

  

Jلتكن المصفوفة  7. التمرين
3 4

2 3
A

− 
 =  − 

)2من  Φ. نتأمّل التطبيق الخطّي  ( ))L M ℂ 

) العلاقةالمعرف ب )M AM MAΦ = )2من  Mحين يكون  − )M ℂ عينّ نواة .
Φ، بت أنه قابل للتمثيل بمصفوفة قطرية.وأث  
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  الحـل

})2vectمن الواضح أنّ  , }) kerI A ⊂ Φ ليكن .( )
1 , 2ij i j

E
≤ ≤

=E  الأساس القانوني في

2( )M ℂ ّعندئذ نلاحظ أن .  

11 12

21 22

0 4 2 6
( ) , ( ) ,

2 0 0 2

4 0 0 4
( ) , ( ) .

6 4 2 0

E E

E E

   −   Φ = Φ =         
   − −   Φ

− − −

−
= Φ =   − −      

  

)ومن ثمَّ فإنّ  )rg dim Im 2Φ = Φ 4ا كان مّ لـ. و ≤ rg dimker= Φ + Φ  استنتجنا
2kerومن ثمَّ  2يساوي  Φنواة  أنّ بعُد vect({ , })I AΦ   . ومن جهة أخرى لدينا=

( )

0 2 4 0

4 6 0 4
mat ,

2 0 6 2

0 2 4 0

M

 − − 
 − = Φ =  − − 
 
  

E  

2إذن  2( ) ( 4)M X X X= −X ّوهذا يثُبتُ أن .Φ  يقبل التمثيل بمصفوفة قطريةّ لأنّ بعُد
وهي رتبة مُضاعفة هذه القيمة  2، يساوي kerΦ، وهو 0الفضاء الذاتي الموافق للقيمة الذاتيّة 

  ú  .الإثباتفهما بسيطتان. وبذا يتمّ  −2و 2يتّان الذاتيّة. أمّا القيمتان الذات

Jليكن 8. التمرين E والتي تأخذ قيمها في [0,1] فضاء التوابع المستمرة على ℝ وليكن التطبيق .
:الخطيّ  : ( )u E E f u f→   المعرف بالعلاقة ֏

1

0

( )( ) min( , ) ( )du f x x t f t t= ∫  

  .u لتطبيق الخطّيعينّ القيم والأشعة الذاتية ل   

  الحـل

)قتضي ي. في الحقيقة، u الخطّي ليس قيمة ذاتيّة للتطبيق 0لنلاحظ أوّلاً أنّ  ) 0u f   أن يكون =
1

0

[0,1], ( )d ( )d 0

x

x

x tf t t x f t t∀ ∈ + =∫ ∫  
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  وباشتقاق طرفي هذه المساواة نجد
1

[0,1], ( )d 0

x

x f t t∀ ∈ =∫  

,[0,1]وبالاشتقاق مرةّ أخرى نستنتج أنّ : ( ) 0x f x∀ ∈ ker. أي إنّ = {0}u = 
  قيمة ذاتيّة. 0متباينٌ ولا يقبل العدد  uوالتطبيق الخطيّ 

)يحُقّقان المساواة  Eمن  fوليكن  ℂ∗من  λلتكن  )u f fλ=، أي  
1

0

1
[0,1], ( ) ( )d ( )d

x

x

x f x tf t t x f t t
λ

   ∀ ∈ = +    
∫ ∫  

(0)ويحُقّق  [0,1]على  1Cينتمي إلى الصف  fنستنتج من هذه المساواة أنّ  0f   ، وكذلك=
1

1
[0,1], ( ) ( )d

x

x f x f t t
λ

′∀ ∈ = ∫   

fنستنتج من هذه المساواة أيضاً أنّ  (1)ويحُقّق  [0,1]على  1Cينتمي إلى الصف  ′ 0f ′ = ،
  وكذلك

1
[0,1], ( ) ( )x f x f x

λ
′′∀ ∈ = −   

21يحُقق  ℂمن  ωليكن 
ω

λ
  حلاً للمسألة التفاضليّة fعندئذ يكون  =

(0) 0f (1)و = 0f ′ 2و  = 0f fω′′ + =  
cosمن الصيغة  fالمعادلة التفاضليّة تقتضي أنّ  sinx A x B xω ω+֏،  أمّا الشرط

(0) 0f 0Aفيقتضي أنّ  = (1)، وأخيراً يقتضي الشرط = 0f ′ أن يكون  =
cos 0B ω =.  

  إذن 
cosفي حالة  � 0ω )تقتضي المساواة  ≠ )u f fλ=  0أن يكونf . فالعدد =

2

1
λ

ω
 .uليس قيمة ذاتيّة للتطبيق الخطّي  =
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cosوفي حالة  � 0ω ، أي =
2
πω π∈ + ℤ يكون التطبيق ،sinx xω֏  ًّغير  حلا

)للمعادلة  صفري )u f fλ= أي شعاعاً ذاتياًّ للتطبيق ،u  موافقاً للقيمة الذاتيّة
21/λ ω=. 

  هي uنستنتج أنّ مجموعة القيم الذاتيّة للتطبيق الخطّي 

2 2

4
Sp( ) :

(2 1)
ku k

k
λ

π

   = = ∈  +  
ℕ  

وأنّ الفضاء الذاتي الموافق للقيمة الذاتيّة 
2 2

4

(2 1)
k

k
λ

π
=

+
  دٌ بالتابع مولkf المعرّف بالعلاقة  

(2 1)
( ) sin

2k

k
f x x

π + =   
  

  ú  المطلوب.إثبات وبذا يتمّ 

Jليكن  9. التمرينa  وb  عددين حقيقيين مختلفين. وليكن[ ]nE X= ℝ  فضاء كثيرات
 u. عينّ القيم الذاتية والأشعة الذاتية للتطبيق n الحدود الحقيقية التي لا تزيد درجتها عن

)من  )EL  يأتيالمعرّف كما:  
( )( ) ( )( ) ( ) ( ( )) ( )

2
nu P X X a X b P X nX a b P X′= − − − − +  

  الحـل

ذه القيمة هو شعاع ذاتي يوافق ه P، وأنّ كثير الحدود uقيمة ذاتيّة للتطبيق الخطّي  λلنفترض أنّ 
)الذاتيّة. عندئذ بمقارنة درجتي الحدّين المسيطرين في طرفي المساواة  )u P Pλ=  ّنستنتج أن

degP n=.  
. ولنفترض أنّ رتبة مضاعفته تساوي Pلكثير الحدود  ℂفي  αومن جهة أخرى لنتأمّل جذراً 

m عندئذ يكون .α  1جذراً مضاعفاً من المرتبةm Pلكثير الحدود  − . ولكن نستنتج من ′
)المساواة  )u P Pλ=  ّأن  

( )( ) ( ) ( ) ( )
2

n
X a X b P X nX a b P Xλ

 ′− − = − + +   
  

)على الأقل الكثير الحدود  mهو جذر مضاعف من المرتبة  αنّ إ )( ) ( )X a X b P X′− − .
)جذراً لكثير الحدود  αإذن لا بدُّ أن يكون  )( )X a X b− }أي  − },a bα ∈.   
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  الصيغة Pوعلى هذا لا بدُّ أن يأخذ 
( ) ( )k n kX a X bµ −− −  

)لنعرّف إذن  ) ( )k n k
kP X a X b −= − 0في حالة  − k n≤   . ولنلاحظ أنّ ≥

( ) ( ) ( )( ) ( ( )) ( )
2

( ) ( )
2

k k

k k k

n
u P k X b n k X a nX a b P X

n
a b k P X Pλ

 = − + − − − − +   
 = − − =  

  

)فنا وقد عرّ  )
2

( ) n
k a b kλ = − طيفه  ،التمثيل بمصفوفة قطريةّ u. إذن يقبل التطبيق الخطّي −

1nمكوّن من  )قيمة ذاتيّة مختلفة هي  + )
0k k n

λ
≤ ≤

)، ويقبل الجملة  )
0k k n

P
≤ ≤

أساساً من  
  ú  شعّة الذاتيّة.الأ

Jلتكن  10. التمرينa وb وc  أعداداً حقيقية مختلفة مثنى مثنى. وليكن[ ]nE X= ℝ   فضاء
لحقيقية التي لا تزيد درجتها عن  ت الحدود ا من  uيل التطبيق . ادرس قابلية تمثnكثيرا

( )EL  ،حيثبمصفوفة قطرية  
( ) ( ) ( )( ) ( )

d

d
u P aX b P X cP X

X
= + +  

  الحـل

)1لنلاحظ أنّ  ) ( ( 1) )k k ku X a k c X bkX −= + + بالنسبة إلى  u . إذن مصفوفة+
  لنجد uمباشرة طيف  الأساس القانوني مصفوفة مثلثّيّة ونقرأ منها

{ }Sp( ) ( 1) : 0u a k c k n= + + ≤ ≤  

1وهو مكوّن من  dimn E+ التمثيل  uقيمة ذاتيّة مختلفة. إذن يقبل التطبيق الخطّي  =
  في الحقيقة، نلاحظ أنّ  بمصفوفة قطريةّ.

(( ) ) ( ( 1) )( )k ku aX b a k c aX b+ = + + +  

)إذن تكون الجملة  )
0

( )k
k n

aX b
≤ ≤

  u.  úمؤلّفاً من أشعّة ذاتيّة للتطبيق  Eأساساً للفضاء  +
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Jلتكن 11. التمرين A وM  مصفوفتين من( )nM ℂ  ّقان تحقAM MA= أنّ . نفترض
  .nيساوي  Mعدد عناصر طيف 

  .A لمصفوفةلهو شعاع ذاتي  M لمصفوفةأثبت أنّ كل شعاع ذاتي ل 1.

0أثبت أنهّ يوجد  2. 1 1( , , , )nα α α    يحُقّق nℂفي  …−
1

0 1 1
n

n nA I M Mα α α −
−= + + +⋯  

)3حلّ في  3. )M ℂ  2المعادلةX A= حيث 
11 5 5
5 3 3
5 3 3

A

 − 
 = − −
 −  

.  

  الحـل

w. لنضع λموافقاً للقيمة الذاتيّة  Mشعاعاً ذاتياًّ للمصفوفة  vليكن  1. Av= عندئذ ،
   يكون لدينا

( ) ( ) ( )Mw M Av A Mv A v Av wλ λ λ= = = = =  
wإذن ينتمي الشعاع  Av=  إلى الفضاء الذاتيEλ  الموافق للقيمة الذاتيّةλ  للمصفوفةM .

E الفرض، استنتجنا أنّ استناداً إلى 1ا كان بعُد هذا الفضاء يساوي لـمّ و  vλ = ℂ ومن ثمَّ يوجد ،
Avيحُقّق  λµعددٌ  vλµ= شعاع ذاتي للمصفوفة فكل .M  هو شعاع ذاتي للمصفوفةA.  

1لنفترض أنّ  2. 2Sp( ) { , , , }nM λ λ λ= 1، ولنفترض أنّ … 2( , , , )nv v v=V هو  …
)1أساسٌ للفضاء  )n×M ℂ  مكوّنٌ من أشعّة ذاتيّة للمصفوفةM ،أي   

,n k k kk Mv vλ∀ ∈ =ℕ.  
kيحُقّق  ℂمن  kµ، يوجد عددٌ nℕمن  k، مهما تكن 1.استناداً إلى  k kAv vµ= ليكن .

P   كثير الحدود الوحيد من[ ]Xℂ الذي يحُقّق الشرطين  
degP n<  و  , ( )n k kk P v µ∀ ∈ =ℕ  

  كثيرات حدود لاغرانج. عندئذ  ستعمالويمكن التعبير عنه بسهولة با ،وهو كما نعلم موجودٌ 
, ( ) ( )n k k k k k kk P M v P v v Avλ µ∀ ∈ = = =ℕ  

)وهذا يبرهن أنّ  )P M A= ّلأن ،V  1أساسٌ للفضاء( )n×M ℂ.  
  المعطاة هو Aنجد بحساب مباشر أنّ كثير الحدود المميز المصفوفة  3.

( ) ( 1)( 16)A X X X X= − − −X  
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2Bالمساواة  Bفإذا حقّقت المصفوفة  A=   كان لديناBA AB= واستناداً إلى ما سبق لا ،
)من الدرجة الثانية على الأكثر يحُقّق  Pبدُ أن يوجد كثير حدود  )B P A= وتكون الأعداد ،

(0)P (1)وP  (16)وP  قيماً ذاتيّة للمصفوفةB 2. ونستنتج من المساواةB A=  ّأن  

( )2(0) 0P )و = )2(1) 1P )و = )2(16) 16P =  
)على هذا يوجد و  , )ε ε′  2في{   يحُقّقان −{1,1

(0) 0P P(1)و = ε= (16)و 4P ε′=  
degا كان لـمّ ولكن  2P   استنتجنا مما سبق أنّ  ≥

( ) ( 1) ( 16)
60 15

P X X X X X
ε ε′

= − − −  

  وبملاحظة أنّ 

2 17 8 17
( ) ( 1)( 16)

3600 240
P X X X X X X

εε ′+ − = − − −  
  

)2أي إنّ  :نستنتج مباشرة أنّ العكس صحيحٌ  ( ))P A A=.  ّوعلى هذا فإن  

2 2( ) ( 16 ) : ( , ) { 1,1}
60 15

B A B A A I A A I
ε ε

ε ε
 ′  ′= ⇔ ∈ − − − ∈ −    

  

2Bأنّ مجموعة حلول المعادلة  أو A= هي  

2

4 2 2 1 1 1
2

2 1 1 1 1 1 : ( , ) { 1,1}
3 3

2 1 1 1 1 1

B
ε ε

ε ε

      − − −     ′     ′∈ − − + − − ∈ −         − −          

  

  ú  .توبذا يتمّ الإثبا

  

Jلتكن 12. التمرين M مصفوفة من ( )nM ℂ نفترض وجود عددين .( , )λ µ 2 منℂ ،
)ومصفوفتين  , )A B  من( )2( )nM ℂ تحُقّقان k k kM A Bλ µ=  k، أياً كانت +

}من    تُشابهِ مصفوفة قطرية. M. أثبت أنّ 1,2,3{



 308 اختزال التطبيقات الخطيّة

   الحـل

) استناداً إلى الفرْض لدينا ) ( ) ( )P M P A P Bλ µ= من  Pدود وذلك أياًّ كان كثير الح +
[ ]Xℂ  (0)الذي يحُقّق 0P degو = 3P ). وبوجه خاص يكون لدينا ≥ ) 0Q M في  =

)حالة كثير الحدود  ) ( )( )Q X X X Xλ µ= − −.  

يساوي  Qتشابه مصفوفة قطريةّ لأنّ  Mمختلفة استنتجنا أنّ  µو λو 0فإذا كانت الأعداد 
  جداء ضرب حدود مختلفة من الدرجة الأولى.

0µأمّا في حالة  0λو = 2فيكون لدينا  ≠ 2M B Mµ µ= وهذا يثبتُ أنّ  .=
( ) 0R M ) حيث = ) ( )R X X X µ= يساوي  Rمصفوفة قطريةّ لأنّ  M. إذن تشابه −

دود مختلفة من الدرجة الأولى. ونصل إلى النتيجة نفسها في الحالتين المماثلتين جداء ضرب ح
0λ 0µو = 0λ، و ≠ µ= 0λ. وأخيراً تبقى الحالة التافهة ≠ µ= التي تساوي  =

  ú  .يكتمل الحلمصفوفة قطريةّ. وبذا  Mفيها 

Jلتكن 13. التمرين M مصفوفة من ( )nM ℂ ،(1 )n≤:أثبت تكافؤ الخواص التالية .  
)يحقق  Mلمصفوفة كثير الحدود المميّز ل  � ) ( 1)n n

M X X= −X.  
0أياً كان  � k<  ّفإنtr( ) 0kM =.  
0pM يحُقّق pيوجد عدد طبيعي  � =.  

  الحـل

)من  Mنعلم أنّ كلّ مصفوفة  )nM ℂ  تشابه مصفوفة مثلثّيّة، فتوجد مصفوفة مثلثّيّة عليا
( )ijN a=  ومصفوفة قلوبةP  1تحقّقانM PNP−=.  
⇐� )لنفترض أنّ  � ) ( )nM X X= −X  عندئذ يكون( ) ( )nN X X= −X َّومن ثم ،

0iia  kNتكن العناصر القطريةّ في  ℕ∗من  k. وعليه، مهما يكن nℕمن  iأياًّ كان  =
  إذن  معدومة.

, tr 0kk N∗∀ ∈ =ℕ  
trلأنّ  �وهذا يقتضي  trk kN M=.  
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⇐� trلنفترض أنّ  � 0kM } ، ولنعرّفℕ∗من  kأياًّ كان  = : }ii na iΛ = ∈ ℕ ،
}cardلنعرّف  Λمن  λوفي حالة  : }n iim i aλ λ= ∈ =ℕ .  

  ض أنّ عندئذ نستنتج بناءً على الفرْ 

1

, tr tr 0
n

k k k k
ii

i

k M N a mλ
λ

λ∗

= ∈Λ

∀ ∈ = = = =∑ ∑ℕ  

  ومن ثمَّ 
[ ], ( ) 0Q X m Qλ

λ

λ λ
∈Λ

∀ ∈ =∑ℂ  

  ، واختبرنا المساواة السابقة على كثير الحدودΛعنصراً من  µفإذا كان 

\{ }

X
Lµ

λ µ

λ

µ λ∈Λ

−
=

−∏  

,استنتجنا أنّ  0mµµ µ∀ ∈ Λ ⋅ Λ{0}، وهذا يبرهن أنّ = . وبالطبع، نستنتج من كون =
0nNمعدومةً أنّ  Nاصر قطر المصفوفة نع 0nMومن ثمَّ أنّ  = =.  

⇐� 0pMمن الوضح أنّ الشرط  � )Spيقتضي أنّ  = ) {0}M ومن ثمَّ أنّ كثير  =
)هو  Mالحدود المميّز للمصفوفة  )nX−.  ú  

  

Jنقول عن مصفوفة  14. التمرين ( )i jA a= من( )nM ℂ  اإذا وفقط إذا تحقق  إحصائيةإ  

1

, 1
n

n ij

j

i a
=

∀ ∈ =∑ℕ      و[ ]2( , ) , 0,1n iji j a∀ ∈ ∈ℕ  

)لتكن    )i jA a=  من( )nM ℂ .مصفوفة إحصائية  
  .Aيمة ذاتية للمصفوفة ق 1أثبت أنّ  1.
1. أثبت أنّ ℂفي  Aلمصفوفة قيمة ذاتية ل λلتكن  2. λ≥.  
0iiaنفترض أنّ  3.  في( A لمصفوفة. أثبت أنّ جميع القيم الذاتية لnℕمن  i أياً كان <

ℂ(  داخلاً  وتمس الدائرة المثلثّية 1تقع داخل دائرة نصف قطرها أصغر تماماً من.   
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  الحـل

)1المصفوفة من 1111ليكن  1. )n×M ℂ  ّالتي تساوي جميع ثوابتها الواحد. عندئذ نتيقّن مباشرة أن
A =1 11 11 11   .Aهو قيمة ذاتيّة للمصفوفة الإحصائيّة  1، إذن العدد 1

1، وليكن ℂفي  Aقيمة ذاتيّة للمصفوفة  λلتكن  2. 2[ , , , ]t
nX x x x= شعاعاً ذاتياًّ  …

}موافقاً. ثمُ نعرف  }max :q i nx x i= ∈ ℕ 0. فيكونqx 0Xنّ لأ < ≠ .
AXنستنتج من المساواة المصفوفيّة  Xλ=  ّأن  

1

n

q qj j
j

x a xλ
=

=∑  

  ومن ثمَّ 

1 1

n n

q qj j qj q q
j j

x a x a x xλ
= =

≤ ≤ =∑ ∑  

1λإذن  ≤.  

نعلم استناداً إلى الفرْض أنّ  3.
1
min 0ii
i n
aα

≤ ≤
= 0,1ωإذن عدداً  . لنختر<  ∈   ولنتأمّل .

  المصفوفة 

( )1

1 nB A Iω
ω

= −
−

  

كانت   Aللمصفوفة  ℂقيمة ذاتيّة في  λمصفوفة إحصائيّة. وإذا كانت  Bمن الواضح أنّ 

1

λ ω

ω

−
−

1وكان من ثمَّ  ،Bقيمة ذاتية للمصفوفة الإحصائيّة  
1

λ ω

ω

−
≤

−
. وهكذا نكون قد 

  أثبتنا أنّ 
Sp( ), 0, , 1Aλ ω α λ ω ω ∀ ∈ ∀ ∈ − ≤ −   

  نستنتج أنّ  αتسعى إلى  ωوبجعل 
Sp( ) ( ,1 )A D α α⊂ −  

)و ),1D α α−  هو القرص الذي مركزهα  وبذا يتمّ 1ويمس الدائرة المثلثّيّة داخلاً عند النقطة .
  ú  المطلوب.إثبات 
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J15. التمرين  

ليكن كثير الحدود 
0

( )
n

k
n k

k

P X a X−
=

= ]في  nمن الدرجة  ∑ ]Xℂ ّنفترض أن .  

1

( ) ( )
n

i

i

P X X λ
=

= −∏  

و نضع 
1

n
k

k i
i

S λ
=

= }حين يكون  ∑ }0,1, ,k n∈ ….  

:  أثبت المطابقة 1.
1

11
0 1

( ) 1

( )

n n n
k i

nk
ik i

P X S

P X XXX

λ

λ

+

++
= =

′
= +

−∑ ∑.  

  لدينا  ∞+استنتج أنه في جوار  2.

( )1

1 0

1
( )

n n

n i i

i

P x a S x O
x

−
−

− −
= =

 ′ = +   
∑ ∑

ℓ
ℓ

ℓ

ℓ

.  

0أثبت أخيراً أنّ  3. 1a أنّ و  =
1

1
k

k k i i

i

a a S
k

−
=

= − nkحين يكون  ∑ ∈ ℕ.  

)من  Aلتكن  4. )nM ℂ 1. نعرّف المتتاليتين( )k k nB ≤ )1و  ≥ )k k na ≤   بالعلاقات: ≥
� ( ) ( )1 1 1, , trB a A B= −  

� 1 1

1
( , ) ( ), trk k k k n kB a A B a I B

k
− −

 = + −   
1n عندما  k≥ > .  

  أثبت أنّ 
1

1

( ) ( 1)
n

n n k
A n k

k

X X a X

−

−
=

  = − +   
∑X  

  الحـل

  في الحقيقة يمكننا أن نكتبَ  1.

1 1

1

1

1

1 1
0 1

( ) 1 1 1

( ) 1 /

( / )1

1 /

1

n n

i ii i
kn n

i i

k i

n n n
k i

k n
k i i

P X

P X X X X

X

X X X

S

XX X

λ λ

λ λ

λ

λ

λ

= =
+

=

+

+ +
= =

′
= =

− −
       = +    −   

= +
−

∑ ∑

∑

∑ ∑
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  لدينا ∞+إذن في جوار  2.

1 2
0

1 2
0 0

1 2
0 ,

1
0 ,

1 1
( ) ( )

1 1

1 1

1

n
k

n kn
k

n n
j k

n j n kn
j k

j k
n j n kn

j k n

j k
n j n kn

j k n
j k n

P x P x S x O
x x

a x S x O
x x

a S x O
x x

a S x
x

−+
=

− −+
= =

+
− −+

≤ ≤

+
− −+

≤ ≤
+ >

    ′ = +       
         = +              

 = +   

=

∑

∑ ∑

∑

|

|

|

|

2
1

1 0 ,

1

1
n

r n
n j n k

r n j k n
j k r

O
x

a S x O
x

− −
− −

= + ≤ ≤
+ =

=

 +   

     +        

∑

∑ ∑

  

  ومن ثمَّ 

| |

| |

| |

| |

1

1 0 ,

1

1 0 ,

1

1 0

1
( )

1

1

n

n j n k
j k n

j k n

n

n j i
j i n

j i

n n

n i i
i

P x a S x O
x

a S x O
x

a S x O
x

−
− −

= ≤ ≤
+ = +

−
−

= ≤ ≤
= +

−
−

− −
= =

    ′ = +      

    = +      

    = +       

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

ℓ

ℓ
ℓ

ℓ

ℓ
ℓ

ℓ
ℓ

ℓ
ℓ

  

1ولكن لدينا من جهة أخرى  3.

0

( )
n

nP x a x −
−

=

′ =∑ ℓ
ℓ

ℓ

ℓ وهذا يقتضي أنهّ في جوار +∞ 

  لدينا

1

1 0

1
n n

n n i i
i

a a S x O
x

−
−

− − −
= =

     − =       
∑ ∑

ℓ
ℓ

ℓ ℓ
ℓ

ℓ  
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  أو

{ }
0 1

1,2, , 1 ,
n n

n n i i n n i i
i i

n a a S na a S

− −

− − − − − −
= =

∀ ∈ − = = +∑ ∑
ℓ ℓ

ℓ ℓ ℓ ℓℓ … ℓ  

  ومنه

{ } ( )
1

1,2, , 1 ,
n

n n i i
i

n n a a S

−

− − −
=

∀ ∈ − − − = ∑
ℓ

ℓ ℓℓ … ℓ  

  كافئةلـمُ يُكتبُ بالصيغة ا وهذا

  { }
1

1
1,2, , 1 ,

k

k k i i
i

k n a a S
k

−
=

∀ ∈ − = − ∑…  (1)  

  استنتجنا أنّ  Pجذراً لكثير الحدود  jλا كان لـمّ ومن جهة أخرى، 

0

, ( ) 0
n

i
n j n i j

i

j P aλ λ−
=

∀ ∈ = =∑ℕ  

  وبجمع هذه المساويات نستنتج أنّ 

0

0
n

n i i
i

a S−
=

=∑  

0Sا كان لـمّ و  n=  ّتبقى صحيحة في حالة  (1)استنتجنا أنk n=.  
  أنّ  kلنثبت بالتدريج على العدد   4.

  
1

k
i

k k i
i

B a A−
=

=∑  (2)  

1kهذا محقّقٌ وضوحاً في حالة    . عندئذnأصغر تماماً من  kعند  (2). لنفترض صحة =

( )
1

1 1
1 1

k k
i i

k k k k i k k i
i i

B A B a I A a A a A a A

+

+ − + −
= =

  = + = + =   
∑ ∑  

  .nℕمن  kفي حالة  (2)صحّة  وهذا يثبتُ 
  من جهة أخرى، لنفترض أنّ 

1 0

( ) ( 1) ( ) ( 1)
nn

n n k
A i n k

i k

X X b Xλ −
= =

= − − = − ∑∏X  
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1تشابه مصفوفة قطريةّ، قطرها  Aا كانت لـمّ  2( , , , )nλ λ λ… ا أنّ استنتجن

1

tr
n

k k
i k

i

A Sλ
=

= kوهذا ما سيفيدنا في إثبات أنّ  .∑= ka b=  في حالةk  من

{0,1, , }n… .  
0في الحقيقة لدينا وضوحاً  0 1a b= 1. وكذلك فإنّ = 1trb A a= − فترض أنّ . لن=

j ja b=  في حالةj k<عندئذ يكون لدينا .  

1 1

1 1 1
tr tr

k k
i

k k k i k i i k
i i

a B a A a S b
k k k

− −
= =

= − = − = − =∑ ∑  

  ú  وهكذا نكون قد أثبتنا المطلوب. وقد استفدنا من نتيجة السؤال السابق.

Jلتكن  16. التمرينx  من] [1, 1−    . ولنعرّفℕمن  n، و+

0

cos
( ) d

1 cosn

nt
I x t

x t

π

=
−∫  

)0احسب كلاً من  1. )I x  1و( )I x.  

0 بافتراض 2. x≠ 1و n≤ 1، احسب 1( ) ( )n nI x I x+ )بدلالة  +− )nI x  وx.  

)استنتج قيمة  3. )nI x.  
  الحـل

  يمكننا أن نكتبَ في الحقيقة  1.
/2

0

0 /2

/2 /2

0 0
/2 /2

2 2 2 2 2
0 0

2 2 22
0 0

d d
( )

1 cos 1 cos

d d

1 cos 1 cos

2d 2 d

1 cos 1 tan cos

2 1 2
d d

an

1 11

t

u t

v t

t t
I x

x t x t

t u

x t x u

t t

x t t x t

v y
x v yx

π π

π

π π

π π

π

∞ ∞

= +
− −

= +
− +

= = ⋅
− + −

= ⋅ = ⋅
− + +−

= −

=

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

	

	

  

0وأخيراً 
2

( )
1

I x
x

π
=

−
.  



 تمرينـات 315

  وكذلك فإنّ 

0 1

0 0

1 cos
( ) ( ) d d

1 cos 1 cos

t
I x xI x t x t

x t x t

π π

π− = − =
− −∫ ∫  

  إذن

1
2 2 2

1
( ) 1

1 1 (1 1 )

x
I x

x x x x

π π = − =   − − + −
  

  ومن جهة أخرى نلاحظ أنّ  2.

1 1

0

0 0

0

cos( 1) cos( 1)
( ) ( )

1 cos

cos cos 2 1
2 cos 1

1 cos 1 cos

2
( ) cos

n n

n

n t n t
I x I x dt

x t

nt t
dt nt dt

x t x x t

I x ntdt
x

π

π π

π

+ −
+ + −

+ =
−

 = = −  − − 
   = −    

∫

∫ ∫

∫

   
0xإذن في حالة    لدينا ℕ∗من  nو ≠

1 1

2
( ) ( ) ( )n n nI x I x I x

x
+ −= −  

)وعلى هذا تكون المتتالية  3. )( )n n
I x

∈ℕ
  حدودها المميز هو  ة. كثيرمتتالية خطيّة من المرتبة الثاني 

2 2
1 0Z Z

x
− + =  

  جذران مختلفان هما وله
2

1

1 1 x
Z

x

+ −
و   =

2

2

1 1 x
Z

x

− −
=  

1ومن ثمَّ  2( ) n n
nI x AZ BZ=   بالشرطين Bو A، إذ يتعينّ المقداران +

0
2

1 2 1
2 2 2

1

( )
1

( )
1 (1 1 ) 1

A B I x
x

x
AZ BZ I x

x x Z x

π

π π

+ = =
−

+ = = =
− + − −
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0A وبالحلّ المشترك نستنتج أنّ  و =
21

B
x

π
=

−
  . ومن ثمَّ 

2 2
, ( )

1 1 1

n

n

x
n I x

x x

π   ∀ ∈ =    − + −
ℕ  

[وهذه النتيجة صحيحة في حالة  1,1[x ∈ −.  ú  

J1لتكن  17.التمرين 2( , , , )na a a…  ّ1ق أعداداً حقيقية تحق 20 na a a< < < <⋯ .
)من  Aولتكن المصفوفة  )nM ℝ : المعرفّة كما يلي  

2 3

1 3

1 2

2 3

1 2 1

0
0

0

0

n

n

n

n

a a a

a a a

a a
A a a

a

a a a −

 
 
 
 
 =  
 
 
 
  

⋯ ⋯

⋮

⋮ ⋱ ⋱ ⋮

⋮ ⋮ ⋱ ⋱

⋯ ⋯

  

أثبت أنّ  1.
1

sp( ) 1
n

k

kk

a
A

a
λ

λ=
∈ ⇔ =

+∑.  

  تشابه مصفوفة قطرية. Aاستنتج أنّ المصفوفة  2.

  الحـل

نّ  1. ]1وليكن  Aقيمة ذاتيّة للمصفوفة  λلنفترض أ , , ]t
nX x x= موافقاً.  … ذاتيّاً  شعاعاً 

AXعندئذ تُكتب المساواة  Xλ= كافئةلـمُ بالصيغة ا  

  
1

( ) :
n

k k j j n
k

a x a x jλ
=

= + ∈∑ ℕ  (1)  

لنفترض على سبيل الجدل أنّ 
1

0
n

k k
k

u a x
=

= 0X. عندئذ نستنتج من كون ∑= أنّ  ≠

0aλغير معدومة، وهذا يقتضي أن يكون  xℓإحدى مركّبات هذا الشعاع، ولتكن  + =ℓ .
0jxوهذا بدوره يقتضي أن يكون  }\في حالة  = }nj ∈ ℕ ℓ وعندئذ يكون .

0u a x= ≠ℓ ℓ،  0ما يناقض افتراضنا الأوّل. إذن لابدُّ أن يكون وهذاu ≠ .  
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,أنّ  (1)نستنتج من المساواة وعليه  0n jj aλ∀ ∈ + ≠ℕ َّومن ثم ،  

1 2

1 1 1
, , ,

t

n

X u
a a aλ λ λ

 
 =  + + + 

…  

  أنّ  uكما نستتج من تعريف 

1 1

n n
k k

k kk k

ua a
u u

a aλ λ= =

= =
+ +∑ ∑  

0uا كان لـمّ و  كان   ≠
1

1
n

k

k k

a

aλ=

=
+∑.  

  عدداً ما يحُقّق  λوبالعكس، إذا كان 

1

1
n

k

k k

a

aλ=

=
+∑  

  تيقّنّا مباشرة أنّ الشعاع

1 2

1 1 1
, , ,

t

n

x
a a a

λ
λ λ λ

 
 =  + + + 

…  

)sp. أي إنّ λموافقٌ للقيمة الذاتيّة  Aهو شعاعٌ ذاتي للمصفوفة  )Aλ ∈.  
  لنتأمّل التابع  2.

1

( ) 1
n

k

k k

a
x F x

x a=

= − +
+∑֏  

1المعرّف على  2\{ , , , }na a a− − −ℝ متناقصٌ تماماً على كل مجال من  F. نلاحظ أنّ …
  . كما نجد بحساب بسيطٍ أنّ مجالات تعريفه

, (( ) ) , (( ) )n k kk F a F a+ −∀ ∈ − = +∞ − = −∞ℕ  
limوأخيراً  ( ) 1

x
F x

→∞
= − .  

)إشارته في كل من االات  Fإذن يغير التابع  )1 1
] , [k k k n
a a − < ≤
− ، وكذلك في اال −

1] , [a− ) . إذن تقبل المعادلة∞+ ) 0F x . ومن ثمَّ فإنّ nحلولاً حقيقيّة متمايزة عددها  =
card(sp( ))A n= والمصفوفة .A .ّتشابه مصفوفة قطرية  ú  
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Jليكن 18. التمرينE فضاءً منتهي البعد على حقل K نذكّر أن .E ، E فضاءال يمثّل ثنوي ∗
)وأنّ  )EL  هو فضاء التطبيقات الخطيّة منE  إلىE.  

. I  في حالةa  منE  وf  منE f، نعرّف التطبيق ∗ a⊗  من( )EL  : كما يلي  
: : ,f a E E x f x a⊗ → ֏  

Eمن  fو  Eمن  aلتكن  1. )من  u، و∗ )EL  ّأثبت أن .  
( ) ( )u f a f u a⊗ = )    و    �⊗ ) ( )tf a u u f a⊗ = ⊗�  

1إذا كان  2. 2( , , , )na a a=A )1، وEفي أساساً  … , , )nf f=F  فيأساساً  …
E ) . أثبت أنّ الجملة∗ )

1 ,ij i j n
u ≤ ij حيث ،≥ i ju f a= في هي أساس  ،⊗

)الفضاء  )EL.  
. II  ليكنu وv  إذن يوجد أساس يقبلان التمثيل بمصفوفات قطريةّتطبيقين خطيّّين .

1 2( , , , )ne e e=E ,1، وأعداد uللتطبيق مكوّن من أشعّة ذاتية  … ,nλ λ…  ليست
, تحقّقبالضرورة متمايزة،  ( )n k k kk u e eλ∀ ∈ =ℕ وكذلك يوجد أساس .

1 2( , , , )na a a=A ,1، وأعداد vلتطبيق مكوّن من أشعّة ذاتية ل … ,nµ µ…  ليست
, تحقّقبالضرورة متمايزة،  ( )n k k kk v a aµ∀ ∈ =ℕ.  

1ليكن    2( , , , )ne e e∗ ∗ ∗ ∗=E   .E لأساسالأساس الثنوي ل …
)احسب  1. )t

ju e∗  حالة في nj ∈ ℕ.  
,نضع  2. : ( ) ( ) :u v E E X X u v XΦ → −L L ֏ � �.  

iأثبت أنّ  � j i ju e a∗= u, لتطبيقذاتي ل شعاعٌ  ⊗ vΦ وعينّ القيمة الذاتيّة  ،
1ة الموافقة له. وذلك في حال ,i j n≤   ماذا تستنتج ؟ .≥

u, لتطبيقاكتب كثير الحدود المميّز  ل � vΦ  1بدلالة, ,nλ λ…  1و, ,nµ µ….  
u نفترض في هذا السؤال أنّ   � v=ونضع ،sp( )S u=  طيفu2،  وS  

 λهي درجةُ مضاعفةِ العنصرِ  mλ، وSمجموعة الأجزاء المؤلفّة من عنصرين من 
u, لتطبيق. أثبت أنّ كثير الحدود المميّز لSمن  uΦ = Φ هو  

2

2

2 2

{ , }

( ) ( ) ( ( ) )S

m
m m

S

X X X
λ

λ µλ

λ µ

λ µ∈
Φ

∈

∑
= − − −∏X  

}استنتج بعُد الفضاء  � }( ) :uC w E w u u w= ∈ −L � �.  
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)من  uليكن  3. )EL تطبيقاً خطياً يقبل ،n  قيمة ذاتية متمايزة مثنى مثنى. وليكنw 
)من  )EL .ا سبق تكافؤ الشرطين: لاستفادة ممأثبت با  
� w u u w=� �.  
)بحيث  n درجته أصغر أو تساوي Pيوجد كثير حدود  � )w P u=.  

  الحـل

.1. I  في الحقيقة، مهما تكنx  منE يكن  
( )( )( ) , , ( ) ( ( ))( )

( ) ( ) , ( ) ( ), ( ( ) )( )t t

u f a x u f x a f x u a f u a x

f a u x f u x a u f x a u f a x

⊗ = = = ⊗

⊗ = = = ⊗

�

�
  

  وهذا يثبت المساواتين المطلوبتين.

.2. I  نستنتج من المساواة
1 ,

0ij ij
i j n

uλ
≤ ≤

  أنّ  ∑=

1 1

, , 0
n n

ij i j
j i

x E f x aλ
= =

∀ ∈ =∑ ∑  

استنتجنا أنّ  Eأساسٌ في  Aولأنّ 
1

, , , 0
n

n ij i
i

j x E f xλ
=

∀ ∈ ∀ ∈ =∑ℕ أو  

1

, 0
n

n ij i
i

j fλ
=

∀ ∈ =∑ℕ  

Eأساسٌ في  Fولأنّ  )2استنتجنا أنّ  ∗ , ) , 0n iji j λ∀ ∈ =ℕ، فالجملة ( )
1 ,ij i j n

u
≤ ≤

 
)جملة حرةّ في  )EL ا كان عددُ حدود هذه الجملة يساوي بعُدَ الفضاء لـمّ . و( )EL كانت ،

  ة أساساً لهذا الفضاء. الجمل
.1. II  ليكن الدليلانi وj  منnℕعندئذ ،  

( ), , ( ) ,

,

t
j i j i j i i

i ij j ij j j i

u e e e u e e e

e e

λ

λ δ λ δ λ

∗ ∗ ∗

∗

= =

= = =
  

,وهذا يثبتُ أنّ  ( )t
n j j jj u e eλ∗ ∗∀ ∈ =ℕ.  
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.2. II�  ليكن الدليلانi وj  منnℕعندئذ ،  

, ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

u v ij ij ij

i j i j

t
i j i j

i i j j i j i j ij

u u u v u

e a u v e a

u e a e v a

e a e a uλ µ λ µ

∗ ∗

∗ ∗

∗ ∗

Φ = −

= ⊗ − ⊗

= ⊗ − ⊗

= ⊗ − ⊗ = −

� �

� �
  

u,وهذا يثبتُ أنّ مصفوفة  vΦ  1بالنسبة إلى الأساس ,( )ij i j nu ≤   مصفوفة قطريةّ. ≥
u,كما نستنتج أنّ كثير الحدود المميز للتطبيق الخطّي   � vΦ يعُطى بالصيغة  

( )
, , 1 ,

1 , 1

( ) det mat( ,( ) )

( ) ( )

u v u v ij i j n

n

i j u j
i j n j

X u XI

X Xλ µ µ

Φ ≤ ≤

≤ ≤ =

= Φ −

= − − = +∏ ∏

X

X
  

u نفترض في هذا السؤال أنّ  � v=ونضع ، sp( )S u=  طيفu2، وS  مجموعة الأجزاء
، ونكتب اختصاراً Sمن  λهي درجةُ مضاعفةِ العنصرِ  mλ، وSعنصرين من المؤلفّة من 

,u uΦ = Φعندها .  

( )

( )
{ }

( ) ( )
{ }

2

2
2

2

|

( , )

,

2 2

,

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )( )

( )S

m
m m

u
S S S

m m

S S

m mm

S S

m m m

S

X X X

X

X X X

X X

µ

µ λ

λ µ

λ µλ

λ λ µ
λ

µ µ λ

λ µ

λ λ µ

λ µ

µ λ µ

λ µ

λ µ µ λ

λ µ∈

Φ
∈ ∈ ∈

∈ ×

∈ ∈

∈

  = + = − −   

= − −

= − − − − −

∑
= − − −

∏ ∏ ∏

∏

∏ ∏

∏

X X

  

keru,لنلاحظ أنّ  � u uC = Φ  ّومن ثمَّ فإنuC  هو الفضاء الذاتي للتطبيق,u uΦ  الموافق
u,ا كان التطبيق الخطّي لـمّ . و 0للقيمة الذاتيّة  uΦ أنّ  بمصفوفة قطريةّ استنتجنا يقبل التمثيل

dim uC  2أي  ؛0مضاعفة القيمة الذاتيّة  رتبةيساوي

S

mλ
λ∈
∑.  



 تمرينـات 321

.3. II 1استناداً إلى الفرْض، لديناmλ . ومن ثمَّ فإنّ Sمن  λأياًّ كانت قيمة  =
dim uC n= ّ2. ومن الواضح أن 1vect( , , , , )n

uI u u u C− . لنثبت أنّ الجملة …⊃

2 1( , , , , )nI u u u )جملة حرةّ في  …− )EL في الحقيقة، إذا كان .
1

0

0
n

k
k

k

uα

−

=

استنتجنا  ∑=

أنّ كثير الحدود 
1

0

n
k

k
k

Xα

−

=
1n، الذي درجته ∑ جذراً مختلفاً هي عناصر  nعلى الأكثر، يقبل  −

2 ، فجميع أمثاله معدومة. وعليه فإنّ بعُد الفضاءuطيف  1vect( , , , , )nI u u u  nيساوي  …−
2ومن ثمَّ  1vect( , , , , )n

uC I u u u −=   ú  هي النتيجة المرجوّة.هذه . و …

J4لنتأمّل في    19. التمرين( )M ℝ  المصفوفة
3 2 2 3
2 0 0 2
2 0 0 2
3 2 2 3

M

 
 
 =  
 
  

.  

  .Mعين القيم الذاتيّة والفضاءات الذاتيّة للمصفوفة  1.

)أثبت أنهّ يوجد 2. , )α β  2فيℝ ويوجد ،( , )A B  في( ) 24( )M ℝ ،يطلب تعيينها ،
,تحُقّق :  n n nn M A Bα β∗∀ ∈ = +ℕ.  

  الحـل

  :Mلنحسب كثير الحدود المميز للمصفوفة  1.

2 2

2

3 2 2 3 3 2 2 3

2 0 2 2 0 2
( ) det det

2 0 2 0 0

3 2 2 3 0 0

3 2 2 3 6 4 2 3

2 0 2 4 0 2
det det

0 1 1 0 0 0 1 0

1 0 0 1 0 0 0 1

6 4
det

4

M

X X

X X
X

X X X

X X X

X X

X X
X X

X
X

X

   − −   
   − −   = =   − −   
   − −      
   − −   
   − −   = =   − −   
   − −      
 −=  −

X

( )2 2 6 16X X X

 = − −

  

)2 وأخيراً  ) ( 2)( 8)M X X X X= + −X . 2قيمة ذاتيّة مُضاعفة، والعددان  0فالعدد− 
  قيمتان ذاتيتّان بسيطتان. 8و
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]الشعاع  � , , , ]tv x y z t=  0في حالة  0شعاعٌ ذاتي موافق للقيمةx t+ = 
0yو z+  الآتيينويقبل الشعاعين  2الموافق يساوي  0E. إذن بعُد الفضاء الذاتي =

 أساساً 

1 [1, 0, 0, 1]tv = 2و          − [0,1, 1, 0]tv = −  
]الشعاع  � , , , ]tv x y z t= في حالة  −2ة شعاعٌ ذاتي موافق للقيم 

5 2 2 3 0

0

0

3 2 2 5 0

x y z t

x y t

x z t

x y z t

+ + + =

+ + =

+ + =

+ + + =

  

3أي إنّ  [1, 2, 2,1]tv = − الموافق للقيمة الذاتيّة  −2Eهو أساس للفضاء الذاتي  −
2− .  

]الشعاع  � , , , ]tv x y z t= في حالة  8فق للقيمة شعاعٌ ذاتي موا 

5 2 2 3 0

4 0

4 0

3 2 2 5 0

x y z t

x y t

x z t

x y z t

− + + + =

− + =

− + =

+ + − =

  

4أي إنّ    [2,1,1,2]tv   . 8الموافق للقيمة الذاتيّة  8Eهو أساس للفضاء الذاتي  =
)ق أنّ كثير الحدود نستنتج مما سب 2. ) ( 2)( 8)P X X X X= + )يحُقّق  − ) 0P M = .

  بالصيغة Pعلى  nXإذن يكُتب باقي قسمة 

( ) ( 8)( 2) ( 2) ( 8)
16 80 20
n n n

n

a b c
R X X X X X X X= − − + + + + −  

(0)ا كان لـمّ و  0nR )و = 2) ( 2)nnR − = (8)و  − 8nnR n، في حالة = ∗∈ ℕ ،
  استنتجنا أنّ 

0na 8nnbو   = )و   = 2)nnc = −  
)ولأنّ  ) 0P M )استنتجنا أنّ  = )n

nM R M= ومنه  

4 4

8 ( 2)
( 2 ) ( 8 ) 8 ( 2)

80 20

n n
n n nM M M I M M I A B

−
= + + − = + −  
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  حيث

4

4

4 2 2 4

2 1 1 21 1
( 2 )

2 1 1 280 10

4 2 2 4

1 2 2 1

2 4 4 21 1
( 8 )

2 4 4 220 10

1 2 2 1

A M M I

B M M I

 
 
 
 = + =  
 
 
  
 − − 
 − − = − =  − − 
 − −  

  

  ú  .ينُجز الحلوبذا 

Jلتكن  20. التمرينδ  منℂ 3، ولنتأمّل في( )M ℂ  المصفوفة
0 0
1 0 0
1 1 0

Mδ

δ 
 
 =
 
  

.  

  .Mδ لمصفوفةأوجد كثير الحدود المميز ل 1.

}تُشابه مصفوفة قطريةّ إذا وفقط إذا كان  Mδأثبت أنّ  2. }27
0,

4
δ ∉.  

1أثبت أنهّ إذا كان   3.

2
δ lim  كان  > ( ) 0n

n
Mδ

→∞
=.  

  الحـل

  : Mδلنحسب كثير الحدود المميز للمصفوفة  1.

3

0

( ) det 1 0 (1 )

1 1
M

X

X X X X

X
δ

δ

δ

 − 
 = − = − + + 
 −  

X  

)3لنضع  2. ) ( ) (1 )MP X X X X
δ

δ= = − + +X ّعندئذ نلاحظ أن ،( )P X  يقبل
)إذا وفقط إذا كان  λجذراً مُضاعفاً  ℂفي  ) 0P λ )و = ) 0P λ′   . وهذا يُكافئ=

3 (1 ) 0λ δ λ− + + 23و      = 0λ δ− + =  
  ا يُكافئذوه

2(3 2 ) 0λ λ+ 23δو   = λ=  
}إذن  }3

2
0,λ ∈ }أو  − }27

4
0,δ ∈.  
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}فإذا افترضنا أنّ  � }27
4

0,δ )كانت جذور كثير الحدود المميز   ∌ )M X
δ

X  بسيطة، ونتج
  تشابه مصفوفة قطريةّ في هذه الحالة. Mδمن ذلك أنّ المصفوفة 

0δأمّا في حالة  � قيمة ذاتيّة  0لا تشابه مصفوفة قطريةّ لأّا تقبل  0M. فالمصفوفة =
  .1، وبعُد الفضاء الذاتي الموافق يساوي 3رتبة مضاعفتها 

27وكذلك، في حالة  �
4

δ 3مصفوفة قطريةّ لأّا تقبل  27/4M. لا تشابه المصفوفة =
2

− 

  .1، وبعُد الفضاء الذاتي الموافق يساوي 2قيمة ذاتيّة رتبة مضاعفتها 
}تشابه مصفوفة قطريةّ إذا وفقط إذا كان  Mδإذن  }27

4
0,δ ∉.  

1ض أنّ لنفتر  3.
2

δ . عندئذ نستنتج من Mδقيمة ذاتيّة للمصفوفة  ℂمن  λ. ولتكن >
3المساواة  (1 )λ δ λ=   أنّ  +

( )3 1
| | | | 1 1 | |

2
λ δ λ λ= + < +  

  وهذه تُكافئ بالإصلاح
( )( )2 2| | 1 | | (1 | |) 0λ λ λ− + + <  

|ومن ثمَّ  | 1λ 1. إذن في حالة >
2

δ )sp، يكون لدينا > ) (0,1)M Dδ   ، ومن ثمَّ ⊃
lim ( ) 0n

n
Mδ→∞

=  
  ú  المطلوب.إثبات وبذا يتمّ 

Jلتكن  21. التمرين( , )a b  2منℝ  2و n≤ : 1. نتأمّل المصفوفة , 2( )ij i j nA a ≤ من  =≥
2 ( )nM ℝ  : المعرفّة كما يليija a=  في حالةi j=و ،ija b=  في حالة
2 1i j n+ = 0ijaوأخيراً  +   في بقيّة الحالات. أي =

0 0

0 0

0 0
0 0

a b

a b
A

b a

b a

 
 
 
 
 =  
 
 
 
  

⋯ ⋯

⋱ ⋰

⋮ ⋮

⋮ ⋮

⋰ ⋱

⋯ ⋯

  

)22 احسب )nA aI− ثمُّ استنتج الشروط على( , )a b  2منℝ  ّتشابه المصفوفة  حتىA 
  مصفوفة قطريةّ.
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  الحـل

2في الحقيقة، نجد بحساب مباشر أنّ  2
2 2( )n nA aI b I−   . إذن يحُقّق كثير الحدود=

2 2( ) ( ) ( )( )P X X a b X a b X a b= − − = − − − +  
)المساواة  ) 0P A 0b. فإذا كان = X، كان الحدّان ≠ a b− Xو − a b− مختلفين  +

0bمُشاة لمصفوفة قطريةّ. وإذا كان  Aوكانت من ثمَّ المصفوفة  نفسها  Aكانت المصفوفة   =
  ú  مصفوفة قطريةّ. Aذن، في جميع الأحوال، تشابه المصفوفة مصفوفة قطريةّ. إ

Jدف في هذا التمرين إلى دراسة المتتالية التدريجيّة  22. التمرين( ) 0n nu   المعرّفة كما يلي : ≤
0 1

1 1

1,

1, ( 1)nn n n

u u

n u u u+ −

= =

∀ ≥ = + −
  

2نعرّف الشعاع  1.

2 1

n

n
n

u
Z

u −

 
 =
  

1وذلك مهما تكن   n≤ أوجد مصفوفة ثابتة .A  من

2( )M ℝ 1 تحُقّقn nZ AZ+   .nوذلك مهما تكن  =
  .nوذلك مهما تكن  nAاحسب  2.
2و قيمة  2nuاستنتج قيمة  3. 1nu   .nبدلالة  +
  الحـل

  :يأتيما  ℕ∗من  nفي الحقيقة، لدينا في حالة  1.
2 1 2 2 1

2 2 2 1 2 2 1

n n n

n n n n

u u u

u u u u

+ −

+ + −

= +
= − =

  

  وهذا يكافئ 
2 2 2

2 1 2 1

1 1

0 1
n n

n n

u u

u u

+

+ −

     
     =               

  

1nومن ثمَّ  nZ AZ+ 1 حيث = 1

0 1
A

 
 =    

.  

2بملاحظة أنّ  2.
2( ) 0A I−   نستنتج مباشرة أنّ  =

( )2 2 2 2

1
( ) ( )

0 1

nn
n

A I A I I n A I
 
 = + − = + − =    
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  ا كانلـمّ و  3.

1
1

1 1 0 1

0 1 1 1
n

n

n n
Z A Z−

     − −     = = =               
  

1nفي حالة  2، استنتجنا أنّ ≤ 1nu n= 2و − 1 1nu +   ℕ.úمن  nوذلك مهما تكن  =

  

  

  

  

  

  

UIO  
JkL  
M<>  
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  الفضاءات الشعاعيّة المزودة بجداء سلّمي
  ،ℝفي هذا الفصل حقلَ الأعداد الحقيقيّة  Kيمثّل الحقلُ 

  .ℂأو حقل الأعداد العقديةّ 
  

  الجداء السلّمي  1.

  ل تطبيقك  Eعلى  جداءً سلّمياً . نسمّي Kفضاءً شعاعياًّ على الحقل  Eليكن  .تعريف 1-1.

, : , ( , ) ,E E x y x y〈⋅ ⋅〉 × → 〈 〉K ֏  

  يحُقق الخواص التالية:
1• S  ًّكانت   أياx  منE  ،ن التطبيق كا,y x y〈   شكلاً خطيّاً. ֏〈

2• S  ًّكانت   أيا( , )x y  2منE،كان , ,x y y x〈 〉 = 〈 برّ عن هذه الخاصّة  ، ونع〈
K=بقولنا في حالة  ℂ  أمّا في حالة هرمتيّ إنّ الجداء السلّمي .=K ℝ 

)2فيُكتب هذا الشرط  , ) , , ,x y E x y y x∀ ∈ 〈 〉 = 〈 ، ونعبرّ عنه بقولنا إنّ 〈
  . متناظرالجداء السلّمي 

3• S  ًّكانت   أياx  منE  ،كان  ( , , )E 〈⋅   .موجبٌ ، ونقول إنّ الجداءَ السلّمي 〈⋅

4• S  ًّكانت  أياx  من{ }\ 0E  ،ن كا, 0x x〈 〉 ، ونقول إنّ الجداءَ السلّمي ≠
  .معرّفٌ 

⋅〉, مزود بجداء سلّمي Eكلّ فضاء شعاعي   فضاءَ جداء سلّميونسمّي  ، ونرمز إليه 〈⋅
)بالرمز  ), ,E 〈⋅   ل للالتباس.إذا لم يكن هناك مجا E، أو فقط 〈⋅

، ونسمّي ℝ كل فضاء جداء سلّمي منتهي البعد على الحقل  إقليدياً  فضاءً وأخيراً نسمّي 
  .ℂكل فضاء جداء سلّمي منتهي البعد على الحقل   هرمتيّاً  فضاءً 

 الفصل الثاني عشر
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1فضاءَ جداء سلّمي، ولتكن  Eليكن  .ملاحظة 2-1. 2( , , )x x z  3منEو ،( , )λ µ  من
2
Kحينئذ يكون ،  

1 2 1 2

1 2

1 2

, ,

, ,

x x y y x x

y x y x

x y x y

λ µ λ µ

λ µ

λ µ

〈 + 〉 = 〈 + 〉

= ⋅ 〈 〉 + ⋅ 〈 〉

= ⋅ 〈 , 〉 + ⋅ 〈 , 〉

  

K=فإذا كان    ℝي شكلاً ثنائي الخطيّة. أمّا في حالة، كان الجداء السلّم =K ℂ 
  فنقول إنّ الجداء السلميّ نصف خطي بالنسبة إلى المركبة الأولى.

   أمثلة 3-1.

nEإذا كان  � = ℝ فإننا نسمّي الجداء السلّمي المألوف على E،  الجداء السلمي المعرّف
  بالعلاقة

1

,
n

k k
k

x y x y
=

〈 〉 = ⋅∑  

)1 حيث , , )nx x x= )1و … , , )ny y y=   .Eمن  …

nEإذا كان  � = ℂ  فإننا نسمّي الجداء السلّمي المألوف علىE  الجداء السلمي المعرّف
  بالعلاقة

1

,
n

k k
k

x y x y
=

〈 〉 = ⋅∑  

)1 حيث , , )nx x x= )1و … , , )ny y y=   .Eمن  …

]إذا كان  � ]( ),E a b= C  أي فضاء التوابع المستمرةّ على[ ],a b  التي تأخذ قيمها في و
ℂ:د هذا الفضاء بالجداء السلّميفيمكننا أن نزو ،  

2( , ) , , ( ) ( )d
b

a
f g E f g f t g t t∀ ∈ 〈 〉 = ∫ 1  

                                            
1  لي كلاً على حِدَتهِ. فإذا كان  لـمُكاملة تابع مستمرقِيَمُه عقدية، نُكامل جزأيه الحقيقي والتخيu وv  من

[ ]( , , )a bC ℝ كان بالتعريف( i ) i
b b b

a a a
u v u v+ = +∫ ∫ ∫.  
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)من  Tفضاء جداء سلّمي، وكان  Eإذا كان  � )EL  ًمتبايناً، فإننا نعرّف تطبيقاً خطيّا
)2بوضع E جداءً سلّمياً جديداً على , ) , , ( ), ( )x y E x y T x T y∀ ∈ 〈〈 〉〉 = 〈 〉. 

  فضاء جداء سلّمي. نسمّي التطبيقَ  Eليكن  .تعريف 4-1.

  
⋅〉,لموافق للجداء السلمي ا الشكل التربيعيّ      . وكذلك نسمّي التطبيق〈⋅

: , ,E x x x x+⋅ → = 〈 〉� � ℝ ֏ � �  
. وسنرى لاحقاً أنّ هذه التسمية مبررة، إذ Eالموافق للجداء السلمي  نظيم الجداء السلّمي

xإنّ  x֏  ى الفضاء الشعاعيعل فعلاً نظيمهو E.  
إنّ معرفة الشكل التربيعي الموافق لجداء سلّمي كافية لتعيين هذا الجداء. هذا ما ستبينه المبرهنة 

  :الآتية
   فضاء جداء سلّمي. Eليكن  .المتطابقات القطبيّة -مبرهنة  5-1.
K=في حالة  � ℝلدينا ،  

( )
( )

2 2 2

2 2

1( , ) , ,
2
1
4

x y E E x y x y x y

x y x y

∀ ∈ × 〈 〉 = + − −

= + − −

� � � � � �

� � � �
  

K=في حالة  � ℂلدينا ،  
3

2

0

1( , ) , , i i
4

k k

k

x y E E x y x y
=

∀ ∈ × 〈 〉 = ⋅ +∑ � �  

  الإثبات
Â  حالة=K ℝ لتكن .( , )x y  2منEولتكن ، ε  من{ }1, 1+   ، عندئذ يكون−

2

2

2 2

,

, , , ,

2 ,

x y x y x y

x x x y y x y y

x x y y

ε ε ε

ε ε ε

ε

+ = 〈 + + 〉

= 〈 〉 + 〈 〉 + 〈 〉 + 〈 〉

= + 〈 〉 +

 

2 استفدنا من كوْن الجداء السلّمي متناظراً في هذه الحالة ومن كوْن إذ 1ε . وهذه المساواة =
  هنة.تقتضي مباشرة المتطابقتين الواردتين في نصّ المبر 

2  تعريف 
, : , ,Q E x x x x〈 〉 +→ 〈 〉 =ℝ ֏ � �
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K=حالة  • ℂ لتكن .( , )x y  2منE ولتكن ،ε  من{ }1, 1+   عندئذ يكون، −
2 2 2 2

2 2

, ,

2 Re ,

x y x x y y x y

x x y y

ε ε ε ε

ε

+ = + 〈 〉 + 〈 〉 +

= + 〈 〉+

� � � � � �

� � � �
  

  إذن نستنتج أنّ 

  ( )2 21Re ,
4

x y x y x y〈 〉 = + − −� � � �  

  جهة أخرى  ومن

( )2 21Im , Re( i , ) Re( i , ) i i
4

x y x y x y x y x y〈 〉 = − 〈 〉 = 〈 〉 = + − −� � � �  

  وأخيراً 

( )
( )

2 2 2 2

2 2 2 2

, Re , i Im ,

1 i i i i
4
1 i i i i
4

x y x y x y

x y x y x y x y

x y x y x y x y

〈 〉 = 〈 〉 + 〈 〉

= + − − + + − −

= + − − + + + − − +

� � � � � � � �

� � � � � � � �

  

  �  وهذه هي العلاقة المطلوبة.

3 . ولتكنℂ فضاء جداء سلّمي على الحقل Eليكن  .ملاحظة 6-1. n≤ لنضع .
2exp( )in n

πω ، الآتيةللواحد. عندئذ تكون لدينا المتطابقة القطبية  nوهو جذر من المرتبة  =
  التي نترك إثباا تمريناً للقارئ، وهي تعميم لتلك الواردة في المبرهنة السابقة،

1
2

0

1
( , ) , ,

n
k k

k

x y E E x y x y
n

ω ω

−

=

∀ ∈ × 〈 〉 = ⋅ +∑ � �  

  فضاء جداء سلّمي، عندئذ  Eليكن  .Schwartz شوارتز متراجحة – مبرهنة 7-1.

( , ) , ,x y E E x y x y∀ ∈ × 〈 〉 ≤ ⋅� � � �  

)وتتحقق المساواة إذا وفقط إذا كانت الجملة  , )x y .ًمرتبطة خطيّا  
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  الإثبات
)كن يل   , )x y  2منE 0. إذا كانy كانت النتيجة واضحة. لنفترض إذن أنّ   =

0y x,2، ولنضع ≠ y yλ = 〈 〉/�   . عندئذ يكون�
2 2 2 2

2

2

2

0 | | 2Re ,

,

x y x y x y

x y
x

y

λ λ λ≤ − = + ⋅ − 〈 〉

〈 〉
= −

� � � � � �

� �
� �

  

xساواة تتحقّق فقط إذا كان وهذا يثبت المتراجحة المطلوبة ، ويبين أن الم yλ=.  �  
K= في حالة ،ينتج من متراجحة شوارتز السابقة أنه .ملاحظة 8-1. ℝ،  كان الشعاعان غير   أياًّ و

, كان  ،yو x الصفريـينْ 
[ 1, 1]

x y

x y

〈 〉
∈ − +

⋅� � � �
زاوية تعريف  فيد فيوهذا ما ي .

  إذ نضع yو x صفريينغير  شعاعين
� ,

( , ) arccos
x y

x y
x y

〈 〉
=

⋅� � � �
  

�⋅مي، عندئذ يكون فضاء جداء سلّ  Eليكن  .مبرهنة 9-1.   .E نظيماً على �
  الإثبات
0xإذا كان  - =� 0xكان   �   لأن الجداء السلّمي معرّفٌ. =
  ، فإنّ Kمن  λكانت   أياًّ ، و Eمن  xكانت   أياًّ   -

, , | | , | |x x x x x x x xλ λ λ λλ λ λ⋅ = 〈 ⋅ ⋅ 〉 = ⋅ 〈 〉 = 〈 〉 = ⋅ � �  
)كانت   أياًّ وأخيراً  - , )x y  2منE،فلدينا، استناداً إلى متراجحة شوارتز ،  

Re , ,x y x y x y〈 〉 ≤ 〈 〉 ≤ ⋅� � � �  
  ومن ثمَّ 

( )

2 2 2

22 2

2Re ,

2

x y x y x y

x y x y x y

+ = + + 〈 〉

≤ + + = +

� � � � � �

� � � � � �� � � � � �
  

  وهذا يثُبت متراجحة المثلّث أي
( , ) ,x y E E x y x y∀ ∈ × + ≤ +� � � � � �  

�⋅بذلك نكون قد أثبتنا أنّ    �  .E نظيم على �
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)داء سلّمي، ولتكن فضاء ج Eليكن  .ملاحظة 10-1. , )x y  منE E× يتحقّق. عندئذ 
  الآتيالتكافؤ 

x y x y y x x y+ = + ⇔ ⋅ = ⋅� � � � � � � � � �  

في متراجحة المثلّث إذا وفقط إذا كان  قع الإثبات السابق أنّ المساواة تفي الحقيقة،  يبينّ   
Re , 0x y〈 〉 Imكان ، و ≤ , 0x y〈 〉 )وكانت الجملة ، = , )x y  مرتبطة خطيّاً. وتكافئ هذه

yالشروط مجتمعة كوْن  x x y⋅ = ⋅� � � �.  �  

)فضاء جداء سلّمي، ولتكن  Eليكن  .مبرهنة 11-1. , )x y  منE E× تتحقّق. عندئذ 
   متطابقة متوازي الأضلاعوالتي تسمّى  الآتيةالمتطابقة 

2 2 2 22 2x y x y x y+ + − = +� � � � � � � �  
  الإثبات

  لقد وجدنا سابقاً أنّ 
2 2 2

2 2 2

2Re ,

2Re ,

x y x x y y

x y x x y y

+ = + 〈 〉+

− = − 〈 〉+

� � � � � �

� � � � � �
  

  �  ونحصل على المتطابقة المطلوبة بجمع العلاقتين السابقتين.

تميـزُ متطابقةُ متوازي الأضلاع فضاءات الجداء السلّمي من بين الفضاءات  .ملاحظة 12-1.
)الشعاعيّة المنظّمة. أي إنه إذا كان  ),E ⋅� فضاءً شعاعياًّ منظّماً، وكان نظيمه يحُقق متطابقةَ  �

⋅〉,متوازي الأضلاع، فيوجد جداء سلّمي  x, يحُقّق Eعلى 〈⋅ x x= 〈 〉� كانت   أياًّ وذلك  �
x  منE.  

�⋅فضاء جداء سلّمي، وليكن  Eليكن  .تعريف 13-1. الموافق للجداء  Eالنظيم على  �
) . نقول إنّ سلميال ),E ⋅� ذا وفقط إذا كان الفضاء إ Hilbert لبرتفضاءُ هِ  �

)الشعاعي المنظّم  ),E ⋅�   .قّق شرط كوشي، أي إذا تقاربت فيه كل متتالية تحفضاءً تامّاً  �
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  : لنذكّر أولاً ببعض التعاريف الخاصّة بالمصفوفات .تعريف 14-1.
)من  Mإذا كانت  � )n p×M K   كانت المصفوفةtM  من( )p n×M K منقول M .

، أي التي ثوابتها هي مرافقات ثوابت M لمصفوفةل المصفوفة المرافقةهي  Mوكانت 
Mالرمز  ستعمل. وأخيراً نM tللدلالة على المصفوفة  ∗

M.  
)من  Mلتكن  � )nM K .  

tMإذا وفقط إذا كان  متناظرة Mنقول إنّ المصفوفة  � M= .  
M إذا وفقط إذا كانهرمتيّة  Mونقول إنّ المصفوفة  � M هذا يكافئ كوا و ، =∗

K=متناظرة في حالة  ℝ.  
  إذا وفقط إذا تحقّق الشرطان موجبة Mنقول أيضاً إنّ المصفوفة  �

  
*

1

. .

. ( )

1

, .2n

M M

X X MX

∗

× +

=

∀ ∈ ∈M K ℝ
  

1. أنّ  قارئلا أن يثبتيمكن (   K= في حالة⇐2. ℂ.(  

 إذا وفقط إذا تحقّق الشرطان معرّفة موجبة Mوأخيراً نقول أيضاً إنّ المصفوفة  �

  
{ } *

1

. .

. ( )\ 0 ,

1

2.n

M M

X X MX

∗

∗
× +

=

∀ ∈ ∈M K ℝ
  

)1فضاء جداء سلّمي،  ولتكن  Eليكن  .تعريف 15-1. , , )mx x…  جملة من أشعة الفضاء
E امگر مصفوفة. نسمّي Gram  1للجملة( , , )mx x… المصفوفة من ،( )mM K 

i,فيها هو  jوالعمودِ ذي الدليل  iليل التي ثابت السطرِ ذي الد jx x〈 . ونرمز إلى هذه 〈
)1Gramالمصفوفة بالرمز  , , )mx x….  

)1مي، ولتكن فضاء جداء سلّ  Eليكن  .مبرهنة 16-1. , , )mx x…  جملة من أشعة الفضاء
E 1. عندئذ تكون المصفوفةGram( , , )mx x…  الآتيةموجبة، وتكون الشروط الثلاثة 

  متكافئة:
)1Gramالمصفوفة   1. , , )mx x… بة.معرفّة موج  
)1Gramالمصفوفة   2. , , )mx x… .قَلوبة  
)1الجملة  3. , , )mx x… .ّحرة  
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  الإثبات
)1Gramلنضع  , , ) ( )m i jx x G g= i, حيث، …= j i jg x x= 〈   أياًّ . عندئذ، 〈

)كانت  , )i j  2من
mℕ  ،كان , ,ji j i i j ijg x x x x g= 〈 〉 = 〈 〉 Gومنه ، = G∗ = .  

]1من ناحية أخرى، ليكن  , , ]t
mλ λΛ = )1من  … )m×M Kنجد بحساب بسيط .  

2

2

1( , )

,

m

m

i i j j i i
ii j

G x x xλ λ λ∗

=∈

Λ Λ = ⋅ 〈 〉 ⋅ = ⋅∑ ∑
ℕ

  

  موجبة. Gفالمصفوفة 
,1 توجد ثوابت الشرط اللازم والكافي كي ونلاحظ من هذه المساواة، أنّ  ,mλ λ…  منK ليست ،

وتحُقّق  صفريةجميعها 
1

0
m

i i
i

xλ
=

⋅ ]1دَ شعاع جهو أن يو ، ∑= , , ]t
mλ λΛ = غير  …

0G∗Λ يحُقق صفري Λ 3.. وهذا يثبت التكافؤ = .1⇔  
2.لإثبات الاقتضاء      نتأمّل التطبيق الخطّي ⇐1.

1 1: ( ) ( ),G m mu X GX× ×→M MK K ֏  

kerإذا كانت GuΛ 0G، كان ∋ Λ 0G∗Λومن ثمَّ  = Λ  وهذا يقتضي، استناداً إلى =
0Λ، أنّ 1   قَلوبة. Gمتباينٌ، وبناءً عليه يكون قلَوباً ومن ثمَّ تكون  Gu. فالتطبيق =

)1 الجملة وأخيراً، لنفترض أن   , , )mx x… 1 في مرتبطة خطياًّ. عندئذ نجد( )m×M K 

]1شعاعاً  , , ]t
mλ λ = Λ…،  0 يحُقّقΛ ، و ≠

1

0
m

j j

j

xλ
=

  . نستنتج إذن أنّ ∑=

1 1

, 0 ,
m m

m j i j ij j
j j

i x x gλ λ
= =

∀ ∈ = 〈 〉 =∑ ∑ℕ  

0Gوهذا يُكافئ أنّ  Λ 0Λا كانت لـمّ . و = }، كان ≠ }ker 0Gu  Gu، فالتطبيق ≠
  �  قَلوبة. Gليس قلَوباً، ومن ثمَّ لا تكون المصفوفة 
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)لتكن :  تمرين )n i ja=H  من المصفوفة( )nM ℝ 1ة قالمعرّفة بالعلا

1ija
i j

=
+ −

 ،

  مصفوفة معرّفة موجبة. nHوالمعروفة باسم مصفوفة هيلبرت. إنّ 

]1في الحقيقة، إذا كان  ]nE X−= ℝ ا  أي فضاء كثيرات الحدود الحقيقيّة التيدرجا
  الآتيبالجداء السلّمي  E، وزوّدنا nأصغر تماماً من 

1

0

( , ) , , ( ) ( )dP Q E E P Q P t Q t t∀ ∈ × 〈 〉 = ∫  

,1)1ثمُ أخذنا  , , )nX X −=E )Gram، كان لدينا Eأساساً للفضاء  … )n =H E .
  مصفوفة معرفّة موجبة. nHوهذا ما يثبت أنّ 

، وليكن ℕ∗من  n فضاء جداء سلّمي منتهي البُعد وبعُده Eليكن  .تعريف 17-1.
1( , , )ne e=E )Gram عندئذ تسمّى المصفوفةُ  .E أساساً للفضاء … )E  َمصفوفة

⋅〉,الجداء السلّمي  ]1كان   أياًّ . وعندئذ Eفي الأساس  〈⋅ , , ]t
nX x x= كان   أياًّ و  …

1[ , , ]t
nY y y= )1من  … )n×M K ساواةتتحقّق الم  

1 1

,
n n

k k k k
k k

x e y e X GY∗

= =
=∑ ∑  

وليكن ، ℕ∗من  n فضاء جداء سلّمي منتهي البُعد وبعُده Eليكن  .مبرهنة 18-1.
1( , , )ne e=E )1و  … , , )nf f=F   . عندئذ يكونEأساسين للفضاء  …

( ) ( )Gram GramP P∗=E F  
)mat حيث   , , )EP P I= =E

F E F.  
  الإثبات

)لنضع    )i jP p= فيكون عندئذ  ،
1

,
n

n j kj k
k

j e p f
=

∀ ∈ = ∑ℕ ،كانت   أياًّ . إذن

( , )i j  2من
nℕ  ،كان  

2

1 1

( , )

, ,

, [ Gram( ) ]
n

n n

i j ki k j
k

ki k j ij

k

e e p f p f

p f f p P P

= =
∗

∈

=

= =

∑ ∑

∑ E

ℓ ℓ
ℓ

ℓ ℓ
ℓ ℕ

  

  �  وهذه هي المساواة المطلوبة.
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 لنتأمّل أساساً و ، ℕ∗من  n فضاء جداء سلّمي منتهي البُعد وبعُده Eليكن  .نتيجة 19-1.
1( , , )ne e=E )1detGram. عندئذ لا تتغيرّ قيمة Eللفضاء  … , , )ne e…  إذا

,1إلى أحد الأشعة ، أو إذا جمعنا Eبادلنا بين أشعّة الجملة  , ne e…  عبارة خطيّة في بقيّة
  .Eأشعّة الجملة 

  الإثبات
(1)، وليكن الأساس nSتبديلاً من  σليكن  ( )( , , )ne eσ σ=F  يساوي. عندئذ …

)mat ةدد المصفوفمح , , )EP P I= =E
F E F  َالتبديل  توقيعσ أي det ( )P σ= ∆ 

2detه يكون ومن det ( ) 1P P σ∗ ⋅ = ∆   ، واستناداً إلى المبرهنة السابقة يكون =
detGram( ) detGram( )=E F  

1من ناحية أخرى، إذا تأمّلنا الأساس  2( , , , )ne e e=F ɶ 1 يثح، … 1
2

n

k k
k

e e eλ
=

= −∑ɶ  ،

  كان لدينا

2

1 0 0

1

0

1 0
0 0 1

mat( , , )

n

EP P I
λ

λ

 
 
 = = =  
 
  

E
F E F

⋯ ⋯

⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ ⋮

⋮ ⋮ ⋱
⋯

  

detومنه  1P   ، وهذا ما يثبت أنّ =
   detGram( ) detGram( )=E F  �  

  التعامد في فضاءات الجداء السلّمي 2.

  فضاء جداء سلّمي. Eليكن  .تعريف 1-2.
xمتعامدان، ونكتب  Eمن  yو  xعنصرين إنّ النقول  � y⊥ إذا وفقط إذا كان ،

, 0x y〈 〉 =.  
)شعة الأ إنّ جماعةونقول  � ) Axα α∈  منE متعامدة إذا وفقط إذا كان  

( , ) , , 0A A x xα βα β α β∀ ∈ × ≠ ⇒ 〈 〉 =  
)شعة الأجماعة إنّ ونقول  � ) Axα α∈  منE متعامدة نظاميّة إذا وفقط إذا كان  

,

1 :
( , ) , ,

0 :
A A x xα β α β

α β
α β δ

α β

 =∀ ∈ × 〈 〉 = =  ≠
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 x. نقول إنّ Eعنصراً من  x، وليكن Eمجموعة جزئيّة غير خالية من  Bلتكن  �
x، ونكتب Bعمودي على  B⊥ إذا وفقط إذا كان ،,y B x y∀ ∈ . ونرمز ⊥

 .Bوالعموديةّ على  Eالتي تنتمي إلى  xإلى مجموعة العناصر  ⊥Bبالرمز 

,0]فضاءَ التوابع المستمرّة على  Eليكن  .مثال مهم 2-2. 2 ]π والتي تأخذ قيمها في ،ℂ ًمزودا ،
  بالجداء السلّمي:

2

0

1
( , ) , , ( ) ( )d

2
f g E E f g f t g t t

π

π
∀ ∈ × 〈 〉 = ∫  

)ولتكن الجماعة  )k ke ∈ℤ ، حيث ( ) exp(i )ke x kx= عندئذ تكون الجماعة .( )k ke ∈ℤ 
  .Eجماعة متعامدة نظاميّة في 

)فضاء  جداء سلّمي، ولتكن  Eليكن  .مبرهنة 3-2. ) Axα α∈  جماعة متعامدة من الأشعّة غير
). حينئذ تكون الجماعةُ Eفي  الصفرية ) Axα α∈ .ًحرة  

  الإثبات
) لكلّ جماعة جزئيّة منتهية من Gram في الحقيقة، إن مصفوفة   ) Axα α∈  ٌا(قلَوبةلأ 

) . وهذا يثُبت أنّ كل جماعة جزئيّة منتهية من)قطرية وثوابت قطرها غير معدومة ) Axα α∈ تكون 
  �  حرةً، وهذا هو المطلوب إثباته.

)1فضاء  جداء سلّمي، ولتكن  E ليكن .مبرهنة 4-2. , , )nα α… جملة حرةّ فيE حينئذ .
)1وحيدة  متعامدة نظاميّةتوجد جملة  , , )nβ β… فيE ،قكان  أياًّ ، تحُق k  منnℕ ،

  :الآتيينالشرطين 

1 1.vect( , , ) vect( , , ) .

. .

1

2,

k k

k k

β β α α

α β ∗
+

=

〈 〉 ∈

… …

ℝ
  

  الإثبات
)1سنبدأ أوّلاً بإثبات الوحدانية. لنفترض وجود جملتين متعامدتين نظاميتين  , , )nβ β… ،

)1و , , )nγ γ… ،قانكان   أياًّ ، تحُقk  منnℕ ، ينالآتيالشرطين:  
.1 1 1 1.vect( , , ) vect( , , ) vect( , , )k k kβ β α α γ γ= =… … …  
.2 ,k kα β ∗

+〈 〉 ∈ ℝ و,k kα γ ∗
+〈 〉 ∈ ℝ.  
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)1vectينتمي إلى  pβ الشعاع ا كانلـمّ . nℕمن  pلتكن  , , )pγ γ… الجملة كانت ، و

1( , , )pγ γ… متعامدة نظاميّة كان  

1

,
p

p j p j
j

β γ β γ
=

= 〈 〉∑  

pولكن إذا كان  j> ،انتمى jγ  إلى( ) ( )1 1.vect , , vect , ,j jβ β γ γ=… وكان …
pمن ثمَ  jβ γ⊥موع السابق ليصبح ا تيح، وهذا يختصار ا  

p p ptβ γ=  حيث  ,p p ptγ β〈 〉 =  
, ومن العلاقة  2.ونستنتج من الشرط  ,p p p p ptα β α γ〈 〉 = 〈 pt، أنّ 〈

∗
+∈ ℝ ًلأنّ . وأخيرا 

1 وجدنان املتين نظاميتالج p p p pt tβ γ= = p ا يثبتُ أنّ ، وهذا م= pβ γ=.  
  .nأي  ؛بالتدريج على عدد العناصر في الجملة جرييأمّا إثبات الوجود ف  

1nحالة  - 1بسيطة، إذ يكفي أن نأخذ  = 1
1

1
β α

α
= ⋅.  

1. ولتكن nلنفترض صحّةَ النتيجة عند قيمة ما للعدد  - 1( , , )nα α . Eجملة حرةّ في  …+
)1متعامدة نظاميّة ض التدريج جملة نجد استناداً إلى فرْ  , , )nβ β…  فيE كان   أياًّ ، ق، تحُقk  من

nℕ الآتيين، الشرطين :  

1 1.vect( , , ) vect( , , ) .1

. , .2

k k

k k

β β α α

α β ∗
+

=

〈 〉 ∈

… …

ℝ
  

  لنضع إذن بالتعريف

1 1 1
1

,
n

n n k n k
k

β α β α β+ + +
=

= − 〈 〉 ⋅∑ɶ  

  :يأتيولنلاحظ ما 
1إنّ   � 0nβ + ≠ɶ،  1وذلك لأن الجملة 1( , , )nα α   .Eجملة حرةّ في  …+
  ، أنّ nℕمن  pكان   أياًّ نجد بحساب بسيط ،   �

,

1 1 1
1

1 1

, , , ,

, , 0
p k

n

p n p n k n p k
k

p n p n

δ

β β β α β α β β

β α β α

+ + +
= ↵

+ +

〈 〉 = 〈 〉 − 〈 〉 ⋅ 〈 〉

= 〈 〉 − 〈 〉 =

∑ɶ
  

n,1ومن ثمَ يكون  n pp β β+∀ ∈ ⊥ɶℕ.  
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  الخاصّة السابقة نجد أيضاً من  الاستفادةب  �

1 1 1 1 1 1
01

1 1

, , , ,

,

n

n n n n k n n k
k

n n

β β β α β α β β

β α

+ + + + + +
↵=

+ +

〈 〉 = 〈 〉 − 〈 〉 ⋅ 〈 〉

= 〈 〉

∑ɶ ɶ ɶ ɶ

ɶ

  

1ومنه يكون    1,n nα β ∗
+ + +〈 〉 ∈ɶ ℝ.  

1إنّ المساواة    � 1 1 1vect( , , , ) vect( , , , )n n n nβ β β α α α+ +=ɶ…   واضحة. …

1المطلوب أن نضع إثبات م يكفي إذن حتى يت 1
1

1
n n

n

β β
β

+ +
+

= ⋅ ɶ
ɶ

.  �  

)1 فضاء جداء سلّمي، ولتكن E ليكن .ملاحظة 5-2. , , )nα α… جملة حرةّ فيE ولتكن .
1( , , )nβ β…  المتعامدة النظاميّة الوحيدة فيالجملة E ،قكان   أياًّ ، التي تحُقk  منnℕ ،

  :الآتيينالشرطين 
( ) ( )1 1.vect , , vect , , .

. ,

1

2.

k k

k k

β β α α

α β ∗
+

=

∈

… …

ℝ
  

)1تُسمّى إجرائيّة إنشاء  , , )nβ β…  1انطلاقاً من( , , )nα α…  َإجرائيةSchmidt-Gram.  

  :الآتيةهمّة لـمُ النتيجة ا السابقة ينتج من المبرهنة  

أساس متعامد  Eفضاء جداء سلّمي منتهي البعد، عندئذ يوجد في  E ليكن .نتيجة 6-2.
  .نظامي

1nوبعُده  ،فضاء جداء سلّمي منتهي البعد Eليكن . مبرهنة 7-2.  ملةالج، ولتكن ≤
1( , , )mx x… من عناصر E عندئذ توجد مصفوفة .A  من( )n m×M K ،تحُقّق  

1Gram( , , )mx x A A∗=…  
  الإثبات
)1ليكن    , , )ne e=E   . عندئذ يكونEأساساً متعامداً نظاميّاً للفضاء  …

1

, ,
n

m j k j k
k

j x e x e
=

∀ ∈ = ⋅∑ℕ  
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)كان   أياًّ ومن ثمَّ،  , )i j  2من
mℕ  ،كان  

1 1

1

, , , ,

, ,

n n

i j k i j k
k

n

k i k j
k

x x e x e x e e

e x e x

= =

=

〈 〉 = 〈 〉 ⋅ 〈 〉 ⋅ 〈 〉

= 〈 〉 ⋅ 〈 〉

∑ ∑

∑

ℓ ℓ
ℓ  

)فإذا عرفّنا المصفوفة  )ijA a=  من( )n m×M K  بالعلاقة,ij i ja e x= 〈   ، كان لدينا〈

1

, [ ]
n

i j ki kj ij
k

x x a a A A∗

=

〈 〉 = ⋅ =∑  

)1Gramوهذا ما يثبت أنّ  , , )mx x A A∗=….  �  
  

1nفضاء جداء سلّمي منتهي البعد وبعُده  Eليكن . مبرهنة 8-2. الجملة كن ت، ول≤

1( , , )nx x…  أساساً للفضاءE وحيدةمصفوفة  توجد. عندئذ A  من( )nM K ،
  وتحُقّقموجبة تماماً،  2مثلثيّة عليا وثوابت قطرها الأساسيتكون 

1Gram( , , )mx x A A∗=…  
   ومن ناحية أخرى، يكون  

2
1

1

detGram( , , )
n

n k

k

x x x
=

≤ ∏…  

)1تتحقّق المساواة إذا وفقط إذا كانت الجملة  إذ , , )nx x… .متعامدة  
  الإثبات

Aلنثبت أولاً الوحدانية. لنفترض أنّ  A B B∗ مصفوفتان مثلّثيتان علويتان  BوAو، =∗
  ثوابت قطريهما الأساسيين موجبة تماماً، عندئذ يكون
1 1( )D B A B A∗ − ∗ −= =  

1Dالمصفوفة  ،فمن جهة أولى BA−= مصفوفة مثلّثية عليا، ومن جهة ثانية تكون 
)1 المصفوفة )D B A∗ − مصفوفة قطريةّ، ثوابت قطرها  D مصفوفة مثلثّية سفلى. فالمصفوفة =∗

  موجبة تماماً. 

                                            
)ساسي لمصفوفة مربعّة القطر الأ 2 )ijM a=  من( )nM K 11 هو الجملة 22( , , , )nna a a….  
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  وأخيراً 
( )2 1 1 1 1( ) nD DD B A B A B A AB I

∗∗ − ∗ − ∗ − −= = = = 

nDنستنتج إذن أنّ  I= َومن ثم ، B A=.  
أساس متعامد نظامي  تعيينل Schmidt-Gramإجرائيّة  عملأمّا لإثبات الوجود، فنست  

1( , , )ne e=E   يحُقّق، E لفضاءل …

( ) ( )1 1, vect( , , ) vect( , , ) ,n k k k kk x x e e e x ∗
+∀ ∈ = ∧ ∈ℕ … … ℝ  

)المصفوفة  السابقفإذا عرّفنا كما في  )ijA a=  من( )nM K  بالصيغة,ij i ja e x= 〈 ، كان 〈
  لدينا من جهة أولى

1Gram( , , )nx x A A∗=…  
  :ومن جهة ثانية

kk, كان،  nℕمن  kكانت   أياًّ  � k ka e x ∗
+= 〈 〉 ∈ ℝ.  

) كان  أياًّ و  � , )i j  2من
nℕ الذي يحقّق i j> 1، كانvect( , , )j jx e e∈ ، ومن ثمَ …

i je x⊥إذن ., 0ij i ja e x= 〈 〉 =.  
  مصفوفة مثلثيّة عليا ثوابت قطرها الأساسي موجبة تماماً. Aهذا يثبت أنّ المصفوفة و 

  من ناحية أخرى لدينا  

1 1 1 1

det ,
n n n n

kk k k k k k

k k k k

A a e x e x x
= = = =

= = ≤ ⋅ =∏ ∏ ∏ ∏  

2    إذن، 2
1

1

detGram( , , ) det
n

n k

k

x x A x
=

= ≤ ∏…  

  كان  ونرى أنّ المساواة تتحقّق في المتراجحة السابقة إذا وفقط إذا
, ,n k k k kk e x e x∀ ∈ = ⋅ℕ  

  وهذا يُكافئ الشرط
,n k k kk x x e∀ ∈ = ⋅ℕ  

)1أي إنّ الجملة  , , )nx x…  متعامدة.جملة  �  
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)ليكن  .نتيجة 9-2. ), ,F ⋅ )1 فضاء جداء سلّمي، ولتكن ⋅ , , )mx x…  جملة من عناصر
  . عندئذ يكونFالفضاء 

2
1

1

detGram( , , )
m

m k

k

x x x
=

≤ ∏…  

)1تتحقّق المساواة إذا وفقط إذا كانت الجملة  إذ , , )mx x…  متعامدة، أو إذا انعدم أحد
  أشعّتها.

  الإثبات
)1إذا كانت الجملة    , , )mx x… ،كانت المتراجحة صحيحة وضوحاً، لأن طرفها   مرتبطة

  الأيسر معدوم في هذه الحالة، وتتحقّق عندها المساواة إذا وفقط إذا انعدم أحد أشعة الجملة.
)1أمّا إذا كانت الجملة    , , )mx x…  حرةّ، فإننا نحصل على المطلوب بتطبيق المبرهنة السابقة

)على الفضاء  )1vect , , mE x x= ….  �  

)من  M المصفوفة كنتل .Cholesky شولسكي تفريق –نتيجة  10-2. )nM K ولنفترض ،
)في  مصفوفة معرفّة موجبة. عندئذ توجدأا  )nM K  مصفوفة مثلثّية عليا وحيدةA 

M تحُقّقثوابت قطرها الأساسي موجبة تماماً  A A∗=.  
  الإثبات
)1لنزود الفضاء الشعاعي    )nE ×= M Kبالجداء السلّمي المعرّف كما يلي ،  

( , ) , ,X Y E E X Y X MY∗∀ ∈ × 〈〈 〉〉 =  
)1 وليكن , , )ne e=E س ال … Gram,. عندئذ يكونEقانوني في الأسا ( )M 〈〈⋅ ⋅〉〉= E ،

  �  2-8.المبرهنة  من بالاستفادةونحصل على المطلوب 

Mإنّ عكس المبرهنة السابقة صحيح أيضاً. فإذا كانت  .ملاحظة 11-2. A A∗=، حيث 
( )nA ∈ GL K كانت المصفوفة ،M  ّه من جهة أولى يكونمعرفّة موجبة. وذلك لأن  

( )M A A A A M∗ ∗ ∗ ∗ ∗= = =  
)1هو النظيم الموافق للجداء السلّمي المألوف على  ⋅إذا كان ومن جهة ثانية، )n×M Kكان ،  

2
1( ),nX X MX AX∗

×∀ ∈ =M K  
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)كن تل .Hadamard هادامار متراجحة – نتيجة 12-2. )ijA a=  من( )nM K عندئذ .

  يكون
1/2

2

11

det
n n

ij

ij

A a
==

 ≤   ∑∏  

  الإثبات
   قَلوبة، وإلاّ كانت المتراجحة واضحة. A يمكننا أن نفترض أنّ المصفوفة

)1نزود الفضاء الشعاعي  )nE ×= M Kبالجداء السلّمي المعرّف كما يلي ،  
( , ) , , ,X Y E E X Y X A AY AX AX∗ ∗∀ ∈ × 〈〈 〉〉 = = 〈 〉  

⋅〉, يثح )1. وليكن E هو الجداء السلّمي المألوف على 〈⋅ , , )ne e=E الأساس القانوني  …
Gram,. عندئذ يكون  Eفي  ( )A A∗ = Eá à يكون 2-9.، واستناداً إلى النتيجة  

1

det( ) ,
n

j j
j

A A e e∗

=

≤ 〈〈 〉〉∏  

   أو
1/2

2

11 1

det ,
n n n

j j ij

ij j

A Ae Ae a
== =

 ≤ =   ∑∏ ∏  �  

  الإسقاط القائم 3.

كن ي، وأخيراً لEفضاءً شعاعياًّ جزئياً من  Fفضاء جداء سلّمي، وليكن  Eليكن  .مبرهنة 1-3.
β  منE.  

  ، أي يحُقّقFبعنصر من  β لعنصرل أفضل تقريب Fمن  αيكون عنصرٌ  1.
,Fγ β α β γ∀ ∈ − ≤ )أو     − , )d Fβ α β− =  

Fβا وفقط إذا كان إذ α− ⊥.  
  ، كان هذا العنصر وحيداً.Fبعنصر من  β لعنصرلأفضل تقريب هو  Fمن  α كانإذا   2.
)1 منته، وليكن Fلنفترض أنّ بعُد  3. , , )ne e=E . عندئذ فيهأساساً متعامداً نظامياً  …

العنصر  يكون
1

,
n

k k
k

e eα β
=

=   .Fبعنصر من  β لعنصرهو أفضل تقريب ل ∑

 βلعنصر يكون أفضل تقريب ل αعنصر  Fفيفضاء هِلبرت، وُجِدَ  F إذا كان الفضاء 4.
  .F بعنصر من
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  ثباتالإ
K= سنعرض الإثبات في حالة ℂ لأنّ حالة ،=K ℝ .أبسط ونترك تفاصيلها للقارئ  

  . عندئذ يكون لديناFعنصراًَ◌ من  γليكن  1.
  2 2 2 2Re ,

F

β γ β α α γ β α α γ

∋↵

− = − + − + 〈 − − 〉� � � � � � �������   ( )∗  

)فإذا كان  ) Fβ α− ,كان   ⊥ 0β α α γ〈 − − 〉   من ثمَّ كان ، و =
β γ β α− ≥ −� � � �  

  .Fبعنصر من  βلعنصر هو أفضل تقريب ل α أي إنّ 

Fγ,كس، إذا كان وبالع β α β γ∀ ∈ − ≤ −� � � )، كان لدينا، بناءً على � )∗،  
2, 2Re , 0Fγ α γ β α α γ∀ ∈ − + 〈 − − 〉 ≥� �  

  أو
2, 2Re , 0Fδ δ β α δ∀ ∈ + 〈 − 〉 ≥� �  

  ومن ثمَّ 
2 2 2 i, ( , ) , 2 Re , 0tF r t r r eδ δ β α δ∀ ∈ ∀ ∈ + 〈 − 〉 ≥ℝ � �  

  وهذا يقتضي 
i, , Re( , ) 0tF t eδ β α δ∀ ∈ ∀ ∈ 〈 − 〉 =ℝ  

  نستنتج أنّ عدد كيفيّ،  tوأخيراً، لأنّ 
, , 0Fδ β α δ∀ ∈ 〈 − 〉 =  

Fβأو  α− ⊥.  
أفضل تقريب أيضاً  ′α، وليكن أيضاً Fبعنصر من  βلعنصر أفضل تقريب ل αليكن  2.

). عندئذ يكون F بعنصر مننفسه  βلعنصر ل ) Fβ α− )و ⊥ ) Fβ α′− وذلك  ⊥
)استناداً إلى ما سبق. ينتج من ذلك أنّ  ) Fα α′ −   لأنّ  ⊥

( ) ( )α α β α β α′ ′− = − − −  
α ومن ثمَّ يكون α′=  ّلأن  

2 , 0
F

α α α α α α
∋↵

′ ′ ′− = 〈 − − 〉 =� � �������  
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العنصر  من الواضح أنّ  3.
1

,
n

k k
k

e eα β
=

= ق أنّ . يكفي إذن أن نتوثّ F من عنصرٌ  ∑

( ) Fβ α− ,. ولتحقيق ذلك يكفي إثباتُ أنّ ⊥ 0ke β α− من  kكانت   أياًّ ، =
nℕ.وهذا أمر ميسور نترك تفاصيله البسيطة للقارئ .  
} لنعرّف 4. }( , ) inf :d d F Fβ β γ γ= = − والفضاء  β وهي المسافة بين، ∋

  ويحُقّق  Fينتمي إلى  nα ، عنصرٌ ℕ∗من  n كان  أياًّ . عندئذ يوجد، Fالجزئي 
2 2

2

1
n d

n
β α− ≤ +  

)لتكن  , )n m  2من∗ℕ ، تحُقّقm n< عندئذ يمكننا أن نكتب، بناءً على متطابقة متوازي ،
  الأضلاع،

22

2 2 2

2
2 2

( ) ( )

2 2 2

1
2 2 4 ( )

2

n m m n

m n n m

m n n m

α α β α β α

β α β α β α α

β α β α β α α

− = − − −

= − + − − − −

= − + − − − +

  

1 فضاء شعاعي، إذن Fولكنّ 
( )

2 n mα α+  عنصرٌ منF َّومن ثم ،  

2 2 2 2
2 2 2

2 2 4
2 2 4n m d d d

m n m
α α− ≤ + + + − ≤  

  وبذا نكون قد أثبتنا أنّ 

*2 2
( , ) , n mn m m n

m
α α∀ ∈ < ⇒ − ≤ℕ  

)1فالمتتالية  )n nα ينتمي إلى ر هي إذن متقاربة من عنصو . Fتحُقّق شرط كوشي في الفضاء التام  ≤
F وليكن lim n

n
α α

→∞
  ا كانلـمّ . و =

2* 2 2
2

1
, nn d d

n
β α∀ ∈ ≤ − ≤ +ℕ  

d، أنّ ∞+تسعى إلى  nأمكننا أن نستنتج، بجعل  β α=   . أي−
{ }inf : Fβ α β γ γ− = − ∈  

  �  وهذا يُكمِل الإثبات.
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)ليكن  .تعريف 2-3. ), ,E 〈⋅ ، Eفضاءً شعاعياًّ جزئياً من  F فضاء جداء سلّمي، وليكن 〈⋅
بعنصر  βلعنصر أفضل تقريب ل هو αعنصرٌ  Fفي . إذا وُجِدَ Eمن  βكن يوأخيراً ل

يقبلُ  β. وقلنا أيضاً إنّ Fعلى βلعنصر ل ط القائمالمسقهو  α، قلنا إنّ Fمن 
  .F مسقطاً قائماً على

)ليكن  .مبرهنة 3-3. ), ,E 〈⋅ ، Eفضاءً شعاعيّاً جزئياً من  Fي، وليكنفضاء جداء سلّم 〈⋅
  . عندئذ :Fيقبلُ مسقطاً قائماً على Eنفترض أنّ كل عنصر من 

  .)بالنظيم الموافق للجداء السلمي Eإذ زودَ (. E فيمجموعة مغلقة  F إن اموعة 1.

ن بكل عنصر م قرن، ويE، ومستقره Eلتطبيق الذي منطلقه إلى ا FPإذا رمزنا بالرمز  2.
E  مسقطَه القائم علىF،   كانFP قإسقاطاً خطياً يحُق  

Im FF P=    و ker FF P⊥ =  
Eويكون من ثمَّ    F F⊥= ⊕.  
FFP. ويكون ⊥Fمسقطاً قائماً على E يقبل كل عنصر من 3. I P⊥ = −.  

  الإثبات

x ، أيFاموعة لاصقاً ب x لنتأمّل عنصراً  1. F∈ولتكن ، α  منF  المسقط القائم
  . عندئذ يكونFعلى  x لعنصرل

( , ) ( , ) 0x d x F d x Fα− = = =� �  

x وهذا يبينّ أنّ  Fα= F. إذن ∋ F= موعة مغلقة.وهذه ا  

) لتكن 2. , )x y 2منEولتكن ، ( , )λ µ  2من
Kولنعرّف . ( ) ( )F Fz P x P yλ µ= + 

  فيكون. Fمن 

( ( )) ( ( ))F F
F F

x y z x P x y P yλ µ λ µ
⊥ ⊥∋ ↵ ∋ ↵

+ − = − + −  

)إذن  )x y z Fλ µ+ − x لعنصرهو المسقط القائم ل zإنّ ، أي ⊥ yλ µ+  علىFأو ، 
( ) ( ) ( )F F FP x y z P x P yλ µ λ µ+ = = تطبيق  FPنكون إذن قد أثبتنا أنّ ف .+

  خطي.
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x في حالةمن ناحية أخرى،  F∈ ، يكونx لعنصر نفسه أفضل تقريب لx  بعنصر منF ،
, ومنه ( )Fx F P x x∀ ∈   ، وهذا يقتضي أنّ =

F F FP P P=�    و  Im FF P=.  
  وكذلك نلاحظ أنّ 

ker ( ) 0 0F Fx P P x x F x F⊥∈ ⇔ = ⇔ − ⊥ ⇔ ∈  
kerأي  FP F⊥= ًا كان لـمّ . وأخيراFP  إسقاطاً خطياً كانIm kerF FE P P= ⊕.  
)، ولنضع Eمن  βليكن  3. )FPα β β=   ويكون ،⊥Fإلى  α العنصر ينتمي. عندئذ −

Fβ α ⊥−   . أي⊥Fعلى  β لعنصرهو المسقط القائم ل α. إذن ⊥
   ( ) ( )FFP Pβ β β⊥ = −  

  �  بات.وبذا يتم الإث

)ليكن  .نتيجة 4-3. ), ,E 〈⋅ . Eفضاءً شعاعياًّ جزئياً من  Fفضاء جداء سلّمي، وليكن 〈⋅
ضاء لاحظ أنّ كل ف .فضاء هِلبرت Fعندئذ تتحقّق جميع نتائج المبرهنة السابقة إذا كان 

منتهي البُعد،  F فيها جداء سلمي منتهي البُعد يكون فضاء هِلبرت. وفي الحالة التي يكون
  يمكننا أن نكتب

1

, ( ) ,
n

F k k
k

x E P x e x e
=

∀ ∈ = ∑  

)1حيث  , , )ne e=E   .Fأساس متعامد نظامي ما للفضاء هو  …
  الإثبات
  �  3-1.تنتج هذه الخاصّة مباشرة من المبرهنة   

)ليكن .Besselمتراجحة  - نتيجة 5-3. ), ,E 〈⋅ )1 فضاء جداء سلّمي، ولتكن 〈⋅ , , )ne e… 
  . عندئذ يكونEجملة متعامدة نظاميّة في 

22

1

, ,
n

k
k

x E e x x
=

∀ ∈ ≤∑  

1 وتتحقق المساواة إذا وفقط إذا كان   2vect( , , , )nx e e e∈ ….  
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  الإثبات
)لنضع  )1vect ( , , )nF e e= ) ا كان الشعاعانلـمّ . Eمن  xكن ي، ول… )Fx P x−  

)و )FP x  نكتبَ متعامدين، أمكننا أن  
2 22 ( ) ( )F Fx P x x P x= + −� �  

22المتراجحة  تتحقّقومن ثمَّ  ( )Fx P x≥� المساواة فيها إذا، وفقط إذا، كان  تقعحيث ، �
( )Fx P x= إذا انتمى  أيx  1إلى 2vect( , , , )ne e e…لى النتيجة . وأخيراً نلاحظ استناداً إ

  السابقة أنّ 
2 2

1

( ) ,
n

F k
k

P x e x
=

= ∑  

  �  نكون قد أثبتنا المطلوب.ف
,0]تابعاً مستمراً على اال  f ليكن .مثال 6-3. 2 ]π  يأخذ قيمه فيℂولنعرّف ثابت فورييه .  

Fourier لتابع لf الموافق للدليل nّبأنه ،  

( )
2

i

0

d
( )

2
nt

n

t
C f f t e

π

π
−= ∫  

  عندئذ يكون 
2

2 2

0

1
, ( ) ( ) d

2

n

k
k n

n C f f t t

π

π=−
∀ ∈ ≤∑ ∫ℕ  

,0] مطبّقة على فضاء التوابع المستمرةّ على Besselفي الحقيقة، هذه هي متراجحة  2 ]π التي تأخذ ،
  المتعارف: ، بعد تزويده بالجداء السلّميℂقيمها في 

2

0

1
, ( ) ( )d

2
f g f t g t t

π

π
= ∫  

)وعلى الجملة المتعامدة النظاميّة  )k n k ne − ≤ ) حيث ≥ ) exp(i )ke x kx=.  

)ليكن  .مبرهنة7-3. ), ,E ⋅ . Eفضاءً شعاعياًّ جزئياً من  F داء سلّمي، وليكنفضاء ج ⋅
)1وأخيراً ليكن  , , )nx x… لفضاءأساساً ما ل Fعندئذ يكون .  

12

1

detGram( , , , )
, ( , )

detGram( , , )
n

n

x x x
x F d x F

x x
∀ ∈ =

…

…
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  الإثبات
  أنّ  1-18.. نعلم بمقتضى النتيجة Eمن  xليكن 

1 1detGram( , , , ) detGram( ( ), , , )n F nx x x x P x x x= −… …  

)وذلك لأن  )FP x 1 هو عبارة خطية بالأشعة( , , )nx x… .  
)ا كان لـمّ ولكن  )Fx P x−  عمودياً علىkx وذلك مهما تكن ،k  منnℕ َأمكننا أن نكتب ،  

2

1
1

( ) 0 0

0
Gram( ( ), , , )

Gram( , , )

0

F

F n
n

x P x

x P x x x
x x

 − 
 
 
 − =
 
 
 
  

⋯⋯

…
⋮ …

 

  ومنه
2

1 1detGram( , , , ) ( ) detGram( , , )n F nx x x x P x x x= −… …  
)ونحصل على المطلوب بملاحظة أنّ  ) ( , )Fx P x d x F− =.  �  

  
]: ليكن  ثالم 8-3. ]E X= ℝ ولنزوّده بالجداء السلّمي ،  

1

0

( , ) , , ( ) ( )dP Q E E P Q P t Q t t∀ ∈ × = ∫  

,1vect(1 وليكن , , )n
nF X X −= )حساب المقدار . المطلوب هو … , )m

nd X F  عندما
m n≥.  

  لنضع
1Gram(1, , , , )n mX X X−=H …  

  فيكون
1 1 1
2 1

1 1 1 1
2 3 1 2

1 1 1 1
1 2 1

1 1 1 1
1 2 2 1

1
n m

n m

n n n m n

m m m n m

+

+ +

+ − +

+ + + +

 
 
 
 
 =  
 
 
 
 
 

H

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯

⋯
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  نطرح العمود الأخير من بقيّة الأعمدة فنجد Hلحساب محدّد 
11 1

1 12( 1) ( 1)

11 1
22( 2) 3( 2) ( 1)( 2)

11 1
( ) ( 1)( ) (2 1)( )

11 1
2 1( 1)(2 1) ( 2)(2 1) ( )(2 1)

det det

m nm m
m mm n m

m nm m
mm m n m

m nm m
m nn m n n m n n m n

m nm m
mm m m m m n m

− +−
+ ++ +

− +−
++ + + +

− +−
++ + + − +

− +−
++ + + + + +

 
 
 
 
 
 =  
 
 
 
 
  

H

⋯

⋯

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

⋯

⋯

  

  ومنه

1 1
2

1 1 1
2 3 12

1 1 1
1 2 1

1 1 1
1 2

1 1
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  وبأسلوب مماثل نجد بعد طرح السطر الأخير من بقية الأسطر

1 1
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1 1 1
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2 2
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1 2 1
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1 2

1 0

0
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  هذا المحدّد وفق العمود الأخير نجد وبنشر
1 1
2

1 1 14
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  ا كان لـمّ و 
1 1
2

1 1 1
2 3 11

1 1 1
1 2 1

1

Gram(1, , , )

n

nn

n n n

X X
+−

+ −

 
 
 
 
 =
 
 
 
  

⋯

⋯
…

⋮ ⋮ ⋮

⋯

  

  استنتجنا أنّ 

( ) ( )

1
2

1

4

2 2

detGram(1, , , , )
( , )

detGram(1, , , )

( !)

( )! ( )! (2 1)

n m
m

n n

X X X
d X F

X X

m

m n m n m

−

−=

=
− + +

…

…
  

    ومنه
2( !)

( , )
( )! ( )! 2 1

m
n

m
d X F

m n m n m
=

− ⋅ + ⋅ +
  

  أو

1
2

2

0 :

( , vect(1, , , )) 1
:

2 1

m n m n
m

m
m

m n

d X X X C
m n

C m

− −

 <=  ⋅ ≥ +

…  

  وهي النتيجة المنشودة.

   الأشكال الخطيّة، والتطبيقات الخطيّة المرافقة 4.

)ليكن  .مبرهنة 1-4. ), ,E 〈⋅ شكلاً خطياًّ على  fفضاء جداء سلّمي منتهي البُعد. وليكن  〈⋅
E أي ،f E    يحُقّق Eينتمي إلى  β. عندئذ يوجد عنصر وحيد ∋∗

, ( ) ,x E f x xβ∀ ∈ = 〈 〉  
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  الإثبات
)1ليكن   , , )ne e=E ينتمي  β . ولنفترض وجود عنصرEفي أساساً متعامداً نظامياً  …

  كان،  Eمن  xكان   أياًّ يحُقّق المطلوب. عندئذ،  E إلى

( )

1

1 1

, ( ) ( , )

, ( ) ,

n

k k
k

n n

k k k k
k k

x f x f e x e

e x f e f e e x

β
=

= =

= =

= =

∑

∑ ∑
  

ومن ثمَّ لا بد أن يكون 
1

( )
n

k k
k

f e eβ
=

=   .β، وهذا ما يثبت وحدانية ∑

ن ناحية أخرى، إذا تأمّلنا العنصر م
1

( )
n

k k
k

f e eβ
=

=   ، وجدنا ∑

, ( ) ,n i ii f e eβ∀ ∈ =ℕ  

,وينتج من ذلك أنّ  ( ) ,x E f x xβ∀ ∈   �  ن.االطرفين خطيّ  لأنّ ، =

) : ليكن يمكن تعميم المبرهنة السابقة على الوجه التالي .ملاحظة 2-4. ), ,H 〈⋅ فضاء هِيلبرت.  〈⋅
  يحُقّق βعنصر وحيد  Hفي  . عندئذ يوجدHشكلاً خطياًّ مستمراً على  fوليكن 

, ( ) ,x H f x xβ∀ ∈ =.  

، الوحدانية أمر بسيط نتركه للقارئ، لنثبت إذن الوجود. يمكننا أن نفترض أنّ في الحقيقة
0f ) يحُقّق Hينتمي إلى  α، يوجد حينئذ ≠ ) 1f α تمراً، كان مس fا كان لـمّ . و =

kerF f=  فضاء شعاعياً جزئياً مغلقاً منH يمكننا إذن أن نعرّف .FP  الإسقاط القائم
) نعرّفثمُّ . Fعلى  H لفضاءل )FPβ α α= −ɶ 1، فيكون ( )f β= ɶ وFβ ⊥ɶ.  

)، كان Hمن  xكانت   أياًّ أخيراً،  )x f x β− ⋅ ɶ عنصراً من F َّومن ثم ،  

, ( ) 0x f xβ β− ⋅ =ɶ ɶ  

)وهذا يُكافئ، كوْن  ) ,f x xβ=  2حيث

1
β β

β
= ɶ
ɶ

  �   المطلوب.يتم إثبات . و 
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)ليكن  .نتيجة3-4. ), ,E 〈⋅ فضاء جداء سلّمي منتهي البُعد، ولنزوّده بالنظيم الموافق للجداء  〈⋅
Eالسلمي. ولنزوّد  بنظيم التطبيقات الخطيّة المستمرةّ من  E فضاء الأشكال الخطيّة على ∗

E  إلىKعندئذ يكون التطبيق .  
: ,E E fββ∗Φ → ,  حيث  ֏ ( ) ,x E f x xβ β∀ ∈ =  

  محافظاً على النظيم. 3يتقابلاً نصف خطّ 

  الإثبات

)من ناحية أخرى، ليكن و  4-1. تقابلٌ بناءً على المبرهنة Φإنّ    , )α β  2منE،  وليكن
( , )t s  2من

K أخيراً ، وx  منE .عندئذ  

( )

( )( ) ,

, ,

( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

t s x t s x

t x s x

t x s x

t s x

α β α β

α β

α β

α β

Φ + = +

= +

= Φ + Φ

= Φ + Φ

  

  كان،  Eمن  βكان   أياًّ وأخيراً، 

{ }( ) sup , : 1f x xββ β βΦ = = 〈 〉 ≤ =� � � � � �  

  �  تراجحة شوارتز، وعلى حالة المساواة فيها.وذلك بناءً على م

على  4-2.الإثبات نفسه والملاحظة  اتباع أسلوبيمكن تعميم النتيجة السابقة، ب .ملاحظة 4-4.
   الآتي:الوجه 

) ليكن ), , HH 〈⋅ H فضاء هِيلبرت. وليكن 〈⋅  المستمرةفضاء الأشكال الخطيّة  ′
  ، مزوّداً بنظيم التطبيقات الخطيّة المستمرةّ. عندئذ يكون التطبيقHعلى 

: ,H H fββ′Φ → , إذ  ֏ ( ) ,x H f x xβ β∀ ∈ =  
  تقابلاً نصف خطّي محافظاً على النظيم.

                                            
2 أي 3 2( , ) , ( , ) , ( ) ( ) ( )E t s t s t sα β α β α β∀ ∈ ∀ ∈ Φ + = Φ + ΦK.  
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) ليكن .مبرهنة وتعريف 5-4. ), , EE 〈⋅ )و 〈⋅ ), , HH 〈⋅ فضاءَي جداء سلّمي منتهيي البعد  〈⋅
)، أي Hإلى  E تطبيقاً خطيّاً من u على الحقل نفسه. وليكن , )u E H∈ L عندئذ .

) وحيدتطبيق خطّي  يوجد , )u H E∗ ∈ L التطبيق  مُرافق، نسميّهu ق مايأتي، يحُق :  
( , ) , , ( ) ( ),H Ex y E H y u x u y x∗∀ ∈ × 〈 〉 = 〈 〉  

ت  ذا زوّدنا الفضاءا )وإ , )E HL و( , )H EL و( )EL و( )HL  بنظيم التطبيقات
  الخطيّة المستمرةّ، صار لدينا

( , ),u E H u u u u u u∗ ∗ ∗∀ ∈ = = =L � � � � � � � � � �  
  الإثبات
,ا كان التطبيق لـمّ . Hعنصراً من  yليكن    ( )

H
x y u x֏ لاً خطياًّ علىشك E ،

) وحيدعنصر  4-1.يوجد بمقتضى المبرهنة  )u y∗  فيE  بحيث يكون  

, , ( ) ( ),H Ex E y u x u y x∗∀ ∈ =  

:لنثبت إذن أنّ التطبيقَ  , ( )u H E y u y∗ ∗→   قٌ خطّي. تطبي ֏
)كان   أياًّ في الحقيقة،  , )y z  2منHو ،( , )t s  2من

Kو ،x  منE ّفإن ،  

( ), , ( )

, ( ) , ( )

( ), ( ),

( ) ( ),

E H

H H

E E

E

u y z x y z u x

y u x z u x

u y x u z x

u y u z x

λ µ λ µ

λ µ

λ µ

λ µ

∗

∗ ∗

∗ ∗

+ = +

= +

= +

= +

  

)ومن ثمَّ  ) ( ) ( )u y z u y u zλ µ λ µ∗ ∗ ∗+ = )، وهذا يقتضي + , )u H E∗ ∈ L.  
)من  uمن ناحية أخرى، ليكن    , )E HL ، موعة الجزئيةولنعرّف اA  من+ℝ 
  بالعلاقة:

( ) ( ){ }, ( ) : 1 1H E Hy u x x y= 〈 〉 ≤ ∧ ≤A � � � �  

supaولنضع  = A: فيكون لدينا استناداً إلى متراجحة شوارتز وحالة المساواة فيها .  

1 1 1

sup sup , ( ) sup ( )
E H E

H H
x y x

a y u x u x u
≤ ≤ ≤

  = 〈 〉 = =   � � � � � �

� � � �  
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  وبأسلوب مماثل يكون أيضاً لدينا

1 1 1

sup sup ( ), sup ( )
H E H

E E
y x y

a u y x u y u∗ ∗ ∗

≤ ≤ ≤

  = 〈 〉 = =   � � � � � �

� � � �  

uوهذا ما يثبت أنّ  u∗=� � � �.  
  : فلدينا Eمن  xكانت   أياًّ خرى، من ناحية أ

2

2

( ) ( ), ( ) ( ( )),

( )

H H E

E E E

u x u x u x u u x x

u u x x u u x

∗

∗ ∗

= 〈 〉 = 〈 〉

≤ ⋅ ≤ ⋅

� �

� � � � � � � � � �
  

uومن ثمَّ يكون  u u∗≤   . ولكن لدينا أيضاً المتراجحة المعاكسة:�
2

u u u u u∗ ∗≤ ⋅ =�  

uإذن  u u∗=� � � � )وملاحظة أنّ  ∗uبيق ما أثبتناه على . وبتط� )u u∗ ∗   ، نجد=

( )u u u u u∗ ∗ ∗ ∗ ∗= =� �  

  �  الإثبات. ينُجزوبذلك 

)ليكن  .مبرهنة 6-4. ), , EE 〈⋅ )و 〈⋅ ), , HH 〈⋅ مي منتهيي البعد على فضاءَي جداء سلّ  〈⋅
)1وليكن  الحقل نفسه. , , )ne e=E )1و … , , )mh h=H أساسين متعامدين  …

، أي Hإلى  E تطبيقاً خطيّاً من u . وأخيراً ليكنالترتيبعلى  Hو E في نظاميين
)عنصراً من  , )E HLلدينا . عندئذ يكون  

( )mat( , , ) mat( , , )u u
∗∗ =H E E H  

  الإثبات 
)matفي الحقيقة، إذا كان    , , ) ( )i ju a=E H  وكانmat( , , ) ( )i ju b∗ =H E ،

  بت هاتين المصفوفتين بدلالة الأساسين المتعامدين النظاميين على الوجه الآتي:أمكن أن نعبر عن ثوا
, ( )i j i j H

a h u e=      و, ( )i j i j E
b e u h∗=  

  وجدناخواص الجداء السلّمي وتعريف المرافق  عملناومن ثمَ إذا است
, ( ) ( ), , ( )j i j i i j i j i jE E H

b e u h u h e h u e a∗ ∗= = = =  
  �   وهذا هو المطلوب إثباته.
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، علماً أننا قد الآتيةاستنتاج خواص بسيطة نلخصها في المبرهنة في المبرهنة السابقة  فيدت  �
  سابقاً. اً منهابعض عملنااست

اء سلّمي منتهية البُعد على الحقل نفسه. ثلاثة فضاءات جد Hو Fو E: لتكن مبرهنة 7-4.
  عندئذ:
)من  vو uكان   أياًّ  � , )E FL  كان   أياًّ وλ  منK  نكا  

( )u v u vλ λ∗ ∗ ∗+ = +.  

)من  uكان   أياًّ  � , )E FL  فلدينا( )u u∗ ∗ =.  
)من  uكان   أياًّ  � , )E FL  كان  أياًّ و v  من( , )F HL فلدينا  

( )v u u v∗ ∗ ∗=� �.  
)من  uوأخيراً إذا كان  � , )E FL قلَوباً كانu∗ قلَوباً وكان  

1 1( ) ( )u u∗ − − ∗=.  
)ليكن  .تعريف 8-4. ), ,E 〈⋅   . Kالبُعد على الحقل  فضاء جداء سلّمي منتهي 〈⋅
K=في حالة  ���� ℝ نسمّي كل تطبيق خطي ،u  من( )EL  ق الشرطيحُقu u∗ = 

  .متناظراً تطبيقاً خطياً 
K=في حالة  ���� ℂنسمّي كل تطبيق خطي ، u  من( )EL  ق الشرطيحُقu u∗ =  

  .هرمتياً تطبيقاً خطياً 
)من  uطي الختطبيق ال إنّ ونقول   ���� )EL ق الشرطانإذا وفقط إذا  موجبتحق  

, , ( )

u u

x E x u x

∗

∗
+

=

∀ ∈ ∈ ℝ

�

�
  

)من u طيالختطبيق إنّ الونقول  ���� )EL ق الشرطان معرّف وموجبإذا وفقط إذا تحق  

{ }\ 0 , , ( )

u u

x E x u x

∗

∗
+

=

∀ ∈ ∈ ℝ

�

�
  

K=في حالة ���� ℝنسمّي كل تطبيق خطي ، u  من( )EL ق الشرط1 يحُقu u∗ −= 
  .متعامداً تطبيقاً خطياً 

K=في حالة  ���� ℂنسمّي كل تطبيق خطي ، u من( )EL ق الشرط1 يحُقu u∗ −= 
  .واحدياً تطبيقاً خطياً 
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)ليكن  .مثال 9-4. ), ,E ⋅ )من  p فضاء جداء سلّمي منتهي البُعد. وليكن ⋅ )EL  ًإسقاطا
pقائماً، عندئذ يكون  p∗= ،كان   أياًّ . في الحقيقة( , )x y  2منE  كان  

0

0

, ( ) ( ) ( ), ( )

( ), ( ) ( ), ( )

( ), ( ) ( ), ( )

( ), ( ) ( ),

( ),

x p y x p x p x p y

x p x p y p x p y

p x p y p x y p y y

p x y p y p x y

p x y

=↵

=↵

= − +

= − +

= = + −

= − − +

=

  

Im استفدنا من كوْن الفضاءين الجزئيين إذ p وker Im( )Ep I p= متعامدين. وينتج من  −
  الحساب السابق 

( , ) , ( ), , ( ) ( ),x y E E p x y x p y p x y∗∀ ∈ × = =  

pوهذا بالطبع يكافئ   p∗ =.  
  

  هو حقل الأعداد الحقيقيّة. Kسنفترض في كل ما يأتي أنّ الحقل 

   امدةالتطبيقات الخطيّة المتع5.

)ليكن  .تعريف 1-5. ), , EE 〈⋅ )و 〈⋅ ), , FF 〈⋅ . وليكن ℝ فضاءَي جداء سلّمي على الحقل 〈⋅
u  من( )EL ّنقول إن .u إذا وفقط إذا تحقّق الشرط يحافظ على الجداء السلّمي  

( , ) , ( ), ( ) ,F Ex y E E u x u y x y∀ ∈ × 〈 〉 = 〈 〉  
  أي  ؛على النظيم uوهذا الشرط يُكافئ، بمقتضى المتطابقات القطبيّة، حِفاظ   

, ( ) F Ex E u x x∀ ∈ =� � � �  
)من  uوأخيراً نقول إنّ  , )E FL إذا كان تقابلٌ خطيّ محافظ على المسافة ،u  ًتقابلا

من جهة أولى، وكان يحافظ على الجداء السلّمي من جهة ثانية. ويلاحظ القارئ  خطياً،
  بسهولة أنّ كلّ تطبيق خطيّ محافظ على الجداء السلّمي يكون متبايناً.
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) ليكن .مبرهنة 2-5. ), , EE ⋅ )و  ⋅ ), , FF ⋅ . ℝفضاءَي جداء سلّمي على الحقل  ⋅
 ّما منتهيي البُعد وأنّ نفترض أdim dimE F=،  وليكنu  من( )EL عندئذ .

  متكافئة: الآتيةتكون الخواص 
  يحافظ على الجداء السلّمي. uالتطبيق  1.
  تقابلٌ خطيّ محافظ على المسافة. uالتطبيق  2.
  .Fهي أساس متعامد نظاميّ في  Eصورة كل أساس متعامد نظاميّ في  3.
 .Fبحيث تكون صورته  أساساً متعامداً نظامياًّ في Eيوجد أساس متعامد نظاميّ في  4.

  الإثبات 
  �   إنّ الإثبات أمر ميسور جداً انطلاقاً من التعريف، ونترك تفاصيله للقارئ.  

. ينتج من ℝإقليدياً، أي فضاء جداء سلّمي منتهي البُعد على الحقل  فضاءً  Eليكن 
) من uلسابقين، أنّ تطبيقاً خطياً التعريف والمبرهنة ا )EL  ،ً1 أييكون متعامداu u∗ ، إذا =−

  وفقط إذا كان محافظاً على الجداء السلّمي.

مز إليها تكون مجموعة التطبيقات الخطية المتعامدة، زمرة بالنسبة إلى تركيب التطبيقات، نر 
)بالرمز  )EO الزمرة المتعامدة، ونسمّيها .  

*( ), ( ) E

E

u E u E u u I

u u I∗

∀ ∈ ∈ ⇔ =

⇔ =

L O �

�
  

) وتكون الزمرة المتعامدة )( ),EO )زمرة جزئية من الزمرة الخطيّة  � )( ),EGL . ونشير إلى أنّ �
  التعريف السابق يقتضي وضوحاً :

{ }( ), det 1, 1u E u∀ ∈ ∈ − +O  
  ولكنّ العكس خطأ. 

detuا كان لـمّ و  u֏  ف تشاكلاً زمرياًّ بينيعُر( )EO و{ }1, 1− ، كانت نواة هذا +
) التشاكل أي ){ }: det 1u E u∈ =O زمرة جزئيّة من ( )EO  زمرة الدوراناتنسمّيها 

)ونرمز إليها بالرمز  )E+Oونرمز عادة بالرمز ، ( )E−O  موعةإلى ا( )\ ( )E E+ −O O  وهي
  بالطبع ليست زمرة.
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)بالرمز إسقاط الملاحظة السابقة على المصفوفات الحقيقية المربعّة، فنرمز  يمكن )nO  إلى
)من  Aمجموعة المصفوفات  )nM ℝ  التي تحُقّقt

nA A I⋅ كافئ لـمُ أو الشرط ا =
t

nAA I= ن زمرة جزئيّةمن. وهي، مزوّدة بقانون ضرب المصفوفات، تكو ( )nGL زمرة أي 
)ونعرّف بأسلوب مماثل لما سبق  .nالمصفوفات الحقيقية القَلوبة من المرتبة  )n+Oو ،( )n−O.  

)1، وكان nعده فضاءً إقليدياً، بُ  Eوأخيراً إذا كان  , )ne e=E أساساً متعامداً  …
:، كان التطبيق :E فينظامياً  ( ) ( ), mat( , , )E n u uΦ →O O E E֏  ًتشاكلاً تقابليا

  زُمرياً.

  : يأتيكما   توجيهٍ لفضاء إقليديتعريف في نا الدراسة السابقة فيدت  

)، ولنرمز بالرمز n فضاءً إقليدياً، بعُده Eن ليك )EBON  إلى مجموعة الأسس
)1. فإذا كان Eلفضاء في االمتعامدة النظاميّة  , , )ne e=E )1و … , , )ne e′ ′ ′=E عنصرين  …

)من  )EBON عرّفنا التطبيق الخطّي المتعامد الوحيد ،,U ′E E :بالشرط  
( ),,n k kk U e e′ ′∀ ∈ =E Eℕ  

)على اموعة  ℜيسمح لنا هذا بتعريف علاقة ثنائيّة  )EBONى الوجه الآتي :، عل  

, ,det 1 ( )U U E+
′ ′′ℜ ⇔ = ⇔ ∈E E E EE E O  

)علاقة تكافؤ على اموعة ℜونتحقّق بسهولة أنّ  )EBON:  

,فهي انعكاسيّة لأنّ  	 EU I=E E  ًّكان   أياE  من( )EBON.  

1 وهي تناظرية لأنّ  	
, ,( )U U−

′ ′=E E E E  ًّكان   أياE و′E  من( )EBON.  

, وأخيراً هي متعدّية لأنّ  	 , ,U U U=F G E F E G�  ًّت الأسسكان  أيا E وF وG  من
( )EBON.  

)1وأخيراً، إنّ لهذه العلاقة صفّي تكافؤ اثنين فقط. ذلك لأنهّ إذا كان  , , )ne e+ =E عنصراً ما  …
)من  )EBON 1، وعرفّنا( , , )ne e− = −E   ، كان …

( ) { }/ [ ],[ ]E + −ℜ =BON E E  
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)det, ا كانلـمّ في الحقيقة،  ) 1U + − = −E Eكان ،[ ] [ ]+ −≠E E هذا من جهة أولى. ومن ،
)عنصراً ما من  Fجهة ثانية،  إذا كان  )EBON نتج من العلاقة ،  

, , ,U U U− + − +=E F E E E F�  

نّ  ,أ ,det( ) det( )U U− += −E F E Fمّا فإ  . ,det( ) 1U + =E F  َثم ] ومن  ]+∈F E ،
)det,ا إمّ و  ) 1U − =E F وهذا يقتضي ،[ ]−∈F E ّأي إن .{ }[ ] [ ],[ ]+ −∈F E E.  

)نسمّي صفّي التكافؤ، في  )/E ℜBONلفضاء الإقليدي ، توجيهين لEويكون . 
، هو اختيار أحد التوجيهين السابقين، أي اختيار أساس متعامد نظاميّ Eتوجيه الفضاء الإقليدي 

E من ( )EBON فنسمّي .[ ]E  ًأو  توجيهاً رجعياً ، ونسمي صفّ التكافؤ الثاني توجيهاً مباشرا
]. ونسمي عناصر غير مباشر ]E .أسساً متعامدة نظاميّة مباشرة  
  

  .O(2)لندرس الزمرة  .مثال 3-5.

تكون المصفوفة المربعّة 
a c

M b d
 

=    
2متعامدة إذا وفقط إذا كان 

tM M I= وهذا ،

  :الآتيين يُكافئ الشرطين
2 2 2 2 1

0

a b c d

ac bd

+ = + =

+ =




�
  

)أنهّ يوجد عددان حقيقيّان  
ينتج من  , )θ ϕ  2فيℝ يحُققان   
( , ) (cos , sin )a b θ θ=      و( , ) (sin , cos )c d = ϕ ϕ  

  أنّ  �وينتج من العلاقة 
cos sin sin cos sin( ) 0θ θ θϕ + ϕ = + ϕ =  

) هما وهذا يعُطي حلينّ للمسألة 2 )θ πϕ ∈ − + ℤ  أو( 2 )π θ πϕ ∈ − + ℤ تأخذ . إذن
  أحد الشكلين الآتيين: M لمصفوفةا

cos sin

sin cos
Rθ

θ θ

θ θ

− 
 =    

أو    
cos sin

sin cos
Sθ

θ θ

θ θ

 
 =  −  
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Mإذا كانت  Rθ=ان كdet 1M = ، فهي إذن مصفوفة دوران أي +
(2)M +∈ Oل هندسياً الدوران بزاوية ، وهي تمُثθ أي 0 حول المبدأ ،

  . 0الذي مركزه 

M أمّا إذا كانت Sθ=   كانdet 1M = هو  M لمصفوفةن كثير الحدود المميّز لكا، و −
2 1X }ومن ثمَ   − }sp( ) 1, 1M = −   الشعاعان كون، و +

2

1

2

cos

sin
u

θ

θ

 
 =  
  

2 و  

2

2

sin

cos
u

θ

θ

 −
 =  
  

  

2أساساً متعامداً نظامياً للفضاء الإقليديّ المألوف  1( )×M ℝ مؤلّفاً من ،
1 . أيMأشعة ذاتيّة للمصفوفة 1Mu u=2، و 2Mu u= . فهي −

  .1uℝأي  1uتمُثل هندسياً التناظر القائم حول المستقيم الشعاعي الموجّه بالشعاع 

  
   ء الخارجي والجداء المختلط في فضاء إقليدي ثلاثيّ البُعد.الجدا .مثال 4-5.

1. وليكن 3 بعُده موجّهاً فضاءً إقليدياً  Eليكن  2 3( , , )e e e=E1، و 2 3( , , )f f f=F 
 مباشرين في ينْ أساسين متعامدين نظاميـ E  . ّطيّة المتناوبة هو ثلاثيّة الخا كان بعُد فضاء الأشكال لـم

det يحُقّق ،λ اً حقيقياًّ ، وجدنا عدد1 detλ=E F َّومن ثم ، 

1 2 3 ,det ( , , ) det 1f f f Uλ = = =E E F  
detنستنتج من ذلك أنّ  det=E F.  

  ج الخاصّة التالية:ا ستنتا فيالسابقة  اتنا الملاحظ فيدت  

يوجد شكلٌ ثلاثي الخطيةِ متناوبٌ وحيدٌ . 3 بعُده موجّهاً فضاءً إقليدياً  Eليكن 
Eδ  علىE  قيحُقdetEδ = E  ًّكان الأساس المتعامد النظامي المباشر   أياE 

  .Eعلى  الجداء المختلط Eδ، نسمّي Eللفضاء الإقليدي الموجّه 

1الرمز  عملونست 2 3[ , , ]x x x  ً1على  دلالة 2 3( , , )E x x xδفيكون .  
  3

1 2 3 1 2 3 1 2 3( , , ) , [ , , ] det ( , , )x x x E x x x x x x∀ ∈ = E  
  
  .Eللفضاء  ماأساس متعامد نظامي مباشر هو  Eحيث 

1e

1Me
2e

2Me

O
θ

1e

2e

1u

2u

0

x

Mx
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ا كان التطبيق لـمّ . Eشعاعين من  2vو 1v. وليكن 3 بعُده موجّهاً قليدياً فضاءً إ Eليكن 
1 2, [ , , ]E x v v x→ ℝ شعاع وحيد، نرمز  Eفي  جد، نعلم أنهّ يو Eشكلاً خطياً على  ֏
1إليه بالرمز  2v v∧ ،يحُقّق  

  1 2 1 2, [ , , ] ,x E v v x v v x∀ ∈ = ∧  �  
1نسمّي الشعاع  2v v∧  ّ1 لشعاعينل الجداء الشعاعيv 2وv ذا .الترتيب  

1ليكن  2 3( , , )e e e=E  فيأساساً متعامداً نظامياً مباشراً ما E ّولنفترض أن .  

1 1 1 2 2 3 3v e e eζ ζ ζ= + +  
2  و 1 1 2 2 3 3v e e eη η η= + +  

1كان الشعاع   أياًّ عندئذ،  1 2 2 3 3x e e eα α α= + ، نجد بنشر المحدّد وفق العمود Eمن +
  الأخير:

2 2 1 1 1 1

3 3 3 3 2 2

1 1 1

1 2 2 2 2

3 3 3

1 2 3

[ , , ] det

det det det

v v x

ζ η ζ η ζ η

ζ η ζ η ζ η

ζ η α

ζ η α

ζ η α

α α α
     
     
     
          

 
 
 =  
 
 
 

= − +

  

  وهذا يبين أنّ 

( ) ( ) ( )1 2 2 3 3 2 1 3 1 1 3 2 1 2 2 1 3v v e e eζ η ζ η ζ η ζ η ζ η ζ η∧ = − + − + −  

  ويعطينا طريقة عمليّة لحساب الجداء الشعاعيّ.

1أنّ الشعاع  �نلاحظ من التعريف  2v v∧  1من  عمودي على كلv 2وv ونترك للقارئ .
  :Lagrange لاغرانج والمعروفة باسم متطابقة الآتيةأن يتحقّق صحةَ المتطابقة المهمّة 

2 2 2 2
1 2 1 2 1 2,v v v v v v∧ + = ⋅  

  والتي ينتج منها أنّ 
�

1 2 1 2 1 2sin( , )v v v v v v∧ = ⋅� � � � � �  
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  :ةالآتييحُقق الجداءان الشعاعي والمختلط الخواص 
3

2

3

3

3

3 2

, ( , , ) , ( ) ( ) ( ) .

( , ) , ( ) .

( , , ) , ( ) , , .

( , , ) , ( ) ( ) ( ) 0 .

( , , ) , ( ) ( ) [ , , ] .

( , , ) , [ ,

1

2

3

4

5

, ) [ , , ]

a b c E a b c a c b c

a b E a b b a

a b c E a b c a c b a b c

a b c E a b c b c a c a b

a b c E a b a c a b c a

a b c E a b b c c a a b c

λ λ λ∀ ∈ ∀ ∈ + ∧ = ∧ + ∧

∀ ∈ ∧ = − ∧

∀ ∈ ∧ ∧ = −

∀ ∈ ∧ ∧ + ∧ ∧ + ∧ ∧ =

∀ ∈ ∧ ∧ ∧ =

∀ ∈ ∧ ∧ ∧ =

ℝ

.6

0 وكان Eشعاعين من  bو  aوأخيراً، إذا كان  a≠ فإنّ الشرط اللازم والكافي حتى يوجد ،
aيحُقق  Eمن  xشعاع  x b∧ aهو أن يكون  = b⊥ وفي هذه الحالة تكون مجموعة حلول ،

aالمعادلة  x b∧ }: هي = }2

1
:b a a

a
λ λ∧ + ∈ ℝ.  

فوفات المربعّة مهمّاً في بعض سننهي هذه الفقرة بالمبرهنة التالية، التي تعطي تفريقاً للمص
  .مسائل التحليل العددي

)من  M لتكن .Iwasawa ڤازاڤاإ تفريق – مبرهنة 5-5. )nM ℝ عندئذ قلَوبة، مصفوفة .
)توجد ثنائية وحيدة  , )O T حيث O  مصفوفة متعامدة من المرتبةnو ،T  مصفوفة مثلثّيّة

M تحُقّقانعناصر قطرها الأساسي موجبة تماماً، و عليا،  OT=.  
  الإثبات

tGلنعرّف  M M=فتكون ،G  إذن نجد  2-11.مصفوفة معرّفة موجبة عملاً بالملاحظة
لى تفريق ، عناصر قطرها T مصفوفةً مثلّثيّة عليا 5-10.)المبرهنة  انظر(، Choleskyاستناداً إ

t وتحُقّقالأساسي موجبة تماماً،  tG M M TT= M . ومن ثمّ يكون= OT= عرّفنا  إذ
1بالعلاقة  Oالمصفوفة  1( ) ( )t t tO M T T M− −= =.  

)بقي أن نثبتَ أنّ  )O n∈ Oواضح لأنّ المساواة ، ولكنّه أمر t tM M TT= 
  تقتضي: 

1 1 1 1( ) ( )tO MT T M O− − − −= = =  

  بذلك نكون قد أثبتنا الشق المتعلّق بوجود التفريق من المبرهنة.
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Mلنثبت إذن الوحدانية. لنفترض أنّ  OT O T′ ′= )تحُقق الثنائيتان  حيث، = , )O T 
)و , )O T′ 1 شروط المبرهنة. عندئذ يكون ′ tTT OO−′ ، أي تكون المصفوفة =′
1D TT مصفوفةً مثلثّيّة عليا ثوابت قطرها الأساسي موجبة تماماً، وهي أيضاً مصفوفة  =′−

)أي متعامدة  )D n∈ O . لطبع أن يكون هذا يقتضي باوnD I= أي ،T T ، ومن ثمَ =′
O O ′=.  �  

  
  اختزال التطبيقات الخطيّة المتناظرة 6.

  .ℕ∗ينتمي إلى  nفضاءً إقليدياً بعُدُه  Eفي كامل هذه الفقرة، يمثّل   

)تطبيقاً خطيّاً متناظراً من  uليكن  .مبرهنة1-6. )EL الآتية. عندئذ تتحقّق الخواص:  

)، يحُققE فضاءً شعاعياًّ جزئياً من Fإذا كان 1. )u F F⊂كان ،( )u F F⊥ ⊥⊂. 

، كان الفضاءان الجزئيان الذاتيان u لتطبيقتلفتين لقيمتين ذاتيتين مخ µو λإذا كانت  2.
ker( )EE u Iλ λ= )kerو − )EE u Iµ µ= E أيمتعامدين  − Eλ µ⊥.  

)sp أيغير خال  uإنّ طيف  3. )u ≠ قيمة ذاتية واحدة  u ، أي إنّ للتطبيق الخطيّ ∅
  على الأقل.

  الإثبات
  كان،  Fمن  zكان   أياًّ . عندئذ، ⊥Fمن  xلتكن  1.

( ), , ( ) , () ) 0(
F

u u

F

u x z x u z x uu z
⊥

∗=
∗

↵ ↵

〈 〉 = 〈 〉 = 〈 〉 =  

)إذن  )u x F⊥∈ ّوهذا ما يثُبت أن .( )u F F⊥ ⊥⊂.  
)لتكن  2. , )x y  منE Eλ µ× عندئذ .  

, , ( ),

, ( ) , ( ) , ,

x E

y Eu u

x y x y u x y

x u y x u y x y x y

λ

µ

λ λ

µ µ

∗

∈

∈=
∗

〈 〉 = 〈 〉 = 〈 〉

= 〈 〉 = 〈 〉 = 〈 〉 = 〈 〉

  

, أنّ  وهذا يقتضي 0x y λلأنّ  = µ≠.  
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} لتكن اموعة الجزئية 3. }: 1S x E x= ∈ =� ا مجموعة مغلقة ومحدودة . إE ّمن �
منته. ومن ثمَّ فإن استمرار  E، فهي إذن مجموعة متراصّة لأن بعُد Eفي الفضاء الشعاعيّ المنظّم 

  الآتي التابع الحقيقي
: , ( ),S x u x xϕ → 〈 〉ℝ ֏  

   يحقّق 0xعنصر  Sفي على هذه اموعة المتراصّة يجعله يبلغ حدّه الأعلى عليها، أي يوجد 
0( ) max ( )

x S
x xλ

∈
= ϕ = ϕ  

  ،λويكون لدينا، بناءً على تعريف 
2

0 0 0, , ( ),y E t u x ty x ty x tyλ∀ ∈ ∀ ∈ + + ≤ +ℝ  

0لأنهّ في حالة  0x ty+ 0يكون الشعاع  ≠
0

1
( )z x ty

x ty
= +

+
. Sعنصراً من  

  كان  tومهما كان العدد الحقيقي  Eمن   yمهما كان  وينتج من نشر المتراجحة السابقة أنه
2 2

0 0( ( ), ) 2 ( , ( ), ) 0t y u y y t x y u x yλ λ− 〈 〉 + 〈 〉 − 〈 〉 ≥� �  
  مة، أيمعدو  tوينجم عن ذلك أنّ أمثال 

0 0 0 0, , ( ), ( ), 0y E x y u x y x u x yλ λ∀ ∈ − = − =  
0 أن وهذا يقتضي 0( )u x xλ= ومن ثمَّ يكون ،sp( )uλ 0لأنّ  ∋ 0x ≠.  �  

)تطبيقاً خطياًّ متناظراً من  uإذا كان  .ملاحظة 2-6. )EL كان.u−  ًتطبيقاً خطياًّ متناظرا
   من العددين أيضاً، وينتج من الإثبات السابق أنّ كلاًّ 

max
1

max ( ),
x

u x x
=

Λ = 〈 〉
� �

minو    
1

min ( ),
x

u x x
=

Λ = 〈 〉
� �

  

)spعنصر من  )u ماً المتراجحة. ومن جهة أخرى، تتحقّق دو  

min maxsp( ),uµ µ∀ ∈ Λ ≤ ≤ Λ 

  ح لنا هذه الملاحظة أن نستنتج أنّ تيت
min min sp( )uΛ maxو  = max sp( )uΛ =  

  ومنه

1
max sp( ) max ( ),

x
u u x x

=
= 〈 〉
� �

 و  
1

min sp( ) min ( ),
x

u u x x
=

= 〈 〉
� �
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) تطبيقاً خطياًّ متناظراً منu كنلي .التحليل الطيفي – مبرهنة 3-6. )EL ،كان   أياًّ . نرمزλ  من
sp( )uبالرمز ، Pλ  فيإلى الإسقاط القائمE  لقيمة الجزئي الذاتي الموافق لعلى الفضاءλ 

 :ker( )EE u Iλ λ=   : . عندئذ تتحقّق الخواص التالية−
� ( )2( , ) sp( ) , 0u P Pλ µλ µ λ µ∀ ∈ ≠ ⇒ =�  
�

sp( )
E

u

I Pλ
λ∈

= ∑  

�

sp( )u

u Pλ
λ

λ
∈

= ⋅∑  

)sp وتسمّى الجماعة )( ) uPλ λ∈  ًلتطبيقل تحليلاً طيفيّا u  وهي وحيدة بالمعنى الآتي: إذا ،
) ، وكانتℝمجموعة جزئيّة غير خالية من Λكانت  )Qλ λ∈Λ  جماعة من الإسقاطات

)القائمة وغير المعدومة من  )ELبحيث تتحقّق الخواص ، :  

 2( , ) , 0Q Qλ µλ µ λ µ∀ ∈ Λ ≠ ⇒ =�  
�EI Qλ

λ∈Λ
= ∑  

�u Qλ
λ

λ
∈Λ

= ⋅∑  

)spبدُّ أن يكون  عندئذ لا )uΛ ,و = Q Pλ λλ∀ ∈ Λ =.  
)spمن  λوأخيراً، إذا كان  )u وعرفّنا كثير الحدود ،  

sp( )\{ }

( )
u

X
Xλ

µ λ

µ

λ µ∈

−
=

−∏ℓ  

]من  ]Xℝ   كان( )P uλ λ= ℓ.  

  الإثبات

)spلنثبت أولاً أنّ الجماعة  )( ) uPλ λ∈ ق الخواصو �و � تحُق�.  
)spمن عنصرين مختلفين  µو λ لتكن 	 )u يكون 6-1.. عندئذ استناداً إلى المبرهنة ،

E Eλ µ⊥ ومنه Im kerP E E Pµ µ λ λ
⊥= ⊂ 0Pإذن . = Pλ µ =�.  

من ناحية أخرى، لنعرّف  	
sp( )u

F Eλ
λ

⊥

∈
= )، فيكون لدينا وضوحاً ⊕ )u F F⊂ َّومن ثم ،

( )u F F⊥    6-1. ، بناءً على المبرهنة⊃⊥
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Eلنفترض جدلاً أنّ  F≠  {0}أيF⊥   ، ولنتأمّل التطبيق الخطّي≠
: , ( )Fv u F F x u x⊥

⊥ ⊥= → ֏  
)اظر من نتطبيق خطيّ مت vنتحقّق بسهولة أنّ  )F⊥L إذن ،sp( )v ≠ . أي يوجد ∅

0λ  ينتمي إلىsp( )v  في ويوجدF⊥  عنصرx لتطبيقيكون شعاعاً ذاتياً ل v  ًموافقا
0x. أي 0λللقيمة الذاتيّة  )0و  ≠ ) ( )u x v x xλ=   ، ومنه=

{ }
0 0 0

( ) ( ) 0x E F E Eλ λ λ
⊥ ⊥∈ ∩ ⊂ ∩ 0xو  = ≠.  

Eيثُبت هذا التناقض، أنّ  F= ّأي إن .
sp( )u

E Eλ
λ

⊥

∈
= ، Eمن  xفإذا كانت . ⊕

بطريقة وحيدة بالشكل  اهتبكتاأمكن  
sp( )u

x xλ
λ∈

= x حيث ∑ Eλ λ∈ ُوت . بين

  أنّ  �الخاصّة 
( )2( , ) sp( ) , ( ) ( )) 0u P x P P xλ µ λ µ µλ µ λ µ∀ ∈ ≠ ⇒ = =�  

وهذا يقتضي، انطلاقاً من المساواة 
sp( )u

x xλ
λ∈

=   ، أن يكون ∑

sp( ), ( )u P x xλ λλ∀ ∈ =  
ومن ثمَّ يكون 

sp( )

( )
u

x P xλ
λ∈

=   .�. وهذه هي الخاصّة ∑

)kerا كان لـمّ وأخيراً،  	 )EE u Iλ λ=   ، نتج أنّ −
sp( ),u u P Pλ λλ λ∀ ∈ = ⋅�  

  ومنه

sp( ) sp( ) sp( )
E

u u u

u u I u P u P Pλ λ λ

λ λ λ

λ
∈ ∈ ∈

  = = = = ⋅   
∑ ∑ ∑� � �  

  .�وهذه هي الخاصّة 
ImFنبدأ بتعريف الفضاءات الشعاعية الجزئية . لنأتِ إلى إثبات الوحدانيّة Qλ λ= حيث λ 

}، وهي جميعاً غير تافهة، أي لا تساوي Λمن  ,، لأنّ 0{ 0Qλλ∀ ∈ Λ ≠.  
عنصراً من  x، وليكن Λمن  λليكن 

\{ }

( )F Fλ µ

µ λ∈Λ
∩   إذن  ∑

x Fλ∈   و
\{ }

x xµ
µ λ∈Λ

= }\  حيث    ∑ },x Fµ µµ λ∀ ∈ Λ ∈  
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  يكون 
وبالاعتماد على الخاصّة 

\{ } \{ }

( ) ( ) ( ) 0x Q x Q x Q Q xλ λ µ λ µ µ

µ λ µ λ∈Λ ∈Λ
= = = =∑ ∑ �  

   نكون قد أثبتنا أنّ ف
{ }

\{ }

, ( ) 0F Fλ µ

µ λ

λ
∈Λ

∀ ∈ Λ ∩ =∑  

Fλ اموعإذن 
λ∈Λ
  مباشر.مجموع  ∑

Eأنّ  �ومن جهة أخرى، تبُينّ الخاصّة  Fλ
λ∈Λ

= E. إذن ∑ Fλ
λ∈Λ

= ⊕.  

)أنّ  �و 
،  نجد اعتماداً على الخاصّتين Λمن  λكن يل )u x xλ=  ًّكانت   أياx 
)sp أنّ  ، وهذا يقتضيFλمن  )uλ E، و∋ Fλ λ⊃ إذن .sp( )uΛ   وكذلك ⊃

  , F Eλ λλ∀ ∈ Λ ⊂  
  ومن ثمَ 

( ) ( )1 2

sp( )

dim dim dim dim dim
u

E F E E Eλ λ λ

λ λ λ∈Λ ∈Λ ∈
= ≤ ≤ =∑ ∑ ∑  

 نستنتج من ذلك أنهّ لا بدُّ أن تكون هنالك مساواة في جميع المتراجحات السابقة : المساواة
( )spتقتضي  2( )uΛ ) ، والمساواة= F تقتضي 1( Eλ λ=  ًّكانت   أياλ  منΛ. 

  وهذا يثُبت الوحدانيّة.
  : يأتيما  � و �أخيراً، ينجم عن 

sp( )

, k k

u

k u Pλ
λ

λ∗

∈
∀ ∈ = ⋅∑ℕ 

0kوهذه المساواة صحيحة أيضاً حين يكون    ومنه نجد �بناءً على  =

sp( )

[ ], ( ) ( )
u

S X S u S Pµ
µ

µ
∈

∀ ∈ = ⋅∑ℝ  

)وبوجه خاص نجد بأخذ  )S Xλ= ℓ  ّأن  

,
sp( ) sp( )

( ) ( )
u u

u P P Pλ µ µ µ λ µ λ

µ µ

λ δ
∈ ∈

= ⋅ = ⋅ =∑ ∑ℓ ℓ  

  �  وذا يكتمل البرهان.
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)تطبيقاً خطيّاً متناظراً من u ليكن .نتيجة 4-6. )ELفي . عندئذ يوجدE  ّأساس متعامد نظامي
1( , , )ne e=E )matالمصفوفة  يجعل … , , )u E E .قطرية  

  الإثبات
)spمن  λكانت   أياًّ لنتأمّل،  )u الفضاء الذاتي ،ker( )EE u Iλ λ= . عندئذ −

  يكون لدينا، استناداً إلى المبرهنة السابقة:

sp( )u
E Eλ

λ

⊥

∈
= ⊕  

)spمن  λ كانت  أياًّ لمتعامد النظامي المطلوب بأن نختار، ونحصل على الأساس ا )u ًأساسا ،
، ومن ثمَّ نضع Eλ في λEمتعامداً نظامياً 

sp( )u
λ

λ∈
= ∪E E .  �  

  .الآتيةالسابقة إلى لغة المصفوفات فنحصل على النتيجة يمكن ترجمةُ النتيجة   

)من  Aلتكن .نتيجة 5-6. )nM ℝ  مصفوفة متناظرة. عندئذ توجد مصفوفة متعامدةO  من
( )nOد مصفوفة قطريةّ ، وتوجD  من( )nD ℝ ،تحُقّقان   

tA OD O=  
  تاركين إثباما البسيط تمريناً للقارئ. الآتيتينوأخيراً نختتم هذا البحث بالخاصتين 

)تطبيقاً خطياًّ متناظراً من  u ليكن .نتيجة 6-6. )EL:عندئذ يتحقّق التكافؤان التاليان .  
� u  موجبsp( )u +⊂ ⇔ℝ  
� u  معرّف موجبsp( )u ∗

+⊂ ⇔ℝ  

)تطبيقاً خطيّاً متناظراً من  u ليكن .ةنتيج7-6. )ELد ولنزو ، ( )EL  بنظيم التطبيقات الخطيّة
  المستمرة. عندئذ يكون

min max
sp( )

max | | max( , )
u

u
λ

λ
∈

= = −Λ Λ� �  

  حيث  
  max

1
max sp( ) max ( ),

x
u u x x

=
Λ = = 〈 〉

� �
  

min  و
1

min sp( ) min ( ),
x

u u x x
=

Λ = = 〈 〉
� �

  
��  
��  
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  اتـتمرين
Jليكن  1. التمرين( , , )E 〈⋅ )1فضاء جداء سلمي، ولتكن  〈⋅ , , )ne e…  منجملة E :تحُقق  

� , 1n ii e∀ ∈ =ℕ � �  

� 2 2

1

, ,
n

i
i

x E x e x
=

∀ ∈ 〈 〉 =∑ � �  

)1أثبت أن الجملة    , , )ne e…  أساسٌ متعامدٌ نظامي للفضاءE.  
  الحـل
  أنّ  �و �. عندئذ نستنتج من nℕمن  jلتكن  �

2 2

1

, 1
n

j i j
i

e e e
=

〈 〉 = =∑ � �  

  ومن ثمَّ 

{ }

2

\

, 0

n

j i
i j

e e
∈

〈 〉 =∑
ℕ

  

jوهذا يبرهن على أنّ  ie e⊥  في حالةi j≠ 1. فالجملة( , , )ne e… .جملة متعامدة نظاميّة  
 ، ولنعرّفEعنصراً من  xليكن  �

1

,
n

i i
i

y x e x e
=

= − 〈 〉∑  

نّ  مباشرة أ نتيقّن  je عندئذ  y⊥  قيمة يّاً كانت  ن nℕمن  jأ ذ . إ
1

,
n

i i
i

y e x e
=

⊥ 〈 〉∑ .

  لاقة فيثاغورث يمكننا أن نكتبوبالاستفادة من ع
22 2

1

,
n

i
i

y e x x
=

+ 〈 〉 =∑� � � �  

0yنستنتج أنّ  �واستناداً إلى  =�   أي إنّ  ؛�

1

,
n

i i
i

x e x e
=

= 〈 〉∑  

)1 فالجملة , , )ne e…  تولّد الفضاءE، أساس متعامد نظامي فيه. وهي  ú  
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Jليكن  2. التمرين( , , )E 〈⋅ )1فضاء جداء سلمي، ولتكن  〈⋅ , , )nx x… جملة أشعة من E.  

أثبت أنّ  1.
2

2 2

1 1

n n

i j i i
i j i i

x x n x x
< = =

− = −∑ ∑ ∑.  

ixنفترض أنّ  2. R≤� 2iوأنّ  ،nℕمن  iأياً كان  � jx x− ≥� i في حالة � j≠ .
22 أثبت أنّ 

n
R−   . هل هذه أفضل نتيجة ممكنة ؟≥

  الحـل
  لنلاحظ أنّ  1.

( )
2

2

2

2 2

1 ( , )

2 2

( , )

2

1 ( , )

2

1
2

2

1 1

1

2

1
2Re ,

2

Re ,

,Re

n

n

n

n n

i j i j
i j n i j

i j i j

i j

n

i i j
i i j

n

i j
i

i j
i

n n

i i
i i

x x x x

x x x x

n x x x

x xn x

n x x

≤ < ≤ ∈

∈

= ∈

∈ ∈
=

= =

− = −

= + − 〈 〉

= − 〈 〉

= −

= −

∑ ∑

∑

∑ ∑

∑ ∑∑

∑ ∑

ℕ

ℕ

ℕ

ℕ ℕ

� � � �

� � � �

� �

� �

� �

  

  نستنتج من المتراجحة السابقة أنّ  2.
2

2 2 2 2

1

( 1)
4

2

n

i
i

n n
n R x n R

=

−
× ≤ − ≤∑  

  وهذه يمكن إصلاحها لنستنتج أنّ 
2( 1)n

R
n

−
≤.  

22في أي كرة مركزها المبدأ ونصف قطرها أصغر تماماً من  ههذه النتيجة تعني أنّ 
nnR = لا  −

أفضل  nR. فهل يكون الحد 2نقطة المسافات بين أي اثنتين منها أكبر أو تساوي  nيمكننا إيجاد 
  ما يمكن تحقيقه بوجه عام؟ 
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1ليكن . الجواب هو نعم 2( , , , )ne e e…  الأساس القانوني فيnℝ .بالنظيم  ولنزوّد هذا الفضاء
  الإقليدي المألوف. ثمُّ لنتأمّل الأشعة

1

1
2 ,

n

k k j n
j

x e e k
n =

  = − ∈   
∑ ℕ  

أنّ  اً وضوحونجد  nRتقع جميع هذه الأشعة على سطح الكرة التي مركزها المبدأ ونصف قطرها  عندئذ
2i jx x− =� iفي حالة  � j≠. ّيبرهن على أنّ المتراجحة التي حصلنا عليها أمثليّة. مما  ú  

Jليكن  3. التمرين( , , )E 〈⋅ ,0)فضاء جداء سلمي. نذكّر بأنّ  〈⋅ )B r الكرة المغلقة التي  هي
0ونصف قطرها  0مركزها  r< وإذا كان ،( , )x y  2منE فإننّا نعرّف  

{ }[ , ] (1 ) : [0,1]x y x yλ λ λ= + − ∈.  
)ليكن  , )a b  2من( )+ℝ  ّأثبت أن  

( ) 2[ , ] (0, ) \ (0, ) 2 2x y B a b B a x y b ba⊂ + ⇒ − < +  
  الحـل

]لنلاحظ أنّ الفرْض  , ] (0, )\ (0, )x y B a b B a⊂ ينتميان إلى  yو xيقتضي أنّ الشعاعين  +

,0)الكرة  )B a b+  ّوأن
2

x y+  منتصف القطعة[ , ]x y  0)يقع خارج الكرة, )B aإذن .  

x a b≤ yو  + a b≤ و  +
2

x y
a

+
>  

  وعليه نستنتج من مساواة متوازي الأضلاع
2

2 2 2

2 2 2

2 2 4
2

4( ) 4 4( 2 )

x y
x y x y

a b a b ab

+
− = + −

< + − = +

  

  أو
22 2x y b ab− < +  

  ú  .ةالمطلوب إثبات الخاصةوبذا يتمّ 
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Jليكن  4. التمرين( , , )EE 〈⋅ )و 〈⋅ , , )FF 〈⋅ وليكن  .ℝفضاءَي جداء سلمي على الحقل  〈⋅
:f E F→  ّالشرطين: قتطبيقاً يحق  

(0) 0f )و    = , ) , ( ) ( )
F E

x y E E f x f y x y∀ ∈ × − = −  
]تأمّل منتصف القطعة  .مساعدةخطّي.  fأثبت أنّ التطبيق    , ]x y.  

  الحـل
  يتحقّق الاقتضاء الآتي:لنلاحظ أوّلاً أنهّ في فضاء جداء سلّمي 

1

2 2

a c
a b c b a c b

  + − = − = − ⇒ =  
� � � � � �  

  زي الأضلاع لديناالأنهّ استناداً إلى متطابقة متو 
2 2 2 2

2 ( ) 2 2 0b a c a b c b a c− + = − + − − − =  
1، نضع 2Eعنصرين من  yو xليكن 

2
( )z x y=   . عندئذ نجد عملاً بالفرْض +

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2F F F
f z f x f z f y f x f y− = − = −  

)إذن  )1
2

( ) ( ) ( )f z f x f y=   . فنكون قد أثبتنا أنّ +
2 ( ) ( )

( , ) ,
2 2

x y f x f y
x y E f

 + +∀ ∈ =  
  

0yوبوجه خاصّ، في حالة    لدينا =
( )

,
2 2

x f x
x E f

 ∀ ∈ =  
  

  وبالاستفادة من المساواتين السابقتين نستنتج أنّ 
2( , ) , ( ) ( ) ( )x y E f x y f x f y∀ ∈ + = +  

  وبأسلوب معروف نستنتج من المساواة السابقة أنّ 
, , ( ) ( )r x E f rx rf x∀ ∈ ∀ ∈ =ℚ  

  ، استنتجنا مما سبق أنّ fا كانت المساواة المعطاة في الفرْض تقتضي استمرار التابع لـمّ و 
, , ( ) ( )x E f x f xλ λ λ∀ ∈ ∀ ∈ =ℝ  

  ú  تابعٌ خطّي. fأنّ التابع استكملنا إثبات وبذا نكون قد 



 374 الفضاءات الشعاعيّة المزوّدة بجداء سلّمي

Jليكن  5. التمرين( , ,E 〈⋅ )فضاء جداء سلمي. أياً كان  (〈⋅ , )x y  منE E× نضع  

2 2
( , )

1 1

x y
d x y

x y

−
=

+ +

� �

� � � �
  

)3نريد أنّ نثبتَ أنّ    , , ) , ( , ) ( , ) ( , )x y z E d x z d x y d y z∀ ∈ ≤ +.  
 لدينا Eمن  vو uو ℝمن  µو λه في حالة أثبت أنّ  1.

1u v u v v uλ µ λ µ= = ⇒ − = −� � � � � � � �.  

):  أثبت أنّ  2. )2
2 2

( , ) \{0} ,
x yy xx y E
x yy x

−
∀ ∈ − =

� �

� �� �� � � �
.  

Eنتأمّل الفضاء  3. E= ×Kɶ مزوداً بالجداء السلمي , E〈⋅ ⋅〉ɶ  يأتيالمعرف كما :  
( , ),( , ) ,Ex y x yα β αβ〈 〉 = 〈 〉 +ɶ  

: التطبيقو    , ( ,1)f E E x x→ ɶ ) . عبرّ عن֏ , )d x y بدلالة ( )f x و( )f y  ُثم 
  المطلوب. إثباتاستنتج 

  الحـل
1u، ولنفترض أنّ Eمن  vو uو ℝمن  µو λ لتكن 1. v= =� � �  . عندئذ�

( )
( )

2 2 2

2 2 2

2 Re ,

2 Re ,

u v u v

v u v u

λ µ λ µ λµ

λ µ λ µ λµ

− = + − 〈 〉

− = + − 〈 〉

� �

� �
  

uإذن  v v uλ µ λ µ− = −� � � �.  
  ، لنطبّق النتيجة السابقة بعد أخذE{0}\شعاعين من  yو xليكن  2.

1 1
, , ,

x y
u v

x y x y
λ µ= = = =

� � � � � � � �
  

  فنجد أنّ 

2 2

x yy x

x yy x

−
− =

� �

� �� �� � � �
  

  : نلاحظ أنّ  3.

2 22 2

( ) ( ) ( ) ( )
( , )

( ) ( )1 1 ( ) ( )

f x f yx y f x f y
d x y

f x f yx y f x f y

−−
= = = −

+ +

� �

� � � �
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  : يأتيما  Eمن  zو yو xوعليه يكون لدينا في حال 

2 2

2 2 2 2

( ) ( )
( , )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( , ) ( , )

f x f z
d x z

f x f z

f x f y f y f z

f x f y f y f z

d x y d y z

= −

≤ − + −

≤ +

� � � �

� � � � � � � �
  

  ú  وهذا يثبت المتراجحة المطلوبة.
Jليكن 6. التمرين ( , ,E 〈⋅ ] فضاء الجداء السلمي (〈⋅ ]Xℝ مزوداً بالجداء السلمي  

1

0
, ( ) ( )dP Q P t Q t t〈 〉 = ∫  

يرات الحدود التي ف من كثالمؤلّ  F على الفضاء الشعاعي الجزئي E فيعينّ الإسقاط القائم 
  .F عن nXجذوراً لها. ثم احسب مسافة  1و 0 وتقبل 3لا تزيد درجتها عن 

  الحـل

  لنلاحظ أنّ 
{ }

( )

2

1
2

( ) ( 1) : ( , )

vect ( )( 1), ( 1)

F aX b X X a b

X X X X X

= + − ∈

= − − −

ℝ
  

  لنعرّف
0 ( 1)Q X X= 1و −

1 2
( )( 1)Q X X X= − −  

  نلاحظ أنّ 

( )

( )

1

2 2 2
0

0
1

22 2 21
1 2

0
1

2 21
1 0 2

0

1
( 1) d

30

1
( 1) d

840

, ( 1) d 0

Q x x x

Q x x x x

Q Q x x x x

= − =

= − − =

〈 〉 = − − =

∫

∫

∫

  � �

  � �  
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  يعُطى بالصيغة Fعلى  P نستنتج أنّ المسقط القائم لكثير حدودٍ 
0 1

0 12 2
0 1

0 0 1 1

, ,
( )

30 , 840 ,

F

P Q P Q
P Q Q

Q Q

P Q Q P Q Q

〈 〉 〈 〉
= +

= 〈 〉 + 〈 〉

P
� � � �  

  وبوجه خاص

0 0 1 1( ) 30 , 840 ,n n n
F X X Q Q X Q Q= 〈 〉 + 〈 〉P  

  ولكن

( )

1

1
0

0
1

11
1 2

0
1

3 2 1

0

1
, ( 1)d

( 2)( 3)

, ( 1)d

3 1
d

2 2

2( 2)( 3)( 4)

n n

n n

n n n

X Q x x x
n n

X Q x x x x

x x x x

n

n n n

+

+

+ + +

−
〈 〉 = − =

+ +

〈 〉 = − −

 = − +   
−

=
+ + +

∫

∫

∫

  

  إذن

( )0 1

30
( ) ( 4) 14

( 2)( 3)( 4)
n

F X n Q nQ
n n n

−
= + +

+ + +
P  

)وإذا وضعنا  , )n
n d X F∆   كان لدينا  =

( )

2 2 2 2

2 2 2 2
0 12 2 2

2

2 2 2

( ) ( )

1 900
( 4) 196

2 1 ( 2) ( 3) ( 4)

1 240( 2)

2 1 ( 2) ( 3) ( 4)

n n n n
n F FX X X X

n Q n Q
n n n n

n n

n n n n

∆ = − = −

= − + +
+ + + +

+ +
= −

+ + + +

P P� � � � � �

� � � �  

  ومن ثمَّ 
2

2 2 2

1 240( 2)
( , )

2 1 ( 2) ( 3) ( 4)

n n n
d X F

n n n n

+ +
= −

+ + + +
  

  ú  وهي النتيجة المطلوبة.
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Jليكن  7. التمرين( , ,E 〈⋅ )1فضاء جداء سلمي، وليكن  (〈⋅ , , )ne e…  ًأساساً متعامداً نظاميا

)1. ولتكن E في , , )nx x…  جملة أشعة منE  ُ2ق قّ تح

1

1
n

k k
k

e x
=

− <∑� . أثبت �

)1أن الجملة  , , )nx x… أساس للفضاء E.  
  الحـل

)1يكفي أن نثبتَ أن الجملة  , , )nx x…  ّجملةٌ حرّة. لنفترض أن
1

0
n

k k
k

xλ
=

عندئذ نستنتج  ∑=

  من المساواة 

1 1

( )
n n

k k k k k
k k

e e xλ λ
= =

= −∑ ∑  

  أنّ 

2 2 2

1 1 1 1 1

n n n n n

k k k k k k k k k
k k k k k

e e x e xλ λ λ λ
= = = = =

≤ ≤ − ≤ ⋅ −∑ ∑ ∑ ∑ ∑� � � �  

  ومن ثمَّ 

2 2

1 1

1 0
n n

k k k
k k

e xλ
= =

   − − ≤   
∑ ∑� �  

2 نجدالفرْض  واستناداً إلى

1

0
n

k
k

λ
=

1، وهذا يقتضي أنّ ∑≥ 2 0nλ λ λ= = = =⋯. 

  ú  وهي النتيجة المطلوبة.

Jليكن  8. التمرين( , ,E 〈⋅ )1، ولتكن ℝضاء جداء سلمي على الحقل ف (〈⋅ , , )ne e…  جملة
  . نفترض أنّ Eأشعة من 

• 
2( , ) , , 0n i ji j i j e e∀ ∈ ≠ ⇒ 〈 〉 <ℕ.  

• , , , 0n ix E i x e∃ ∈ ∀ ∈ 〈 〉 >ℕ.  
)1أثبت أنّ الجملة    , , )ne e… .حرة  
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  الحـل
)1فترض أنّ الجملة لن , , )ne e… مرتبطة خطياًّ عندئذ توجد أعداد( )

n
k k
λ

∈ℕ
ليست جميعها  

معدومة تحُقّق 
1

0
n

k k
k

eλ
=

. نستنتج من المساواة ∑=
1

, 0
n

k k
k

x eλ
=

〈 〉 ومن كون الأعداد  ∑=

( ),
n

k k
x e

∈
〈 〉

ℕ
  المنفصلتين اماً أنّ كلاً من اموعتينموجبة تم 

{ }, 0n kA k λ+ = ∈ >ℕ  و  { }, 0n kA k λ− = ∈ <ℕ  

  ولكن عندئذ يمكننا أن نتأمّل الشعاع مجموعة غير خالية.

( )k k
k A A

v e eλ λ

+ −∈ ∈

= = −∑ ∑ ℓ ℓ
ℓ

  

  فنرى أنّ 

2 , ( ) ( ) ,k k k k
k A A k A A

v e e e eλ λ λ λ

+ − + −∈ ∈ ∈ ∈

= − = − 〈 〉∑ ∑ ∑ ∑ℓ ℓ ℓ ℓ
ℓ ℓ

� �  

2وهذا يقتضي أنّ  0v <� دّ أن تكون الأولى، وهو تناقض صارخ. إذن لا بُ إذا استفدنا من النقطة  �
)1الجملة  , , )ne e… .ّجملة حرة  ú  

  
Jليكن  9. التمرين( , ,E 〈⋅ ، أي تطبيقاً خطياً Eإسقاطاً على  pفضاء جداء سلمي. وليكن  (〈⋅

2pيحقق  p= الآتية، أثبت تكافؤ الخواص:  

  هو إسقاط قائم. pالتطبيق  �

� p p∗ =.  

�ker (Im )p p ⊥⊂.  

� , ( )x E p x x∀ ∈ ≤� � � �.  
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  الحـل
⇐�   . عندئذEعنصرين من  yو xليكن  �

0

0

Im ker

( ), ( ), ( ) ( )

( ), ( ) ( ), ( ) :

( ), ( )

( ), ( ) ( ), ( ) :

, ( )

Im ker

p p

p x y p x y p y p y

p x y p y p x p y

p x p y

p x p y x p x p y p p

x p y

〈 〉 = 〈 − + 〉

= 〈 − 〉+ 〈 〉

= 〈 〉

= 〈 〉

⊥

+ −

= 〈

⊥

〉

��������������

��������������

  

pوهذا يثبتُ أنّ  p∗ =.  
⇐� kerعنصراً من  xليكن  � p،  وليكنy  عنصراً منIm p . أي( ) 0p x = 

)و )p y y=عندئذ يكون لدينا .  
, ( ), , ( ) , ( ) ,0 0y x p y x y p x y p x y∗〈 〉 = 〈 〉 = 〈 〉 = 〈 〉 = 〈 〉 =  

Imومن ثمَّ  kerp p⊥.  
⇐� )ا كان لـمّ . Eعنصراً من  xليكن  � )x p x−  ًمن  عنصراker p وكان ،( )p x 

Imعنصراً من  p ّاستنتجنا أن ،( )( ) ( )x p x p x−   وعليه  ⊥
2 2 2( ) ( )x x p x p x= − +� � � � � �  

)ومن ثمَّ  )p x x≤� � � �.  
⇐� kerعنصراً من  xليكن  � p وليكن ،y  عنصراً منIm p أي .( ) 0p x = 

)و )p y y= عندئذ يكون لدينا في حالة .λ  منK  يأتيما:  
( )y p x y x yλ λ= + ≤ +� � � � � �  

  أو
2 2 2 2 2| | 2Re( , )y x y x y x yλ λ λ≤ + = + 〈 〉 +� � � � � � � �  

0xافترضنا أنّ فإذا  اخترنا و  ≠
2

,x y

x
λ

〈 〉
= −

� �
  من المتراجحة السابقة أنّ  استنتجنا 

2
0 ,x y≤ − 〈 〉  

,وهذا يبرهن أنّ  0x y〈 〉   ú  إسقاط قائم. p. والاسقاط =
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Jلتكن  10. التمرين( )ijA a=  مصفوفة موجبة من المرتبةn ّأثبت أن .  

( )
22

1( , ) ( ) , ( )( )nX Y X AY X AX Y AY∗ ∗ ∗
×∀ ∈ ≤M K  

واستنتج أنّ   
1 , 1

sup | | supij ii
i j n i n

a a
≤ ≤ ≤ ≤

=.  

  الحـل

) . عندئذ يكون لديناKمن  λلتكن  � ) ( ) 0X Y A X Yλ λ∗+ +   ومن ثمَّ ، ≤
0X AX Y AX X AY Y AYλ λ λλ∗ ∗ ∗ ∗+ + + ≥  

  أو
22Re( ) | | 0X AX X AY Y AYλ λ∗ ∗ ∗+ + ≥  

  على إشارة موجبة  الآتي ، يحُافظ ثلاثي الحدودℝمن  θإذن، مهما تكن 
i 22 Re( )t X AX t e X AY t Y AYθ∗ ∗ ∗+ +֏  

  فلا بدُّ أن يكون مميزه سالباً أي
2

i, Re( ) ( )( ) 0e X AY X AX Y AYθθ ∗ ∗ ∗∀ ∈ − ≤ℝ  
)argمن  θفإذا اخترنا  )X AY∗− 0، في حالةX AY∗   استنتجنا أنّ  ≠

2| | ( )( )X AY X AX Y AY∗ ∗ ∗≤  
0Xوهي نتيجة صحيحة أيضاً في حالة  AY∗ =.  

من الواضح أنّ  �
1 , 1

sup | | supij ii
i j n i n

a a
≤ ≤ ≤ ≤

)1. ومن جهة أخرى، إذا كان ≤ , , )ne e… 

)1الأساس القانوني في  )n×M Kفدنا من المتراجحة السابقة أمكننا أن نكتب في حالة . واستi وj 
 : يأتيما  nℕمن 

2 2

1 1

| | | | ( )( ) sup supij i j i i j j ii jj kk kk
k n k n

a e Ae e Ae e Ae a a a a∗ ∗ ∗

≤ ≤ ≤ ≤
= ≤ = ≤ ⋅  

  ومنه

1

| | supij kk
k n

a a
≤ ≤

≤  

  المطلوبة وهذا يثبت صحّة المساواة
  

1 , 1

sup | | supij kk
i j n k n

a a
≤ ≤ ≤ ≤

=  ú  
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J1لتكن  11. التمرينA 2وA  تين من المرتبة مصفوفتين هرمتيn ّ1. أثبت أن 2AA  ،هرمتيّة إذا
1وفقط إذا، كان  2 2 1AA AA= .  

  الحـل

1ا كان لـمّ في الحقيقة،  2 2 1 2 1( )AA A A A A∗ ∗ ∗=   استنتجنا أنّ  =

1 2 1 2 1 2 2 1( )AA AA AA A A∗ = ⇔ =  
  ú  وهي الخاصّة المطلوبة.

J1لتكن  12. التمرين 2 3 4( , , , )λ λ λ λ  4منℝ 1. نضع 2 3 4

3 4 1 2

i

i
A

λ λ λ λ

λ λ λ λ

 − + =  − +  
 .

10أثبت أنه إذا كان  λ<  وdet 1A    معرفّة موجبة. Aكانت المصفوفة   =
  الحـل

  تحُقّق cو bو aمعرفّة موجبة هو أن توجد أعداد  Aفي الحقيقة، إنّ الشرط اللازم والكافي لتكون 
0

0

a a b
A

b c c

   
   =          

  

  موجبان تماماً. وهذا يُكافئ الشروط  cو aو
2

1 2

3 4

2 2
1 2

i

| |

a

ab

c b

λ λ

λ λ

λ λ

= −
= +

+ = +

  

  وهذا يُكافئ أنّ 

1 2λ λ>  و
2 2
3 4

1 2
1 2

0
λ λ

λ λ
λ λ

+
+ − >

−
  

  أو

1 2λ λ>   2و 2 2 2
1 2 3 4 0λ λ λ λ− − − >  

2معرفّة موجبة هو  Aنجد أنّ الشرط اللازم والكافي لتكون  وأخيراً  2 2
1 2 3 4λ λ λ λ> + . فإذا +

2 لاحظنا أنّ  2 2 2
1 2 3 4detA λ λ λ λ= − − 1استنتجنا أنّ الشرطين − 0λ detو < 1A = 

2يقتضيان المتراجحة  2 2
1 2 3 4λ λ λ λ> +   ú  معرّفة موجبة في هذه الحالة.  Aويثبتان أنّ  +
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Jكن لت 13. التمرين( )ijO a= مصفوفة متعامدة من المرتبة nالمتراجحتين: صحّة . أثبت  

1 ,
ij

i j n

a n n
≤ ≤

و    ∑≥
1 ,

ij
i j n

a n
≤ ≤

≤∑  

  الحـل
)1ليكن  , , )ne e…  1الأساس القانوني في( )n×M ℝ .عندئذ  

1 , 1 , 1 1

, , ,
n n

ij j i k k
i j n i j n k k

a Oe e O e e O
≤ ≤ ≤ ≤ = =

  = 〈 〉 = = 〈 〉   
∑ ∑ ∑ ∑ 1 11 11 11 1  

إذ عرفّنا 
1

n

k
k

e
=

=∑   . وعليه1111

2

1 ,

,ij
i j n

a O O n
≤ ≤

≤ 〈 〉 ≤ = =∑ � �� � � �1 1 1 1 11 1 1 1 11 1 1 1 11 1 1 1 1  

  ، يكون لديناnℕمن  jومن جهة ثانية، في حالة 
2

1 1 1 1

, , 1ij j i j i
i n i n i n i n

a Oe e Oe e
≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

= 〈 〉 ≤ 〈 〉 ×∑ ∑ ∑ ∑  

  أو

1
ij j j

i n

a n Oe n e n
≤ ≤

≤ = =∑ � � � �  

   ، نجدnℕمن  jوبجمع هذه المتراجحات عندما تتحوّل 

1 ,
ij

i j n

a n n
≤ ≤

≤∑  

  ú  المطلوب.إثبات وبذا يتمّ 

Jليكن  14. التمرين( , ,E 〈⋅  على اً عمودي اً إسقاط Pليكن و  فضاء جداء سلمي منتهي البُعد، (〈⋅
E،  1أخيراً ليكن و( , , )ne e… في  اً نظاميّ  اً متعامد اً أساسE ّأثبت أن .  

2

1

( ) rg( )
n

k
k

P e P
=

=∑  
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  الحـل
)1ليكن  , , )nf f… في آخر  اً نظاميّ  اً متعامد اً أساسE .عندئذ  

2 22

1 1 1 1 1

2 2

1 1 1

( ) ( ), , ( )

( ), ( )

n n n n n

k k j k j
k k j k j

n n n

j k j
j k j

P e P e f e P f

P f e P f

= = = = =

= = =

= 〈 〉 = 〈 〉

= 〈 〉 =

∑ ∑∑ ∑∑

∑∑ ∑

� �

� �

  

)1ولكن إذا عرّفنا الأساس المتعامد النظامي  , , )nf f…  1ليكون( , , )rf f… الفضاء الجزئي أساس 
ImP  1وليكون( , , )r nf f+   . كانkerPأساس  …

2 2 2

1 1 1

( ) ( ) dim Im rg
n n r

k j j
k j j

P e P f f r P P
= = =

= = = = =∑ ∑ ∑� � � � � �  

  ú  وهي الخاصّة المطلوبة.

Jليكن  15. التمرين( , ,E 〈⋅ )من  Tفضاء جداء سلمي منتهي البُعد، وليكن  (〈⋅ )EL أثبت .
Im)أنّ  ) kerT T⊥ ker)و أنّ  =∗ ) ImT T⊥ ∗=.  

  الحـل
  في الحقيقة،

ker ( ) 0

, , ( ) 0

, ( ), 0

Im , , 0

(Im )

x T T x

y E y T x

y E T y x

z T z x

x T

∗ ∗

∗

⊥

∈ ⇔ =

⇔ ∀ ∈ 〈 〉 =

⇔ ∀ ∈ 〈 〉 =
⇔ ∀ ∈ 〈 〉 =

⇔ ∈

  

Im)إذن  ) kerT T⊥ ∗=.  
Im)نستنتج أنّ  T*وبتطبيق النتيجة السابقة على  ) kerT T∗ ⊥   ومن ثمَّ  =

(Im ) (ker )T T∗ ⊥⊥ ⊥=  

Im)هي البُعد استنتجنا أنّ تمن Eا كان الفضاء لـمّ و  ) ImT T∗ ⊥⊥   úوهذا يثُبتُ المطلوب. =∗
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Jليكن  16. التمرين( , ,E 〈⋅   دياً.فضاءً إقلي (〈⋅
)من  uليكن  1. )EL ّأثبت أنّ تطبيق الخطي .u u∗  متناظر وقيمه الذاتية موجبة. سنرمز

uلتطبيق إلى أصغر قيمة ذاتية ل minλ الرمزفيما يلي ب u∗الرمز، و بmaxλ  إلى أكبر  قيمة
  ذاتية له.

)من  u ليكن 2. )EL .  ّأثبت أن  
2 2 2

min max, ( ) ( ) ( )x E u x u x u xλ λ∀ ∈ ≤ ≤� � � � � �  
) من vو  uليكن  3. )EL ّأثبت أن .  

2
min min max maxsp( ), ( ) ( ) | | ( ) ( )u v u v u vν λ λ ν λ λ∀ ∈ ≤ ≤�  

  الحـل

)من الواضح أنّ  1. )u u u u u u∗ ∗ ∗ ∗∗ ∗= uفالتطبيق  = u∗  ٌلأنّ  موجبٌ  وهو ،متناظر  
2, ( ), ( ) 0x E u u x x u x∗∀ ∈ 〈 〉 = ≥� �  

)spإذن  )u u∗ +⊂ ℝ.  
  ، أنّ Sنعلم، في حالة تطبيق خطّي متناظر  2.

2

2

( ),
max sp( ) sup : \{0}

( ),
min sp( ) min : \{0}

S z x
S x E

x

S z x
S x E

x

  〈 〉 = ∈    
  〈 〉 = ∈    

� �

� �

  

uوبتطبيق هذه النتيجة على  u∗  ّنستنتج أن  
2

max 2

2

min 2

( )
( ) max sp( ) sup : \{0}

( )
( ) min sp( ) min : \{0}

u x
u u u x E

x

u x
u u u x E

x

λ

λ

∗

∗

   = = ∈    
   = = ∈    

� �

� �

� �

� �

  

  وهذا يثبتُ أنّ 
2 2 2

min max, ( ) ( )x E u x x u xλ λ∀ ∈ ≤ ≤� � � � � �  
)بتطبيق المتراجحة السابقة على  3. )v x  ّنستنتج أن  

2 2 2
min max, ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x E u v x u v x u v xλ λ∀ ∈ ≤ ≤� � � � � � �  
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  ، كان Eمن  xومن ثمَّ، أياًّ كان 
2 2 2

min min max max, ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x E u v x u v x u v xλ λ λ λ∀ ∈ ≤ ≤� � � � � � �  
)spعنصراً من  νفإذا كان  )u v�  واخترناx  شعاعاً ذاتياًّ موافقاً للقيمةν  1نظيمه يساوي، 
  استنتجنا

2
min min max max( ) ( ) | | ( ) ( )u v u vλ λ ν λ λ≤ ≤  

  ú  وهذه هي المتراجحة المطلوبة.
Jليكن   17. التمرين( , ,E 〈⋅ )من  uفضاء جداء سلمي منتهي البُعد، وليكن  (〈⋅ )EL نزوّد .

( )EL بنظيم التطبيقات الخطيّة المستمرةّ على E.  
uأثبت أنّ  1. u∗=� � � �.  
1uنفترض أنّ  2. ≤� �.  

)kerأثبت أنّ  � ) ker( )I u I u∗− = −.  
)ker=1نعرّف  � )F I u− 2و=Im( )F I u− ّ2. أثبت أن 1F F⊥ =.  

، نضع ℕ∗من  pأياً كان  �
1

0

1
p

k
p

k

u u
p

−

=

= ). أثبت أنّ المتتالية ∑ )
1

( )p p
u x

≥
 

  .Eمن  x، وذلك أياً كان 1Fعلى  x لشعاعالمسقط القائم ل منتتقارب 
  الحـل
  لدينا Eمن  yاستناداً إلى متراجحة كوشي شوارتز نعلم أنهّ في حالة  1.

1

sup ,
x

y y x
=

= 〈 〉
� �

� �  

  ومن ثمَّ 

1

1 1

1 1

1

sup ( )

sup sup ( ),

sup sup , ( )

sup ( )

x

x y

y x

y

u u x

u x y

x u y

u y u

=

= =

∗

= =
∗ ∗

=

=

 = 〈 〉    
 = 〈 〉    

= =

� �

� � � �

� � � �

� �

� � � �

� � � �
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)kerمن  xليكن  �2. )I u− عندئذ ،( )u x x=  َّومن ثم  
2 2 2

2 2

2 2

2 2 2 2

( ) ( ) 2Re( ( ), )

( ) 2Re( , ( ) )

( ) 2Re( , )

( ) 0

u x x u x x u x x

u x x x u x

u x x x x

u x x x x

∗ ∗ ∗

∗

∗

∗

− = + − 〈 〉

= + − 〈 〉

= + − 〈 〉

= − ≤ − =

�

� � � � � �

� � � �

� � � �

� � � � � � � �

  

)وعليه نستنتج أنّ  ) 0u x x∗ − =� )kerينتمي إلى  xأو أنّ  � )I u∗− فنكون قد أثبتنا .
1uأنّ الشرط  ≤� )kerيقتضي  � ) ker( )I u I u∗− ⊂ . وبتطبيق هذه النتيجة على −

u∗  1الذي يحُقّق الشرطu u∗ = ≤� � �   نستنتج أيضاً أنّ  �
ker( ) ke( ) ke( )I u I u I u∗ ∗∗− ⊂ − = −  

)kerإذن  ) ker( )I u I u∗− = −.  
)من  vنعلم أنهّ في حالة  �2. )EL  لديناker (Im )v v∗   إذن =⊥

( ) ( )
1

2

ker( ) ker( )

ker ( ) Im( )

F I u I u

I u I u F

∗

⊥∗ ⊥

= − = −

= − = − =
  

1نستنتج مما سبق أنّ  �2. 2F F E

⊥

=⊕ .  
1عندئذ  1Fمن  1xليكن  � 1, ( )kk u x x∀ ∈ =ℕ  َّومن ثم 

1

1 1
0

1
, ( )

p
k

k

p u x x
p

−
∗

=

  ∀ ∈ =   
∑ℕ  

ومن ثمَّ   
1

1 1
0

1
lim ( )

p
k

p
k

u x x
p

−

→∞ =

   =   
∑. 

2يحُقق  Eفي  zعندئذ يوجد  2Fمن  2xليكن  � ( )( )x I u z= ومن ثمَّ، في حالة  −
p  من∗ℕ يكون لدينا 

1 1

2
0 0

1

0 1

1 1
( ) ( )( )

1 1
( ) ( ( ))

p p
k k

k k

p p
k k p

k k

u x u I u z
p p

u u z z u z
p p

− −

= =
−

= =

       = −         
  = − = −   

∑ ∑

∑ ∑
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  ومن ثمَّ   

( )

1

2
0

1 1
( ) ( )

21
( )

p
k p

k

p

u x z u z
p p

z
z u z

p p

−

=

   = −   

≤ + ≤

∑ � �

� �
� � � �

  

إذن   
1

2
0

1
lim ( ) 0

p
k

p
k

u x
p

−

→∞ =

   =   
∑.  

1 . عندئذEمن  xليكن  � 2x x x=  حيث +
11 ( )Fx P x=  المسقط القائم للشعاع

x  1علىF2، وx  هو المسقط القائم للشعاعx  2على 1F F⊥= عندئذ نستنتج من .
 المساواة

1 1 1

1 2
0 0 0

1 1 1
, ( ) ( ) ( )

p p p
k k k

k k k

p u x u x u x
p p p

− − −
∗

= = =

             ∀ ∈ = +                 
∑ ∑ ∑ℕ  

  أنّ   

1

1

1
0

1
lim ( ) ( )

p
k

F
p

k

u x x P x
p

−

→∞ =

   = =   
∑  

  ú  المرجوّة. وهي النتيجة
  
Jلتكن   18. التمرينA من  مصفوفة متناظرة( )nM ℝ: ّأثبت أن .  

( ) 2, k
n nk A I A I∗∃ ∈ = ⇒ =ℕ  

  الحـل

)spنعلم أنّ  )A ⊂ ℝ وإذا كان .λ  عنصراً منsp( )A   1كانkλ يقي حق λولأنّ  ،=
}استنتجنا أنّ  1,1}λ ∈ ). إذن − )sp { 1,1}A ⊂ )من  O. وعليه توجد مصفوفة − )nO 

}عناصر قطرها من اموعة  Dوتوجد مصفوفة قطريةّ  tAتحُقّقان  −{1,1 ODO= وعندئذ .
2لأنّ 

nD I=  ّ2نستنتج أن 2t
nA OD O I= =.  ú  



 388 الفضاءات الشعاعيّة المزوّدة بجداء سلّمي

Jليكن   19. التمرين( , ,E 〈⋅ متعامدة نظامية مباشرة منسوباً إلى جملة  3فضاءً إقليدياً بعُده  (〈⋅
( , , )i j k=E

�� �
حول المحور الموجّه بشعاع واحدة  θ الدوران بزاوية قدرها R. وليكن 

�
ℓ.  

  في حالة. ثم أنجز الحساب E بالأساس R صفوفةماكتب،  1.

3

π
θ )و  = )1

2
i j= +

� � �
ℓ  

   أثبت أنّ  2.
, ( ) cos sin (1 cos ) ,x E R x x x xθ θ θ∀ ∈ = + ∧ + − 〈 〉

� � �� � � � �
ℓ ℓ ℓ  

  الحـل

iلنفترض أنّ  1. j kα β γ= + +
� �� �
ℓ 2 حيث 2 2 1α β γ+ + ، ولنفترض أنّ =

k∉
� �
ℓ ℝ . عندئذ نختار شعاع واحدة عمودياً على

�
ℓ  وليكن  

( )
2 2

1
m i jβ α

α β
= −

+

� ��  

)ثمُّ نتمّم الجملة  , )m
� �
ℓ لفضاء بوضع إلى أساس متعامد نظامي ومباشر لn m= ∧

�� �
ℓأي ،  

( ) ( )

( )
2 2

2

2 2

1

1
( 1)

n i j k i j

i j k

α β γ β α
α β

αγ βγ γ
α β

= + + ∧ −
+

= + + −
+

�� � � ��

�� �  

  لدينا Rاستناداً إلى تعريف 

(

( ) cos sin

( ) sin c s

)

o

R

R m m n

R n m n

θ θ

θ θ

=

= +

= − +

�

� �
ℓ ℓ

� �

� � �
   

)عندئذ، إذا عرفّنا و  , , )m n=B
� � �
ℓ  كان  

1 0 0

mat( , ) 0 cos sin

0 sin cos

R θ θ

θ θ

 
 
 = − 
 
  

B  
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)3matوإذا كانت  , , )P I= B E أي  

2

/ /

/ /

0 ( 1)/

P

α β κ αγ κ

β α κ βγ κ

γ γ κ

 
 
 = − 
 

−  

2 حيث   2κ α β= +  

)matمصفوفة متعامدة وكان  Pكانت  , ) mat( , )tR P R P=E Bتعُطى . إذن 
mat( , )R E بالصيغة  

2
2 2

1 0 0
1

0 cos sin 0

0 sin cos0 1 1

ακ β αγ ακ βκ γκ

βκ α βγ θ θ β α
κ

θ θγκ γ αγ βγ γ

            − − −        − −        

  

  أي

2

2

2

cos (1 cos ) (1 cos ) sin (1 cos ) sin

mat( , ) (1 cos ) sin cos (1 cos ) (1 cos ) sin

(1 cos ) sin (1 cos ) sin cos (1 cos )

R

θ α θ αβ θ γ θ αγ θ β θ

αβ θ γ θ θ β θ βγ θ α θ

αγ θ β θ βγ θ α θ θ γ θ

 + − − − − + 
 = − + + − − − 
 
 − − − + + − 

E  

  أو

  ( ) ( )

2

2
3

2

0

mat , cos 1 cos sin 0

0

R I

α αβ αγ γ β

θ θ αβ β βγ θ γ α

β ααγ βγ γ

   −      = + − + −      −     

E  �  

∋kولنلاحظ أنّ هذه النتيجة تبقى صحيحة في حالة 
� �
ℓ ℝ ونجد في حالة .  

3

π
θ )و  = )1

2
i j= +

� � �
ℓ  

  أنّ 
3 1 6

1
mat( , ) 1 3 6

4
6 6 2

R

 
 
 = − 
 
 − 

E  

  ú  مباشرة. �في الحقيقة، تنتج الصيغة المطلوبة من العبارة المصفوفيّة  2.
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Jليكن   20. التمرينE  ظامية مباشرة. عينّ منسوباً إلى جملة متعامدة ن 3فضاءً إقليدياً بعُده
  : الممثلة بالمصفوفات التالية Eالطبيعة الهندسيّة للتحويلات الخطية على 

2 6 3 8 1 4 2 1 2
1 1 16 3 2 , 4 4 7 , 2 2 1
7 9 3

3 2 6 1 8 4 1 2 2

A B C

     − − −     
     = = − − = −     
     − − −          

  

  الحـل

3 نلاحظ أنّ  Aلدراسة المصفوفة  �
tAA I= وtA A= إذن .A  .مصفوفة تناظر قائم

detوأخيراً إذا لاحظنا أنّ  1A =  استنتجنا أنّ  −

3dimker( ) 2A I− )3dimker و = ) 1A I+ =  

1هي مصفوفة الانعكاس القائم بالنسبة إلى المستوي  Aإذن  3ker( )E A I= ، توازياً مع −
1المستقيم  3ker( )E A I− = 1ونتيقّن أنّ  ،+ 1E v− = ℝ 1و 2 3vect( , )E v v= حيث  

1 [ 3,2, 1]tv = − 2و   − [0,1,2]tv 3و    = [5,6, 3]tv = −  

3نلاحظ أنّ  Bة لدراسة المصفوف �
tBB I= وdet 1B مصفوفة دوران.  B. إذن =

1ونلاحظ بحساب بسيط أنّ الشعاع 

1
[ 3,1,1]

11

tv = 1يحُقق  − 1Bv v= 1. إذنvℝ  هو

2. لنتأمّل الشعاع Bمحور الدوران 

1
[1, 3, 0]

10

tv . ولنعرّف 1vالعمودي على  =

3 1 2v v v= 1، لتكون الجملة ∧ 2 3( , , )v v v 3ء أساساً متعامداً نظامياً مباشراً للفضاℝ  إذا .
 كان  Bزاوية الدوران  θكانت 

2 3 2cos sinv v Bvθ θ+ =  
2ومن ثمَّ  2cos ,Bv vθ = 〈 2و 〈 3sin ,Bv vθ = 〈   ومنه 〈

7
cos

18
θ 5  و  = 11

sin
18

θ
−

=  

5إذن  11
arcsin

18
θ = −.  
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3نلاحظ أنّ  Cلدراسة المصفوفة  �
tCC I= و( )det 1C مصفوفة  C. إذن =

1دوران. ونلاحظ بحساب بسيط أنّ الشعاع 

1
[ 1,1, 1]

3

tv = − 1يحُقق  − 1Cv v= إذن .

1vℝ  هو محور الدورانC 2. لنتأمّل الشعاع

1
[1,1,0]

2

tv . ولنعرّف 1vالعمودي على =

3 1 2

1
[1, 1, 2]

6

tv v v= ∧ = − 1، لتكون الجملة − 2 3( , , )v v v  ًأساساً متعامداً نظاميا

2 كان  Cزاوية الدوران  θ. إذا كانت 3ℝمباشراً للفضاء  3 2cos sinv v Cvθ θ+ ومن ، =

2ثمَّ  2cos ,Cv vθ = 〈 2و 〈 3sin ,Cv vθ = 〈 1ومنه  〈
cos

2
θ 3و =

sin
2

θ إذن  .=

3

π
θ =.  ú  

J دف في هذا المسألة إلى إثبات بعض خواص كثيرات حدود 21.التمرين لـجُاندر Legendre.  
])نرمز بالرمز  � 1,1])C ]إلى فضاء التوابع الحقيقية المستمرة على  − ، وبالرمز −[1,1

([ 1,1])kC 1 حيث، − k≤ إلى الفضاء الجزئي المؤلّف من التوابع الحقيقية التي تقبل ،
]مرة على  kالاشتقاق باستمرار  1,1]−.  

])نزوّد الفضاء  � 1,1])C في  الآتيتينبالجداء السلّمي والنظيم الموافق له والمعرفَين بالعلاقتين  −
]) من gو fحالة  1,1])C −:  

  1

1
, ( ) ( ) df g f x g x x

−
〈 〉 = و    ∫

1/2
1

2

1
| ( )| df f x x

−

 =   ∫� �  (1)  

]نرمز بالرمز ، ℕمن  nأياً كان  � ]n Xℝ  إلى فضاء كثيرات الحدود الحقيقية التي لا تزيد
]) ونطابق بين كثيرات الحدود هذه وبين التوابع الحدودية في، nلىدرجتها ع 1,1])C −.  

])2عنصراً من  fإذا كان  � 1,1])C )فإننا نعرّف  − )L f  من([ 1,1])C   بالعلاقة  −
2 d ( )d( )( ) ( 1)

d d

f x
L f x x

x x

 = −   
  

0وأخيراً نضع  � 0( ) ( ) 1P X U X= 1حين يكون ، و = n≤ نعرّف  

  2( ) ( 1)nnU X X= dو     − ( )1( )
2 ! d

n
n

n n n

U X
P X

n X
=  
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I  
.1  .a ان أثبت أنه أياً كn  منℕ ،وP  من[ ]n Xℝ  يكُن( ) [ ]nL P X∈ ℝ نرمز إذن .

]إلى التطبيق الخطّي  nLبالرمز  ]n X
L ℝبيق: أي التط ؛  

: [ ] [ ], ( )n n nL X X P L P→ℝ ℝ ֏  
  .b اكتب nM مصفوفة التطبيق الخطي nL  1)بالنسبة إلى الأساس القانوني, , , )nX X… 

]في  ]n Xℝ.  
  .c لتطبيق الخطّي عينّ القيم الذاتية لnL هل يقبل .nL التمثيل بمصفوفة قطريةّ؟  
.2  .a  أثبت أنه مهما تكنn  منℕ ، يكن ( ) ( 1) ( )n

n nP X P X− = −.  
  .b  ّأثبت أنdeg nP n= و إذا كان ،na  هو ثابتnX  فيnP ّفأثبت أن ،  

1 2 1

1
n

n

a n

a n

+ +
=

+
  

  .c  ،بالاستفادة من الصيغة أثبت( )d ( 1) ( 1)
d

n
n n

n
X X

X
− (1)، أنّ + 1nP =.  

  .d  1عينّ كلاً منP  2وP.  
  :ℕمن  nفي حالة علاقتين التاليتين تحقق صحةَ ال    3.

1

2

( ) 2( 1) ( ) 0,

( 1) ( ) 2 ( ) 0.

n n

n n

U X n XU X

X U X nXU X

+′ − + =

′− − =
  

1n أثبت باشتقاق كل منهما ثمُ    أنّ  مرة +
  1( ) ( ) ( 1) ( )n n nP X XP X n P X+′ ′= + +  (2)  

  ( ) ( 1)n nL P n n P= +  (3)  
]في عينّ أساساً     4. ]n Xℝ  لتطبيق الخطّي فاً من أشعة ذاتية لمؤلnL.  
.5  .a  1أثبت، أياً كانت n≤بع ، أنّ التا  

2
2 21: [0,1] , ( ) ( ( )) ( ( ))

( 1)n n n n
xf f x P x P x

n n

− ′→ = +
+

ℝ  

  تابعٌ متزايدٌ.   
  .b  ّاستنتج أن  [ 1,1], ( ) 1nx P x∀ ∈ − ≤  (4)  



 تمرينات 393

II  
.1  .a  أثبت أنه أياً كانn  منℕ، وf  2من([ 1,1])C   فلدينا  −

( ), , ( ) ( 1) ,n n nL f P f L P n n f P〈 〉 = 〈 〉 = + 〈 〉  

  .b أثبت بحساب ( ),n mL P P〈 ,و 〈 ( )n mP L P〈 , أنّ  〈 0n mn m P P≠ ⇒ 〈 〉 =.  
  .c  ّأثبت أن  

  {0,1, , 1} , 0k
nk n P X∈ − ⇒ 〈 〉 =…  (5)  

.2  .a مهما تكن  ،أثبت أنهn  منℕ، ينافلد  
1

1 2
11
( ) ( )d ( 1) n

n n n
n

a
P x P x x n P

a

+
+−
′ = +∫ � �  

1ما درجة  كثير الحدود  .مساعدة    
1( ) ( 1) ( )n

n n
n

a
P x n P x

a

+
+′ −   ؟ +

  .b  ّ1أثبت من ناحية أخرى أن

11
( ) ( )d 2n nP x P x x+−

′   ، واستنتج أنّ ∫=
2 2

2 1nP
n

=
+

� �  

)0عة كثيرات الحدود أثبت أنّ جما    3. )n nP ≥
ɶ  2:المعرّفة بالعلاقة 1

2n n
nP P+=ɶ  نتكو

])جماعة متعامدة نظامية بالنسبة إلى الجداء السلمي الذي عرفّناه على  1,1])C ، وأنّ −
0الجماعة  1( , , , )nP P Pɶ ɶ ɶ…   في أساس متعامد نظامي[ ]n Xℝ.  

  أثبت أنّ     4.
  [ ], ( ) ( 1)nP X L P n n P∀ ∈ ≤ +ℝ � � � �  (6)  

  بدلالة الأساس السابق. Pعبرّ عن  .مساعدة    

III  

.1  .a  ،1حين يكون نعرّف n≤:ما يلي ،  
1( ) ( 1) ( ) (2 1) ( )n n nQ X n P X n X P X+= + − +  

]1أثبت أنّ       ]n nQ X−∈ ℝ(1)، واحسبnQ ّيكونأَ  :، وبينnQ  فردياً أم زوجياً ؟  
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  .b أنّ  (5)العلاقة  ستعمالأثبت با 

{0,1, , 2} , , 0n k n kk n P XP XP P∈ − ⇒ 〈 〉 = 〈 〉 =…  
  .c  ٍحقيقي استنتج مما سبق وجود عدد µ  يحُقّق  

1( ) ( )n nQ X P Xµ −=  
  .d نتائج السؤال  فدْ مناست. .1a  ّلتثبت أنnµ =   : ، ومن ثمَّ −

  1 1( 1) ( ) (2 1) ( ) ( ) 0n n nn P X n X P X nP X+ −+ − + + =  (7)  

  .e  ّ2  استنتج أن

1 3 (2 1)
(0) ( 1)

2 4 (2 )
n

n

n
P

n

⋅ −
= −

⋅
⋯

⋯
.  

2/نضع     2.

0
sin dn

nW
π

θ θ= )0 ثبت أن المتتاليةأ .∫ )n nW ثم أوجد علاقة  متناقصة، ≤
2nWو  nWتدريجيّة بين  2حين يكون  − n≤ ّواستنتج أن ،( )1 1n n n

nWW − ≥
 

  واستنتج أنّ  2nWثابتة. وأخيراً احسب متتالية 

2

1
1, (0)nn P

nπ
∀ ≥ ≤  

.3     ق أنّ تحق  
2 2 2(2 2) (0) (2 1) (0) 0n nn P n P++ + + 0، أياً كان = n≤  

  أنّ  (2)العلاقة  عمالواستنتج باست    

2 1

1
(0) 2n

n
P

π
+

+′ ≤  

.4  .a  1ليكن، عندما n≤التابع ،  
2: [ 1,1] , ( ) 1 ( )n n nx x P xα α− → = −ℝ.  

[من  x أياً كان ،أثبت أنهّ    ، كان−]1,1

2 2( ) 1 ( ) ( 1) ( ) 0n n nx x xP x x P xα′ ′− + + − =  

)لتثبت أنّ  (3)العلاقة  فدْ منثمُ است    ) ( ) ( ) 0n n nx x xα ϕ α′′ +   يثح =

2 2

1 1
( ) ( 1)

1 1
n x n n

x x
ϕ

 = + +   − −
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  .b ليكن التابع  
2

2 ( ( ))
: ] 1, 1[ : ( ) ( ( ))

( )
n

n n n
n

x
x x

x

α
β β α

ϕ

′
− + → = +ℝ  

  .]0,1]تابع زوجي ومتناقص على اال  nβأثبت أنّ     

  .c 2لإثبات أنّ  3.و  2.نتائج  عملاست
(0)n

n
β

π
  . ومن ثمَ استنتج أنّ ≥

  
2

2
1, ] 1, 1[, ( )

(1 )
nn x P x

n xπ
∀ ≥ ∀ ∈ − + ≤

−
  (8)  

IV  

]) من fليكن  1,1])C 0، ولتكن − n≤ نعرّف  

( ) ,n nc f f P= ɶ   و   
0

( ) ( )
n

n k k
k

S f c f P
=

= ∑ ɶ  

نّ     1. )أثبت أ )nf S f−  عمودي على الفضاء الجزئي[ ]n Xℝ  من([ 1, 1])C − ، ثم +

)استنتج أنّ  )2 2

0

( )
n

k

k

c f f
=

≤∑.  

2أثبت تقارب المتسلسلة     2.

0

( ( ))n
n

c f
≥
)0، وعينّ اية المتتالية ∑ ( ))n nc f ≥.  

.3  .a  ّنفترض أنf  2ينتمي إلى([ 1,1])C )، و نضع − )g L f=. عبرّ عن( )nc g  بدلالة
( )nc f  ّثم استنتج، أن  lim ( 1) ( ) 0n

n
n n c f

→∞
+ =.  

  .b  أثبت أنّ المتسلسلة
0

( )n n

n

c f P
≥
∑ ɶ  تتقارب بانتظام على[ 1, 1]−  fɶتابع مستمر من  +

])ينتمي إلى  1, 1])C −   .(4) فدْ من. است+
  .c ثبت أنّ أ, 0nf f P− =ɶ ɶ أياًّ كانتn من ℕ ،ستنتج أنّ  واf f= ɶ.  

)ه أياً كان ، أنّ (7)العلاقة  عمالأثبت، باست    4. , )x y  2منℝ،  0و أياً كان n≤  ّفإن  

( )1 1
0

(2 1) ( ) ( )( ) ( 1) ( ) ( ) ( ) ( )
n

k k n n n n

k

k P x P y x y n P x P y P x P y+ +
=

+ − = + −∑  
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)إذن في حالة  نعرّف , )x y  2منℝ، حيث x y≠ المقدار  
1 1( ) ( ) ( ) ( )1

( , )
2

n n n n
n

P x P y P x P yn
K x y

x y

+ +
 −+  =    − 

  

1أثبت أنّ     5.

1
( , )d 1nK x y y

−
=∫.  

.6  .a  أنّ نفترضf  1ينتمي إلى([ 1,1])C [عنصرٌ من  x، وأنّ − 1, 1[−   . أثبت أنّ +

( )
1

1

( )( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) dn nS f x f x K x y f y f x y

−

− = −∫  

  .b : نعرف التابع  
( ) ( )

:
: [ 1, 1] : ( )

( ) :
x x

f y f x
y x

g g y y x

f x y x

 − ≠− + → = − ′ =

ℝ  

])ينتمي إلى  xgأثبت أنّ    1,1])C 1، وأنهّ، أياً كانت − n≤ ،   

1 1
1 2 2( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 1 2 3
n n x n n x n

n
S f x f x c g P x c g P x

n n
+ +

 + − = −   + +
  

  .c لتثبت أنّ المتسلسلة  (8) عملاست
0

( )n n
n

c f P
≥
∑ ɶ  تتقارب ببساطة على] 1, 1[− من  +

1,1fالتابع   − 
.  

  الحـل
. .1.a I  ّلنلاحظ أن  

2

1 1

2

d d
( ) ( 1)

d d
d

( )
d
( 1) ( 1)

n n

n n

n n

L X X X
X X

n X X
X

n n X n n X

+ −

−

 = −   

= −

= + − −

  

degخطيّاً أنّ  Lوينتج من ذلك ومن كون التطبيق  ( ) degL P P≤  أياًّ كانP  من
[ ]Xℝ.وهذا يثُبتُ الخاصّة المطلوبة .  
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. .1.b I  ًإلى ما سبق أنّ مصفوفة ونجد استناداnL  1)بالنسبة إلى الأساس, , , )nX X=E … 
  هي:

0 0 2 0 0

0 2 0

6 0
mat( , )

( 1)

0

0 0 ( 1)

nL n n

n n

 
 
 
 
 
 =  − 
 
 
 +  

E

⋯

⋱ ⋮

⋱

⋮ ⋱

⋱

⋯

  

. .1.c I  ا كانت لـمّ و( )mat ,nL E  مصفوفة مثلثّيّة قطرها الرئيسي( )0,2, , ( 1)n n +… 
  ستنتجنا أنّ ا

{ }sp( ) ( 1) : {0,1, , }nL k k k n= + ∈ …  

cardا كان لـمّ و  sp( ) 1 dim [ ]n nL n X= + = ℝ  ّاستنتجنا أنnL  يقبل التمثيل
  بمصفوفة قطريةّ.

. .2.a I  لما كانnU  زوجياًّ استنتجنا أنّ مشتقّه من المرتبةn  فردي في حالةn  فردي، وهو زوجي
,زوجي. ومنه  nفي حالة  ( ) ( 1) ( )n

n nn P X P X∀ ∈ − = −ℕ.  

. .2.b I  ّا كان لـمdeg 2nU n=  ّاستنتجنا أنdeg nP n= ،ا كانلـمّ . في الحقيقة 
2n

n nU X Q= deg حيث + 2 2nQ n≤   استنتجنا أنّ  −

( )

2

1 (2 )!
( )

2 ( !) 2 ( !)

n n
n n nn n

n
P U X Q

n n
= = + ɶ  

deg حيث 2nQ n≤ −ɶ .أمثال  إذنnX  فيnP  2هي

2

(2 )!

2 ( !) 2

n
n

n n n

Cn
a

n
=   ه . ومن=

1 2 1

1
n

n

a n

a n

+ +
=

+
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. .2.c I  ّبملاحظة أن  

( )

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

0

2

0

( ) ( 1) ( 1)

( 1) ( 1)

! ( ) ( 1) ( 1)

n
n n n

n

n
k n k

k n n
n

k
n

k n k k
n

k

U X X

C X X

n C X X

−

=

−

=

= − +

= − +

= − +

∑

∑

  

  نستنتج أنّ 

( )( ) 2

0

1 1
( ) ( ) ( ) ( 1) ( 1)

2 ! 2

n
n k n k k

n n nn n
k

P X U X C X X
n

−

=

= = − +∑  

(1)وبوجه خاص  1nP =.  
. .2.d I  ّونجد بالحساب المباشر أن  

0( ) 1P X )1و   = )P X X=   2و
2

3 1
( )

2 2
P X X= −  

.3.I  من الواضح أنهّ مهما تكنn  منℕ فلدينا  

1

2

( ) 2( 1) ( ) 0,

( 1) ( ) 2 ( ) 0.

n n

n n

U X n XU X

X U X nXU X

+′ − + =

′− − =
  

1n العلاقة الأولى ليبنتز واشتقاق طرفي وبتطبيق علاقة   نجد +

( )( 2) ( 1) ( )
1 ( ) 2( 1) ( ) ( 1) ( ) 0n n n

n n nU X n XU X n U X
+ +
+ − + + + =  

  ومنه

( )
1

12 ( 1)! ( )

2( 1) 2 ! ( ) ( 1)2 ! ( ) 0

n
n

n n
n n

n P X

n n XP X n n P X

+
+′+ ⋅

′− + + + =
  

  أو
  1( ) ( ) ( 1) ( )n n nP X XP X n P X+′ ′= + +  (2)  
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1nوبتطبيق علاقة ليبنتز واشتقاق طرفي العلاقة الثانية    نجد +
2 ( 2) ( 1) ( )

( 1) ( )

( 1) ( ) 2( 1) ( ) ( 1) ( )

2 ( ) 2 ( 1) ( )

n n n
n n n

n n
n n

X U X n XU X n nU X

nXU X n n U X

+ +

+

− + + + +

= + +
  

2ومن ثمَّ، بعد القسمة على  !nn نجد  
2( 1) ( ) 2 ( ) ( 1) ( )n n nX P X XP X n n P X′′ ′− + = +  

  وهذا يُكافئ
  ( ) ( 1)n nL P n n P= +  (3)  

.4.I  0الجملة  أنّ  (3)نستنتج من العلاقة 1( , , , )nP P P…  تكوّن أساساً من الأشعّة الذاتيّة
]على  nLللتطبيق الخطّي  ]n Xℝ.  

. .5.a I  1لنتأمّل في حالة n≤ التابع  
2

2 21
: [0,1] , ( ) ( ( )) ( ( ))

( 1)n n n n

x
f f x P x P x

n n

− ′→ = +
+

ℝ  

  ظ مباشرة أنهّ قابلٌ للاشتقاق وأنّ نلاح

( )22 ( )
( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1) ( )

( 1)
n

n n n n

P x
f x n n P x xP x x P x

n n

′
′ ′ ′′= + − − −

+
  

  نستنتج (3)وبالاستفادة من 
22

( ) ( ( ))
( 1)n n

x
f x P x

n n
′ ′=

+
  

  . [0,1]على اال  nfوهذا يثبتُ تزايد التابع 

. .5.b I  ّا كان التابع لـم
2

2 21
( ( )) ( ( ))

( 1)n n

x
x P x P x

n n

− ′+
+

استنتجنا  ℝزوجياً على  ֏

  مما سبق أنّ 
2

2 2

[ 1,1] [0,1]

1
sup ( ( )) ( ( )) sup ( ) (1)

( 1)n n n n
x x

x
P x P x f x f

n n∈ − ∈

 −  ′ + = =   + 
  

(1)ا كان لـمّ و  (1) 1n nf P=   استنتجنا مما سبق أنّ  =
    [ 1, 1], ( ) 1nx P x∀ ∈ − + ≤  (4)  
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. .1.a II  لتكنn  منℕ وليكن ،f وg  من( )2 [ 1,1]C   ، عندئذ−
1

2

1
1

1
2 2

1
1

1

2 2 2

1

( ), (( 1) ( )) ( )d

( 1) ( ) ( ) (1 ) ( ) ( )d

(1 ) ( ) ( )d 1 , 1

L f g x f x g x x

x f x g x x f x g x x

x f x g x x x f x g

−

−
−

−

′′〈 〉 = −

 ′ ′ ′= − + −  

′ ′ ′ ′= − = 〈 − − 〉

∫

∫

∫

  

)وهذا يثبتُ أنّ  ), , ( )L f g f L g〈 〉 = 〈 )، وأنّ 〈 ), 0L f f〈 〉 متناظر  L. فالتطبيق الخطّي ≤
  موجب. 

)وبوجه خاص، لأنّ  ) ( 1)n nL P n n P=   ، نستنتج أن+
( ), , ( ) ( 1) ,n n nL f P f L P n n f P〈 〉 = 〈 〉 = + 〈 〉  

. .1.b II  ،لأنّ في الحقيقة( ) ( 1)n nL P n n P=   ، نستنتج أنّ +
( ), ( 1) ,n m n mL P P n n P P〈 〉 = + 〈 ,  و   〈 ( ) ( 1) ,n m n mP L P m m P P〈 〉 = + 〈 〉  

)ا كان لـمّ و  ), , ( )n m n mL P P P L P〈 〉 = 〈   استنتجنا أنّ  〈
( )( 1) , 0n mn m n m P P− + + 〈 〉 =  

  وهذا يثبتُ أنّ 
, 0n mn m P P≠ ⇒ 〈 〉 =  

. .1.c II  ّا كان لـم( )0 1 1 1vect , , , [ ]n nP P P X− −=… ℝ  ّاستنتجنا مما سبق أن
1[ ]n nP X−⊥ ℝأي ؛  

  {0,1, , 1} , 0k
nk n P X∈ − ⇒ 〈 〉 =…  (5)  

. .2.a II تكن لn  منℕ، عندئذ بالاستفادة من كون  
deg( ) 2n

n nP a X n− ≤ 1و     −
1 1deg( ) 1n

n nP a X n+
+ +− ≤ −  

1 نستنتج أنّ  1deg( ( 1) ) 2n
n nP n a X n+ +′ − + ≤   ومن ثمَّ  −

1
1deg ( 1) 2n

n n
n

a
P n P n

a

+
+

  ′ − + ≤ −   
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1عمودي على  nPإذن 
1 ( 1) n

n n
n

a
P n P

a

+
+′ −   ، وهذا يقتضي أنّ +

1
1 ( 1) , 0n

n n n
n

a
P n P P

a

+
+′ − + =  

  ومنه
1

21
1

1

( ) ( )d ( 1) n
n n n

n

a
P x P x x n P

a

+
+

−

′ = +∫  

. .2.b II  ّومن جهة أخرى نرى أن  
1 1

1

1 1 11
1 1

1
1

( ) ( )d ( ) ( ) ( ) ( )d

1 ( 1) ( 1) , 2

n n n n n n

n n
n n

P x P x x P x P x P x P x x

P P

+ + +−
− −

+
+

 ′ ′= − 

′= − − − −〈 〉 =

∫ ∫  

  إذن
2

1

2 2 1 2

1 1 2 1 2 1
n

n
n

a n
P

n a n n n+

+
= ⋅ = ⋅ =

+ + + +
  

.3.II  0جماعة كثيرات الحدود نستنتج أن( )n nP ≥
ɶ 2 المعرفّة بالعلاقة 1

2

n
n nP P+=ɶ  نتكو

])جماعة متعامدة نظامية بالنسبة إلى الجداء السلمي الذي عرفّناه على  1,1])C ، وأنّ الجماعة −
0 1( , , , )nP P Pɶ ɶ ɶ…  في أساس متعامد نظامي[ ]n Xℝ.  

.4.II  ليكنP  من[ ]n Xℝ ، ّ0ا كانت الجملة لـم 1( , , , )nP P Pɶ ɶ ɶ… أساساً متعامداً نظامياً في 

[ ]n Xℝ  ّاستنتجنا أن
0

n

k k
k

P Pα
=

= ∑ ɶ حيث ,k kP Pα = 〈 〉ɶوعندئذ يكون لدينا .  

0 0

( ) ( ) ( 1)
n n

k k k k
k k

L P L P k k Pα α
= =

= = +∑ ∑ɶ ɶ  

  ومن ثمَّ لدينا
2 22 2 2 2 2 2 2 2

0 0

( ) (1 ) ( 1) ( 1)
n n

k k
k k

L P k k n n n n Pα α
= =

= + ≤ + = +∑ ∑  
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  فنكون قد أثبتنا أنّ 
  [ ], ( ) ( 1)nP X L P n n P∀ ∈ ≤ +ℝ  (6)  

. .1.a III 1نعرّف، حين يكون ل n≤:ما يلي ،  
1( ) ( 1) ( ) (2 1) ( )n n nQ X n P X n X P X+= + − +  

12عندئذ نظراً إلى أنّ  1

1
n

n

an

n a

++
=

+
degنستنتج مباشرة أنّ   1nQ n≤ ، ومنه −

1[ ]n nQ X−∈ ℝإنّ ، وكذلك ف   

1(1) ( 1) (1) (2 1) (1)n n nQ n P n P n+= + − + = −  

)1وكذلك  ) ( 1) ( )n
n nQ X Q X+− = −.  

. .1.b III  ّمن الواضح أن, ,n k n kP XP XP P〈 〉 = 〈 . فإذا استفدنا من كون 〈
1[ ]n nP X−⊥ ℝ  ّاستنجنا أن  

{0,1, , 2} , , 0n k n kk n P XP XP P∈ − ⇒ 〈 〉 = 〈 〉 =…  

. .1.c III  ّ0ا كانت الجملة لـم 1 1( , , , )nP P P ]1أساساً متعامداً للفضاء  …− ]n X−ℝ 

0استنتجنا وجود أعداد  1( , , )nµ µ تحُقّق  …−
1

0

n

n k k
k

Q Pµ

−

=

= . ولكن في حالة ∑

2k n≤   لدينا −
2

1

1

, ( 1) (2 1) ,

( 1) , (2 1) , 0

k k n k n n k

n k n k

P Q P n P n XP P

n P P n XP P

µ +

+

= 〈 〉 = 〈 + − + 〉

= + 〈 〉− + 〈 〉 =
  

0kµإذن  2kفي حالة  = n≤ 1nµبوضعو  ،− µ 1nنستنتج أنّ  =− nQ Pµ −= .  

. .1.d III 1 وبتعويضX 1nفي المساواة  = nQ Pµ  :µقيمة العدد نستنتج  =−
(1)nQ nµ = = 1n. وعليه − nQ nP −=   . فنكون قد أثبتنا أنّ −

  1 1( 1) ( ) (2 1) ( ) ( ) 0n n nn P X n XP X nP X+ −+ − + + =  (7)  
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. .1.e III  أنّ  (7)في الحقيقة، نستنتج من  
1 1( 1) (0) (0) 0n nn P nP+ −+ + =  

  ومن ثمَّ 

2 2 2

2 1
, (0) (0)

2n n

n
n P P

n

∗
−

−
∀ ∈ = −ℕ  

  وهذا يثُبتُ بالتدريج أنّ 

2

1 3 (2 1)
, (0) ( 1)

2 4 (2 )
n

n

n
n P

n

∗ ⋅ −
∀ ∈ = −

⋅
⋯

ℕ
⋯

  

.2.III 2/ضع ن

0
sin dn

nW
π

θ θ= )من الواضح أنّ المتتاليـة  .∫ )n n
W

∈ℕ
متناقصـة. كمـا  

  نلاحظ أنّ 
/2

2 2
2

0
/2/2

1

0 0

cos sin d

sin 1
cos sin d

1 1

1

1

n
n n

n
n

n

W W

n n

W
n

π

ππ

θ θ θ

θ
θ θ θ

−
−

−

− =

 
 = + − − 

=
−

∫

∫  

  وهذا يثبتُ أنّ 

1

1
2, n n

n
W W

n
n −

−
=∀ ≥  

  وعليه يكون
1 2 12, ( 1)n n n nn nW W n W W− − −∀ ≥ = −  

)فالمتتالية  )1 1n n n
nWW − ≥

  ابتة. أيمتتالية ث 

1 0 11,
2n nn nW W WW
π

−∀ ≥ = =  

  وبوجه خاص نرى أنّ 

2 2 1 2

1

2n n nW W W
n

π
−≤ =  
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2ولكن نستنتج من المساواة  2 2

2 1

2n n

n
W W

n
−

−
1nفي حالة  =   أنّ  ≤

2 0

1 3 (2 1) 1 3 (2 1)
1,

2 4 (2 ) 2 4 (2 ) 2n

n n
n W W

n n

π⋅ − ⋅ −
∀ ≥ = = ⋅

⋅ ⋅
⋯ ⋯

⋯ ⋯
  

  ومن ثمَّ 
1 3 (2 1) 1

1,
2 4 (2 )

n
n

n nπ

⋅ −
∀ ≥

⋅
≤

⋯

⋯
  

2ة وبالعودة إلى صيغ (0)nP  في. .1.e III نجد  

2

1
1, (0)nn P

nπ
∀ ≥ ≤  

.3.III  2نستنتج أنّ  (7)بالعودة إلى 2 2(2 2) (0) (2 1) (0)n nn P n P++ + ومن العلاقة  +
2نجد  (2) 1 2(0) (2 1) (0)n nP n P+′ =   ، وهذا يبرهن أنّ +

2 1 2

2 2

(0) (2 1) (0)

2 2
(2 2) (0)

( 1)

n n

n

P n P

n
n P

n π

+

+

′ = +

+
= + ≤

+

  

  أو

2 1

1
(0) 2n

n
P

π
+

+′ ≤  

. .4.a III  1لنتأمّل في حالة n≤ التابع  
2: [ 1,1] , ( ) 1 ( )n n nx x P xα α− → = −ℝ   

[من  xعندئذ نجد بالاشتقاق أنهّ، مهما تكن     ، يكن−]1,1
2

2
( ) ( ) 1 ( )

1
n n n

x
x P x x P x

x
α′ ′= − + −

−
  

  وهذا يثبتُ أنّ 
2 21 ( ) ( ) ( 1) ( ) 0n n nx x xP x x P xα′ ′− + + − =  

  وبالاشتقاق مرةّ ثانية نجد
2 2

2
( ) 1 ( ) ( ) 3 ( ) ( 1) ( ) 0

1
n n n n n

x
x x x P x xP x x P x

x
α α

− ′ ′′ ′ ′′+ − + + + − =
−
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  ومن ثمَّ 
2 2

2

1
1 ( ) ( ) 2 ( ) ( 1) ( ) 0

1
n n n nx x P x xP x x P x

x
α′′ ′ ′′− + + + − =

−
  

  ، كما يلي :(3)وهذا يُكتبُ، بالاستفادة من 
2

2

1
1 ( ) ( 1) ( ) 0

1
n nx x n n P x

x
α

 ′′− + + + =  −
  

) أو ) ( ) ( ) 0n n nx x xα ϕ α′′ +   حيث ،=

2 2

1 1
( ) ( 1)

1 1
n x n n

x x
ϕ

 = + +   − −
  

. .4.b III التابع نتأمّلل  
2

2 ( ( ))
: ] 1, 1[ : ( ) ( ( ))

( )
n

n n n
n

x
x x

x

α
β β α

ϕ

′
− + → = +ℝ  

) ا كانلـمّ  ) ( 1) ( )n
n nx xα α− = تابعٌ زوجي. ومن  nβزوجي استنتجنا أنّ  nϕا كان لـمّ و  −

  جهة أخرى 
2

2

( ) ( ) ( )
( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( )

( ) ( )( )

n n n
n n n n n

n nn

x x x
x x x x x

x xx

ϕ α α
β α α α ϕ

ϕ ϕϕ

   ′ ′′ ′ ′ ′ ′ ′= − + = −      
  

nβاستنتجنا أنّ  ]0,1]متزايدٌ تماماً على  nϕا كان من الواضح أنّ لـمّ و  ، ]0,1]سالبٌ تماماً على  ′
على  nβهو الحدّ الأعلى للتابع  nβ(0)نّ . وعليه فإ]0,1]متناقصٌ تماماً على  nβوهذا يثُبتُ أنّ 

] 1,1[−.  
. .4.c III ولكن  

2 21
(0) ( (0)) ( (0))

( 1) 1n n nP P
n n

β ′= +
+ +

  

  نجد III.3.و III.2.، بالاستفادة من ومن ثمَّ 
2

2 2

2
2 1

2 1

1 2
(0) ( (0))

(2 )

( (0)) 2
(0)

(2 1)(2 2) (2 1)

n n

n
n

P
n n

P

n n n

β
π π

β
π

+
+

= ≤ =

′
≤ ≤

+ + +
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  إذن
2

, (0)nn
n

β
π

∗∀ ∈ ≤ℕ  

[2وبملاحظة أنّ  1,1[, ( ) ( ) (0)n n nx x xα β β∀ ∈ − ≤   نستنتج أنّ  ≥

  
2

2
1, ] 1,1[, ( )

(1 )
nx P xn

n xπ
≥ ∀ ∈ − ≤

−
∀   (8)  

.1.IV  ّمن الواضح أن( )nS f  هو المسقط القائم للتابعf  على[ ]n Xℝ الذي يقبل ،
( )

0k k n
P

≤ ≤
ɶ  أساساً متعامداً نظاميّاً. وعليه يكون( )nf S f−  عمودياً على[ ]n Xℝ َّومن ثم .  

2 2 2 2
( ) ( ) ( )n n nS f S f f S f f≤ + − =  

  ولأنّ 
2 2

0

( ) ( )
n

n k
k

S f c f
=

= ∑  

  نستنتج أنّ 
2 2

0

, ( )
n

k
k

n c f f
=

∀ ∈ ≤∑ℕ  

.2.IV  2على هذا، تتقارب المتسلسلة بناءً و

0

( ( ))n
n

c f
≥
2ويكون مجموعها أصغر من  ∑

f. 

lim وبوجه خاص يكون لدينا ( ) 0n
n

c f
→∞

=.  

. .3.a IV  ّلنفترض أنf  2ينتمي إلى([ 1,1])C ) ولنضع، − )g L f=عندئذ .  
( ) ( ), , ( ) ( 1) , ( 1) ( )n n n n nc g L f P f L P n n f P n n c f= 〈 〉 = 〈 〉 = + 〈 〉 = +ɶ ɶ ɶ  

limاستنتجنا أنّ  IV.2.فإذا استفدنا من  ( 1) ( ) 0n
n

n n c f
→∞

+ =.  

. .3.b IV  2 لدينا (4)استناداً إلى 1

2
[ 1,1], ( ) n

nx P x +∀ ∈ − ≤ɶومن ثمَّ، إذا عرفّنا ،  

1,1

sup ( ) ( )n n n
x

c f P xµ
 ∈ − 

= ɶ  
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.استنتجنا من  .3.a IV  ّأن( )1
n O

n n
µ متقاربة، وهذا يثبت التقارب  ∑nµ، فالمتسلسلة =

]بالنظيم المنتظم على اال  للمتسلسلة  −[1,1
0

( )n n
n

c f P
≥
∑ ɶ  من تابعfɶ إلى ينتمي 

([ 1,1])C − .  
. .3.c IV  نستنتج من التقارب المنتظم للمتسلسلة

0

( )n n
n

c f P
≥
∑ ɶ  ّأن  

0 0

( ) ( ) , ( ) , ( )k n n k n n k k
n n

c f c f P P c f P P c f
≥ ≥

= = 〈 〉 =∑ ∑ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ  

,ومنه  , 0kk f f P∀ ∈ − =ɶ ɶℕ ّنستنتج إذن أن .f f−ɶ  عمودي على جميع كثيرات
])الحدود في  1,1])C ]). فإذا استفدنا من كثافة فضاء كثيرات الحدود في − 1,1])C بالنسبة إلى  −

fالنظيم المنتظم استنتجنا أنّ  f−ɶ عمودي على جميع عناصر الفضاء ([ 1,1])C ، وبوجه −
0fنّ خاص هو عمودي على نفسه، وهذا ما يقتضي أ f− =ɶ  ّأو أنf f=ɶ. إذن  

])2من  fفي حالة  1,1])C ، يتقارب المنشور −
0

( )n n
n

c f P

∞

=
∑ ɶ  بانتظام

]على    .fمن التابع  −[1,1
.4.IV  لدينا (7)استناداً إلى العلاقة  

1 1

1 1

( 1) ( ) (2 1) ( ) ( ) 0

( 1) ( ) (2 1) ( ) ( ) 0
n n n

n n n

n P X n XP X nP X

n P Y n YP Y nP Y

+ −

+ −

+ − + + =
+ − + + =

  

)فإذا ضربنا الأولى بالمقدار  )nP Y  والثانية بالمقدار( )nP X وطرحنا هاتين المعادلتين طرفاً من ،
  طرف وجدنا :

1(2 1)( ) ( ) ( ) ( , ) ( , )n n n nn X Y P X P Y T X Y T X Y++ − = −   
  حيث

( )1 1( , ) ( ) ( ) ( ) ( )n n n n nT X Y n P X P Y P Y P X− −= −  
  ومن ثمَّ 

1 1
1

( ) (2 1) ( ) ( ) ( , ) ( , )
n

k k n
k

X Y k P X P Y T X Y T X Y+
=

− + = −∑  
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)1ولكن  , )T X Y X Y=   . إذن−

1
0

( ) (2 1) ( ) ( ) ( , )
n

k k n
k

X Y k P X P Y T X Y+
=

− + =∑  

  ومنه

( )
0

1 1

( ) (2 1) ( ) ( )

( 1) ( ) ( ) ( ) ( )

n

k k
k

n n n n

X Y k P X P Y

n P X P Y P Y P X
=

+ +

− +

= + −

∑  

)إذن في حالة  نعرّف � , )x y  2منℝ ،حيث x y≠ المقدار  
1 1( ) ( ) ( ) ( )1

( , )
2

n n n n
n

P x P y P x P yn
K x y

x y

+ +
 −+  =    − 

  

.5.IV استناداً إلى ما سبق لدينا  

0

( , ) ( ) ( )
n

n k k
k

K x y P x P y
=

= ∑ ɶ ɶ  

  ومن ثمَّ 
1

0

1

0
0

0 0 0

( , )d 2 ( , ),

2 ( ) ,

2 ( ) , 1

n n

n

k k
k

K x y y K x P

P x P P

P x P P

−

=

= 〈 〉

= 〈 〉

= 〈 〉 =

∫

∑

ɶi

ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ

  

. .6.a IV  أنّ نفترضf  1ينتمي إلى([ 1,1])C [عنصرٌ من  x، وأنّ − 1, 1[−   عندئذ. +

0 0

1

1
0

1

1
0

( )( ) ( ) ( ) , ( )

( ) ( )d ( )

( ) ( ) ( ) d

n n

n k k k k
k k
n

k k
k

n

k k
k

S f x c f P x f P P x

f y P y y P x

f y P y P x y

= =

−
=

−
=

= = 〈 〉

 =   
  =    

∑ ∑

∑ ∫

∑∫

ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ

ɶ ɶ
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  ومن ثمَّ 
1

1
( )( ) ( , ) ( )dn nS f x K x y f y y

−
= ∫  

  نجد IV.5.وبالاستفادة من 

( )
1

1
( )( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) dn nS f x f x K x y f y f x y

−
− = −∫  

. .6.b IV  التابع :لنتأمّل  
( ) ( )

:
: [ 1, 1] : ( )

( ) :
x x

f y f x
y x

g g y y x

f x y x

 − ≠− + → = − ′ =

ℝ  

])ينتمي إلى  xg عندئذ نرى وضوحاً أنّ  1,1])C 1. وفي حالة − n≤ يكون لدينا  

1 1

1 2 2
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 1 2 3n n x n n x n

n
S f x f x c g P x c g P x

n n
+ +

 +  − = −   + + 
   

. .6.c IV كننا أن نكتبيم (8) عمالاستب  
2

1 2

1 ( 1) 1
( )( ) ( ) ( ) ( )

2 1 (2 3) (1 )
n n x n x

n n
S f x f x c g c g

n n n xπ
+

 + +  − ≤ +   + +  − 
  

  أو

( )1 2

1
( )( ) ( ) ( ) ( )

(1 )
n n x n xS f x f x c g c g

xπ
+− ≤ +

−
  

limمستمر استنتجنا أنّ  xgولأنّ  ( ) 0n x
n

c g
→∞

  ومن ثمَّ  =
lim ( )( ) ( ) 0n
n

S f x f x
→∞

− =  
وهذا يثبت أنّ المتسلسلة 

0

( )n n
n

c f P
≥
∑ ɶ  على تتقارب ببساطة] [من التابع  −]1,1 1,1[f   إذن .−

)من  fفي حالة  )1 1,1C  −  يتقارب المنشور ،
0

( )n n
n

c f P

∞

=
∑ ɶ  ببساطة

[على  [من  −]1,1 1,1[f −.  

  ú  .ينُجز الحلوبذا 
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Jاختزال المصفوفات النظاميّة 22. التمرين   

. I  لتكن( )ijT t=  من  مثلّثيّة عليامصفوفة( )n�M C ق الشرطا تحُقّنفترض أ ،  
T T T T∗ ∗⋅ = ⋅  

2n لقيمتينأثبت في الحالتين الموافقتين ل 1. 3nو = مصفوفة  T، أنّ المصفوفة =
  قطريةّ.

 نأتي إلى الحالة العامّة، ونعرّف:   2.

{ }2( , ) : ( ) ( 0)n iji j i j t∆ = ∈ < ∧ ≠ℕ  

∆لنفترض جدلاً أنّ  ≠   ، عندئذ نسمّي∅
{ }0 min : ,( , )n ni i j i j= ∈ ∃ ∈ ∈ ∆ℕ ℕ  

في كل من  0iوالعمود ذي الدليل  0iاحسب العنصر على السطر ذي الدليل 
Tالمصفوفتين  T∗ Tو ⋅ T   .0iعريف ت ناقضما ي، ثمُّ استنتج من ذلك ⋅∗

  ؟ ما هي الخاصّة العامّة التي جرى إثباا فيما سبق 3.
. II  لتكنP  مصفوفة قلَوبةً من( )n�M C.  

)من  Tأثبت أنهّ توجد مصفوفة مثلّثيّة عليا  1. )n�M C ،تحقّق P P T T∗ ∗=.  

)1نعرّف المصفوفة  2. )U P T∗ − ∗=  بت أنّ . أث⋅
1U U− P   و   =∗ U T= ⋅  

. III  لتكنM  مصفوفة ما من( )n�M C ق الشرطتحُق ،M M M M∗ ∗⋅ = نقول  .⋅
  .نظاميّةمصفوفة  Mفي هذه الحالة إنّ 

اذكر الشرط اللازم والكافي الذي يجب أن تحُققه مصفوفةٌ مربعّة حتىّ تُشابه مصفوفة  1.
  مثلثّيّة. 

)من  1Tاستنتج أنهّ توجد مصفوفة مثلثيّة عليا  2. )n�M Cة قلَوبةٌ ، وتوجد مصفوفP  من
( )n�M C ،1 تحُقّقان

1M P T P−= ⋅ ⋅.  
)من  Tلتثُْبِتَ وجود مصفوفة مثلثّيّة عليا  IIاستفد من  3. )n�M C ومصفوفة ،U  من

( )n�M C ،1 : ينالشرط  تحُقّقانU U− Mو =∗ UTU ∗=.  
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)من  Uصفوفة ، ومDلتستنتج وجود مصفوفة قطريةّ  Iاستفد من  4. )n�M C ،
1U : تحُقّقان U− Mو   =∗ UDU ∗=.  

. IV لتكنM  مصفوفة ما من( )n�M C ّالآتيتينتين . أثبت تكافؤ الخاص :  
Mتحُقق الشرط  Mالمصفوفة  	 M M M∗ ∗⋅ = ⋅.  
)من  U، ومصفوفة Dتوجد مصفوفة قطريةّ  	 )n�M C ، ّقانتحق  

1U U− M  و  =∗ U D U ∗= ⋅ ⋅  
  الحـل

.1. I  لتكن
0

a b
T

c

 
 =    

T عندئذ نستنتج من الشرط  T T T∗ ∗⋅ =   أنّ  ⋅

2 2 2

2 2 2

| | | | | |

| | | | | |

a ab a b cb

ba b c bc c

   +   =   +      
  

2وبوجه خاص  2 2| | | | | |a a b= 0bأو  +   مصفوفة قطريةّ.  T. أي إنّ =

0وفي حالة 

0 0

a b d

T c e

f

 
 
 =  
 
  

T عندئذ نستنتج من الشرط  T T T∗ ∗⋅ =   أي ⋅

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

a a b d a b d a

b c c e c e b c

d e f f f d e f

       
       
       =       
       
              

  

  أنّ 
2 2 2 2| | | | | | | |a a b d= + 2و  + 2 2 2| | | | | | | |b c c e+ = +  

0bوهذا يقتضي أنّ   d e= =   مصفوفة قطريةّ أيضاً في هذه الحالة.  T. أي إنّ =
.2. I ،نفترض أنّ  نأتي إلى الحالة العامّةT T T T∗ ∗⋅ =  :  كما في ونعرّف   ،⋅

{ }2( , ) : ( ) ( 0)n iji j i j t∆ = ∈ < ∧ ≠ℕ  
∆لنفترض جدلاً أنّ  ≠   ، عندئذ نسمّي∅

{ }0 min : ,( , )n ni i j i j= ∈ ∃ ∈ ∈ ∆ℕ ℕ  
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  ونجد أنّ 

0 0 0 0 0

0

0

0 0 0 0 0 0 0

2

1

2 2

1 1

[ ] | |

[ ] | | | |

n n

i i i k i k i k
k k i

in

i i ki ki ki i i
k k

TT t t t

T T t t t t

∗

= =

∗

= =

= =

= = =

∑ ∑

∑ ∑
  

فلا بدُّ أن يكون
0 0 0

0

2 2| | | |
n

i k i i
k i

t t
=

. أي ∑=
00 0i kn k i t≥ > ⇒ ، وهذا يناقض =

∆. نستنتج من هذا التناقض أنّ 0iتعريف  =   مصفوفة قطريةّ. T، ومن ثمَّ أنّ المصفوفة ∅
.3. I  لقد أثبتنا أنهّ إذا كانتT  مصفوفة مثلثيّة عليا تحُقّقT T TT∗ مصفوفة  Tكانت   =∗
  قطريةّ.
.1. II  لتكنP  مصفوفة قلَوبةً من( )n�M C.  ولنعرّفM P P∗= ّعندئذ من الواضح أن .  

M M∗ 2و  =
1( )\{0}, , 0nX MX X PX∗

×∀ ∈ 〈 〉 = >M ℂ � �  

توجد مصفوفة مثلثيّة عليا  Choleskiمصفوفة معرفّة موجبة. واستناداً إلى تفريق  Mفالمصفوفة 
Tعناصر قطرها الرئيسي موجبة تماماً، وتحقّق ، M T T∗= أو  

P P T T∗ ∗=  
.2. II 1نعرّف المصفوفة ل( )U P T∗ − ∗= P المساواة عندئذ انطلاقاً من. ⋅ P T T∗ ∗= 

Pنستنتج مباشرة أنّ  U T=   . ومن جهة ثانية نلاحظ أنّ ⋅
1 1

1 1

1 1

( ) (( ) )

( )

( ) n

UU P T P T

P T TP

P P PP I

∗ ∗ − ∗ ∗ − ∗ ∗

∗ − ∗ −

∗ − ∗ −

=

=

= =

  

1Uوهذا ما يثُبتُ أنّ  U− ∗=.  
.1. III  لتكنM  مصفوفة ما من( )n�M C ق الشرطتحُق ،M M M M∗ ∗⋅ = ا كان لـمّ  .⋅

]حدود غير ثابتٍ في كثير بالإمكان تحليل كلّ   ]Xℂ  إلى جداء ضرب كثيرات حدود من الدرجة
)، استنتجنا أنّ كلّ مصفوفة في الأولى )n�M C  تشابه مصفوفة مثلثيّة، لأنه يمكن تحليل كثير

  حدودها المميّز إلى جداء ضرب كثيرات حدود من الدرجة الأولى.
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.2. III  1توجد مصفوفة مثلثيّة عليا إذنT  من( )n�M C ٌوتوجد مصفوفة قلَوبة ،P  من
( )n�M C ،1 تحقّقان

1M PTP−=.  
.3. III  وبالاستفادة منII  2مثلثّيّة عليا توجد مصفوفةT  من( )n�M C ، مصفوفة وU  من
( )n�M C ،1 تحُقّقانU U− 2Pو =∗ U T=   ، ومنه⋅

1 1
2 1 2

T

M UTTT U UTU− − ∗= =
��������

  

1و
2 1 2T TTT−= من ليا هي مصفوفة مثلثّيّة ع( )n�M C.  

.4. III  استناداً إلى الفرْض لديناM M M M∗ ∗⋅ =   ، وهذا يكافئ  ⋅
UTU UT U UT U UTU∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗=  

TTأو T T∗  بالرمز مصفوفة قطريةّ يمكن أن نرمز إليها Tنستنتج أنّ  I. وبالاستفادة من =∗
Dالآتيةالخاصّة  . وهكذا نكون قد أثبتنا:  

)من  Mنظاميّة كلّ مصفوفة  )n�M C، ق الشرط  أيتُحقM M MM∗ ∗= ،

Mالشكل تُكتب ب UDU  ،مصفوفة واحديةّ U، ومصفوفة قطريةّ Dحيث  =∗

1Uأي تُحقّق  U− ∗=.   

. IV  ّمصفوفةالمن الواضح أن الصيغةمن  عكس صحيح، إذ تحُقّق كل M UDU  حيث ،=∗
( )nD ∈ D ℂ و( )nU ∈ U ℂ  المساواةM M MM∗ ∗=.  ú  

Jليكن  23. التمرين( , , )E 〈⋅  ليكنو منتهي البعد مزوّداً بجداء سلّمي.  حقيقياً فضاءً شعاعياً  〈⋅
( )EL  فضاء التطبيقات الخطيّة علىE  : مزوداً بنظيم التطبيقات الخطيّة المستمرة  

1

( ), sup ( )
x

T E T T x
=

∀ ∈ =L
� �

� � � �  

. I  ليكن:p E E→  ّإسقاطاً قائماً. أثبت أنp 1وأنّ  ،تطبيق خطّي متناظرp ≤� �.  
. II  ليكنS  من( )EL  ًنريد في هذه الفقرة أن نثبتَ أنّ متناظراً تطبيقاً خطيّا .S� يحسب   �

:  أتيكما ي
1

sup ( ),
x

S S x x
=

= 〈 〉
� �

�  . لنعرّف إذن �

, ( ) ( ),Sx E x S x x∀ ∈ Φ = 〈 〉  
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,أثبت أنهّ  1. 1 ( )Sx E x x S∀ ∈ = ⇒ Φ ≤� � � . إذن يمكننا أن نعرّف �

1

( ) sup ( ),
x

S S x xµ
=

= 〈 〉
� �

)، فيكون  )S Sµ ≤ � �.  

  ن إذن المتراحجة المعاكسة: لنبره 2.
)في حالة  ،أثبت أنهّ � , )x y  2منE لدينا ، 

( )1
( ), ( ) ( )

4 S SS x y x y x y〈 〉 = Φ + −Φ −  

,2 صحة المتراجحةأثبت أيضاً  � ( ) ( )Sz E z S zµ∀ ∈ Φ ≤ � �.  
)، في حالة استنتج من ذلك أنهّ � , )x y  2منE لدينا  ،  

( )2 2( )
( ),

2

S
S x y x y

µ
〈 〉 ≤ +� � � �  

  استنتج المساواة المطلوبة. �
. III  ليكنp وq  إسقاطين قائمين من( )ELتية:. أثبت على التوالي الخواص الآ  

.1 
1

sup ( )( ),
x

p q p q x x
=

− = 〈 − 〉
� �

� �.  

.2 2 2

1

sup ( ) ( )
x

p q p x q x
=

− = −
� �

� � � � � � .  

.3 1p q− ≤� �.  

1p نفترض أنّ  4. q− <�   . أثبت أنّ �
Im ker {0}p q∩ Imو  = ker {0}q p∩ )rgو = ) rg( )p q=  

  الحـل
. I  ليكن:p E E→  .ًعندئذ، مهما يكن إسقاطاً قائماx وy  منE يكن  

0

0

( ), ( ), ( ) ( ) ( ), ( ) ( ), ( )

( ) , ( ) ( ) , ( ) , ( )

p x y p x y p y p y p x y p y p x p y

p x x x p y p x x p y x p y

〈 〉 = 〈 − + 〉 = 〈 − 〉+ 〈 〉

= 〈 − + 〉 = 〈 − 〉+ 〈 〉

��������������

��������������
  

  ومن ثمَّ 
2( , ) , ( ), , ( )x y E p x y x p y∀ ∈ 〈 〉 = 〈 〉  

  فالإسقاط القائم تطبيق متناظر. 
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)، نستنتج من تعامد الشعاعين Eمن  xومن جهة أخرى، مهما يكن  )p x و( )x p x−  ّأن  
2 2 2( ) ( )p x x p x x+ − =� � � � � �  

)ومن ثمَّ  )p x x≤� � � 1p. إذن � ≤� �.  
. II  ليكنS  من( )EL  ًلنعرّف و . متناظراً خطيّاً  تطبيقا, ( ) ( ),Sx E x S x x∀ ∈ Φ = 〈 〉.  

.1. II  من الواضح، أنهّ في حالةx  منE لدينا ،  
2| ( )| ( ), ( )S x S x x S x x S xΦ = 〈 〉 ≤ ≤� �� � � �� �  

  إذن
, 1 | ( )|Sx E x x S∀ ∈ = ⇒ Φ ≤� � � �  

 يمكننا أن نعرّف وعليه
1

( ) sup | ( ), |
x

S S x xµ
=

= 〈 〉
� �

)فيكون ،  )S Sµ ≤ � �.  

.2. II  ليكنx وy  منE وليكن ،ε  من{   ذعندئ −{1,1

( )

( ) ( ),

( ), ( ), ( ), ( ),

( ) ( ), ( ), ( )

( ) 2 ( ), ( )

S

S S

S S

x y S x y x y

S x x S x y S y x S y y

x S x y S y x y

x S x y y

ε ε ε

ε ε ε ε

ε

ε

Φ + = 〈 + + 〉
= 〈 〉 + 〈 〉 + 〈 〉 + 〈 〉
= Φ + 〈 〉 + 〈 〉 + Φ
= Φ + 〈 〉+ Φ

  

  ومن ثمَّ 

( )2 1
( , ) , ( ), ( ) ( )

4 S Sx y E S x y x y x y∀ ∈ 〈 〉 = Φ + −Φ −  

,2ا كان من الواضح أنّ لـمّ و  ( ) ( )Sz E z S zµ∀ ∈ Φ ≤ �   ، استنتجنا مما سبق أنّ �

( )2 2 2( )
( , ) , | ( ), |

4

S
x y E S x y x y x y

µ
∀ ∈ 〈 〉≤ + + −� � � �  

  ومن ثمَّ 

( )2 2 2( )
( , ) , | ( ), |

2

S
x y E S x y x y

µ
∀ ∈ 〈 〉≤ +� � � �  

  وهذا يقتضي أنّ 
{ }sup | ( ), |: 1 ( )S S x y x y Sµ= 〈 〉 = = ≤� � � � � �  

  قد أثبتنا أنّ فنكون 
( )S Sµ=� �  
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. III  ليكنp وq  إسقاطين قائمين من( )EL.  
.1. III  ّاستنتجنا من كون ا كان مجموع تطبيقين متناظرين تطبيقاً متناظراً لـم ،p q−  ًأنّ متناظرا:  

1

sup | ( )( ), |
x

p q p q x x
=

− = 〈 − 〉
� �

� �  

.2. III ولكن  
2 2( )( ), ( ), ( ), ( ) ( )p q x x p x x q x x p x q x〈 − 〉 = 〈 〉−〈 〉 = −� � � �  

  إذن
2 2

1

sup ( ) ( )
x

p q p x q x
=

− = −
� �

� � � � � �  

.3. III  هو عددٌ من  [0,1]ا كان الفرق بين عددين من لـمّ و[ استنتجنا مما سبق أنّ  −[1,1
1p q− ≤� �.  

.4. III  ّ1لنفترض أنp q− <� Imعنصراً من  x. إذا كان � kerp q∩   كان
( )p x x=  وكان( ) 0q x ). ومن ثمَّ = )( )x p q x=   . وهذا يقتضي أن يكون−

( )( )x p q x p q x= − ≤ −� � � � � �� �  
) ومن ثمَّ  )1 0p q x− − ≤� � � 0xإذن ، � ≤� 0xأو  � ثبتنا . فنكون بذلك قد أ=

  أنّ 
Im ker {0}p q∩ =  

  يؤدياّن دورين متناظرين استنتجنا مما سبق أنّ  qو pا كان الإسقاطان لـمّ و 
Im ker {0}q p∩ =  

Imينتج من  � ker {0}p q∩   أنّ  =
rg dimker dimp q E+ ≤  

rgومن ثمَّ    rgp q≤ .  
Imوينتج من  � ker {0}q p∩   أنّ  =

rg dimker dimq p E+ ≤  
rgومن ثمَّ    rgq p≤وعليه .  

( ) ( )1 rg rgp q q p− < ⇒ =� �  
  ú  المطلوب. وهو
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Jليكن  24. التمرينt  منℝ 4، ولنتأمّل في( )M ℝ : المصفوفة التالية  
2 3

2

2

3 2

1

1

1

1

t

t t t

t t t
M

t t t

t t t

 
 
 
 =  
 
  

  

1tتكون مصفوفة معرفّة موجبة إذا وفقط إذا كان  tMأثبت أنّ المصفوفة  1. <.  

  الآتيةنتج أنّ المصفوفة است 2.
1 1/2 1/3 1/4

1/2 1 1/2 1/3

1/3 1/2 1 1/2

1/4 1/3 1/2 1

A

 
 
 
 =  
 
 
  

  

   هي مصفوفة معرفّة موجبة أيضاً.
  الحـل

,1]لنتأمّل الشعاع  1. , 0, 0]tX t= ,2. عندئذ − 1tM X X t〈 〉 = ، وعليه فإنّ كون −
21وجبة يقتضي أنّ معرفّة م tMالمصفوفة  0t− |ومن ثمَّ  < | 1t <.  

|وبالعكس، لنفترض أنّ  | 1t tعندئذ نتيقّن مباشرة أنّ  >
tM BB=، حيث  

2 3

2 2 2 2

2 2

2

1

0 1 1 1

0 0 1 1

0 0 0 1

t t t

t t t t t
B

t t t

t

 
 
 

− − − 
 =
 − − 
 

−  

  

  مصفوفة معرفّة موجبة في هذه الحالة. tMوهذا يثبتُ أنّ 
  

)1من  صفريشعاعاً غير  Xليكن  2. )n×M ℝ عندئذ نعلم أنّ التابع .,tt M X X〈 〉֏ 
∗تابعٌ مستمر يأخذ قيمه في 

+ℝومنه نستنتج أنّ  1.بناءً على  ، وذلك  
1

0
, d 0tM X X t〈 〉 >∫  
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  ولكن نلاحظ مباشرة أنّ 
1 1

0 0
d , , dt tM t X X M X X t

  = 〈 〉  ∫ ∫  

1وأنّ 

0
dtA M t= ,. إذن لا بدُّ أن يكون ∫ 0AX X〈 〉   ú  عرفّة موجبة.م A. فالمصفوفة <

Jنظرة جديدة على إجرائيّة  25. التمرينSchmidt-Gram  
. I  ليكن( , , )E 〈⋅ 1فضاءً شعاعياً مزوّداً بجداء سلّمي، ولتكن  〈⋅ 2( , , , )nα α α…  ّجملة حرة

ا المصفوفة المثلثّيّة العليا التي عناصر قطرها الرئيسي موجبة بأA  ّ. نعرّف المصفوفة Eفي 
)1Gramتماماً والتي تحُقق  , , )n A Aα α ∗= )، ثمُّ نعرّف المصفوفة …⋅ )ijB b= 

1Bبالعلاقة  A−= ً1نعرّف  ، وأخيرا 2( , , , )nβ β β… :بالعلاقات  

1

, {1, , }
j

j ij i
i

b j nβ α
=

= ∈∑ …  

1 أثبت أنّ الجملة   2( , , , )nβ β β…  ّا الجملة نفسها التي نحصلجملة متعامدة نظاميّة، وأ 
1على الجملة  Schmidt-Gramعليها بتطبيق إجرائية  2( , , , )nα α α….  

. II  ليكن( , , )E 〈⋅ ]فضاء كثيرات الحدود الحقيقيّة  〈⋅ ]Xℝ داً بالجداء السلّميمزو:  
0

1
, ( ) ( )dP Q P t Q t t

−
〈 〉 = ∫  

على  Schmidt-Gramالجملة المتعامدة النظاميّة التي نحصل عليها بتطبيق إجرائيّة  عينّ   
2 3(1, , , )X X X.  

  الحـل

. I  في الحقيقة، في حالة( , )i j  2من
nℕنجد ،  

1 1 1 1

1 1 1
1

1

, , ,

[ ] , [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ]

i j i j

i j i kj k i kj k
k k

n n n n

i k kj i k kj
k k

ij ij

b b b b

B B B A A B

B A A B AB

β β α α α α

α α

δ

= = = =

∗ ∗ ∗

= =
−

= =
∗ ∗

〈 〉 = =

=

= 〈 〉 =

= =

∑ ∑ ∑∑

∑∑ ∑∑

ℓ ℓ ℓ ℓ
ℓ ℓ

ℓ ℓ ℓ ℓ
ℓ ℓ




  

1وهذا يثبتُ أنّ الجملة  2( , , , )nβ β β… .جملة متعامدة نظاميّة  
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1إلى كون الجملة استناداً إلى التعريف و  � 2( , , , )nβ β β…  ،ا متعامدة نظاميّةجملة حرةّ لأ
1فلدينا  nℕمن  jنستنتج أنهّ أياً كانت  1vect( , , ) vect( , , )j jβ β α α=… …. 

1عمودي على  jβ الشعاع ونظراً إلى كون � 1vect( , , )jα α أنّ  استنتجنا …−
2 ,j jj j jbβ α β= 〈 〉� j,ومن ثمَّ  � j jjaα β ∗

+〈 〉 = ∈ ℝ. 
1وأخيراً الجملة  � 2( , , , )nβ β β… .جملة متعامدة نظاميّة 

1نستنتج من هذه النقاط أنّ الجملة  2( , , , )nβ β β…  ّة التي نحصل هي الجملة المتعامدة النظامي
1على الجملة  Schmidt-Gramإجرائية عليها من تطبيق  2( , , , )nα α α….  

. II  2لتكن 3(1, , , )X X X=G  .ا كانمّ لـ  
0

1

( 1)
, d

1

k
k kX X x x

k

+
+

−

−
〈 〉 = =

+ +∫
ℓ

ℓ ℓ

ℓ
  

  استنتجنا أنّ 

( )

1 1 1
2 3 4

1 1 1 1
2 3 4 5
1 1 1 1
3 4 5 6
1 1 1 1

4 5 6 7

1

GramG

− −

− −

− −

− −

 
 
 
 = =  
 
 
  

G  

)لنبحث عن المصفوفة  )ijA a=  ًتحقّق و المثلثيّة العليا التي عناصر قطرها الرئيسي موجبة تماما
G A A∗= :  

1 1 1
11 11 12 13 142 3 4

1 1 1 1
12 22 22 23 242 3 4 5

1 1 1 1
13 23 33 33 343 4 5 6

1 1 1 1
14 24 34 44 444 5 6 7

1 a a a a a

a a a a a

a a a a a

a a a a a

− −

− −

− −

− −

     
     
     
     =     
     
     
         

  

  أنّ  ∗Aأسطر  في Aومنه نستنتج من جداء ضرب العمود الأوّل من 

11 1a 12و  =

1

2
a = 13و  −

1

3
a 14و  =

1

4
a = −  

  أنّ  ∗Aأسطر  في Aجداء ضرب العمود الثاني من  نم ثمُّ نستنتج

22

1

2 3
a 23و  =

1

2 3
a = 24و   −

3 3

20
a =  
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  أنّ  ∗Aأسطر  في Aجداء ضرب العمود الثالث من  منثمُّ نستنتج 

33

1

6 5
a 34و  =

1

4 5
a = −  

44وأخيراً 

1

20 7
a   بالصيغة التالية : Aالمصفوفة . إذن تعُطى =

1 1 1
2 3 4
1 1 3 3

202 3 2 3
1 1

6 5 4 5
1

20 7

1

0

0 0

0 0 0

A

− −

−

−

 
 
 
 

=  
 
 
   

  

1Bلحساب  A−=  يأتينكتب ما:  

1 1 1 1 1 1
2 3 4 2 3 4
1 1 3 3 1 1 9

20 2 2 202 3 2 3
1 1 1 1

6 46 5 4 5
1

20 7
1 1

2 3
1 1
2 2

1
6

1 1 0 0 0 1 1 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 3 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 5 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 20 7

1 0 1 0 0 5 7

0 0 0 3 0 9 7

0 0 0 0 0 5 5 7

0 0 0 1 0 0 0 20 7

− − − −

− −

− −

−

−

   
   
   
   
   
   
   
       

 
 
 − 



 

ˆ

ˆ

1
2
1
2

1 0 0 1 0 2 5 5 7

0 0 0 0 3 3 5 6 7

0 0 1 0 0 0 6 5 30 7

0 0 0 1 0 0 0 20 7

1 0 0 0 1 3 5 7

0 1 0 0 0 2 3 6 5 12 7

0 0 1 0 0 0 6 5 30 7

0 0 0 1 0 0 0 20 7

−






 − − 
 
 
 
 
 
   
 
 
 
 
 
 
 
 
  

ˆ

ˆ  
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  وعليه فإنّ 
1 3 5 7

0 2 3 6 5 12 7

0 0 6 5 30 7

0 0 0 20 7

B

 
 
 
 

=  
 
 
 
  

  

)فالجملة  )0 1 2 3, , ,β β β β ق إجرائيّة التي نحصل عليها بتطبيSchmidt-Gram  على
2 3(1, , , )X X X هي  

( )
( )
( )

0

1

2
2

2 3
3

1

3 1 2

5 1 6 6

7 1 12 30 20

X

X X

X X X

β

β

β

β

=

= +

= + +

= + + +

  

  ú  .وبذا ينُجز الحل
Jليكن 26. التمرين ( , , )E 〈⋅ 4هو فضاء أشعّة الأعمدة  〈⋅ 1( )×M ℝ  مزوّداً بالجداء السلّمي

  ف، ولنتأمّل المصفوفةالمألو 
0 1 0 1

1 0 2 0

0 2 0 2

1 0 2 0

A

 − 
 − − =  − 
 
  

  

::  والتطبيق الخطّي الموافق لها :u E E X AX→ ֏.  
uأثبت أنّ   1. u∗ = )فإنّ  Eمن  X، وأنهّ مهما يكن − )u X X⊥ ، ًوأخيرا

  .u لتطبيق الخطّيكثير الحدود المميز ل  احسب
kerF لفضاءأوجد أساساً ل  2. u=.  
)أثبت أنّ   3. )u F F⊥ :. وأنّ التطبيق ⊃⊥ , ( )F F X u X⊥ ⊥ϕ → ֏ 

تقابلٌ يحُقق 
F
Iµ ⊥ϕ ϕ هو ثابت يطُلب تعيينه و µحيث  �=

F
I هو التطبيق  ⊥

  .ϕX عماليمكن است .مساعدة .⊥Fالمطابق على 
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).أثبت أنّ ⊥Fشعاعاً غير معدوم من  eليكن   4. , ( ))e u e لفضاء أساس لF⊥.  

0 أثبت أنهّ يوجد ثابت  5. k<  يحققيطُلب تعيينه  
, ( )X F u X k X⊥∀ ∈ =� � � �  

1 يحُقق ⊥F نختار شعاعاً ما من 1e =� 1 ، ثمُّ نعُرف�
2 1( )

k
e u e= ّأثبت أن . 

1 2( , )e e  فضاء للأساس متعامد نظاميF⊥،  واكتب مصفوفةϕ  بالنسبة إلى هذا
  الأساس.

 uتأخذ مصفوفة ل، ℝ+من  αوعدداً  E لفضاءأوجد أساساً متعامداً نظامياً ل  6.
  : الآتيبالنسبة إليه الشكل 

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

α

α

 − 
 
 
 
 
 
  

  

  الحـل
4الأساس القانوني في  Eليكن  1. 1( )E ×=M ℝ وهو أساس متعامد نظامي بالنسبة إلى ،

)matا كانت لـمّ الجداء السلمي المألوف. و  , , )A u= E E ساواة الواضحة استنتجنا من الم
tA A= uأنّ  − u∗ =   . عندئذEمن  Xليكن  .−

( ), , ( )

, ( ) ( ),

u X X X u X

X u X u X X

∗〈 〉 = 〈 〉
= 〈 − 〉 = −〈 〉

  

)ومن ثمَّ  ), 0u X X〈 〉   ، أي=

, ( )X E u X X∀ ∈ ⊥.  
  ى نجد بحساب مباشر أنّ ومن جهة أخر 

2 2

1 0 1

1 2 0
( ) det ( 10)

0 2 2

1 0 2

u

λ

λ
λ λ λ

λ

λ

 − − 
 − − − = = + − − 
 −  

X  



 تمرينات 423

kerFليكن  2. u= عندئذ ينتمي .[ , , , ]tX α β γ δ=  إلىF إذا وفقط إذا كان  
0 1 0 1 0

1 0 2 0 2 0

0 2 0 2 2 2 0

1 0 2 0 2 0

α β δ

β α γ

γ β δ

δ α γ

       − −       
       − − − −       = =       − −       
       +              

  

βومنه  δ= 2و 0α γ+   . فإذا عرفّنا=

3 2,0, 1, 0
t

e  = −   4و 0,1,0,1
t

e  =    
3كان  4vect( , )F e e=.  
  ، عندئذ⊥Fعنصراً من  Xليكن  3.

, ( ), , ( ) ,0 0Y F u X Y X u Y X∀ ∈ 〈 〉 = −〈 〉 = −〈 〉 =  
)وهذا يثبتُ أنّ  )u X F⊥∈ يمكننا إذن أن نعرّف .

F
uϕ . نعرف من دراستنا لخواص  =⊥

ا كان لـمّ . و uXهو كثير حدود حقيقي من الدرجة الثانية يقسم  ϕXكثيرات الحدود المميزة أنّ 
ker {0}ϕ (0)استنتجنا أنّ  = 0ϕ ≠X 2. إذن لا بدُّ أن يكون( ) 10ϕ λ λ= +X .
2وهذا يثبتُ، أنّ  10

F
Iϕ ⊥= −.  

)2. لأنّ ⊥Fن م صفريشعاعاً غير  eليكن  4. ) 10 0u e e= − استنتجنا أنّ  ≠
( ) 0u e )، ويكون  ≠ )u e e⊥ فالجملة .( ), ( )e u e  جملة حرةّ فيF⊥ فهي من ثمَّ أساس ،

  .2ده يساوي لهذا الفضاء لأنّ بع
  ، عندئذ⊥Fمن  Xليكن   5.

2 2 2( ) ( ), ( ) , ( ) 10u X u X u X X u X x= 〈 〉 = 〈 − 〉 =� � � �  
,ومنه  ( ) 10X F u X X⊥∀ ∈ =� � � �.  

1 قيحُقF⊥   شعاعاً ما منإذن تار نخ 1e 1، ثمُّ نعُرف=
2 110

( )e u e= . أنّ  ناأثبتلقد 

1 2( , )e e  للفضاء أساس متعامدF⊥ ّ1. وإذا لاحظنا أن
2 1 110

( )e u e e= = 
1استنتجنا أنّ  2( , )e e′ =E  الحقيقة، أساسٌ متعامدٌ نظامي للفضاء هو، فيF⊥ ًوأخيرا .  

( )
0 10

mat , ,
10 0

ϕ
 − ′ ′ =  
  

E E  
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1لنعرّف  6. 1
1 2 2

0, , 0,
t

e  = −   ّ1. نلاحظ أن 1e 1وأنّ  = 3e e⊥ 1و 4e e⊥ .
1 يحُقق ⊥Fهو شعاع من  1eإذن  1e   5.. ولنضع استناداً إلى =

2 1

1 1 2
( ) ,0, ,0

10 5 5

t

e u e
 
 = =
  

  

1عندئذ إذا عرفّنا  2 3 4( , , , )e e e e=E   كان  

( )

0 10 0 0

10 0 0 0
mat , ,

0 0 0 0

0 0 0 0

u

 − 
 
 =  
 
 
  

E E  

  ú  وهي النتيجة المطلوبة.

Jاختزال تطبيق خطّي 27. التمرين  

. I  ليكن E  فضاءً شعاعياً منتهي البعد على حقلKوليكن . u خطيّاً. نعرّف التطبيق  لاً تقاب
1vالخطّي u u−= . نضع kموافقاً لقيمة ذاتيّة  v لفضاءشعاعاً ذاتياًّ ل 0x، ونتأمّل +

0 0( )y u x=  0ونفترض أنّ الجملة 0( , )x y .ّحرة  

)0احسب   1. )u y 0و( )v y  0بدلالة 0( , )x y.  ماذا عنdimker( )Ev kI−؟  

0يكن ل  2. 0vect( , )H x y=المساواة  صحة . أثبت( )u H H=  ّكثير ، وأن
2الحدود  1X kX−   .u لتطبيق الخطّيأي كثير الحدود المميز ل ؛uXيقسم  +

. II ليكن ( , , )E 〈⋅ 4 هو فضاء أشعّة الأعمدة 〈⋅ 1( )×M ℝ  .مزوّداً بالجداء السلّمي المألوف
  ولنتأمّل المصفوفة

1 1 1 1

1 1 1 11

1 1 1 12

1 1 1 1

M

 − 
 − =  − − − 
 −  

  

::  والتطبيق الخطّي الموافق لها :u E E X MX→ ֏.  
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)أثبت أنّ   1. )u E+∈ O.  
1v لتطبيق الخطّيقيم الذاتيّة لال عين   2. u u−= +.  
  .v لتطبيق الخطّيمكوناً من أشعة ذاتيّة ل E في Vأوجد أساساً متعامداً نظامياً   3.
  .Vفي الأساس  uاكتب مصفوفة   4.

  الحـل

.1. I  0نستنتج من المساواة 0( )v x kx=  ّ1أن
0 0 0( )y u x kx−+   ومن ثمّ يكون =

0 0 0 0 0( ) ( )u y ku x x ky x= − = −  
  و

1
0 0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( )v y u y u y ky x x ky−= + = − + =  

0نستنتج إذن أنّ  0vect( , ) ker( )Ex y v kI⊂ )dimkerومن ثمَّ  − ) 2Ev kI− ≥.  
.2. I 0ليكن 0vect( , )H x y=  ّا كانلـم  

0 0( )u x y H= 0و     ∋ 0 0( )u y ky x H= − ∈  
)استنتجنا أنّ  )u H H⊂ ّولأن ،u  ّتقابلٌ استنتجنا أن( )u H H= إذن إذا عرفّنا .

Hw u=   زكان كثير الحدود المميwX  للتطبيقw ز قاسماً لكثير الحدود المميuX  للتطبيقu .

0بالنسبة إلى الأساس  wولكنّ مصفوفة التطبيق الخطّي  0( , )x y  0هي 1
1 k

− 
   

إذن  
2( ) 1w X X kX= − +X ّ2. وهذا يثبتُ أن 1X kX−   .uXيقسم  +

.1. II  ّ4نجد بالحساب المباشر أن
tMM I= وdet 1M = هي مصفوفة  M. إذن +

)دوران، أي  )u E+∈ O.  

.2. II  ّ1ا كان لـمu u− tNاستنتجنا أنّ  =∗ M M= في الأساس  vمصفوفة هي  +
  القانوني. أي

1 0 1 1

0 1 1 1

1 1 1 0

1 1 0 1

N

 
 
 − =  − − 
 −  
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  ومن ثمَّ 

2 2

1 0 1 1

0 1 1 1
( ) det ( 3)

1 1 1 0

1 1 0 1

v

X

X
X X

X

X

 − 
 − − = = − − − − 
 − −  

X  

}إذن  }sp( ) 3, 3v = − .  
.3. II ونجد بالحساب أنّ الشعاعين  

1 2

1 3 1 3

1 3 1 31 1
,

0 22 3 3 2 3 3

2 0

v v

   − −   
   − − +   = =   
   − −   
    

−

 

  

. وكذلك نجد −3الموافق للقيمة الذاتيّة  vيؤلفّان أساساً متعامداً نظاميّاً للفضاء الذاتي للتطبيق 
  أنّ 

3 4

1 3 1 3

1 3 1 31 1
,

0 22 3 3 2 3 3

2 0

v v

   + +   
   + − −   = =   
   + +   
    

−

 

  

. فيكون الأساس  3الموافق للقيمة الذاتيّة  vيؤلفّان أساساً متعامداً نظامياًّ للفضاء الذاتي للتطبيق 
1 2 3 4( , , , )v v v v=V  أساساً متعامداً نظامياً للفضاءE ن أشعّة ذاتيّة للتطبيق مكوّناً مv .  

.4. II  إذا كانتP ا الأشعّة1 المصفوفة التي أعمدv 2وv 3وv 4وv بالترتيب، كان  

( )

3 1
2 2
1 3
2 2

3 1
2 2
1 3
2 2

0 0

0 0
mat , ,

0 0

0 0

tu PM P

 − 
 − − 

= =  
 
 
 −  

V V  

  ú  وهي النتيجة المطلوبة.
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Jليكن  28. التمرين[ ]nE X= ℝ  فضاء كثيرات الحدود الحقيقيّة التي لا تزيد درجتها عن
1 n≤ دنزو .E :بالجداء السلمي  

1

0
, ( ) ( )dP Q P t Q t t〈 〉 = ∫  

)من  uونعرّف    )EL  بالعلاقة  
1

0
( )( ) ( ) ( )dnu P x x t P t t= +∫  

  .متناظر وأنهّ تقابل أيضاً  uأثبت أنّ التطبيق الخطّي   1.

0 أثبت أنهّ يوجد أساس متعامد نظامي  2. 1( , , , )nP P P…  فيE  وأعداد حقيقيّة
0 1( , , , )nλ λ λ… تحُقّق  

{0,1, , }, ( )k k kk n u P Pλ∀ ∈ =…  
  أثبت أنّ   3.

2

0

( , ) , ( ) ( ) ( )
n

n
k k k

k

x y x y P x P yλ
=

∀ ∈ + = ∑ℝ  

)trاحسب   4. )u 2وtr( )u.  
  الحـل
  لدينا Eمن  Qو Pلنلاحظ أنهّ في حالة  1.

1

0
( ), ( )( ) ( )du P Q u P x Q x x〈 〉 = ∫  

1ولكن 

0
( )( ) ! ( )d

! !

k

k n

x t
u P x n P t t

k+ =

= ∑ ∫
ℓ

ℓ ℓ
  إذن 

1 1

0 0
( ), ! ( )d ( )d

! !

k

k n

t x
u P Q n P t t Q x x

k+ =

      〈 〉 = ×        
∑ ∫ ∫

ℓ

ℓ ℓ
  

)وهذا يثبت أنّ  ), , ( )u P Q P u Q〈 〉 = 〈   متناظر. u، والتطبيق الخطّي 〈
)نستنتج من عبارة  )u P  أنّ المساواة( ) 0u P    تقتضي =

{0,1, , }, , 0kk n P X∀ ∈ 〈 〉 =…  
0Pأي إنّ  }. ومنه Eلأنهّ عمودي على جميع عناصر الفضاء  = }ker 0u . وهذا يثبتُ =

  تقابل. uأنّ 
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0 يوجد أساس متعامد نظاميتطبيقاً خطيّاً متناظراً استنتجنا أنهّ  uا كان ـمّ لو  2. 1( , , , )nP P P… 
0أعداد حقيقيّة ، فتوجد uمكوّنٌ من أشعّة ذاتيّة للتطبيق  Eفي  1( , , , )nλ λ λ… تحُقّق  

{0,1, , }, ( )k k kk n u P Pλ∀ ∈ =…  
0عندئذ نستتج من كون الأساس  Eكثير حدود من   Qليكن  3. 1( , , , )nP P P…  ًأساسا

  متعامداً نظامياً أنّ 

0

( ) , ( )
n

k k
k

Q X Q P P X
=

= 〈 〉∑  

)وفي حالة  ) ( )nQ X X y=   نستنتج أنّ  +
1

0
, ( ) ( )d ( )( )n
k k kQ P t y P t t u P y= + =∫  

  ومن ثمَّ 

0

( ) ( )( ) ( )
n

n
k k

k

X y u P y P X
=

+ = ∑  

)ولكن  )k k ku P Pλ=إذن ،  

0

( ) ( ) ( )
n

n
k k k

k

X y P y P Xλ
=

+ = ∑  

  وهذا يثبت المتطابقة المرجوّة.

ا كان لـمّ  4.
0

( ) ( ) ( )
n

n
k k k

k

X y P y P Xλ
=

+ =   ، استنتجنا أنّ ∑

2

0

, 2 ( ( ))
n

n n
k k

k

x x P xλ
=

∀ ∈ = ∑ℝ  

  ومن ثمَّ 
1 1

2

0 0
0

, 2 d ( ( )) d
n

n n
k k

k

x x x P x xλ
=

∀ ∈ = ∑∫ ∫ℝ  

2ولأنّ  1kP =� استنتجنا مما سبق أنّ  �
0

2
tr

1

n n

k
k

u
n

λ
=

= =
+∑.  
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ومن جهة أخرى، نستنتج من المساواة 
0

( ) ( ) ( )
n

n
k k k

k

X y P y P Xλ
=

+ =   أنّ  ∑

2

0 0

(( ) ) ( ) ( ( )) ( ) ( )
n n

n
k k k k k k

k k

u X y P y u P X P y P Xλ λ
= =

+ = =∑ ∑  

  أي
1

2

0
0

( ) ( ) d ( ) ( )
n

n n
k k k

k

X t t y t P y P Xλ
=

+ + = ∑∫  

Xوهذا يقتضي بعد تعويض  y=  ّأن  
1

2 2 2

0
0

( ) d ( ( ))
n

n
k k

k

t y t P yλ
=

+ = ∑∫  

  أو
2 1 2 1

2 2

0

(1 )
( ( ))

2 1

n n n

k k
k

y y
P y

n
λ

+ +

=

+ −
=

+∑  

2والاستفادة من  [0,1]وبمكاملة الطرفين على اال  1kP =�   نجد �
1 2 1 2 1 2 1

2 2

0 0

( 1) 2 1
tr d

2 1 ( 1)(2 1)

n n n n

k
k

y y
u y

n n n
λ

+ + +

=

+ − −
= = =

+ + +∑ ∫  

  ú  .نصل إلى النتيجة المطلوبةوبذا 
Jلذلك لا ياً خال ليسيهدف هذا التّمرين إلى إثبات أنّ طيف أي تطبيق خطيّ متناظر  29. التمرين .

فضاءً إقليدياًّ،  Eليكن  هذه النتيجة ولا النتائج المشتقّة منها. لاستفادة منيُسمح هنا با
)من  Tليكن ، و ℕ*من nبعده  )EL .ًتطبيقاً خطياً متناظرا  

. I   ينعددين حقيقيّ نتأمّل α  وβ  2يحقّقان 4α β< . نضع و 

2u T T Iα β= + +  
  يطُلب تعيينه يحُقّق : λه يوجد ثابتٌ أثبت أنّ   1.

2
2, ( ), ( )

2
x E u x x T x x x

α
λ∀ ∈ 〈 〉 = + + � �  

  .لوبٌ قَ  uأنّ  استنتج  2.
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. II ض أنّ تر نفsp( )T =  هكثير حدوديكتب   قيمٌ ذاتيّة، عندئذ T، أي ليس للتطبيق ∅
  الشكلب TX المميّز

2

1

( ) ( )
p

T i i
i

X X Xα β
=

= + +∏X  

2 حيث 4i iα β< أياً كان i  منpℕ. يكون ثبت أنّه في هذه الحالة أ( )T TX  َاً لوبق 
  واستنتج المطلوب.

  الحـل
.1. I  ّمن الواضح أنu  متناظرٌ. من جهة أخرى، ليكنx  منE ّعندئذ نلاحظ أن ،  

2

2 2

2 2

2 2
2

2

2

( ), ( ) ( ) ,

( ), ( ),

( ) ( ),

( )
2 4

( )
2

u x x T x T x x x

T x x T x x x

T x T x x x

T x x x

T x x x

α β

α β

α β

α α
β

α
λ

〈 〉 = 〈 + + 〉

= 〈 〉 + 〈 〉 +

= + +

  = + + −   

= + +

� �

� � � �

� �

� �

  

2 حيث /4λ β α= − .  
.2. I  ّ0وبملاحظ أنλ ,{0}\نستنتج أنّ  < ( ), 0x E u x x∀ ∈ 〈 〉 معرّفٌ  u، فالتطبيق <

  موجبٌ، وهو من ثمَّ قلَوبٌ.
. II ض أنّ تر نفsp( )T =  المميّز هكثير حدوديكتب   قيمٌ ذاتيّة، عندئذ T، أي ليس للتطبيق ∅
TX الشكلب  

2

1

( ) ( )
p

T i i
i

X X Xα β
=

= + +∏X  

2 حيث 4i iα β< أياً كان i  منpℕ.  2فإذا عرفّنا
i i iu T T Iα β= +  iuكان   +

1ناءً على نتيجة السؤال السابق، وكان من ثمَّ قلَوباً، ب 2( )T pT u u u=X � � ⋯ قلوباً لأنهّ  �
تركيب تطبيقات خطيّة قلوبة، وهذا ما يناقض مبرهنة كايلي هاملتون التي تنص على أنّ 

( ) 0T T =X وعليه يجب أن يكون .sp( )T ≠   ú  وّة.، وهي النتيجة المرج∅
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Jليكن  30. التمرين( )n pE ×= M ℝ  ولنعرّف علىE  الآتيالجداء السلّمي :  
 2( , ) , , tr( )tA B E A B AB∀ ∈ 〈 〉 =  

)من  Tولتكن  )nM ℝ وU  من( )pM ℝعلى  . نعرّفE التطبيق الخطّي f   كما
) يلي : ),X E f X TX XU∀ ∈ = −.  
0fكي يكون   Uو Tأوجد شرطاً لازماً وكافياً على   1. =.  
  .fلتطبيق ل التطبيق الخطّي المرافق f*احسب   2.
  اً.متناظر  fكي يكون   Uو Tأوجد شرطاً لازماً وكافياً على   3.

  الحـل
)ليكن  1. , )( )

n pst s tE ∈ ×ℕ ℕ  الأساس القانوني فيEإذن .[ ]st ij is tjE δ δ=  حيثδ   هو رمز
0fكرونيكر. الشرط  )يُكافئ  = ) 0stf E )أياًّ كان  = , )s t  منn p×ℕ ℕ.  

)ليكن إذن  , )s t  منn p×ℕ ℕعندئذ .  

1 1

1 1

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

n n

st k ki st i ki is t t ks
i i
p p

st k st kj j ks tj j ks t
j j

TE T E T T

E U E U U U

δ δ δ

δ δ δ

= =

= =

= = =

= = =

∑ ∑

∑ ∑

ℓ ℓ ℓ ℓ

ℓ ℓ ℓ ℓ

  

)ومن ثمَّ نستنتج من  ) 0stf E   أنّ  =
( , ) , [ ] [ ]n p t ks ks tk T Uδ δ∀ ∈ × =ℓ ℓℓ ℕ ℕ  

  ومنه
kفي حالة  � s≠  نختارt=ℓ  ّلنستنتج أن[ ] 0ksT =.  
kنختار t≠ℓوفي حالة  � s=   ّلنستنتج أن[ ] 0tU =ℓ.  
kو t=ℓوأخيراً في حالة  � s= نجد [ ] [ ]ss ttT U=. 

)ا كان لـمّ و  , )s t  عنصراً كيفيّاً منn p×ℕ ℕ استنتجنا أنهّ يوجد عدد ،λ  منℝ  يحُقّق

nT Iλ= وpU Iλ=أي إنهّ في حالة  ،س واضحٌ . وبالطبع إنّ العكnT Iλ= 
pUو Iλ=  0يكونf =.  
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  لنلاحظ أنّ  2.
( ), tr( ( ) )

tr( )

tr( ) tr( )

, tr( )

, ,

,

t

t t t t

t t t t

t t t

t t

t t

f X Y TX XU Y

X TY U XY

X TY U XY

X TY XY U

X TY X Y U

X TY Y U

= −

= −

= −

= 〈 〉−

= 〈 〉−〈 〉

= 〈 − 〉

  

fوهذا يثبتُ أنّ    :يعُطى بالعلاقة ∗
, ( ) t tY E f Y TY Y U∗∀ ∈ = −   

fمتناظراً إذا وفقط إذا كان  fوعلى هذا يكون  3. f   أي =∗
, t tX E TX X U TX XU∀ ∈ − = −  
, t tX E TX X U TX XU∀ ∈ − = −  

tTفإذا عرفّنا  T T= −ɶ  وtU U U= −ɶ  ّاستنتجنا أنf f   يُكافئ =∗
, 0X E TX XU∀ ∈ − =ɶɶ  

nTيحُقّق  ℝمن  λ، أنهّ يوجد عدد 1.وهذا يُكافئ، استناداً إلى  Iλ=ɶ وpU Iλ=ɶ ّولكن ،
0λمتخالفتان، إذن يجب أن يكون  Uɶو  Tɶالمصفوفتين  0T أي = =ɶ 0 وU =ɶ وعليه  

  ( ) ( )t tf f T T U U∗= ⇔ = ∧ =  ú  

Jلتكن المصفوفة المتناظرة  31. التمرينa b
M b c

 
=  

  
)من   )2M ℝ نزوّد فضاء الأعمدة .

( )2 1E ×= M ℝ داء السلمّي المألوفبالج , tX Y X Y= ، وبالنظيم ⋅
2الإقليدي الموافق  ,X X X= ّأثبت أن .  

2
22

0 2

| |
sup

2 2X

MX a c a c
b

X≠

 + − = + +  
� �

� �
  

2واستنتج قيمة المقدار   

0 2

sup
X

AX

X≠
2في حالة   1

3 1A
 

=  −  
.  
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  الحـل
 وفة متناظرة لدينانعلم أنهّ في حالة مصف �

{ }2

0 2

sup ( ) max | |: sp( )
X

MX
M M M

X
ρ λ λ

≠
= = = ∈

� �
� �

� �
  

2 هي جذور المعادلة Mالقيم الذاتيّة للمصفوفة  2( ) 0a c ac bλ λ− + + − التي  =

)تُكافئ  ) ( )
2 22

2 2
a c a cbλ + −− =   ومنه، +

2 2
2 2sp( ) ,

2 2 2 2

a c a c a c a c
M b b

      + − + −   = + + − +             

  

بالمساواة  εوإذا عرفّنا 
2 2

a c a c
ε

+ +
}استنتجنا أنّ  = }1,1ε ∈   وأنّ  −

2 2

2 2sp( ) ,
2 2 2 2

a c a c a c a c
M b bε ε

           + − + −      = + + − +                        

  

  ومن ثمَّ 

( )

2

2

2

( )
2 2

1
tr tr 4det

2

a c a c
M b

M M M

ρ
 + − = + +   

 = + −   

  

  وهذا يثبت المطلوب.

Aأمّا في حالة مصفوفةٍ ما  �
α γ
β δ

 
 =
  

)2من   )M ℝلم أنّ ، فنعtA AA=� � � � 

tM المصفوفة ومن ثمَّ إذا طبّقنا ما سبق على AA= وجدنا 

( ) ( )
2 22 2 2 2 2 2 2 21

4
2

A α β γ δ α β γ δ αδ γβ= + + + + + + + − −  

2بوجه خاص و  1 1
30 10 5

3 1 2

 
  = + −  

.  ú  
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Jفي هذه المسألة يرمز الرمز  32. التمرينP  إلى الفضاء المكوّن من كثيرات الحدود الحقيقيّة، ويرمز
nP  إلى عناصرP لىالتي لا تزيد درجتها ع n .ونعرّف  

( )
( ) ( )

1

2
1

, ,  , d
1

P t Q t
P Q P Q t

t−

∀ ∈ × =
−∫P P  

)د وأخيراً نتأمّل متتالية كثيرات الحدو  )n nT ∈ℕ  من عناصرP المعرفّة بالعلاقات التالية ،  
( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 1

1 2

1,

2, 2n n n

T X T X X

n T X XT X T X− −

= =

∀ ≥ = −
  

  تمهيد
P,علّل تقارب التكامل الذي يعرّف   1. Q ّوأثبت بعدئذ أن ،,⋅ جداء سلّمي  ⋅

  إلى النظيم الموافق لهذا الجداء السلّمي. ⋅. نرمز إذن بالرمز Pعلى 
) في حالةأثبت أنهّ   2. ),P Q من ×P P   ّفإن 

( ) ( )
0

, cos cos dP Q P Q
π

θ θ θ= ∫  

)قدار حسب الما  3. ) ( ),
0
cos cos dn mI n m
π

θ θ θ= )في حالة  ∫ ),n m 
  ، مُناقشاً الحالات المختلفة.2ℕمن 

  الجزء الأوّل
  .3Tو  2Tأوجد   1.
deg يكن ℕمن  nأثبت أنهّ مهما تكن   2. nT n=ال ث، واحسب أمnX  في

nT  1عندما تكون n≤.  
)، احسبℕمن  n لتكن  3. )cosnT θ بدلالة ( )cos nθ وكذلك احسب ،

( )chnT x  بدلالةch( )nx .  
)أثبت أنّ   4. ) ( ) ( )1 n

n nT X T X− =  ،ℕ من n وذلك مهما تكن، −
1واستنتج أنهّ مهما تكن  n≤ن ، ومهما تكx  منℝ  : فلدينا التكافؤ 

| | 1 ( ) 1nx T x> ⇔ > 

)احسب، في حالة   5. ),n m  2منℕ الجداء السلّمي ,n mT T.  ًواستنتج أساسا
  .nP لفضاءمتعامداً نظاميّاً ل
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  الجزء الثاني
  ، وليكن التطبيق الخطّي :ℕ∗من  nلتكن 

2: : ( 1) ( ) ( )P X P X X P Xϕ ′′ ′→ − ⋅ + ⋅P P ֏  
)أثبت أنّ   1. )n nϕ ⊂P Pيسمح لنا هذا بتعريف التطبيق الخطّي . 

nnϕ ϕ= P  
) : يأتيكما  ): :n n n P Pϕ ϕ→�P P ֏.  

)بالنسبة إلى الأساس القانوني  nϕاكتب مصفوفة   2. )1, , , nX X=E  في …
nP.  

  يقبل التمثيل بمصفوفة قطريةّ. nϕأثبت أنّ   3.

ويحُقّق  1أمثال حدّه المسَيْطِر تساوي  nPفي  nQاستنتج أنهّ يوجد كثير حدود وحيد   4.
2( )n nQ n Qϕ   ؟nQ. ما هي درجة =

21احسب مشتق   5. ( )x x P x′− [من  xفي حالة  ֏⋅    ، واستنتج أنّ −1,1]
2( , ) , ( ), , ( )P Q P Q P Qϕ ϕ∀ ∈ 〈 〉 = 〈 〉P  

  استنتج من ذلك أنّ   6.
2( , ) , , 0n mn m n m Q Q∀ ∈ ≠ ⇒ 〈 〉 =ℕ  

1nاستنتج من ذلك أنّ   7. n nQ ⊥
−∈ ∩P Pوأنهّ يوجد عدد حقيقي ، nλ يحقّق 

n n nQ Tλ=.  
  يحُقق معادلة تفاضليّة يطُلب تعيينها. nTبينّ أنّ   8.

)0استنتج من ذلك الثوابت   9. , , )na a…  التي تحقّق ( )
0

n
k

n k
k

T X a X
=

= ∑.  

  الجزء الثالث

)، ولنعرّف ℕ∗من  n لتكن )cosk

k
x

n

π
= ,0,1}من  kالة في ح − , }n… ُّثم .

)لنعرّف أيضاً كثيرات الحدود  )
0k k n≤ ≤

ℓ  منnP: بالعلاقات ،  

0 ,

( )
j

k
j n j k k j

X x
X

x x≤ ≤ ≠

 −  =   − 
∏ℓ  
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)احسب   1. )n kT x  في حالةk  0,1}من, , }n….  

,0,1}من  kأثبت أنهّ مهما تكن   2. , }n…  : يكن 

1 ( 1) ( ) 0n k
kx x−> ⇒ − >ℓ   

برهن على أنّ :   3.
0

, ( ) ( ) ( )
n

n k k
k

P P X P x X
=

∀ ∈ = ⋅∑P ℓ.  

  رابعالجزء ال

) ليكن ),a b  2منℝ يحُقّق a b< وليكن ،[ ],I a b= نزوّد .nP  بالنظيم
I

⋅  
  المعرّف بالعلاقة :

{ }, sup ( ) :n IP P P t t I∀ ∈ = ∈P � �  

  : ، الشكل الخطّيℝمن  λونعرّف في حالة 

( ) ( ) ( ): , , ,n I
P Pλδ λ⋅ → ⋅P ℝ ֏  

]في هذا السؤال نفترض أنّ   1. ]1, 1I = − +.  
  مستمر. λδأثبت أنّ   �
λأثبت أنّ   � λδ δ−=  وذلك مهما تكنλ  منℝ.  
]ينتمي إلى اال   λنفترض أنّ   � ]1, 1−   .λδاحسب  +
1نفترض أنّ   � λ<   ّأثبت أن( )nTλδ λ=.  
  استنتج مما سبق أنّ   �

( )1 1

2nTλ

λ λ
δ

− + +
=  

]في هذا السؤال نعود إلى الحالة العامّة أي   2. ],I a b= أثبت أنهّ مهما تكن ،λ  من
ℝ : فلدينا  

( ){ } ( )inf : ,n nI

a b
M P P M P T

b a

λ λ
λ

− + −
∈ ∀ ∈ ≤ =

−
Pℝ  

] نفترض أنّ   3. ] 3 20,1 , 1u xu yu zu t∀ ∈ + + + ، ما هو الحدّ ≥
8الأعلى للمقدار  4 2x y z t+ +   ؟+
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  الحـل

  تمهيد

P,تقارب التكامل الذي يعرّف  إنّ  1. Q〈   واضح لأنّ  〈

2

( ) ( ) 1

11

P t Q t
O

tt

 =   −−
  −1في جوار  

  كذلكو 

2

( ) ( ) 1

11

P t Q t
O

tt

 =   +−
)في جوار   1)+−  

⋅〉,ومن الواضح أنّ  �⋅. نرمز إذن بالرمز Pهو جداء سلّمي على  〈⋅ إلى النظيم الموافق لهذا  �
  الجداء السلّمي.

costبإجراء تغيير المتحوّل  2. θ←  الةفي حأنهّ نجد ( , )P Q  من×P P لدينا  

0
, (cos ) (cos )dP Q P Q

π

θ θ θ〈 〉 = ∫  
)لتكن  3. , )n m  2منℕبالاستفادة من المساواة .  

( )1
cos cos cos( ) cos( )

2
n m n m n mθ θ θ θ= + + −  

  نستنتج أنّ 

,

0

: 0

cos cos d : 0
2
0 :

n m

n m

I n m n m

n m

π
π

π
θ θ θ

 = == = = ≠ ≠

∫  

  الجزء الأوّل

  انطلاقاً من العلاقة التدريجيّة 1.

1 2( ) 2 ( ) ( )n n nT X XT X T X− −= −  
)0ومن قيم البدء  ) 1T X )1و = )T X X=  ّنستنتج أن  

2
2 1 0( ) 2 ( ) ( ) 2 1T X XT X T X X= − = −  
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  و
3

3 2 1( ) 2 ( ) ( ) 4 3T X XT X T X X X= − = −  

1تتيح لنا العلاقة التدريجيّة  2. 2( ) 2 ( ) ( )n n nT X XT X T X− −= ن نثبت بالتدريج أنّ  − أ
deg nT n=  وأنّ أمثالnX  فيnT  12تساويn−، لة وذلك في حاn  من∗ℕ.  

cos)المساواة  3. ) cosnT nθ θ=  {0,1,2}صحيحة وضوحاً في حالةn . وإذا افترضنا ∋
1nصحّتها في حالة  2nو − 2nعندما  −   كان لدينا  ≤

( )

1 2(cos ) 2(cos ) (cos ) (cos )

2 cos cos( 1) cos( 2)

cos cos( 2) cos( 2) cos

n n nT T T

n n

n n n n

θ θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ θ

− −= −

= − − −
= + − − − =

  

  . وهكذا نكون قد أثبتنا أنّ nفهي إذن صحيحة في حالة 
, , (cos ) cosnn T nθ θ θ∀ ∈ ∀ ∈ =ℕ ℝ  

  ونبرهن بأسلوب مماثل أنّ 
, , (ch ) chnn x T nθ θ∀ ∈ ∀ ∈ =ℕ ℝ  

)لنتأمّل كثير الحدود  4. ) ( ) ( 1) ( )n
n nQ X T X T X= − − من  θولنلاحظ أنهّ في حالة  −

ℝ نجد  
(cos ) ( cos ) ( 1) cos

(cos( )) ( 1) cos

cos( ) ( 1) cos 0

n
n

n
n

n

Q T n

T n

n n n

θ θ θ

π θ θ

π θ θ

= − − −

= + − −

= + − − =

  

]ينعدم على كامل اال  Qفكثير الحدود    ، وهو من ثمَّ معدوم، أي−[1,1
, ( ) ( 1) ( )n

n nn T X T X∀ ∈ − = −ℕ  
  ولنناقش الحالات التالية : ℝمن  xلتكن 
1xإذا كان  � argعرفّنا  < ch 0t x= )وصار لدينا  < ) ch 1nT x nt= >. 
1xذا كان إ � < argعرفّنا  − ch( ) 0t x= −  وصار لدينا  <

( ) ( ch ) ch 1n nT x T t nt= − = >  
] من x إذا كان � arccostعرفّنا  −[1,1 x=  وصار لدينا 

( ) (cos ) cos 1n nT x T t nt= = ≤  
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   إذن
| | 1 ( ) 1nx T x> ⇔ >  

)في حالة  5. , )n m  2منℕ  لدينا  

,

0 0

, (cos ) (cos )d cos cos dn m n m n mT T T T n m I

π π

θ θ θ θ θ θ〈 〉 = = =∫ ∫  

)فدنا مما أثبتناه في التمهيد استنتجنا أنّ الجملة تفإذا اس )n n
T

∈ℕ
  جملة متعامدة. 

0وإذا عرفّنا  0

1
T T

π
=ɶ 2و

n nT T
π

=ɶ  ّاستنتجنا أن( )n n
T

∈ℕ
ɶ  هي أساس متعامد

  .Pنظامي في 

  الجزء الثاني

  ،  التطبيق الخطّي :ℕ∗من  nنتأمّل، في حالة  1.
2: : ( 1) ( ) ( )P X P X X P Xϕ ′′ ′→ − ⋅ + ⋅P P ֏  

degمن الواضح أنّ  ( ) degP Pϕ )، إذن Pمن  Pوذلك مهما يكن  ≥ )n nϕ ⊂P P .
يتعريف التطبيق الخطّ وهذا ما يتيح لنا 

nnϕ ϕ= P   يأتيكما :  

: : ( )n n n P Pϕ ϕ→�P P ֏  
,1)الأساس القانوني لنتأمّل  2. , , )nX X=E   ا كان  لـمّ  .nP في …

2 2( ) ( 1)k k kX k X k k Xϕ −= − −  
)استنتجنا أنّ المصفوفة  )mat , ,n nϕΦ = E E : مصفوفة مثلثّية عليا من الصيغة  

  

2

2

0 0 2 1 0 0

0 1 0

0 2 0

( 1)

0

0 0

n n n

n

 − × 
 
 
 
 Φ =  − − 
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}وعليه نرى أنّ  3. }2sp( ) : 0n k k nϕ = ≤ يقبل التمثيل  nϕ، وهذا يقتضي أنّ ≥
1، لأنّ له بمصفوفة قطريةّ dim nn + = P مة ذاتيّة مختلفة.قي  

2nا كان بعُدّ الفضاء الذاتي لـمّ  4.
E  2الموافق للقيمة الذاتيّةn  للتطبيقnϕ  استنتجنا  1يساوي

)2أنّ للمعادلة  )P n Pϕ الرمز ب. نرمز إلى هذا الحل 1حلاً واحداً أمثال حدّه المسيطر تساوي  =

nQ وإذا كان .kX  هو الحدّ المسيطر فيnQ  ّ2استنتجنا أن kk X  هو الحدّ المسيطر في( )nQϕ 
)2ونستنتج من المساواة  )n nQ n Qϕ 2أنّ  = 2k kk X n X=  ومنهk n= إذن .

deg nQ n=.  
[من  x لنلاحظ أنهّ في حالة  5.   لدينا ،−]1,1

( )2 2

2
1 ( ) ( ) 1 ( )

1

x
x P x P x x P x

x

′ −′ ′ ′′− = + −
−

  

  ومنه

( )2 2 21 1 ( ) ( ) (1 ) ( ) ( )( )x x P x xP x x P x P xϕ
′

′ ′ ′′− − = − + − = −  
  نجد Pمن  Qو Pوعليه، في حالة 

( )
1

2

1
1

1
2 2

1
1

( ), 1 ( ) ( )d

1 ( ) ( ) 1 ( ) ( )d

P Q x P x Q x x

x P x Q x x P x Q x x

ϕ

−

+

−
−

′
′〈 〉 = − −

 ′ ′ ′= − − + −  

∫

∫
  

  Pمن  Qو Pأياً كان  وأخيراً 
1

2

1

( ), 1 ( ) ( )d , ( )P Q x P x Q x x P Qϕ ϕ

−

′ ′〈 〉 = − = 〈 〉∫  

nعددين طبيعيّين. ولنفترض أنّ  mو nليكن  6. m≠ عندئذ يكون لدينا  
2 2, ( ), , ( ) ,n m n m n m n mn Q Q Q Q Q Q m Q Qϕ ϕ〈 〉 = 〈 〉 = 〈 〉 = 〈 〉  

2ومن ثمَّ  2( ) , 0n mn m Q Q− 〈 〉 2، ولأنّ = 2n m≠  ّنستنتج أن, 0n mQ Q〈 〉 =.  
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degنستنتج من خاصّة التعامد السابقة، ومن كون  7. kQ k=  ّ0أن 1( , , )nQ Q هي  …−
1n. كما نستنتج من خاصّة التعامد نفسها أنّ 1n−Pأساس متعامد للفضاء  nQ −⊥ P إذن .

1n n nQ ⊥
−∈ ∩P P .  
0من الواضح أنّ  � 01Q T= =. 
12، ولنتأمّل ℕ∗تنتمي إلى  nض أنّ لنفتر  � n

n n nR Q T−= هو ثابتُ  −12nا كان لـمّ . −
degاستنتجنا أنّ  nTسيْطر في لـمُ الحد ا 1nR n≤ 1nومن ثمَّ  − nR −∈ P ولكن نعلم .

1إذن  1n−Pعمودي على  nQو nT من أنّ كلاًّ  1 {0}n n nR ⊥
− −∈ ∩ =P P وهذا .

12يبرهن على أنّ  n
n nQ T−=.  

)2ومن  7.ستنتج من ن 8. )n nQ n Qϕ )2أنّ  = )n nT n Tϕ   أو =
2 2( 1) ( ) ( ) ( ) 0n n nX T X XT X n T X′′ ′− + − =  

  وهي المعادلة التفاضليّة المرجوّة.

لنكتب  9.
0

( )
n

k
n k

k

T X a X
=

=   ة فنجدولنعوّض في المعادلة التفاضليّ  ∑

2

2
0 0

2

0 0

( 1) ( 2)( 1)

0

n n
k k

k k
k k

n n
k k

k k
k k

k k a X k k a X

ka X n a X

−

+
= =

= =

− − + +

+ − =

∑ ∑

∑ ∑
  

  أو

( )
2

1 2 2
1 2

0

(2 1) ( ) ( 2)( 1) 0
n

n k
n k k

k

n a X n k a k k a X

−
−

− +
=

− + − + + + =∑  

1ومنه  0na − 0وفي حالة  = 2k n≤ ≤   لدينا  −
2 2

2( ) ( 2)( 1) 0k kn k a k k a +− + + + =  

k!فإذا عرفّنا  kb k a=   1كان لدينا 0nb − 0لة وفي حا = 2k n≤ ≤ − :  

2

1

( )( )k kb b
n k n k

+= −
− +
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!1ونعلم من جهة أخرى أنّ  2nnb n −=   نستنتج إذن أنّ  .⋅

1 2
2

2 1

( 1)!
( 1) 2 : 0

! 2
1

0 : 0
2

k n k
n k

n k

n k n
b n k

k
n

b k

− −
−

− −

− −
= − ≤ ≤

−
= ≤ ≤

  

  ومن ثمَّ 
1 2

2

2 1

( 1)!
( 1) 2 : 0

!( 2 )! 2
1

0 : 0
2

k n k
n k

n k

n k n
a n k

k n k

n
a k

− −
−

− −

− −
= − ≤ ≤

−
−

= ≤ ≤
  

  ومنه
/2

1 2 2

0

, ( ) ( 1) 2
n

k k n k n k
n n k

k

n
n T X C X

n k

  
∗ − − −

−
=

∀ ∈ = −
−∑ℕ  

  الجزء الثالث

cosk، ولنعرّف ℕ∗من  n تكنل

k
x

n

π = −   
}من  kفي حالة   }, ,1, 0n . ثمُّ لنعرّف …

)أيضاً كثيرات الحدود  )
0k k n≤ ≤

ℓ  منnP: بالعلاقات ،  

( )
0 ,

j

k
j n j k k j

X x
X

x x≤ ≤ ≠

−
=

−∏ℓ  

  من الواضح أنّ  1.

( ) cos ( 1) cos ( 1) cos ( 1)n n n k
n k n

k k
T x T n k

n n

π π
π −     = − = − = − = −        

  

0نرى دون صعوبة  2. 1 nx x x< < . وعليه cosوذلك بناءً على التناقص التام للتابع  …>
0kيكون  jx x− 0في حالة  < j k≤ 0k، و> jx x− kفي حالة  > j n< ≤ .

0jxفإذا استفدنا من كون  x− 0في حالة  < j n≤ 1xو ≥ مهما استنتجنا أنهّ،  <
,0,1}من  kتكن  , }n…،  يكن   

1 ( 1) ( ) 0n k
kx x−> ⇒ − >ℓ  
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ا كان لـمّ ، nPمن  Pليكن 3.
0

( ) ( ) ( )
n

k k
k

P X P x X
=

− ⋅∑ ℓ   كثير حدود من الدرجةn 

)على الأكثر، وينعدم عند النقاط  )
0k k n

x
≤ ≤

  استنتجنا أنهّ يساوي الصفر. ومنه 

0

, ( ) ( ) ( )
n

n k k
k

P P X P x X
=

∀ ∈ = ⋅∑P ℓ  

  رابعالجزء ال

) ليكن , )a b  2منℝ يحُقّق a b< وليكن ،[ , ]I a b= نزوّد .nP  بالنظيمI⋅� المعرّف  �
  بالعلاقة :

{ }, sup | ( )|:n IP P P t t I∀ ∈ = ∈P � �  

: ، الشكل الخطّيℝمن  λونعرّف في حالة  ( , ) ( ,| |), ( )n I P Pλδ λ⋅ → ⋅P � � ℝ ֏.  

]في هذا السؤال نفترض أنّ  1. 1,1]I = −.  

  .منتهي البُعد nPلأنّ  مستمر λδنّ إ �1.

  عندئذ. ℝمن  λلتكن  �1.

| | 1

, ( ) sup ( )n
t

P P P tλλ δ
≤

∀ ∈ ≤ ⋅P  

). بتطبيق الخاصّة السابقة على nPمن  Pليكن إذن  )P X− نجد  

| | 1 | | 1

( ) sup ( ) sup ( )
t t

P P t P tλ λλ δ δ
≤ ≤

− ≤ ⋅ − = ⋅  

λوهذا يقتضي أنّ  λδ δ− ≤ .  
λنستنتج أنّ  −λوبتطبيق ما أثبتناه على  λδ δ−≤ ومنه ،λ λδ δ−=.  

,1من اال   λفي حالة  �1. 1 − +   ً1نجد وضوحاλδ =.  

1نفترض أنّ  �1. λ< وليكن ،P  منnPعندئذ، استناداً إلى الجزء الثالث، نجد .  

0

( ) ( ) ( )
n

k k
k

P P xλ λ
=

= ⋅∑ ℓ  
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  ومنه

0 0

( ) ( ) ( ) ( )
n n

k k I k
k k

P P x Pλ λ λ
= =

≤ ⋅ ≤∑ ∑ℓ � � ℓ  

  ولكن

0 0 0

( ) ( 1) ( ) ( ) ( ) ( )
n n n

n k
k k k k n

k k k

T x Tλ λ λ λ−

= = =

= − = =∑ ∑ ∑ℓ ℓ ℓ  

  إذن
, ( ) ( )n I nP P P Tλ λ∀ ∈ ≤P � �  

nPوتتحقّق المساواة في حالة  T=  ّ1لأنn I
T )ذن . إ= )nTλδ λ=.  

1λفي حالة  �1. < ) لدينا − )nTλ λδ δ λ−= =   . فنكون قد أثبتنا أنّ −

| 1| | 1|

2nTλ

λ λ
δ

 − + + =   
  

  لأنّ 
: 1

| 1| | 1|
1 : 1 1

2
: 1

1

1

λ λ
λ λ

λ

λ λ

− ≤

≤

 <− + + = − ≤ ≤− − >

  

]في هذا السؤال نعود إلى الحالة العامّة أي  2. , ]I a b=تكن. ول λ  منℝ نضع .
2 a b

b a

λ
λ

− −
=

−
ɶ في حالة ، وP  منnP نعرّف  

( )
2 2

a b b a
P X P X

 + − = +   
ɶ.  

  فيكون لدينا

| | 1

| 1| | 1|
( ) sup ( )

2n
t

P T P t
λ λ

λ
≤

 − + + ≤ ⋅  

ɶ ɶ
ɶ ɶ ɶ  

  وهذا يُكافئ

[ , ]

| | | |
( ) sup ( )n

t a b

a b
P T P t

b a

λ λ
λ

∈

 − + + ≤ ⋅  − 
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2 ةوتحدث المساواة في حال
( ) n

X a b
P X T

b a

 − − =   − 
  . إذن

[ , ]

| | | |
inf : , | ( )| sup | |n n

a b

a b
M P P M P T

b a

λ λ
λ

     − + +  ∈ ∀ ∈ ≤ =      −   
Pℝ  

  نفترض أنّ  3.
3 2[0.1], 1u xu yu zu t∀ ∈ + + + ≤  

  بالصيغة 3Pمن  Pأنهّ إذا عرفّنا كثير الحدود هذا يعني 
3 2( )P X xX yX zX t= + + +  

فإنّ 
[0,1]

sup | | 1P   يساوي  P(2). واستناداً إلى ما أثبتناه فإنّ الحدّ الأعلى للمقدار ≥

3 3

|2 0| |2 1|
(3) 99

1 0
T T

 − + −  = =  − 
  

  ú  وهي النتيجة المطلوبة.
  

Jليكن  33. التمرين( , , )E 〈⋅ )و 〈⋅ , , )H 〈⋅    .K عد علىي البُ يداء سلّمي منتهفضائَيْ ج 〈⋅
. I   ليكن:T E H→  ًمتبايناً تطبيقاً خطيّا.  

Tأثبت أن التطبيق   1. T∗ .ٌتقابل  

ImFضع ن  2. T=التطبيق ، ونعرّف ( ) 1
FQ T T T T−∗  كلاًّ . احسب  =∗

Fو ∗FQمن  FQ Q�.  
  .Fعلى  Hم للفضاء هو الإسقاط القائ FQأثبت أنّ   3.
. II  ليكنF فضاءً جزئياًّ منH،  وليكن( )1 2, , , mx x x… أساساً ما للفضاء الجزئي 

F 1. ولنضع( )m
mE ×= ≅MK K : مزوّداً بالجداء السلميّ المألوف  

,
t

X Y X Y X Y∗= ⋅ = ⋅  
  ثمُّ لنتأمّل التطبيق الخطّي

[ ]1
1

: , , ,
m

t
m i i

i

E H xα α α
=

Φ → ∑… ֏  



 446 الفضاءات الشعاعيّة المزوّدة بجداء سلّمي

  متباينٌ. Φأثبت أنّ   1.

  هو التطبيق التالي :  Φ∗أثبت أنّ التطبيق   2.
[ ]1: , , , , ,t

mH E y x y x y∗Φ → ֏ …  
  أثبت أنّ    3.

( ),X E X GX∗∀ ∈ Φ Φ =�  
)حيث  )1Gram , , mG x x= ….  

 استنتج مما سبق أنّ   4.

( )
( )

1, ,
1 1

, min
m

m

m m

i i i i
i i

y H y x y y x
α α

α β
∈ = =

∀ ∈ − = −∑ ∑
K…

 

  حيث
( )

( )

1 1

1

,

,m m

y x y

G

y x y

β

β

−

   
   
   = ⋅   
   
   
   

⋮ ⋮  

: احسب  تطبيق
( )

( )
2

1 2

1 23
1 2

0,
min dt t t
α α

α α
∈

− −∫ℝ.  

  الحـل

.1. I ليكن :T E H→  ًمن الواضح أنّ  .متبايناً تطبيقاً خطيّاker kerT T T∗⊂.  
  وبالعكس،

ker ( ) 0 ( ), 0

( ) 0 ( ) 0

ker

x T T T T x T T x x

T x T x

x T

∗ ∗ ∗∈ ⇒ = ⇒ 〈 〉 =

⇒ = ⇒ =

⇒ ∈

  

kerإذن  kerT T T∗= ا كان لـمّ . وT  ّمتبايناً استنتجنا أن*T T  تطبيق متباينٌ من
( )EL ّولكن .E  فضاء شعاعي منتهي البُعد، إذن*T T تمي إلى أي ين ؛تقابل خطّي
( )EGL .  
.2. I  لتكنImF T= 1، ولنعرّف( )FQ T T T T∗ −   . عندئذ نلاحظ أنّ =∗

1 1( ( ) ) ( )F FQ T T T T T T T T Q∗ ∗ − ∗ ∗ ∗ − ∗= = =  
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  كذلكو 
1 1 1( ) ( ) ( )F F FQ Q T T T T T T T T T T T T Q∗ − ∗ ∗ − ∗ ∗ − ∗= = =�  

.3. I بق أنّ نستنتج مما سFQ وأنّ  ،هو إسقاطٌ قائمIm ImFQ T F⊂ ونستنتج من . =
FQالمساواة  T T=�  ّأن, ( )Fy F Q y y∀ ∈ Im. إذن = FQ F=و ،FQ  هو

  .Fعلى  Hالإسقاط القائم للفضاء 
. II  ليكنF فضاءً جزئياًّ من H،  وليكن( )1 2, , , mx x x… أساساً ما للفضاء الجزئي F .

)ولنضع  )1
m

mE ×= ≅MK K ثمُّ لنتأمّل التطبيق الخطّي. مزوّداً بالجداء السلميّ المألوف   

1
1

: , [ , , ]
m

t
m i i

i

E H xα α α
=

Φ → ∑… ֏   

.1. II  ّإن Φ  ٌ1، لأنّ متباين 2( , , , )mx x x…  جملة حرةّ فيH.  

.2. II  ليكنy  منH  1وليكن[ , , ]t
mX α α=   عندئذ Eمن  …

1
1 1

( ), , , , [ , , , ,
m m

t
k k k k m

k k

X y x y x y X x y x yα α
= =

Φ = = 〈 〉 = 〈 〉 〈 〉]∑ ∑ …  

  : المعرّف كما يأتيبيق هو التط Φ∗أنّ التطبيق وهذا يثبتُ 

1: , [ , , , , ]t
mH E y x y x y∗Φ → 〈 〉 〈 〉֏ …  

.3. II  1ليكن[ , , ]t
mX α α=   عندئذ نلاحظ أنّ  Eمن  …

1 1

( ) ,

m

m m

j j k j j
j k k

X x x x GXα α∗ ∗

= = ∈

       Φ Φ = Φ = 〈 〉 =         
∑ ∑

ℕ

�  

)1Gramحيث  , , )mG x x= ….  
.4. II  ليكنy  منHعندئذ .  

1( , , ) 1

min ( , ) ( )
m

m

m

i i F
i

y x d y F y Q y
α α

α
∈ =

− = = −∑
K…

  

ImFولأنّ  = Φ  ّاستنتجنا أن  
1 1( )FQ G∗ − ∗ − ∗= Φ Φ Φ Φ = Φ Φ.  
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  فإذا عرفّنا 

1 1
1 1

( ) ,

( )

( ) ,m m

y x y

G y G

y x y

β

β

− ∗ −

   〈 〉   
   = Φ = ⋅   
   〈 〉      

⋮ ⋮  

  كان 

( )1
1

( ) [ ( ), , ( )] ( )
m

t
F m j j

j

Q y y y y xβ β β
=

= Φ = ∑…  

  ومنه

1( , , ) 1 1

, min ( )
m

m

m m

i i i i
i i

y H y x y y x
α α

α β
∈ = =

∀ ∈ − = −∑ ∑
K…

  

  حيث
1

1 1( ), , ( ) , , , ,
t t

m my y G x y x yβ β −   = ⋅ 〈 〉 〈 〉   … …  

لحساب  .تطبيق
2

1 2

1

2 3 2
1 2

( , )
0

min ( ) dt t t
α α

α α
∈

∆ = − −∫
ℝ

، نلاحظ أننا ضمن الإطار 

  حيثالمبينّ في المسألة 

( )3[ ], ,H X= 〈⋅ ⋅〉ℝ  1و

0
, ( ) ( )dP Q P t Q t t〈 〉 = ,vect(1و   ∫ )F X=  

  وعليه فإنّ 
2 3 2

1 2X Xβ β∆ = − −� �  
1حيث  2( , )β β هو حلّ الجملة  

3
1

3
2

1,1 1, 1,

1, , ,

X X

X X X X X

β

β

    〈 〉 〈 〉 〈 〉     =     〈 〉 〈 〉 〈 〉         
  

  أو
1

2

1 1/2 1/4

1/2 1/3 1/5

β

β

     
     =               
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1 ومنه

1

5
β = 2و −

9

10
β 1. إذن = 9

5 10
X− على  3Xهو المسقط القائم للعنصر  +

Fويكون .  
2

2 3

3 3

1

6 4 3

0

1 9

5 10
1 9

,
5 10

9 1 9
d

10 5 700

X X

X X X

x x x x

∆ = + −

= + −

 = − + =  ∫

  

  ú  .ينُجَز الحلوبذا 

Jالتوابع التخالفيّة 34. التمرين  
)ليكن  , , )E ⋅ 2فضاءً إقليدياً بعُده  ⋅ n≤ نقول عن تابع .:u E E→  ّإنه
  إذا وفقط إذا تحقّق الشرط تخالفي

  2( , ) , , ( ) ( ), 0x y E x u y u x y∀ ∈ + =  ( )A  
)ونرمز بالرمز  )EA  إلى مجموعة التوابع التخالفيّة علىE.  

u:ليكن   1. E E→  ًبحساب المقدار  ،تخالفياً. أثبت تابعا, ( )z u x yα β+  في حالة
( , , )x y z  3منEو ،( , )α β  2منℝ،  ّأنu .تطبيق خطّي  

u:ليكن   2. E E→  التالية: ربعالخواص الأ تكافؤتابعاً ما. أثبت  
�  u  قتطبيق خطّي يحُق, ( ), 0x E u x x∀ ∈ =.  
�  ( )u E∈ A.  
�  u  أساس متعامد نظامي في أيتطبيق خطّي، و E في E ،قالمصفوفة  تحُق

mat( , , )M u= E E  الشرطtM M= −.  
�  u تطبيق خطّي، ويوجد أساس متعامد نظاميE فيEقالمصفوفة عنده  ، تحُق

mat( , , )M u= E E  الشرطtM M= −.  

)أثبت أنّ   3. )EA  فضاء شعاعي على الحقلℝ واحسب ،dim ( )EA.  
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u:ليكن   4. E E→  تابعاً تخالفياً من( )EA.  
 n. ماذا تستنتج عندما يكـون λ، احسب u لتطبيققيمة ذاتيّة ل ℝمن  λلتكن   �

  ؟ عدداً فردياً 
kerأثبت أنّ   � Imu u⊥.  
ImFلنضع   � u= ّأثبت أن ،( )u F F⊂أنّ التطبي ق ، ثمُّ بينFv u= 

)أي ( : , ( )v F F x u x→ )rgهو تقابل تخالفي. واستنتج أنّ  ֏ )u  ٌعدد
  زوجي.

) يحُقّق Eفضاءً جزئياً من  Gأثبت أنهّ مهما يكن   � )u G G⊂لدينا الاحتواء، ف 
( )u G G⊥ ⊥⊂.  

u:ليكن   5. E E→  تابعاً تخالفياً من( )EA ّ2، نفترض أيضاً أن
Eu I= −.  

2بالعلاقة  pهو عدد زوجي. نعرّف العدد  dimEبين أنّ   � dimp E=.  

}من  xلتكن   � }\ 0E نعرّف .F x= ℝ ّأثبت أن .( )u F F⊥.  

)التي تحُقق  Eمن  F اءات الجزئيّةمجموعة الفض S لتكن  � )u F F⊥ع . نض
{ }dim :F F= ∈N S ّأثبت أن .N  مجموعة جزئيّة غير خالية من

ℕ بالعدد  محدودة من الأعلىp .  
maxqليكن   � = N 0، وليكنF  منS  0يحُقّقdimF q= لنفترض .

qجدلاً أنّ  p<0في ت أنهّ يوجد. عندئذ أثب 0( ( ))F u F يحُقق   xشعاع  ⊕⊥
0 x≠ ّأن بين ُ1 . ثم 0F x F= ⊕ℝ ينتمي إلىS استنتج أنهّ يوجد فضاء .

) يحُقّق Eمن  G جزئي )u G G⊥  و( )E G u G= ⊕.  

1ليكن   � 2( , , , )pe e e=G ة رّف الجمل. ولنعGفي أساساً متعامداً نظامياً  …
1 2 2( , , , )pf f f=F 2قات بالعلا … 1k kf e− 2و  = ( )k kf u e=  حين

1كون ي k p≤ واكتب  E فيأساس متعامد نظامي  F. أثبت أنّ الجملة ≥
)matالمصفوفة  , , )pU u= F F.  
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u:ليكن   6. E E→  تابعاً تخالفياً من( )EA .  

)يقبل التمثيل بمصفوفة قطريةّ وأنّ  2uأثبت أنّ   � )2sp u −⊂ ℝ.  
)2: احسب مساعدة    )u ∗.  

2kerأثبت أنّ   � keru u=.  
)بمقُارنة   � )u XX  و( )u X−X  ّأثبت أن  

2
2 2( 1) ( ) [ ( )]n

uu X X− =X X  

 الفضاء الذاتي الموافق، وليكن 2u لتطبيقل غير معدومةقيمة ذاتيّة  λلتكن   �
2ker( )EE u Iλ λ= ). أثبت أنّ − )u E Eλ λ⊂ ّأن التطبيق ، وبين
1

Eu u
λλ

=
−

1 أي( 
( : , ( ) ( )u E E u x u xλ λ

λ
→ =

−
تقابلٌ  

 2 قتخالفي،  يحُق
Eu I
λ

= في  λF . استنتج أنهّ يوجد أساس متعامد نظامي−
Euمصفوفة فيه تأخذ  Eλ الفضاء

λ
pU الشكل 

λ
λ−، ا وقد عرفّنpλ 

dimالعلاقة:ب 2E pλ λ=.   

شكلاً  إليهبالنسبة  uمصفوفة يعُطي أساس متعامد نظامي  Eاستنتج أنهّ يوجد في   �
  بسيطاً يُطلبُ وصفُه. 

u:ليكن   7. E E→  تابعاً تخالفياً من( )EA وليكن .EI التطبيق المطابق على E.  
Eu يكن، ℝ∗من  λأثبت أنهّ مهما تكن   � Iλ+  ًاً خطيّ تقابلا.  
المعطى بالصيغة  wλالتطبيق الخطّي ، فإن ℝ∗من  λ أثبت أنهّ مهما تكن  �

1( ) ( )E Ew u I u Iλ λ λ −= − +  قيمةً  −1هو دوران لا يقبل العدد  �+
)أي (ذاتيّة،  )w O Eλ

)و ∋+ 1 sp( )wλ− ∉ .  
)1: تحقّق أنّ مساعدة    ) ( )E Ew u I u Iλ λ λ−= + − +�.  

)ينتمي إلى  wوبالعكس نفترض أنّ    � )O E+  ق و1يحق sp( )wλ− . أثبت أنهّ ∌
)في  uيوجد تطبيق تخالفي  )EA يحُقّق  
1( ) ( )E Ew u I u I −= − + +�  
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مزوداً بالجداء السلمي المألوف  3ℝليدي هو الفضاء الإق Eنفترض في هذا السؤال أنّ   8.
)وموجّهاً بالأساس القانوني  , , )i j k=E


 


إلى  zUرمزنا بالرمز  Eمن  z. وإذا كان 
:التطبيق  , ( )z zU E E U x z x→ = ∧.  

zنفترض أنّ   � i j kα β γ= + +


 


 Eبالأساس  zU. اكتب مصفوفة 
  تخالفي. zU واستنتج أنّ 

 يحُقّقيطُلب تعيينه  Eمن  z تطبيقاً تخالفياً فيوجد uأثبت أنهّ إذا كان   �
zu U=.  

zنفترض في هذا السؤال أنّ   � k=



)cotوأنّ   /2)λ θ= إلى  θ تنتمي إذ −
] [2 , 0 \{ }π π. احسب wλ  الموافق للتطبيق التخالفيzU والمعرّف في السؤال ،

  ثمُّ عين محور هذا الدوران وزاويته. 7.
  الحـل

u:ليكن  1. E E→  .ًفي حالةتابعاً تخالفيا ( , , )x y z  3منEو ،( , )α β  2منℝ ،لدينا  
, ( ) ( ),

( ), ( ),

, ( ) , ( )

, ( ) ( )

z u x y u z x y

u z x u z y

z u x z u y

z u x u y

α β α β

α β

α β

α β

〈 + 〉 = −〈 + 〉

= − 〈 〉− 〈 〉

= 〈 〉 + 〈 〉

= 〈 + 〉

  

  أنّ هذا يثبتُ كيفي   zلأنّ  و
( ) ( ) ( )u x y u x u yα β α β+ = +  

  ق خطّي.تطبي u إذن
u: لنتأمّل تابعاً ما 2. E E→ .  

⇐� )ليكن  � , )x y  2منE، عندئذ  

0 0

0 ( ), ( ) ( ),

( ), ( ), ( ), ( ),

( ), ( ),

u x y x y u x u y x y

u x x u x y u y x u y y

u x y u y x

= 〈 + + 〉 = 〈 + + 〉

= 〈 〉 + 〈 〉 + 〈 〉+ 〈 〉

= 〈 〉 + 〈 〉

�������� ��������  

)ومنه  )u E∈ A.  
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⇐� )1تطبيق خطّي. ليكن  uنعلم من الطلب السابق أنّ  � , , )ne e=E أساساً متعامداً  …
). ولنعرّف Eنظامياً ما في  )ijM m=  مصفوفةu عندئذهذا الأساس.  بالنسبة إلى  

( ), ( ),ij j i i j jim u e e u e e m= 〈 〉 = −〈 〉 = −  
tMومنه  M= −.  
⇐�   هذا اقتضاء تافه. �
⇐� )1تطبيق خطّي. ليكن  uنعلم من الطلب السابق أنّ  � , , )ne e=E  المتعامد اسالأس …

)الذي يجعل  Eفي  نظاميال )ijM m=،  مصفوفةu تحقّق بالنسبة إلى هذا الأساس ،
tM M=   يكون لدينا . عندئذ−

2( , ) , ( ), ( ), 0n j i i ji j u e e u e e∀ ∈ 〈 〉 + 〈 〉 =ℕ  

فإذا كان 
1

n

k k
k

x eα
=

= iالعدد  في لسابقةاضربنا طرفي العلاقة و ، ∑ jα α  ُّجمعنا هذه العلاقات ثم

2 وجدنال ( ), 0u x x〈 〉   أي  =
, ( ), 0x E u x x∀ ∈ 〈 〉 =  

  وهذا يثُبت التكافؤ المطلوب.
)من الواضح أنّ  3. )EA  فضاء شعاعي جزئي من( )EL وأنهّ إذا كان .E  ًأساساً متعامدا

)matعرّف التطبيق  Eنظاميّاً في  , , )u u E E֏  تقابلاً خطياًّ بين( )EA  وبين فضاء

)ات التخالفيّة المصفوف )nA ℝ  الذي بعُده يساوي( 1)

2

n n −.  

u:ليكن  4. E E→  تابعاً تخالفياً من( )EA.  

موافقاً. عندئذ نستنتج من  اً شعاعاً ذاتيّ  x، وليكن uقيمة ذاتيّة حقيقيّة للتطبيق  λلتكن  �4.
  المساواة 

2 , , ( ), 0x x x x x u x yλ λ λ= 〈 〉 = 〈 〉 = 〈 〉 =� �  
0λأنّ  =.  

dimnفإذا كان  E= ز للتطبيق عدداً فردياًّ، كان لكثير الحدود المميu  جذرٌ حقيقي، وهذا
. uقيمة ذاتيّة للتطبيق  0عدداً فردياًّ كان  nاستناداً إلى ما سبق. إذن إذا كان 0الجذر يساوي 

  غير متباين. uوكان 
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). إذن keruعنصراً من  x، وليكن Imuعنصراً من  yليكن  �4. ) 0u x  zويوجد  =
)يحُقّق  Eمن  )u z y=وعليه .  :, , ( ) ( ), 0x y x u z u x z〈 〉 = 〈 〉 = −〈 〉 وهذا يثبت  .=
kerأنّ  Imu u⊥.  
ImFلنضع  �4. u=الواضح أنّ  . من( )u F F⊂،  ما يتيح لنا تعريف التطبيق هذا و
Fv u= أي  

: , ( )v F F x u x→ ֏  
  فتحقّق  kervأمر يسير ومباشر، أمّا  اً تخالفي vإنّ التيقّن من كون 

ker ker Im {0}u F u u∩ = ∩ =  
هو عددٌ زوجي.  dimF، أنّ �4.هو تقابل تخالفي. وهذا يبرهن، بناءً على نتيجة  vإذن 

  .uعددٌ زوجي في حالة تطبيق تخالفي  rguفنكون قد أثبتنا أنّ 
) يحُقّق Eفضاءً جزئياً من  Gليكن  �4. )u G G⊂ نتأمّل .x  منG⊥ وy  منG 

  عندئذ

� �( )( ), , ( ) 0

G G

u x y x u y

⊥ ⊥

〈 〉 = −〈 〉 =  

)وهذا يثبتُ أنّ  )u G G⊥ ⊥⊂.  
u:ليكن  5. E E→  تابعاً تخالفياً من( )EA ّ2، نفترض أيضاً أن

Eu I= −.  
العدد  إذن عدد زوجي. نعرّف dimEأنّ ، �4.تقابلاً استنتجنا، بناءً على  uا كان لـمّ  �5.
p  2بالعلاقة dimp E=.  
F. نعرّف E{0}\من  xلتكن  �5. x= ℝ . ّا كان لـم( )u x x⊥ أنّ  استنتجنا

( )u F F⊥.  
)التي تحُقق  Eمن  F مجموعة الفضاءات الجزئيّة S تكنل �5. )u F F⊥.  ّ{0}ا كان لـم 

≠استنتجنا أنّ  Sينتمي إلى  ∅S .موعةعرّف إنمن  غير الخالية الجزئية ذن اℕ  :كما يأتي  
{ }dim :F F= ∈N S  

dimاستنتجنا أنّ  Sعنصراً من  Fإذا كان  ( ) dimu F F=  ّلأنu  ٌخطّيتقابل ،
)من  ناستنتجاو  )F u F E⊂⊕  ّ2أنdim dim dim ( ) 2F F u F p= +  إذن ≥

dimF p≤ ّ0,1}. وعليه نرى أن, , }p⊂N ….  
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maxqنعرّف إذنل �5. = N0 نتأمّل عنصراً ، ولF  منS  0يحُقّقdimF q= . ُّثم
qلنفترض جدلاً أنّ  p<0 . عندئذ 0dim( ( )) 2 2 2F u F p q⊥ = − ومن ثمَّ يوجد  ⊕≤

0ينتمي إلى  x صفريشعاع غير  0( ( ))F u F ⊥⊕.  
1نعرّف إذن  0F F x= ⊕ ℝ.  ونتأمّل العنصرينy xλ+ وy xλ′   عندئذ 1Fمن  +′

( ), ( ), ( ), ( ), ( ),u y x y x u y y u y x u x y u x xλ λ λ λ λλ′ ′ ′ ′ ′ ′〈 + + 〉 = 〈 〉 + 〈 〉 + 〈 〉 + 〈 〉
( ), ( ), ( ),u y y u y x u y xλ λ′ ′ ′= 〈 〉 + 〈 〉− 〈 〉

  

)ولكن  ), 0u y x〈 〉 )و = ), 0u y x′〈 〉 )0لأنّ  = )x u F⊥،  كذلك و( ), 0u y y ′〈 〉 = 
0Fلأنّ  ∈ S.  
)إذن  ), 0u y x y xλ λ′ ′〈 + + 〉 1. وهذا ما يثبتُ أنّ = 1( )u F F⊥ َّ1، ومن ثمF ∈ S .

1dimإنّ  إذ qولكنّ هذا يناقض تعريف  dim 1 1F F q= + = . وعليه لا بدُّ أن +
qيكون  p=،  إذا اخترنا وG  عنصراً منS  يحُقّقdimG p=   كان( )G u G⊥  وكان

( )E G u G

⊥

= ⊕.  
1ليكن  �5. 2( , , , )pe e e=G . ولنعرّف الجملة Gفي أساساً متعامداً نظامياً  …

1 2( , , )pf f=F 2بالعلاقات  … 1k kf e− 2و = ( )k kf u e=  1كون يحين k p≤ ≤.  
  لنلاحظ أوّلاً أنهّ 

2 2( , ) , ( ), ( ) , ( ) , ,x y E u x u y x u y x y x y∀ ∈ 〈 〉 = −〈 〉 = −〈 − 〉 = 〈 〉  
)2وعليه فإنّ الجملة  )

pk kf ∈ℕ  ّجملة متعامدة نظاميّة. ولأن( )G u G⊥  استنتجنا أنّ كلّ شعاع من

( )2 1
p

k k
f − ∈ℕ

)يكون عمودياً على كلّ شعاع من   )2
p

k k
f

∈ℕ
. وهذا يثبت أنّ 

1 2( , , )pf f=F   . ويكون لديناEتعرّف أساساً متعامداً نظامياً في  …

  

0 1

1 0

0 1
mat( , , ) 1 0

0 1

1 0

pU u

 − 
 
 
 − = =  
 
 
 − 
  

F F

⋱
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u:ليكن  6. E E→  ًتخالفياً من  تطبيقا( )EA.  

2لنتأمّل التطبيق  �6. ( )u u u u u∗− = − =� تطبيق خطّي متناظر  −2u. نلاحظ أنّ �
)2spموجب. وهذا يقتضي أنّ  )u +− ⊂ ℝ  2أوsp( )u −⊂ ℝ.  

2kerمن الواضح أنّ  �6. keru u⊂ ّ2. وبالعكس فإن( ) 0u x يقتضي  =
( ) 0u u x∗ )ومن ثمَّ  �= ) 0u x )أو  = ) 0u x 2ker. إذن = keru u=.  

  ظ أنّ لنلاح �6.

2
2 2 2

2

( ) det( ) det( )det( )

( )( 1) det( )

( )( 1) det( )

( )( 1) ( ) ( 1) ( ( ))

u

n
u

n
u

n n
u uu

X u X I u XI u XI

X u XI

X u XI

X X X∗

∗

= − = − +

= − − −

= − −

= − = −

X

X

X

X X X

  

λ. إذن 2uللتطبيق  الصفرقيمة ذاتيّة غير  λلتكن  �6. ∗
−∈ ℝالفضاء الذاتي  . ولنتأمّل

)2ker الموافق )EE u Iλ λ= )2كان   Eλعنصراً من  x. إذا كان − )u x xλ=  َّومن ثم
2( )( ) ( )uu x u xλ=  إذن( )u x Eλ∈.  

1، التطبيق Eλعرّف إذن، على نُ 
Eu u
λλ

=
−

  أي 

1
: , ( ) ( )u E E u x u xλ λ

λ
→ =

−
  

  إنّ فكذلك و . Eλتابعٌ تخالفي على  uمن الواضح أنّ 
2 21 1

( ) ( )E E Eu u I I
λ λ λ

λ
λ λ

= − = − = −  

2تقابلٌ تخالفي يحُقّق  uإذن 
Eu I
λ

= استتجنا أنهّ يوجد أساسٌ  5.. فإذا استفدنا من نتيجة −
)matيحُقّق  Eλللفضاء  λFمتعامدٌ نظامي  , , )pU u

λ λ λ= F F حيث 
dim 2E pλ λ= ّوهذا يثُبتُ أن .  

mat( , , )p EU u
λ λ λ λλ− = F F  
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2uا كانت الفضاءات الذاتيّة للتطبيق المتناظر لـمّ  �6. u u∗= − متعامدة مثنى مثنى، فإذا  �
2kerأساساً متعامداً نظاميّاً للفضاء  0Fعرفّنا  keru u=   كان الأساس

2sp( )u
λ

λ∈
=F F∐ 

شكل مصفوفة  Fبالنسبة إلى الأساس  uوأخذت مصفوفة  Eنظامياًّ للفضاء أساساً متعامداً 
2قطريةّ كتليّاً. وعلى وجه الدقةّ، إذا كان  2 2 2

1 2sp( ) {0, , , , }qu µ µ µ= − −  حيث …−

( )
qk kµ ∈ℕ  من∗

+ℝ 0، وعرفّنا
1

2
q

k
k

p n p
=

= − إلى  kpإذ رمزنا اختصاراً بالرمز  ∑
k

pλ  .

  كان

  

u:ليكن  7. E E→  تابعاً تخالفياً من( )EA وليكن .EI التطبيق المطابق على E.  

Euوهذا يثبتُ أنّ  uللتطبيق ليست قيمة ذاتيّة −λنعلم أنّ ، ℝ∗من λتكن ل �7. Iλ+ 
  خطّي. تقابلٌ 

  المعطى بالصيغة  wλيمكننا استناداً إلى ما سبق أن نعرّف التطبيق الخطّي  ،ℝ∗من  λلتكن  �7.
1( ) ( )E Ew u I u Iλ λ λ −= − + +�  

0 0

1

2

2

mat( , , )

0

0

0

0

( )0

0

0

k

q

p p

k

k

k

k pk

k

k

V

V

u

V

V

µ

µ

µ

µ

µ

µ

×

 
 
 
 
 =  
 
 
 
  
 

− 
 
 
 
 −
 

= ∈ 
 
 
 
 − 
 
  

F F

M

⋱

ℝ

⋱
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  ا كانلـمّ 
( ) ( ) ( ) ( )E E E Eu I u I u I u Iλ λ λ λ− + + = + − +� �  

  استنتجنا أنّ 
1 1( ) ( ) ( ) ( )E E E Eu I u I u I u Iλ λ λ λ− −+ − + = − + +� �  

)1إذن لدينا أيضاً  ) ( )E Ew u I u Iλ λ λ−= + −   . وعليه�+
1

1

1 1

( ) (( ) )

( ) ( )

( ) ( )

E E

E E

E E

w u I u I

u I u I

u I u I w

λ

λ

λ λ

λ λ

λ λ

∗ ∗ − ∗

∗ ∗ −

− −

= − + +

= − + +

= + − + =

�

�

�

  

)ا كان لـمّ و  ) ( )E E Eu I u I u Iλ λ λ∗ ∗+ = + = −   ا أنّ استنتجن +
det( ) det( )E Eu I u Iλ λ+ = − +  

)detومن ثمَّ  ) 1wλ ). وبذا نكون قد أثبتنا أنّ = )w Eλ
+∈ O ّوأخيراً إذا افترضنا جدلاً أن .

)ير معدوم يحُقّق استنتجنا أنهّ يوجد شعاع غ wλقيمة ذاتيّة للتطبيق  −1 )w x xλ = وهذا  −
  يُكافئ

1( ) ( )( )E Eu I u I x xλ λ−+ − + = −�  
)أو )( ) ( )( )E Eu I x u I xλ λ− + = + 2ومنه  − 0xλ 0x، وهذا تناقضٌ لأنّ = ≠ 
0λو 1وعليه فإنّ  .≠ sp( )wλ− ∉.  

)ينتمي إلى  wوبالعكس نفترض أنّ  �7. )O E+  ق و1يحق sp( )w− ليس  −1ا كان لـمّ . ∌
Ewنتجنا أنّ است wقيمة ذاتيّة للتطبيق الخطّي  I+  قلوبٌ وأمكننا من ثمَّ تعريف التطبيق الخطّي  

1 1( ) ( ) ( ) ( )E E E Eu I w I w I w I w− −= + − = − +� �  
  عندئذ نلاحظ أنّ 

1 1 1 1(( ) ) ( ) ( ) ( )E E E Eu I w I w I w I w∗ − ∗ ∗ − − −= + − = + −� �  
  ولكن

1 1 1( ) ( )E E EI w w w I w I w− − −− = − = − −  
1لأنّ و  1( )E EI w w w I− −+ =   وجدنا +

1 1 1( ) ( )E EI w w I w− − −+ = +  
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  إذن 
1( ) ( )E Eu I w I w u∗ −= − + − = −�  

)تطبيق تخالفي من  uوهذا يثُبتُ أنّ  )EA ّونستنتج مباشرة من التعريف أن .  
1( ) ( )E Ew u I u I −= − + +�  

مزوداً بالجداء السلمي المألوف وموجّهاً بالأساس  3ℝفضاء الإقليدي هو ال Eأنّ  هنانفترض  8.
)القانوني  , , )i j k=E


 


  : إلى التطبيق zUرمزنا بالرمز  Eمن  z. وإذا كان 
: , ( )z zU E E U x z x→ = ∧  

zنفترض أنّ  �8. i j kα β γ= + +


 


  عندئذ. 
( ) , ( ) , ( )z z zU i j k U j i k U k i jγ β γ α β α= − = − + = −


 
 

 
 
 
 
 

  

  ومن ثمَّ 

( )
0

mat , , 0

0
z zM U

γ β

γ α

β α

 − 
 = = − 
 −  

E E  

tونلاحظ أنّ 
z zM M=   تطبيق تخالفي. zU. إذن −

)3من  تطبيقاً تخالفياً  uوبالعكس، ليكن  �8. )A ℝ ولتكن المصفوفة ،M  مصفوفةu  بالنسبة
tM. نستنتج من المساواة Eإلى الأساس  M=   قّق تحُ  rو qو pأنهّ توجد أعداد  −

0

0

0

r q

M r p

q p

 
 
 = − 
 − −  

  

zuوعندئذ يكون  U= حيث z pi qj rk= − + −


 


.  
zنفترض في هذا السؤال أنّ  �8. k=



)cotوأنّ   /2)λ θ=  إلى θ تنتمي حيث ،−

2 ,0 \{ }π π  .  ّا كان لـم  

( )
0 1 0

mat , , 1 0 0

0 0 0
z zM U

 − 
 = =  
 
  

E E  
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  كان

( )

1
1 0 1 0

mat , , 1 0 1 0

0 0 0 0

cos sin 0

sin cos 0

0 0 1

zW wλ

λ λ

λ λ

λ λ

θ θ

θ θ

−   −   
   = = − ⋅   
   
      

 
 
 = − 
 
  

E E

  

wوهذا يثبتُ أنّ  Rλ θ=  أي الدوران بزاويةθ  حول المحورk


ℝ.  ú  

Jجملة خطيّة من نوع خاص 35. التمرين  

  مقدّمـة

• E  1هو الفضاء الإقليدي المألوف، أي( ) n
n× ≅M ℝ ℝ  : مزوداً  بالجداء السلمي

1

,
n

k k
k

X Y x y
=

= )1 حيث ∑ , , )t
nX x x= )1و… , , )t

nY y y= ، Eمن  …

X, وبالنظيم X X= .الموافق لهذا الجداء  
• ( )nS ℝ  فات المتناظرة من هي مجموعة المصفو( )n�M ℝ.  
• ( )nS

+ ℝ  هي مجموعة المصفوفات الموجبة من( )n�M ℝ.  
• ( )nS

++ ℝ  هي مجموعة المصفوفات المعرفّة الموجبة من( )n�M ℝ.  
)من  Aنذكّر أنه إذا كانت  • )nS ℝ  1فيوجد أساس متعامد نظامي( , , )nX X…  في

E 1، و أعداد حقيقية( , , )nλ λ…  تحققk k kAX Xλ= أياً كان k  منnℕ .  
)من  Aفي حالة  • )nS ℝ  نرمز بالرمزsp( )A طيف المصفوفة  إلىA  نعرّفو  

( ) max sp( )A Aλ+ ) و = ) min sp( )A Aλ− =  
)نزوّد  • )n�M ℝ فضاء المصفوفات المربعة من المرتبة ،n ّبنظيم التطبيقات الخطيّة المستمرة ،

}، أي Eإلى  Eمن }2 sup : , 1A AX X E X= ∈ ≤ .  
)من  Bو Aمصفوفتين إنّ نقول  • )n�M ℝ  تتبادلان إذا كانAB BA=. 
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)من  A حالة نذكّر أنهّ في • )nS ℝ لدينا   

1
( ) sup ,

X

A AX Xλ+
=

 و =
1

( ) inf ,
X

A AX Xλ−
=

= 

2و max ( ( ), ( ))A A Aλ λ− += −  

  الجزء الأول

)من  Aلتكن  )nS
+ ℝ ،وr  من∗

+ℝ ولتكن .I  المصفوفة الواحدية من المرتبةn.  
,2أثبت أنّ   1. ( ) ,X E rI A X X r X∀ ∈ +  واستنتج أنّ  ≤

( )nrI A S+++ ∈ ℝ  
rIأثبت أنّ   2. A+  ّمصفوفة قلَوبة، وأن( ) 1

2
1/rI A r−+ ≤.  

)1نعرّف إذن  � ) ( )rA rI A rI A−= + −ɶ.  
rIأثبت أنّ المصفوفتين   3. A− و( ) 1rI A )تتبادلان. وأنّ  +− )r nA S∈ɶ ℝ.  

)spمن  λلتكن   4. )rA
ɶنّ . أثبت أ( ) ( )

( ) ( )

r A r A

r A r A

λ λ
λ

λ λ
+ −

+ −

− −
≤ ≤

+ +
.  

أثبت أنّ   5.
2

( ) ( )
max ,

( ) ( )r

A r r A
A

A r r A

λ λ

λ λ

+ −

+ −

 − −  =    + + 
ɶ.  

)من  Aاستنتج أنه مهما تكن   6. )nS
+ ℝ وr  من∗

+ℝ،  يكن
2

1rA ≤ɶ وأنهّ يكون .
لدينا 

2
1rA <ɶ  إذا وفقط إذا كانتA  من( )nS

++ ℝ.  

  الجزء الثاني

)لتكن , )A B  من( ) ( )n nS S++ +×ℝ ℝدف في هذا ا ، ما يليلجزء إلى إثبات:  
( ), ! ( ),n nC M AM MB C∀ ∈ ∃ ∈ + =M Mℝ ℝ  

)من  Nلتكن   1. )nM ℝ  0مصفوفة تحققAN NB+  r. أثبت أنه مهما تكن =
∗من 

+ℝ ، فلديناr rN A NB= ɶ ɶ ّ0، ثمُ استنتج أنN =.  
:: التطبيق فدْ من ستا  2. ( ) ( ),n n M AM MBΦ → +M Mℝ ℝ لتثبت  ֏

  صحة الخاصة المطلوبة.
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  الجزء الثالث
)لتكن  , , )A B C  من( ) ( ) ( )n n nS S++ +× ×Mℝ ℝ ℝ لتكن ، وr  من∗

+ℝ .  
. I   أثبت أنّ المعادلةAM MB C+ )من  M ذات اهول = )nM ℝ تكافئ المعادلة 

r r rM AMB D= +ɶ ɶ حيث ( ) ( )1 12rD r rI A C rI B− −= + +.  
. II   نعرّف المتتالية( ) 0m mZ )من  ≤ )n�M ℝ : بالعلاقات  

0 0Z ,10و  = m r m r rm Z A Z B D+∀ ≥ = +ɶ ɶ  
إلى المقدار  rKونرمز بالرمز 

22r rA Bɶ ɶ ّنظراً إلى أن .r   ثابتة في بقية هذا الجزء فإننا
rAو rKللدلالة على  Dو  Bɶو Aɶو Kسنكتب 

ɶ وrB
ɶ وrD .على التوالي  

1Kأثبت أنّ   1.  ، وأنّ  >

1 1 221, m m m mm Z Z K Z Z+ −∀ ≥ − ≤ −  
1أنّ  استنتج  2. 1 220, m

m mm Z Z K Z+∀ ≥ − ≤ .  
)أثبت أنّ المتتالية   3. ) 0m mZ للمعادلة المصفوفيّة  M تتقارب من الحل الوحيد ≤

AM MB C+   . وأنّ =
2

2

2
0,

1

m

m

C K
m Z M

r K
∀ ≥ − ≤ ⋅

−
  

أثبت كذلك أنّ   4.
1

0

1,
m

k k
m

k

m Z A DB

−

=

∀ ≥ = ∑ ɶ ɶ.  

. III نعرّف المتتاليات الثلاث( ) 0m mU )و ≤ ) 0m mV )و ≤ ) 0m mW )من  ≤ )n�M ℝ 
  بالعلاقات

2
0 1

2
0 1

0 1

, 0, .

, 0, .

, 0, .

m m

m m

m m m m m

U A m U U

V B m V V

W D m W U W V W

+

+

+

= ∀ ≥ =

= ∀ ≥ =

= ∀ ≥ = +

ɶ

ɶ  

,20أثبت أنّ   1. mmm W Z∀ ≥ 2mW.واستنتج تقديراً للخطأ = M−  بدلالةr 
  .2Cو  Kو

  .Dو Bɶو Aɶانطلاقاً من  mWب لمصفوفتين يتطلّب حساب كم عملية ضر   2.
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  الجزء الرابع

) يتضح من الدراسة السابقة أنّ تقارب المتتالية ) 0m mW )أو  ≤ ) 0m mZ  Mمن الحل المطلوب  ≤
 يكون أسرع كلما كان الثابت

22r r rA B K=ɶ ɶ  دف في هذا الجزء إلى تعيين قيمة .ًصغيرا
r التي تجعل المقدار rK .أصغر ما يمكن  
. I   لتكن( , )a b  2منℝ ،0 حيثb a≥ 0و ≤ x< نعرّف ،  

( )( , , ) max ,
x a b x

a b x
x a b x

ϕ
− −

=
+ +

  

a,بينّ أنه يوجد ثابت   1. bλينه بدلالة ، يطلب تعيa وb ،يحُقّق 

( )
,

,

:

, ,
: 0

a b

a b

x a
x

x a
a b x

b x
x

b x

λ

ϕ

λ

− ≤ +=  − < ≤ +

 

)ادرس باختصار تحولات  ثمُّ  , , )x a b xϕ֏  على∗
+ℝ.وارسم خطه البياني ،  

يكون  rKموجبة دون أن تكون معرفّة موجبة فإنّ  Bالمصفوفة  استنتج أنه إذا كانت  2.
)أصغر ما يمكن في حالة  ) ( )r A Aλ λ+ −=.  

. II   لنتأمّل( , )a b  2منℝ ،0 حيثb a≥ )و < , )c d  2منℝ ،0 حيثd c≥ > ،
  ولنعرّف التابع

: : ( , , ) ( , , )x a b x c d xψ ϕ ϕ∗ ∗
+ +→ℝ ℝ ֏  

,نفترض أنّ   1. ,a b c dλ λ≤ .  
,0[,من  على كلψ  ادرس اطرّاد التابع   � [a bλ و, ,] , [a b c dλ λ و,] , [c dλ +∞ .

 واستنتج أنّ 

, ,
0

min ( ) min ( ( ), ( ))a b c d
x

xψ ψ λ ψ λ
>

=  

)نعرّف    � )
x a d x

h x
x a d x

− −
= ⋅

+ +
,ت أنّ أثب.  ,( ) ( )a b a bh λ ψ λ=  أنّ و

, ,( ) ( )c d c dh λ ψ λ= 0. ثم أثبت أنهّ في حالة x y<    لدينا، >
( ) ( )h x h y xy ad< ⇔ <  
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 استنتج أنّ :  �

,

0 ,

( ) :
min ( )

( ) :

a b

x c d

cb ad
x

cb ad

ψ λ
ψ

ψ λ>

 <=  ≥
  

ر دون حساب لماذا تبقى النتيجة السابقة صحيحة، دون تغيير إذا لم نضع الشرط اذك  2.
, ,a b c dλ λ≤؟  

نّ   3. )لاحظ أ ( ), ( ), ) ( ( ), ( ), )rK A A r B B rϕ λ λ ϕ λ λ− + − ، واستنتج قيمة =+
r  التي تجعلrK كن  مناقشاً تبعاً لإشارة المقدارأصغر ما يم  

( ) ( ) ( ) ( )A B A Bλ λ λ λ− + + −−  

. III  نتأمّل المصفوفتين .تطبيق عددي 
5 2

2 8
A

 
 =  
 

و 
13 12

12 45
B

 
 =  
 

 A من بينّ أنّ كلاًّ  

في  rKأصغر ما يمكن، واحسب  rKالتي تجعل  rة معرفّة موجبة. ثم عينّ قيمة مصفوف Bو
  هذه الحالة.

  الحـل

  الجزء الأول

)من  Aلتكن   )nS
+ ℝ ،وr  من∗

+ℝ ولتكن .I  المصفوفة الواحدية من المرتبةn.  
  ، عندئذ Eمن  Xلتكن  1.

2 2( ) , ,rI A X X r X AX X r X〈 + 〉 = + 〈 〉 ≥� � � �  
) أنّ  وهذا يثبت )nrI A S+++ ∈ ℝ ّلأن ،rI A+  ًمصفوفة متناظرة، وهي معرّفة موجبة بناء

  على المتراجحة السابقة.
rI ا كانتلـمّ  2. A+ ا  مصفوفةنجد. ومن المتراجحة السابقة ةقلَوب معرّفة موجبة استنتجنا أ  

2, ( ) , ( )X E r X rI A X X rI A X X∀ ∈ ≤ 〈 + 〉 ≤ +� � � �� �  
  ومنه

, ( )X E r X rI A X∀ ∈ ≤ +� �  
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)1وطبّقنا المتراجحة السابقة على  Eمن  Yفإذا كان  )X rI A Y−=   استنتجنا أنّ  +
1 1

, ( )Y E rI A Y Y
r

−∀ ∈ + ≤� � � �  

1 ما يثبت أنّ ذا هو 
2( ) 1/rI A r−+ ≤� �.  

)1نعرّف إذن  ���� ) ( )rA rI A rI A−= + −ɶ.  
  من الواضح أنّ  3.

( )( ) ( )( )rI A rI A rI A rI A− + = + −  
)1المصفوفة  فيوبضرب طرفي المساواة السابقة ومن الجهتين  )rI A   نجد +−

1 1( ) ( ) ( )( )rI A rI A rI A rI A− −+ − = − +  
  وعليه

1 1

1

( ) (( ) ( )) ( )( )

( )( )

r

r

A rI A rI A rI A rI A

rI A rI A A

∗ − ∗ ∗ ∗ −

−

= + − = − +

= − + =

ɶ

ɶ
  

) إذن )r nA S∈ɶ ℝ.  
)spمن  λلتكن  4. )rA

ɶ . 0عندئذ يوجد شعاع غير معدومX  0يحُقّق 0rA X Xλ=ɶ ومنه  
1

0 0( ) ( )rI A rI A X Xλ−+ − =  
0 أو 0( ) ( )rI A X rI A Xλ− =   ومنه +

0 0(1 ) ( 1)r X AXλ λ− = +  
1λ ذنإ ≠ 02 وإلاّ كان − 0rX 0r وهذا خُلفٌ لأنّ  ،= 0و < 0X   . إذن ≠

1
sp( )

1
r A

λ

λ

−
∈

+
  

  وعليه
1

0 ( ) ( )
1

A r A
λ

λ λ
λ

− +
−

≤ ≤ ≤
+

  

1يكون المقدار 

1

λ

λ

−
+

1موجباً إذا وفقط إذا كان   1λ− <   أنّ  مما سبق، إذن ينتج من ≥

( ) ( )

( ) ( )

r A r A

r A r A

λ λ
λ

λ λ

+ −

+ −

− −
≤ ≤

+ +
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موافقاً للقيمة  Aشعاعاً ذاتيّاً للمصفوفة  −Xسابق، نرى أنهّ إذا كان وبملاحظة الإثبات ال 5.
)الذاتيّة  )Aλ−   كانX−  نفسه شعاعاً ذاتياًّ للمصفوفةrA

ɶ مة الذاتيّة موافقاً للقي( )

( )

r A

r A

λ

λ

−

−

−

+
  . إذن

( )
( )

( )r

r A
A

r A

λ
λ

λ

−
+

−

−
=

+
ɶ  

  وذلك بسبب المتراجحة السابقة. ونجد بأسلوب مماثل أنّ 
( )

( )
( )r

r A
A

r A

λ
λ

λ

+
−

+

−
=

+
ɶ  

  وهكذا نكون قد أثبتنا أنّ 

2

( ) ( )
max ,

( ) ( )r

A r r A
A

A r r A

λ λ

λ λ

+ −

+ −

 − −  =    + + 
ɶ  

)من العددين   لنلاحظ أوّلاً  أنّ كلاًّ  6. )

( )

r A

r A

λ

λ

−

−

−

+
)و  )

( )

A r

A r

λ

λ

+

+

−

+
، وهذا ما يثبتُ 1أصغر أو يساوي   

2أنّ  1rA ≤ɶ� 2. الشرط � 1rA <ɶ�   يُكافئ أن يكون �
( )

1
( )

r A

r A

λ

λ

−

−

−
<

+
)و      )

1
( )

A r

A r

λ

λ

+

+

−
<

+
  

0وهذا بدوره يُكافئ  ( )Aλ−< ّ0، لأنr ). أي < ) ( )2 1r nA A S++< ⇔ ∈ɶ� � ℝ.  
  الجزء الثاني

)لتكن , )A B  من( ) ( )n nS S++ +×ℝ ℝ دف في هذا الجزء إلى إثبات ،ما يلي:  
( ), ! ( ),n nC M AM MB C∀ ∈ ∃ ∈ + =M Mℝ ℝ  

)من  Nلتكن  1. )nM ℝ  0مصفوفة تحققAN NB+ ∗من  rتكن ول. =
+ℝ، عندئذ  

1 1( ) ( ) ( ) ( )r rA NB rI A rI A N rI B rI B− −= + − + −ɶ ɶ  
  ولكن 

( ) ( )rI A N rN AN rN NB N rI B− = − = + = +  
  إذن

1 1

1

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

r rA NB rI A N rI B rI B rI B

rI A N rI B

− −

−

= + + + −

= + −

ɶ ɶ
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  وكذلك
( ) ( )N rI B rN NB rN AN rI A N− = − = + = +  

rإذن  rA NB N=ɶ ɶ.  ّ2ولكنّ هذا يقتضي أن 2 2 2r rN A N B≤ ɶ ɶ� � � � � � �   ومنه �
( )2 2 21 0r rA B N− ≤ɶ ɶ� � � � � �  

2ولكن  2 1r rA B <ɶ ɶ� � � 2لأنّ  � 1rA <ɶ� 1rBو � ≤ɶ� 2. إذن � 0N =� ومنه  �
0N =.  
  نستنتج مما سبق أنّ التطبيق الخطّي  2.

: ( ) ( ),n n M AM MBΦ → +M Mℝ ℝ ֏  
kerمتباينٌ لأنّ  {0}Φ ) . ولأنّ الفضاء= )nM ℝ  ّمنتهي البُعد، استنتجنا أنΦ  .تقابلٌ خطّي

  وهذا يُكافئ النتيجة المرجوّة.
  الجزء الثالث

)لتكن  , , )A B C  من( ) ( ) ( )n n nS S++ +× ×Mℝ ℝ ℝ لتكن ، وr  من∗
+ℝ .  

. I   لتكنM  من( )nM ℝ   ولنعرّفAM MB X+   عندئذ  =
1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

r rAMB rI A rI A M rI B rI B

rI A rM AM rI B rI B

rI A rM MB X rI B rI B

rI A M rI B rI B rI B

rI A X rI B rI B

rI A rM MB rI A X rI B rI B

rI A

− −

− −

− −

− −

− −

− − −

= + − + −

= + − + −

= + + − + −

= + + + −

− + + −

= + − − + + −

= +

ɶ ɶ

( )

1 1 1

1 1 1

1 1

1 1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ))

( ) ( )

2 ( ) ( )

rM AM X rI A X rI B rI B

rI A rI AM rI A X I rI B rI B

M rI A X rI B rI B rI B

M r rI A X rI B

− − −

− − −

− −

− −

+ − − + + −

= + + − + + + −

= − + + + + −

= − + +

  

  إذن لقد أثبتنا أنّ 
1 12 ( ) ( )( )r rAMB M r rI A AM MB rI B− −= − + + +ɶ ɶ  
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AMوعليه نرى مباشرة أنّ  MB C+   يُكافئ =

r r rM AMB D= +ɶ ɶ  
1 حيث 12 ( ) ( )rD r rI A C rI B− −= + +.  
. II   0نعرّف المتتالية( )m mZ )من  ≤ )n�M ℝ : بالعلاقات  

0 0Z ,10و  = m r m r rm Z A Z B D+∀ ≥ = +ɶ ɶ  
إلى المقدار  rKونرمز بالرمز 

22r rA Bɶ ɶ ّنظراً إلى أن .r  ثابتة في بقية هذا الجزء فإننا سنكتب
K وAɶ وBɶ وD  للدلالة علىrK وrA

ɶ وrB
ɶ وrD .على التوالي  

.1. II   ّا كانت المصفوفة لـمA  جبة استنتجنا أنّ مصفوفة معرفّة مو
2

1A <ɶ  ّولأن

2
1B ≤ɶ  ّاستنتجنا أن

22
1K A B= <ɶ ɶومن جهة أخرى نستنتج من المساواة .   

10, m mm Z AZ B D+∀ ≥ = +ɶ ɶ  
  أنّ 

1 1 10, ( )m m m m m mm Z Z AZ B AZ B A Z Z B+ − −∀ ≥ − = − = −ɶ ɶ ɶɶ ɶ ɶ  
  كان   m، مهما كان العدد الطبيعي ومنه

1 1 12 2 2 22m m m m m mZ Z A Z Z B K Z Z+ − −− ≤ − = −ɶ ɶ  
.2. II بالتدريج على العدد  ،وهذا يبرهنm،  ّأن 

1 12 2
0, m

m mm Z Z K Z+∀ ≥ − ≤  

.3. II  1نستنتج مما سبق أنّ المتسلسلة
0

( )m m
m

Z Z

∞

+
=

اربة بالإطلاق، لأنّ الفضاء متق ∑−

( )nM ℝ .ٌولكن  فضاء تام
1

1
0

( )
m

m k k
m

Z Z Z

−

+
=

= )0، إذن تتقارب ∑− )m mZ في  ≤

( )nM ℝ  من مصفوفة نرمز إليها بالرمزM.  
,10نستنتج من  m mm Z AZ B D+∀ ≥ = +ɶ ɶ  بعد جعلM  ّاية أنتسعى إلى اللا  

M AMB D= +ɶ ɶ  
AM أنّ  أو MB C+ .، وذلك عملاً بنتيجة = I   
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)1كما نستنتج من المساواة  )m p p
p m

M Z Z Z

∞

+
=

− =   أنّ  ∑−

1 1 12 2 22 1

m
p

m p p
p m p m

K
M Z Z Z Z K Z

K

∞ ∞

+
= =

− ≤ − ≤ =
−∑ ∑  

1ا كان لـمّ و  1
1 2 ( ) ( )Z D r rI A C rI B− −= = − +   استنتجنا أنّ  +

1 1
1 2 2 22 2

2
2 ( ) ( )Z r rI A rI B C C

r

− −≤ + + ≤  

  ومن ثمَّ 
2

2

2
0,

1

m

m

C K
m Z M

r K
∀ ≥ − ≤ ⋅

−
� �  

.4. II  ويمكننا أن نبرهن بالتدريج على العددm   ّأن
1

0

1,
m

k k
m

k

m Z A DB

−

=

∀ ≥ = ∑ ɶ ɶ.  

. III  0نعرّف المتتاليات الثلاث( )m mU )0و ≤ )m mV )0و ≤ )m mW )من  ≤ )n�M ℝ 
  بالعلاقات

2
0 1

2
0 1

0 1

, 0, .

, 0, .

, 0, .

m m

m m

m m m m m

U A m U U

V B m V V

W D m W U W V W

+

+

+

= ∀ ≥ =

= ∀ ≥ =
= ∀ ≥ = +

ɶ

ɶ  

.1. III 2 يقة، نلاحظ مباشرة أنّ في الحقm

mU A= ɶ2، وm

mV B= ɶ 0، و 1W Z= وإذا .
افترضنا أنّ 

2mmW Z=  ّاستنتجنا أن  

1

1

2 1 2 1
2 2

1
0 0

2 1

2
0

m m

m m

m

m

k k k k
m

k k

k k

k

W A A DB B A DB

A DB Z

+

+

− −

+
= =

−

=

  = +   

= =

∑ ∑

∑

ɶ ɶ ɶɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ

  

إذن 
2

0, mmm W Z∀ ≥   وعليه .=
2

2
22 2

2

1

m

mm

C K
W M Z M

r K
− = − ≤ ⋅

−
� �  
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.2. III  1يتطلّب حساب 1 1( , , )m m mU V W+ + )انطلاقاً من  + , , )m m mU V W  أربع عمليّات
)ضربٍ لمصفوفات. وعليه فإنّ حساب  , , )m m mU V W  انطلاقاً من( ), ,A B Dɶ ɶ  4يتطلّبm 

استنتجنا  ،mWلحساب  mVو mUا كان من غير الضروري حساب لـمّ صفوفات. و عملية ضربٍ لم
4يتطلّب  mWأنّ حساب  2m   عملية ضربٍ لمصفوفات. −

  الجزء الرابع

)0دراسة السابقة أنّ تقارب المتتاليةيتضح من ال )m mW )0أو  ≤ )m mZ  Mمن الحل المطلوب  ≤
2 يكون أسرع كلما كان الثابت 2r r rK A B= ɶ ɶ� � � صغيراً. دف في هذا الجزء إلى تعيين قيمة  �

r التي تجعل المقدار rK .أصغر ما يمكن  
. I   لتكن( , )a b  2منℝ ،0 حيثb a≥ 0و ≤ x< ،نعرّف ول  

( , , ) max ,
x a b x

a b x
x a b x

ϕ
 − − =   + + 

  

.1. I  ّلنلاحظ أن  
2

2
( )( )

x a b x x ab

x a b x x a b x

− − −
− =

+ + + +
  

  إذن 

sgn sgn( )
x a b x

x ab
x a b x

 − −  − = −  + + 
  

a,فإذا عرفّنا  b abλ    كان،  =

,

,

:
( , , )

: 0

x a
a bx a

b x
a bb x

x
a b x

x

λ
ϕ

λ

−
+

−
+

 ≤=  < ≤
  

)وهكذا نستنتج أنّ  , , )x a b xϕ֏  0[,متناقصٌ على, ]a bλ  ومتزايدٌ على,[ , [a bλ وله . ∞+
  :الآتيالرسم البياني 

  a bab

1

0
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  ونجد بوجه خاص أنّ 

( )
0

min ( , , ) , ,
x

b a
a b x a b ab

b a
ϕ ϕ

>

−
= =

+
  

.2. I  المصفوفة وعليه إذا كانتB 2كان   موجبة دون أن تكون معرفّة موجبة 1rB =ɶ� وكان   �
  من ثمَ 

2 ( ( ), ( ), )r rK A A A rϕ λ λ− += =ɶ� �  
.1.وذلك بناءً على نتيجة الجزء الأوّل. وإذا استفدنا من نتيجة  I  ّاستنتجنا أن  

( ) ( )0

( ) ( )
min

( ) ( )
r A Ar

A A
K K

A A
λ λ

λ λ

λ λ− +

+ −

>
+ −

−
= =

+
  

. II   لنتأمّل( , )a b  2منℝ ،0 حيثb a≥ )و ،< , )c d  2منℝ ،0 حيثd c≥ > ،
  ولنعرّف التابع

: : ( , , ) ( , , )x a b x c d xψ ϕ ϕ∗ ∗
+ +→ℝ ℝ ֏  

.1. II  ّنفترض أن, ,a b c dλ λ≤ .  

.1. II�  التابعψ  0[,يساوي جداء ضرب تابعين متناقصين موجبين على, [a bλ  ٌفهو متناقص
زايدين موجبين على يساوي جداء ضرب تابعين مت ψالتابع على هذا اال. وكذلك نرى أنّ 

,] , [c dλ ,فهو متزايدٌ على هذا اال. أمّا على اال  ∞+ ,] , [a b c dλ λ  ّفنلاحظ أن  

, ,

( )( )
] , [, ( )

( )( )a b c d

x a d x
x x

x a d x
λ λ ψ

− −
∀ ∈ =

+ +
  

  ا كانلـمّ و 
2

, , 2 2

( )( )
] , [, ( ) 2

( ) ( )
a b c d

a d ad x
x x

x a d x
λ λ ψ

+ −′∀ ∈ =
+ +

  

  : الآتيةنا أمام واحدة من الحالات استنتجنا أنّ 
a,إذا كان  � bad λ≤   كانψ  متناقصاً على, ,[ , ]a b c dλ λ ه ومن,

0
min ( )c d
x
ψ ψ λ

>
=. 

c,إذا كان  � dad λ≥   كانψ  متزايداً على, ,[ , ]a b c dλ λ إذن ,
0

min ( )a b
x
ψ ψ λ

>
=. 
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,إذا كان  � ,a b c dadλ λ< ],متزايداً على  ψكان   > , ]a b adλ  متناقصاً على و

,[ , ]c dad λ   َّومن ثم( ), ,
0

min min ( ), ( )a b c d
x
ψ ψ λ ψ λ

>
=.  

  والنتيجة، في جميع الأحوال لدينا
( ) ( ), , , ,

0
min min ( ), ( ) min ( ), ( )a b c d a b c d
x

h hψ ψ λ ψ λ λ λ
>

= =  

)وقد عرفّنا  )
x a d x

h x
x a d x

− −
= ⋅

+ +
.  

.1. II�  ،0في حالة  ولكن لنلاحظ x y<   أنّ ، >
( )( )( )

( ) ( )
( )( )( )( )

a d y x ad xy
h y h x

x a d x y a d y

+ − −
− =

+ + + +
  

0في حالة  إذن ،  x y< ) لدينا  ،> ) ( )h x h y xy ad< ⇔ <.  
.1. II�  ّبملاحظة أن, ,a b c d abλ λ cbيُكافئ  > ad<  ّنستنتج أن  

,

0 ,

( ) :
min ( )

( ) :
a b

x c d

h cb ad
x

h cb ad

λ
ψ

λ>

 <=  ≥
  

.2. II  ّان تفي الحقيقة، تؤدّي الثنائي( , )a b و( , )c d .فإذا افترضنا  دورين متناظرين, ,c d a bλ λ≤ 
  استنتجنا بتطبيق ما سبق أنّ 

,

0 ,

( ) :
min ( )

( ) :
c d

x a b

h ad cb
x

h ad cb

λ
ψ

λ>

 <=  ≥
  

  ولكنّ هذه هي النتيجة السابقة نفسها.

.3. II  ّولكن إذا لاحظنا أن  

( ( ), ( ), ) ( ( ), ( ), )rK A A r B B rϕ λ λ ϕ λ λ− + − +=  

)يمكن هي أصغر ما  rKلتي تجعل ا rاستنتجنا أنّ قيمة  ) ( )A Aλ λ− في حالة  +
( ) ( ) ( ) ( )A B A Bλ λ λ λ− + + ) تساوي وهي <− ) ( )B Bλ λ− في حالة  +
( ) ( ) ( ) ( )A B A Bλ λ λ λ− + + −≤.  
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. III 5 اظرتينالمتن : نتأمّل المصفوفتين تطبيق عددي 2

2 8
A

 
 =    

13و  12

12 45
B

 
 =    

. نجد 

)بحساب بسيط أنّ  ) 9Aλ+ )و = ) 4Aλ− )، وكذلك = ) 49Bλ+ )و = ) 9Bλ− = .
)ا كان من الواضح أنّ لـمّ و  ) ( ) ( ) ( )A B A Bλ λ λ λ− + + يبلغ أصغر قيمه  rKنستنتج أنّ  <−

)عند  ) ( ) 6r A Aλ λ− += 6وهذه القيمة تساوي  =

43

275
K =.  ú  

J2لتكن  36. التمرين n≤وليكن ، nE دي الفضاء الإقليnℝ  .مزوداً بالجداء السلمي المألوف
]من  θفي حالة  0، نقول إنّ جملة الأشعة −1,1] 1( , , , )nv v v…  منnE  ّق تحق

  انفقط إذا تحقق الشرطإذا و  θPالخاصة 
{ }

{ }2

0, , , 1

( , ) 0, , , ,

k

k

k n v

k n k v v θ

∀ ∈ =

∀ ∈ ≠ ⇒ =ℓ

…

ℓ … ℓ

�

�
  

0دف في هذه المسألة إلى إثبات أنّ الشرط اللازم والكافي لنجد جملة  1( , , , )nv v v… 

1كون يهو أن  θPتحقق الخاصة  nEمن 

n
θ = −.  

1nEمن  uليكن   1. 1uعنصراً يحقق  + )1من  up، وليكن = )nE +L ق التطبي
  :المعرّف بالعلاقة 

1, ( ) ,n ux E p x u x u+∀ ∈ =  
1نه يوجد أساس متعامد نظامي أثبت أ 1( , , )ne e +=E 1nEللفضاء  …  يحُقّق، +

1e u= اكتب .uP  مصفوفةup  ّبالنسبة إلى هذا الأساس واستنتج أن  

1det( ) ( )n
n uaI bp a a b+ + = +  

0لنفترض أنه توجد جملة   2. 1( , , , )nv v v…  منnE  تحقق الخاصةθP نعرّف الشعاع .  
[ ]

1
1,1, ,1

1
tu

n
=

+
1nEمن  … +  

1nE فيبالنسبة إلى الأساس القانوني  upمصفوفة  uP اكتب   ، واستنتج أنّ +
0 1Gram( , , ) (1 ) ( 1)n n uv v I n Pθ θ+= − + +…  

)0det(Gramاحسب  , , ))nv v…  ّ1واستنتج أن

n
θ = −.  
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)1 العكس، ليكنوب  3. , , )ne e=E ع . نضnE أساساً متعامداً نظامياً للفضاء …

0
1

1
n

k

k

v e
n =

= 0k نعرّف nℕمن  kوفي حالة  ∑ kv e vα β= . أثبت أنه −

  .n−P/1تتحقق الخاصة ل βو αيمكن تعيين 
  الحـل
وإذا اخترنا أساساً متعامداً نظامياًّ  .uℝهو الإسقاط القائم على  upمن الواضح أنّ 1.

2 1( , , )ne e kerللفضاء  …+ ( )up u ⊥= ℝ  1ووضعناe u=  ٍحصلنا على أساس متعامد
1نظامي  1( , , )ne e +=E 1nE للفضاء … بالنسبة إلى هذا  up. وعندئذ تأخذ مصفوفة +
  الآتي الشكلالأساس 

1 0 0

0 0 0
mat( , , )

0 0 0

u uP p

 
 
 
 = =  
 
 
  

E E
⋱

  

  وعليه 

1

0 0

0 0
mat( , , )

0 0

n u

a b

a
aI bp

a

+

 + 
 
 + =  
 
 
  

E E
⋱

  

  إذن 

1det( ) ( )n
n uaI bp a a b+ + = +.  

0ه توجد جملة لنفترض أنّ  2. 1( , , , )nv v v…  منnE  تحقق الخاصةθP ّف الشعاع . نعر  

1 [1,1, ,1]
1

tu
n

=
+

1nEمن  … +  

1وليكن  1( , , )nε ε +=C 1nEالأساس القانوني في  …   عندئذ نجد مباشرة أنّ  +

1

1
, ( )

1
n u kk p u

n
ε+∀ ∈ =

+
ℕ  
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  ومنه
1 1 1

1 1 11
mat( , , )

1

1 1 1

u uP p
n

 
 
 
 = =  +  
 
  

C C

⋯

⋮ ⋱ ⋮

⋯

  

  ومن ثمَّ 

( )1 0

1

1
(1 ) ( 1) Gram , ,

1

n u nI n P v v

θ θ

θ
θ θ

θ

θ θ

+

 
 
 
 − + + = = 
 
 
  

⋯

⋱ ⋮
…

⋮ ⋱ ⋱

⋯

  

  : نجد 1.وعليه، بالاستناد إلى 
( )0detGram , , (1 ) ( 1)n

nv v nθ θ= − +…  
)0ولأنّ  , , )nv v… 0وجب أن يكون  خطياً  جملة مرتبطةdetGram( , , ) 0nv v  ، ولكن…=
θ  تنتمي إلى[ nθ/1لا بدُّ أن يكون  إذن −]1,1 = −.  

)1العكس، ليكن وب3. , , )ne e=E . نضع nE أساساً متعامداً نظامياً للفضاء …

0
1

1
n

k
k

v e
n =

= 0k نعرّف nℕمن  kوفي حالة  ∑ kv e vα β=   عندئذ نلاحظ أنّ . −

( )
0 0

2 2 2
0 0 0

2 2

, ,

, ,

2

k k

k k

k

v v e v e v

e v e v v

n

α β α β

α δ αβ β

α δ αβ β

〈 〉 = 〈 − − 〉

= − 〈 〉 + 〈 〉 +

= − +

ℓ ℓ

ℓ ℓ

ℓ

� �  

  ليتحقّق الشرطان : βو αنرغب بتعيين 
2 22

1
n

α αβ β− + 22و  = 1

nn
αβ β− + = −  

11كن أن نأخذ إذن يم
n

α = 1و + 1n

n
β + )0فتحقّق الجملة  =+ , , )nv v…  الخاصة

1/n−P.  ّالمطلوب.إثبات وبذا يتم  ú  
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J2لتكن  37. التمرين n≤وليكن ، nℝ الفضاء الإقليدي المألوف. نتأمّل ( )n ijA a=  من
( )nM ℝ1 ، إذija 1i في حالة = j− nأو = i j= 0ijaو = في  =

  :بقية الحالات
0 1 0 0

1 0 1

0 1 0

0 1
0 0 1 1

nA

 
 
 
 =  
 
 
  

⋯

⋱ ⋮

⋱ ⋱

⋮ ⋱ ⋱
⋯

  

1أثبت أنه يوجد أساس متعامد نظامي   1. 2( , , , )nv v v=V مكوّن من أشعة  nℝ في …
  .nAذاتية للمصفوفة 

[من  θ تكنل  2. [0,π،  ولنضع[ ]( ) sin , sin 2 , , sintV nθ θ θ θ=   أنّ أثبت . …

( 2 cos ) (sin( 1) sin ) ( ) ( )nn n AV Vλ θ θ θ θ λ θ= ∧ + = ⇒ =  
)يكون  عندها  ℝمن  θ اً استنتج قيم  3. )V θ  شعاعاً ذاتياً للمصفوفةnA.  

)spأوجد   4. )nA ً1، ثم أوجد أساساً متعامداً نظاميا 2( , , , )nv v v=V  nℝفي  …
  .nAللمصفوفة مكوّناً من أشعة ذاتية 

2nلتكن المصفوفة   5. n nB I A= )1. أثبت أنّ الجملة − , , )nv v=V مكوّنة من  …
)spوعينّ  nBأشعة ذاتية للمصفوفة  )nB ثمُّ بينّ أنّ المصفوفة .nB .معرفّة موجبة  

)نتأمّل المصفوفة   6. )n ijJ b=  من( )nM ℝ 1 المعرفّة بالصيغة, 1j jb +  jفي حالة  =
0ijbو 1n−ℕ من   في بقية الحالات: =

0 0 0

1 0 0

0 1

0 0
0 0 1 0

nJ

 
 
 
 =  
 
 
  

⋯ ⋯

⋮

⋱ ⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱
⋯

  

nونضع  n nI J S− t . أثبت أنّ =
n n nB S S= ،في حالة واستنتج ،X  من

nℝ ، المتراجحة :  

( ) ( )2 sin 2 cos
2 2 1 2 1nX S X X

n n

π π  ⋅ ≤ ≤ ⋅  + +
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)لتكن   7. ) 1k kx 2المتسلسلة  تجعلمتتالية حقيقية  ≤

1
k

k

x

∞

=
المتسلسلة متقاربة. أثبت أنّ  ∑

( )22
1 1

1
k k

k

x x x

∞

+
=

+   :  متقاربة أيضاً، وتتحقق المتراجحة ∑−

( )22 2
1 1

1 1

4k k k
k k

x x x x

∞ ∞

+
= =

+ − ≤∑ ∑  

  الحـل
1يوجد أساس متعامد نظامي  مصفوفة متناظرة. إذن nAالمصفوفة  1. 2( , , , )nv v v=V  في …
nℝ  مكوّن من أشعة ذاتية للمصفوفةnA.  

π,0من  θ تكنل 2.  ،  ولنضع( ) sin , sin2 , , sin
t

V nθ θ θ θ =  … عندئذ تُكافئ .
  المساواة 

( ) ( )nAV Vθ λ θ=  
  جملة المعادلات

sin( 1) sin( 1) sin : 1

sin( 1) sin sin

i i i i n

n n n

θ θ λ θ

θ θ λ θ

− + + = ≤ <
− + =

  

)sin وبملاحظة أنّ  1) sin( 1) 2 sin cosi i iθ θ θ θ− + +   كافئةلـمُ نحصل على الجملة ا، =
( 2 cos )sin 0 : 1

( 2 cos )sin sin sin( 1)

i i n

n n n

λ θ θ

λ θ θ θ θ

− = ≤ <
− = − +

  

  وعليه
( 2 cos ) (sin( 1) sin ) ( ) ( )nn n AV Vλ θ θ θ θ λ θ= ∧ + = ⇒ =  

)نرى أنّ  هكذاو  3. )(2 1)

2 1
2cos

k

k n

π
λ

−
+

، هي قيمة ذاتيّة للمصفوفة nℕمن kفي حالة  ،=

nA  ّوأن( )(2 1)

2 1

k

k n
V V

π−
+

  موافق لهذه القيمة. nAللمصفوفة هو شعاع ذاتي  =
) ولأنّ القيم الذاتيّة 4. )

nk kλ ∈ℕ  ّمختلفة مثنى مثنى استنتجنا أنsp( ) { : }n k nA kλ= ∈ ℕ ،
)وأنّ الجملة  )1 2, , , nV V V…  تكوّن أساساً من الأشعّة الذاتيّة للمصفوفةnA ونستنتج من كون .

nA  متناظرة أنّ الجملة( )1 2, , , nV V V…  .متعامدة  
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  ولكن لنلاحظ أنّ 
2 2

1 1

2 i

(2 1)i (2 1) i

i i

1
( ) sin cos2

2 2

2 1 1

4 4

2 1 1

4 4
2 1 sin(2 1)

4 4 sin

n n

k k
n

k

k n
n n

n
V k k

n
e

n e e

e e
n n

θ

θ θ

θ θ

θ θ θ

θ

θ

= =

=−
+ − +

−

= = −

+
= −

+ −
= − ⋅

−
+ +

= −

∑ ∑

∑  

2ومن ثمَّ في حالة  1
2 1
k

k n
θ θ π−

+
= sin(2لدينا  = 1)

0
sin

k

k

n θ

θ

+
  إذن =

2 2 1
,

4n k

n
k V

+
∀ ∈ =ℕ  

2فإذا عرّفنا 

2 1
k kv V

n
=

+
1كانت الجملة    2( , , , )nv v v=V أساساً متعامداً نظاميّاً   …

  .nAللمصفوفة من أشعة ذاتية مكوّناً  nℝفي 
2nلتكن المصفوفة 5. n nB I A= )spمن كون  عندئذ ينتج. − ) { : }n k nA kλ= ∈ ℕ 
  أنّ 

{ }
( ){ }

( ){ }

(2 1)

2 1

2 2 1
2 1 2

sp( ) 2 :

2 2 cos :

4 sin :

n k n

k

nn

k
nn

B k

k

k

π

π

λ

−
+

−
+

= − ∈

= − ∈

= ⋅ ∈

ℕ

ℕ

ℕ

  

1أنّ الجملة و  2( , , , )nv v v=V  اظرةالمتن ذاتية للمصفوفةالشعة الأمن مكوّن  هي أيضاً أساس …

nB.   كما نستنتج من كونsp( )nB
∗
+⊂ ℝ  ّالمصفوفة أنnB .معرفّة موجبة  

  
)نتأمّل المصفوفة  6. )n ijJ b=  من( )nM ℝ 1 المعرّفة بالصيغة, 1j jb + في حالة  =

1nj −∈ ℕ 0وijb   في بقية الحالات: =
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0 0 0

1 0 0

0 1

0 0

0 0 1 0

nJ

 
 
 
 
 =  
 
 
 
  

⋯ ⋯

⋮

⋱ ⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱

⋯

  

nونضع  n nI J S− tعندئذ نتحقّق دون عناء أنّ  ،=
n n nB S S= . ّولأن  

( ) ( )
( )

2 22 1
2 1 2 2 1

2

2(2 1)

max sp( ) 4 sin 4 cos

min sp( ) 4 sin

n
n n n

n n

B

B

π π

π

−
+ +

+

= ⋅ =

=
  

2لدينا  nℝمن  Xفي حالة و 
,n nB X X S X=مهما تكن  ، وعليهX  منnℝ يكن  

2 sin 2 cos
2(2 1) 2 1nX S X X

n n

π π
⋅ ≤ ≤ ⋅

+ +
  

  وبوجه خاص لقد أثبتنا أنّ 

2 cos
2 1nS
n

π
=

+
و    

( )
1

2(2 1)

1

2 sin
n

n

S
π

−

+

=  

1بتطبيق ما سبق على الشعاع  7. 2, , ,
t

nX x x x =  …   والاستفادة من المتراجحة اليمنى ومن
كون 

2 1
cos 1

n

π

+
  نجد ≥

1
2 2 2
1 1

1 1

( ) 4
n n

j j k
j k

x x x x

−

+
= =

  + − ≤    
∑ ∑  

2المتسلسلة ومنه إذا كانت 

1
k

k

x

∞

=
)، كانت كذلك المتسلسلة متقاربة ∑ )22

1 1
1

k k
k

x x x

∞

+
=

+ −∑ 

  وتحقّقت المتراجحة

2 2 2
1 1

1 1

( ) 4k k k
k k

x x x x

∞ ∞

+
= =

+ − ≤∑ ∑  

  ú  المطلوب.إثبات وبذا يتمّ 
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  ثانيالجزء ال مفردات دليل
  يظهر فيها المفهوم المشار إليه ظهوراً معنوياً التي صفحة إلى الرقم ال يشير

  
 146 أثر تطبيق خطي

 144 أثر مصفوفة

 7 أساس

 95 ساس الثنوي الأ

 130 ,9 ساس القانوني الأ

 339   أساس متعامد نظامي

 261 أشعّة ذاتيّة

 343 أفضل تقريب

 339,418 ام شميدتإجرائيّة غر 

 14 إسقاط

 344  إسقاط قائم

 49 بعُد فضاء شعاعي

 366 تحليل الطيفي ال

 181 خطّي-pتطبيق 

 182 خطّي تخالفي-pتطبيق 

 181  خطّي متناظر-pتطبيق 

 182 خطّي متناوب-pتطبيق 

 4 تطبيق خطي

 56 تطبيق خطّي غامر 

 56 تطبيق خطّي متباين

 356 تطبيق خطّي متعامد

 356 تطبيق خطّي متناظر

 352 تطبيق خطّي مرافق

 356 تطبيق خطّي معرّف وموجب

 356 تطبيق خطّي موجب

 356 تطبيق خطّي هرمتي

 356 تطبيق خطّي واحدي

 357 تطبيق يحافظ على الجداء السلمي

 IWAZAWA 363 ڤازاڤاإ تفريق

 CHOLESKY 342 شولسكي تفريق

 196 تمام العامل

 196 فةتمام المصفو 

 54 تمام بعُد فضاء شعاعي

 449 توابع التخالفيّة ال

 359 توجيه فضاء إقليدي

 362 داء الشعاعي الج

 361 داء المختلطالج

 327 جداء سلّمي

 7  جماعة حرّة

 41 جماعة حرةّ أعظميّة

 3 جماعة شبه معدومة

 7  جماعة مولّدة

 41 جماعة مولّدة أصغريةّ

 106 جمع المصفوفات

 7 ,6 لة حرّةجم

 336 جملة متعامدة 

 336 جملة متعامدة نظاميّة

 7 ,6 جملة مرتبطة خطيّاً 
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 7 ,6 جملة مستقلّة خطيّاً 

 199 جملة معادلات خطيّة

 199 جملة معادلات خطيّة متجانسة

 7 ,6 جملة مولّدة

 1 حقل تبديلي

 52 حقل منته

 56 رتبة التطبيق الخطي

 137 رتبة المصفوفة

 55 بة جماعةرت

 199 رتبة جملة معادلات خطيّة

 264 رتبة مضاعفة القيمة الذاتيّة

 KRONECKER 9 رمز كرونيكر

 285 زاوية شعاعين

 358 زمرة الدورانات

 1 زمرة تبديليّة

 6 طيّة الخزمرة ال

 358  الزمرة المتعامدة

 1 شعاع

 290 شعاعان متعامدان

 261  شعاع ذاتي

 181 خطّي-pشكل 

 181  متناظر خطّي-pشكل 

 182  تخالفي خطّي-pشكل 

 182  متناوب خطّي-pشكل 

 329 شكل تربيعي

 304 ,77 شكل خطّي

 4 صورة تطبيق خطي

 106 ضرب المصفوفات

 261 طيف تطبيق خطّي

 6 عبارة خطيّة

 18 علاقة تكافؤ

 18 غمر القانوني ال

 89 فضاء الثنويال

 89 فضاء العموديال

 327 فضاء إقليدي

 327 فضاء جداء سلمّي

 4 فضاء جزئي مولد

 18 فضاء خارج القسمة

 261 فضاء ذاتي

 1 فضاء شعاعي

 2 فضاء شعاعي جزئي

 9 فضاء كثيرات الحدود

 49 فضاء منتهي البُعد

 327  فضاء هرمتي

 HILBERT   332لبرتيفضاء ه

 11  فضاءات متتامّة

 1 قانون تشكيل خارجي

 261 ذاتيّة قيمة

 263 كثير الحدود المميز

 TCHEBYCHEV 248,434كثيرات حدود 

 LEGENDRE 391كثيرات حدود 

 1 مؤثرّ سلّمي

 CAYLEY-HAMILTON 274مبرهنة 

 279 تتاليات الخطيّة التدريجيّةالم

 FIBONACCI 65متتالية 

 BESSEL 347 بيسل متراجحة

 SCHWARTZ 330 شوارتز متراجحة

 HADAMARD 343 هادامار حةمتراج

 329 متطابقة قطبيّة

 LAGRANGE 362 لاغرانج متطابقة
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 332 متطابقة متوازي الأضلاع

 11 مجموع مباشر

 90 مجموعتان متعامدتان

 185 محُدد تطبيق خطيّ 

 185 محُدّد جملة أشعّة

 VAN DER MONDE 197محُدّد 

 CAUCHY 212محدّد مصفوفة 

 191  مربعّة محُدّد مصفوفة

 HILBERT  212 محدّد مصفوفة

 91 مستقيم شعاعي

 91 مستو شعاعي

 91 مستو فوقي

 299 سقط القائم الم

 125 مصفوفة

 140 مصفوفة الانتقال

 126 صفوفة الواحديةّ الم

 266 مصفوفة إحصائيّة

 134 مصفوفة تخالفيّة

 131 مصفوفة تطبيق خطّي

 125 مصفوفة جزئيّة

 125 رمصفوفة سط

 125 مصفوفة عمود

 GRAM 333 امگر مصفوفة

  

  

  

 126 مصفوفة قطريةّ

 333 ,134 مصفوفة متناظرة

 149 مصفوفة متناظرة مركزياًّ 

 126 مصفوفة مثلّثيّة سفلى

 125 مصفوفة مثلّثيّة عليا

 333 مصفوفة مرافقة

 125 مصفوفة مربعّة

 333 مصفوفة معرّفة موجبة

 333 مصفوفة موجبة

 410 مصفوفة نظاميّة

 333 مصفوفة هرمتيّة

 HILBERT 288مصفوفة 

 143 مصفوفتان متشاتان

 142 مصفوفتان متكافئتان

 CAUCHY 235مقلوب مصفوفة 

 HILBERT 235مقلوب مصفوفة 

 239 مميز كثير حدود

 194 منشور محدّد وفق سطر

 194 منشور محدّد وفق عمود

 92 منقول تطبيق خطّي

 333 ,113 منقول مصفوفة

 279 ,278 نصف القطر الطيفي

 329 نظيم جداء سلّمي
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  مسَرْد المصطلحات العلميةّ

 English  Français  العربيّة

  الألف
    

  proof by induction  preuve par récurrence  الإثبات بالتدريج

  trace  trace  أثر (تطبيق خطّي)

  union  réunion  اجتماع (اموعات)

  basis  base  أساس

  dual basis  base duale  الأساس الثنوي

   projection  projection  إسقاط

   orthogonal projection  projection orthogonale  إسقاط عمودي

  minimum  minimum  أصغر عنصر

  real numbers  nombres réels  الأعداد الحقيقيّة

  integers  nombres entiers relatifs  الأعداد الصحيحة

  natural integers  nombres entiers naturels  الأعداد الطبيعيّة

  rational numbers   nombres rationnels   الأعداد العاديةّ

  complex numbers  nombres complexes  الأعداد العقديةّ

  maximum  maximum  أكبر عنصر

  الباء
    

  remainder   rest  باقي القسمة

  dimension   dimension  بعُد (فضاء شعاعي)

  algebraic structure  structure algébrique  بنية جبريةّ

  graph  graphe  بيان (علاقة)
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 English  Français  العربيّة

      التاء

  polynomial function  fonction polynomiale  تابع حدوديّ 

  symmetric function  fonction symétrique  تابع متناظر

  permutation  permutation  تبديل

  partition of a set  partition d'un ensemble  تجزئة مجموعة

  homomorphism  homomorphisme  تشاكل

  isomorphism  isomorphisme  تشاكل تقابلي

  mapping  application  تطبيق

  linear transformation  application linéaire  تطبيق خطّي

  surjective mapping  application surjective  تطبيق غامر

  injective mapping  application injective  تطبيق متباين

  non-decreasing mapping  application croissante  تطبيق متزايد

  increasing mapping  تطبيق متزايد تماماً 
application strictement 

croissante  

  non-increasing mapping  application décroissante  تطبيق متناقص

  decreasing mapping  تطبيق متناقص تماماً 
application strictement 

décroissante  

  monotonic mapping   application monotone  تطبيق مطّرد

  bijective mapping  bijection  تقابل

  intersection  intersection  تقاطع

  co-dimension  codimension  تمام البعد 

  field extension  extension de corps  توسيع حقل

  nط من الدرجة توسيع بسي
simple extension of 

degree n  

extension simple de degré n   

      الجيم

  Algebra  algèbre  جبر

  Cartesian product  produit cartésien  ديكارتيجداء 

  inner product  produit scalaire  جداء سلّمي
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 English  Français  العربيّة

      الجيم

  truth table  table de vérité  جدول الحقيقة

  root  racine  جذر (كثير حدود)

  multiple root  racine multiple  جذر مضاعف

  imaginary part  partie imaginaire  الجزء التخيّلي (لعدد عقدي)

  real part  partie réelle  الجزء الحقيقي (لعدد عقدي)

  polar part  partie polaire  الجزء القطبيّ (لكسر عادي)

  family  famille  جماعة

  جماعة حرةّ
linearly independent 

family   
famille libre  

  generating family   famille génératrice  جماعة مولّدة 

  linear system   sytème linéaire  جملة معادلات خطيّة 

      الحاء

  greatest lower bound  borne inférieure  الحد الأدنى

  least upper bound  borne supérieure  علىالحد الأ

  division ring corps  حقل

  field  corps commutatif  حقل تبديليّ 

  حقل الكسور العاديةّ
the field of rational 

fractions  

le corps des fractions 

rationnelles  

  finite field  corps fini  حقل منته

  ring  anneau  حلقة

  commutative ring  anneau commutatif  حلقة تبديليّة

  entire ring  anneau intègre  حلقة تامّة

  principal ideal ring  anneau principal  حلقة رئيسيّة

  Euclidean ring  anneau euclidien  حلقة إقليديةّ

      الخاء

  algorithm  algorithme  خوارزميّة
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 English  Français  العربيّة

  الدال
    

  degree  degré  رجة (كثير حدود)د

k  kدورة من المرتبة  -cycle k -cycle 

  الراء
    

  cardinality of a set  cardinal d’un ensemble  رئيس مجموعة

  logical connective  connecteur logique  رابطة منطقيّة

  implication connective  connecteur d'implication  ⇒)(طة الاقتضاءراب

  ⇔)(رابطة التكافؤ المنطقي
logical equivalence 

connective  

connecteur d’équivalence 

logique  

 disjunctive connective  connecteur disjonctif  ∨)(رابطة الفصل

 negation connective  connecteur de négation  ¬)( رابطة النفي

 conjunctive connective  connecteur conjonctif  ∧)( رابطة الوصل

 residue  résidu  راسب (قطب)

 order of an element  ordre d’un élément  رتبة عنصر

 order of a group  ordre d'un groupe  رتبة زمرة

 rank  rang  رتبة (مصفوفة، تطبيق خطي)

  الزاي
  

 argument  argument  زاوية(عدد عقدي)

 group  groupe  زمرة

 abelian group  groupe abelien  زمرة تبديليّة

 subgroup  sous-groupe  زمرة جزئيّة

  quotient group  groupe quotient  زمرة خارج القسمة

 cyclic group  groupe cyclique  زمرة دوّارة

  symmetric group  groupe symétrique  الزمرة المتناظرة

 cyclic group  groupe monogène  زمرة وحيدة التوليد
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 English  Français  العربيّة

      الشين

 vector   vecteur  شعاع

 eigenvector   vecteur propre  شعاع ذاتي

 orthogonal vectors   vecteur orthogonaux  أشعة متعامدة

      الصاد

 equivalence class  classe d’équivalence  صف تكافؤ

 zero of a polynomial  zéro d'un polynôme  صفر كثير حدود

 direct image  image directe  الصورة المباشرة

 inverse image  image réciproque  الصورة العكسيّة

      الطاء

 combinatorics  analyse combinatoire  طرائق العدّ 

 module  module  طويلة (عدد عقديّ)

 spectrum  spectre  طيف (تطبيق خطّي)

      العين

 prime number  nombre premier  عدد أوّلي

 characteristic  caracteristique  العدد المميز

 reflexive relation  relation réflexive  علاقة انعكاسيّة

 antisymmetric relation  relation antisymétrique  علاقة تخالفيّة

 partial order relation  relation d'ordre  علاقة ترتيب

 total order relation  relation d'ordre totale  علاقة ترتيب كلّي

 equivalence relation  relation d'équivalence  علاقة تكافؤ

 symmetric relation  relation symétrique  علاقة تناظريةّ

 binary relation  relation binaire  علاقة ثنائيّة

 element  élément  عنصر

  two coprime elements  عنصران أوليّان فيما بينهما
deux éléments premiers entre 

eux 

 minimal element  élément minimal  عنصر أصغري
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 English  Français  العربيّة

    العين

 maximal element  élément maximal  عنصر أعظمي

 unit element  élément neutre  عنصر حياديّ 

 irreducible element  élément irréductible  عنصر غير خزول

 upper bound  majorant  عنصر راجح

 lower bound  minorant  عنصر قاصر

      اءالف

 difference   différence  فرق (اموعات)

 symmetric difference  différence symétrique  الفرق التناظري

  dual space  espace dual  الفضاء الثنوي

  inner product space  فضاء جداء سلّمي
espace vectoriel muni d’un 

produit scalaire 

 quotient vector space  espace vectoriel quotient  فضاء خارج القسمة

  Eigen subspace  sous espace propre  فضاء ذاتي 

 vector space  espace vectoriel  فضاء شعاعي

 vector subspace  sous espace vectoriel  فضاء شعاعي جزئي

      القاف

 divisibility  divisibilité  قابليّة القسمة

 greatest common divisor  plus grand commun diviseur  القاسم المشترك الأعظم

 commutative law  loi commutative  قانون تبديلي

 associative law  loi associative  قانون تجميعي

  law of composition  loi de composition  قانون تشكيل

 distributive law  loi distributive  قانون توزيعي

   logical proposition  assertion logique  قضيّة منطقيّة

 predicate  prédicat  قضيّة مفتوحة

 pole  pôle  قطب (كسر عادي)
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 English  Français  العربيّة

      الكاف

 polynomial  polynôme  كثير حدود

 characteristic polynomial  polynôme caractéristique  كثير حدود مميز

 normalized polynomial  polynôme normalisé  كثير حدود نظامي

 rational fraction  fraction rationnelle  كسر عادي

      الميم

 ideal  idéal  مثالي

 maximal ideal  idéal maximal  مثالي أعظمي

 prime ideal  idéal premier  مثالي أوّلي

 principal ideal  idéal principal  مثالي رئيسي

 direct sum  somme directe  مجموع مباشر

 set  ensemble  مجموعة

 subset  sous-ensemble  مجموعة جزئيّة

 empty set  ensemble vide  اموعة الخالية

 ordered set  ensemble ordonné  مجموعة مرتبّة

 totally ordered set  ensemble totalement ordonné  مجموعة مرتبّة كلّياً 

 infinite set  ensemble infini  مجموعة غير منتهية

 finite set  ensemble fini  مجموعة منتهية

  determinant  determinant  محدّد

 conjugate  conjugué  مرافق(عدد عقدي)

 domain of arrival  ensemble d'arrivé  مستقر

 plan   plan  مستو

 hyperplan   hyperplan  مستوي فوقي

 matrix   matrice  مصفوفة 
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 English  Français  العربيّة

      الميم

 antisymmetric matrix   matrice antisymétrique  مصفوفة تخالفيّة

 diagonal matrix   matrice diagonale  مصفوفة قطريةّ

 symmetric matrix   matrice symétrique  مصفوفة متناظرة

   upper triangular matrix  مصفوفة مثلثيّة عليا
matrice triangulaire 

supérieure 

   lower triangular matrix  مصفوفة مثلثيّة سفلى
matrice triangulaire 

inférieure 

 least common multiple  plus petit commun multiple  مضاعف مشترك أصغر

 inverse  inverse  مقلوب

 universal quantifier  quantificateur universel  مكمّم الشمول

 existential quantifier  quantificateur existentiel  وجودمكمّم ال

 transposition  transposition  مناقلة

 mathematical logic  logic mathématique  المنطق الرياضي

 domain of departure  ensemble de départ  منطلق

 transpose   transposé  منقول

  

  النون

    

  symmetric of an element   symétrique d'un élément  نظير عنصر
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 المعهد العالي للعلوم التطبيقية والتكنولوجيا

Higher Institute for Applied Sciences and Technology 

www.hiast.edu.sy 

احتل� ا�كتور عمران قو� المركز الثاني في مسابقة انتقاء 
أساتذة التعليم العالي على مسـتوى الجمهورية الفرنسـية 

، وحصل على شهادة 1985في عام “ يـونأغرغاس ـ”
ا�كتوراه في الرHضيات البحتة في اختصاص التحليل 

 . 1990التابعي من جامعة بيير وماري كوري في �ريس عام 
  

. 1990ام العالي للعلوم التطبيقية والتكنولوجيا منذ ع المعهديدرّس ا�كتور قو� الرHضيات في 
لعالي الموضوعات التي درّسها في المعهد اوقد وضع في هذه السلس[ من الكتب العلميّة أغلب 

في مجالات الجبر العام، والجبر الخطّي، والتحليل، والمعادلات التفاضلية، والتحليل العقدي، 
والتحويلات التكاملي�ة وغيرها، وقد أغنى السلس[ �لعديد من الأمث[ والتطبيقات والمسائل 

 والتمرينات.

ذاتهما،  الراغبين في دراسة الرHضيّات بصفتها علماً وفناًّ قائمينَْ بأداة rمّة لكلِّ  السلس[تمثلّ هذه 
 أو لأولئك الراغبين في اسـتعمال الرHضيّات بصفتها أداة rمّة ومفيدة في جميع العلوم الحديثة.

  
اءات يتابع القارئ ما بدأه في الجزء الأوّل فيدرس الفض، الجبرمن سلس[  الثانيفي هذا الجزء 

دات، وجمل المعادلات الخطيّة، واختزال  الشعاعيّة، والتطبيقات الخطيّة، والمصفوفات، والمحدِّ
 .التطبيقات الخطيّة وفضاءات الجداء السلمي
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