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أساتذة التعليم العالي على مسـتوى الجمهورية الفرنسـية 

شهادة  ، وحصل على1985في عام “ يـونأغرغاس ـ”
ليل التح اختصاصفي  ا�كتوراه في الرIضيات البحتة

 . 1990ريس عام التابعي من جامعة بيير وماري كوري في �
 

. وقد 1990ام العالي للعلوم التطبيقية والتكنولوجيا منذ ع المعهديدرّس ا�كتور قو� الرIضيات في 
وضع في هذه السلسc من الكتب العلميّة أغلب الموضوعات التي درّسها في المعهد العالي في 

دي، التفاضلية، والتحليل العقمجالات الجبر العام، والجبر الخطّي، والتحليل، والمعادلات 
والتحويلات التكاملي�ة وغيرها، وقد أغنى السلسc �لعديد من الأمثc والتطبيقات والمسائل 

 والتمرينات.

ما، أداة �مّة لكلِّ الراغبين في دراسة الرIضياّت بصفتها علماً وفناًّ قائمينَْ بذاته السلسcتمثلّ هذه 
 ة.ل الرIضيّات بصفتها أداة �مّة ومفيدة في جميع العلوم الحديثاسـتعمافي أو لأولئك الراغبين 

 
قيقية، بدراسة خواص الأعداد الح القارئ  يبدأ ، الرIضي من سلسc التحليل الأوّلفي هذا الجزء 

رارها دراسة التوابع العددية من �ة اسـتمفي والمتتاليات والمتسلسلات العددية، ثم ينطلق 
    .واشـتقاقها
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التطبيقية والتكنولوجيا مؤسسة حكومية للتعليم العالي أحدثت بموجب المرســوم المعهد العالي للعلوم 
علمية متميزة من Ùندسين و�حثين للإسهام  أطر، وذy بهدف إعداد 1983/ لعام 24التشـريعي رقم /

  الفاعل في عملية التطوير العلمي والتنمية في الجمهورية العربية السورية.
يمنح المعهد العالي درجة الإجازة في الهندسة في الاتصالات والمعلوماتية والنظم الإلكترونية والميكاترونيكس 
وعلوم وهندسة المواد وهندسة الطيران. يقبل المعهد العالي �راسة هذه Yختصاصات شريحة منتقاة من 

لعالي أيضاً برامج ماجسـتير أكاديمي في نظم المتفوقين في الشهادة الثانوية من الفرع العلمي. يتيح المعهد ا
الاتصالات وفي التحكم والروبوتيك وفي نظم المعطيات الكبيرة ونظم المعلومات ودعم القرار وفي علوم 

يمنح المعهد العالي درجة ا�كتوراه في الاتصالات والمعلوماتية و وهندسة المواد وعلوم وهندسة البصرèت. 
تطبيقية. تحُدث في المعهد العالي اختصاصات جديدة بحسب متطلبات سوق العمل ونظم التحكم والفيزèء ال 

  وتو«ات البحث والتطوير المحلية والعالمية.

وبمختبراته ا»هزة تجهيزاً عالياً وببنيته التحتية الفريدة في العالي التاهٔيل  الكفوءة ذات باطٔرهيمتاز المعهد 
وفعالياته العلمية اîتلفة نشاطاً  أطرهس المعهد العالي عبر «ود القطر. إلى جانب النشاط التعليمي، يمار 

حثيثاً في البحث والتطوير، إذ ينفذ مشاريع متنوعة لصالح الجهات العامة والخاصة في القطر، كما يتعاون مع 
ية «ات خارج القطر في بعض المشاريع البحثية والتطويرية. يسعى المعهد أيضاً، عبر دورات تدريبية نظر 

 فريقه العلميوعملية متاحة للقطاعين العام والخاص وللأفراد، إلى إفادة أوسع فئة من المهتمين من إمكانيات 
  ومختبراته.

اسـتكمالاً �ور المعهد العالي الرائد في مجال التعليم ونشر العلم، يحرص المعهد العالي على نشر كتب علمية 
ما هو تدريسي يوافق المناهج في المعهد العالي ويفيد شريحة  ، منهاأطره العلميةعالية المسـتوى من نتاج 

واسعة من الطلاب الجامعيين عموماً، ومنها ما هو علمي ثقافي. يخضع الكتاب قبل نشره إلى عملية تقويم 
علمي من مجموعة منتقاة بعناية من أصحاب Yختصاص، إضافةً إلى تدقيق لغوي حفاظاً على سوية عالية 

  للغة العربية.للمنشورات �

يتيح المعهد العالي للعلوم التطبيقية والتكنولوجيا بعضاً من منشوراته على موقعه على الشابكة تحت رخصة 
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أتقدّم بالشكر العميق إلى جميع الزملاء الذين أغنوا بملاحظام فحوى   
  .هذا الكتاب، وأسهموا في إعطائه شكله النهائي هذا

وأخص بالشكر المعلم الفاضل الأستاذ الدكتور موفق دعبول، والأستاذ الدكتور 
ب وعلى محمّد البغدادي والدكتور نبيه عودة قراءم المتمعّنة لهذا الكتا

الملاحظات القيّمة التي أبدوها عليه. وأخيراً، وليس آخراً، أتقدم بجزيل الشكر 
والامتنان إلى الأستاذ الدكتور مكّي الحسني الذي دقّق الكتاب لغوياً وأسهم 

  بملاحظاته ومقترحاته في تحسين صياغة العديد من الفقرات.
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يتعامل مع الأعداد الحقيقيّة والأعداد العقديةّ  هو فرعٌ من فروع الرياضيّات التحليل الرياضيّ   
  يدرس مفاهيم الاستمرار و التكامل والتفاضل في أطرها العامّة. هووالتوابع، و 

ع اختراع تاريخياً، يمكن إرجاع بدايات هذا الفرع من فروع الرياضياّت إلى القرن السابع عشر، م  
عادلات التفاضليّة وتحليل فورييه، الم وضوعاتنيوتن ولايبنتز حسابيَ التفاضل والتكامل، ثمُّ تطوّرت م

تقانات حسابيَ  واستُعملتوالتوابع المولّدة في العمل التطبيقي في القرنين السابع عشر والثامن عشر، 
  المتّصلة. المسائلعة، و من المسائل المنقطالعديد التفاضل والتكامل بنجاح في تقريب 

 طوال القرن الثامن عشر، وكان كوشي وبقي تعريف التابع موضع نقاش ومحاورة بين الرياضيّين  
CAUCHY أوّل من وضع التحليل الرياضي على أسس منطقيّة صلبة بإدخاله مفهوم متتاليات كوشي، 

الأساسيّة للتحليل العقدي. وذلك مع بداية القرن التاسع عشر. كما أرسى كوشي القواعد الصوريةّ 
وغيرهم المعادلات التفاضليّة  FOURIER وفورييه LIOUVILLEوليوفيل  POISSON ودرسَ بواسون

  الجزئيّة والتحليل التوافقي.



نظريتّه في التكامل. وشهد الثلُث  RIEMANNوفي منتصف القرن التاسع عشر وضع ريمان   
 فايرشتراس بجهودللمفاهيم الأساسيّة في التحليل الرياضي  الأخير من ذلك القرن إعادة التنظيم الأخيرة

WEIERSTRASS  الذي رأى أنّ النظرة الهندسيّة لمفاهيم النهاية والاستمرار تقود أحياناً إلى ،
ε-ما يسمّى تعريف وضعاستنتاجات خاطئة، ف δ  ّم يفترضللنهاية. وبعدها تنبّه الرياضييّون ون إلى أ

أنشأ ديدكند ف ،وجود هذه اموعةل"متّصلة" من الأعداد الحقيقيّة دون أي إثبات  وجود مجموعة
DEDEKIND مقاطع ديدكند"، وجرت في باسم يّ لاحقاً سمُ ما عملاً مجموعة الأعداد الحقيقيّة مست"

ى إلى دراسة "قياس" الوقت نفسه تقريباً محاولات تطوير المبرهنات المتعلّقة بتكامل ريمان، وهذا ما أدّ 
منقطعة التوابع الحقيقيّة التي تكون عليهاموعات ا.  

المتمثلّة بتوابع غريبة مثل التوابع الحقيقيّة التي لا تقبل الاشتقاق عند  »الوحوش«وبدأت تظهر   
 رلِبو و  JORDAN جوردانطوّر  ،هذه الحقبةوفي  التوابع التي تملأ منحنياا الفراغ.تلك نقطة، أو  يةّأ

BOREL ّالقياس، وطوّر كانتور  ةنظريCANTOR  ّللمجموعات. »الساذجة«ما يعُرف اليوم بالنظرية  

المفاهيم الجديدة في نظريةّ  عمالومع بداية القرن العشرين صار التحليل الرياضي يُصاغ باست  
 HILBERT مسألة نظريةّ القياس والتكامل، وأدخل هِلبرت LEBESGUE اموعات، وحلّ لوبيغ

مفهوم الفضاءات التي عُرفت فيما بعدُ باسمه لحل المعادلات التكامليّة، وكان مفهوم الفضاء الشعاعي 
  التحليل التابعي.ات من ذلك القرن يّ في العشرين BANACH نشأ باناخأ المنظّم في الجوّ، إذْ 

في وذلك ر، ات القرن التاسع عشيبدأت مفاهيم التوابع المعمّمة أو التوزيعات تظهر في ا  
ونظريةّ ريمان للمتسلسلات المثلثيّة التي هي  LAPLACE ، وتحويلات لابلاسGREEN توابع غرينإطار 

مُكثّف ـال عمالليست متسلسلات فورييه لتوابع قابلة للمُكاملة على سبيل المثال. وقاد الاست
 حملت هذه .لتحويلات لابلاس، وطرائق الحساب الرمزي إلى ما صار يعُرف بحساب العمليات

  تعليل صحّتها كان يعتمد على متسلسلات متباعدة.  لأنّ  ينّ يالطرائق سمعة سيئة بين الرياض

في فقد جاءت  مُعمّم موقعاً مركزياًّ في الرياضيّاتـحتل فيها مفهوم التابع الاالمرةّ الأولى التي  أمّا  
مُكافئاً لأي تابع يتفق معه اتفاقاً شبه  ، إذ صار التابع القابل للمكاملة بمعنى لوبيغإطار تكامل لوبيغ

 IRACD راح ديراك إذْ ، ات من القرن العشرينيّ ات والثلاثينيّ في العشرين δتابع ديراك  ظهرأكيد. و 
  بالمعنى التقليدي. اً تابعبوصفه قياس التعامل مع ي

وذلك في اية  SCHWARTZيعات لشوارتز النهائي لهذه المفاهيم في نظريةّ التوز  تويجوجاء الت  
معالجة  عدم إمكان في هذه النظريةّ فينقطة الضعف الأساسيّة تكمن  .ات من القرن العشرينيّ الأربعين



ضرب ، فالتوزيعات بمعنى شوارتز لا تؤلّف جبراً، ولا يمكن حساب جداء في إطارها المسائل اللاخطيّة
  التوزيعات كما تُضرب التوابع.

سيتابعون دراستهم في  طلابٍ لإلى دراسة التحليل الرياضي، وهو موجّه هذا المؤلف يهدف   
   مجالات هندسيّة، ومكوّن من خمسة أجزاء.

  في هذا الجزء الأوّل الموضوعات التالية :نعالج 
  
، وذلك المتعارفة يتضمّن الفصل الأول تقديماً موعة الأعداد الحقيقيّة، وتذكِرة بخواصها �

  خول في تفاصيل إنشاء هذه اموعة.دون الد
  تقارا وتباعدها والمبرهنات الشهيرة المتعلقة ا. العدديةّ،ويدرس الفصل الثاني المتتاليات  �

 العدديةّات المتتاليات نيتق عمالباستعدديةّ لسلات اليتابع الفصل الثالث دراسة المتس �
  ات أخرى جديدة.نيوتق

ات الأساسيّة حول التوابع نهاية والاستمرار، ويورد المبرهنيعالج الفصل الرابع مفهومَي ال �
  المستمرة.

يتصدّى الفصل الخامس لدراسة اشتقاق التوابع، وخواص التوابع القابلة للاشتقاق،  �
  وتطبيقات ذلك في دراسة تغيرات التوابع، والتوابع المحدّبة.

 ،باينة في درجات صعوبتهاهذا ويتبع كل فصل من فصول الكتاب مجموعة من التمرينات المت
  دف إلى مساعدة الطالب على اكتساب المهارات اللازمة، واستيعاب المفاهيم المدروسة. 

ومن المفيد هنا الإشارة إلى أنّ دراسة كتاب رياضيات تختلف اختلافاً جوهرياً عن قراءة قصّة 
ن قلم وورقة ومنضدة نجلس يستمتع ما المرء جالساً على كرسي مريح، إذ لا بدُ م ،أو كتاب شعر

  نعالج المادّة النظريةّ ونغُالب التمرينات حلاً ومعاناة. ،إليها

  
قترحة للتمارين إلاّ بعد أن يستنفد جميع 

ُ
لذلك ننصح القارئ ألاّ يطلّع على الحلول الم

ليضمن الاستيعاب الكامل  ،محاولات حلها، وعليه في جميع الأحوال إعادة صياغة الحلّ بلغته
  مُعالجة.ـفاهيم والأفكار الللم



  

ور، وأُعرب نّ ختاماً، أزُجي الشكر لجميع الزملاء الذين ساهموا في إخراج هذا الكتاب إلى ال
  فحوى هذا الكتاب. علىسلفاً عن شكري لكلّ زميل يبُدي ملاحظة أو انتقاداً بنّاءين 

  

  

  عمران قوبـاد.   2008 الثانيكانون   
  

  الطبعة الثانية

في هذه الطبعة الثانية جرى تلافي العديد من الأخطاء الطباعية، وتوحيـد قيـاس الحـروف والمعـادلات في 
  الكتاب، وجرت أيضاً يئة الكتاب ليأخذ شكلاً مناسباً للنشر الإلكتروني.

  
  

  عمران قوبـاد.   2017 تموز  
  
  

ry 

vn 
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  حقل الأعداد الحقيقيّة
  

  مقدّمة

.G.H عالم الرياضيّات البريطاني هاردي  يقول Hardy  إنّ علم الرياضيات علمٌ جماليّ، أي يبحث
  .بوصفها فنّاً عن الجمال، وأنهّ إذا كان على المرء أن يبررّ الرياضيّات الحقيقيّة، فعليه أن يبررّها 

هاردي مبرهنتين، من مبرهنات الرياضيّات الإغريقيّة، تتمتّعان، بحسب وحتىّ يوضح فكرته، انتقى 
ا في برهان تتمثلّ أولاهم رأيه، بذلك النوع من الجمال الذي يصعب تعريفه، ولكن من السهل تعرفّه.

لا ائي من الأعداد الأوّليّة. أمّا الثانية فهي الاكتشاف الذي ينص على أنّ  إقليدس على وجود عدد
قبل  خمسمئة سنة قرابةليس عدداً عادياًّ، وهو اكتشافٌ يرجع إلى مدرسة فيثاغورث  2العدد 

مع كوا تقتصر  ،أهميتّها أو عمقها فيلا نقاش  على النتيجة الثانية التيالميلاد. سنركّز انتباهنا هنا 
  .بحتة على محُاكمة حسابيّة

   .2مربعّه يساوي لا يوجد عددٌ عادي  :مبرهنة 
  الإثبات 

p/دد العادي هو أي عددٍ يمكن كتابته بصيغة الع q  حيثp وq  عددان صحيحان. لذلك تنص
) اةالمبرهنة على أنهّ من غير الممكن أن تتحقّق المساو  )2/ 2p q وذلك مهما كان العددان  =

  .qو pالصحيحان 

. نفترض على سبيل الجدل وجود البرهان بنقض الفرْضيعتمد الإثبات أسلوباً غير مباشرٍ يُسمّى 
سلسلة من باع باتّ  تناقضاً، أو خُلفاً، من ذلك نستخلص، ثمُ 2عددٍ عادي مربعّه يساوي 

، فنكون قد أثبتنا هالاستنتاجات المنطقيّة، وهذا يجعلناً نعود أدراجنا ونرفض الافتراض الجدلي لخطئ
  صحّة المبرهنة بطريق إثبات أّا لا يمكن أن تكون خاطئة.

 يحُقّقان ،أوّليّان فيما بينهما ، يمكن أن نفترض أماqو p ينطبيعيّ  نيد عددو وجإذن، لنفترض 
( )2/ 2p q 2 عندئذ يكون .= 22p q=  فالعددp  ٌ2زوجيّ، أي عددp p′= َّومن ثم ،

2 22p q′   �  أوليّان فيما بينهما. qو pالعددين  لأنّ  خُلفٌ وهذا  ،زوجيّ أيضاً  qفالعدد  =
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 2 مجموعة الأعداد الحقيقيّة

وهذا ما جعل مهمّة وبعيدة المدى على العديد من الأفكار في الرياضياّت،  آثارلقد كان لهذه النتيجة 
هذه النتيجة إدراك الإغريق للعلاقة بين الطول الهندسي  عمّقتالعالم هاردي ينعتها بالجمال. لقد 

]قطعتين مستقيمتين  في حالةفقد كانوا قبل هذا الاكتشاف يعتقدون أنهّ  والعدد الحسابي. ]AB 
]و ]CD يمكن تجزئتها في آن معاً إلى عدد صحيح من القطع المماثلة  مة ثالثةتوجد قطعة مستقي

]للقطعة  ]ABعدد صحيح من القطع المماثلة للقطعة  ، وإلى[ ]CD َوهذا يُكافئ القول إنّ نسبة ،
]طوليَ القطعتين  ]AB و[ ]CD  .عددٌ عادي  

أنّ  وجدوا ،النظر إلى قطر مربعّ الواحدةو  بالاعتماد على النتيجة السابقة ولكن
 .وهذا ما دفعهم إلى القبول بأنّ مفهوم الطول هذا الأمر ليس صحيحاً بوجه عام

  )سة فيثاغورث.أي العدد العادي وفق مدر (العدد  هو أكثر عموميّة من مفهوم

نا على العكس سنعمل الهندسة، ولكنّ  ةصلحالإغريقَ إلى إهمال الحساب لم ه النتيجةهذ قادتلقد 
  سيع مفهوم العدد، بالانتقال من مجموعة الأعداد العاديةّ إلى مجموعة أوسع وأشمل.على تو 

ببنية جبريةّ مهمّة، تجعل منها حقلاً تبديلياًّ. فهي  ℚفي الحقيقة، تتمتّع مجموعة الأعداد العاديةّ 
)مزوّدة بقانون جمع  )يجعل من  +( ),+ℚ وبقانون ضرب ، 0عنصرها الحيادي هو  زمرة تبديليّة

( }يقبل التوزيع على الجمع ويجعل البنية  ⋅( }( )\ 0 , ⋅ℚ  .ًإنّ مجموعة الأعداد ثمُّ زمرة تبديلية أيضا
تتوزعّ فيها هذه العاديةّ مرتبّة ترتيباً كُليّاً، وهذا ما يقودنا إلى أن نكوّن في مخيلّتنا صورة للأعداد العاديةّ 

، لا ℤقيم لا ائي. وبعكس مجموعة الأعداد الصحيحة الأعداد جنباً إلى جنبٍ على طول مست
2عدداً عادياًّ  sو rإذْ نجد بين أي عددين عاديين  ؛الصورة أي مجالات خالية ذهتحوي ه

r s+  يقع
ة بينهما. ولكننا نعلم أنّ هذه اموعة ناقصةٌ، إذْ هناك ثقبٌ في مستقيم الأعداد في منتصف المساف

 πو 5و 3عند (، وبالطبع هناك ثقوبٌ أخرى 2العاديةّ حيث يجب أن يكون العدد 
. وهكذا، إذا كناّ نريد أن يوافق كل طولٍ على مستقيم الأعداد عدداً، فعلينا توسيع مجموعة ⋯)و

  . ℝإلى مجموعة الأعداد الحقيقيّة  ℚالأعداد العاديةّ 

، ولكننا لا نجُانب ، فهو أمرٌ معقّدٌ لن ندخل فيهℚانطلاقاً من  ℝعن كيفيّة بناء أمّا السؤال 
داد، فحيث الأع في مستقيم ℚبملء الثقوب التي تتركها  ℝالصواب كثيراً إذا قلنا إننا نحصل على 

. لنختتم ℚقباً، نعرّف عدداً غير عادي ونضعه في ذلك المكان محُافظين على الترتيب القائم في نجد ث
  الآن هذه المقدّمة العامّة ولندخل في لُبّ الموضوع.

A B

D

C
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1



 عموميّات 3

   عموميات 1.

)مزوّدة بقانوني تشكيل داخليين ℝتوجد مجموعة وحيدة  .وتعريفمبرهنة  1-1. )و +( )⋅ 
)وبعلاقة ترتيب    :يأتيما  قّقتحُ  ≥(

1−R  ّالبنية إن( ), ,+ ⋅ℝ  ّحقل تبديلي يحتوي على مجموعة الأعداد العاديةℚ  ًاً جزئي حقلا.  
2−R  ّالعلاقة إن( )ومنسجمة مع القانونين  ℝعلاقة ترتيب كليّ على  ≥( )و +( )⋅.  
3−R  إنّ كلّ مجموعة جزئية غير خالية منℝ .ولها عناصر راجحة عليها تقبل حدّاً أعلى  

)نسمّي البنية  , , , )+ ⋅ ≤ℝ  قة للخواص السابقةحقل الأعداد الحقيقيةالمحق.  

  المفاهيم الواردة فيها. يأتيبل المبرهنة السابقة دون إثبات ولكنّنا سنشرح فيما سنق

)أنهّ، أياً كان  2R يعني الشرط � , )y x  2منℝ الآتية، تتحقق واحدة فقط من العلاقات   
x y<  أو x y=   أوy x<  

xلاحظ أنّ  y<  تعني)x y≤ و(x y≠ أمّا الانسجام مع القانونين .( )و +(   نّ فيعني أ ⋅(
� 

3( , , ) , ( ) ( )x y z x y x z y z∀ ∈ ≤ ⇒ + ≤ +ℝ  
� 

2( , ) , ( 0) ( 0) 0x y x y xy∀ ∈ ≥ ∧ ≥ ⇒ ≥ℝ  

}إلى اموعة  ℝ+ ونرمز عادة بالرمز }: 0x x∈ ≥ℝوبالرمز ، ∗
+ℝ موعةإلى ا 

{ }\ 0+ℝ،  وكذلك نضع\ ∗
− +=ℝ ℝ ℝ و{ }\ 0∗

− −=ℝ ℝ.  

  :الآتيةفيحتاج إلى بعض الشرح ويتطلّب التعاريف  3Rأمّا الشرط  �
  .ℝمجموعة جزئية من  Aلتكن  .تعريف2-1.
أكبر من جميع عناصر  zإذا وفقط إذا كان  A راجح علىعنصر  ℝمن  zنقول إنّ  �

A، أي : 

,a A a z∀ ∈ ≤  
أصغر من جميع عناصر  z إذا وفقط إذا كان  A قاصر عنعنصر  ℝ من zنقول إنّ  �

A أي ،:  

,a A z a∀ ∈ ≤  
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  الآتيانتحقّق الشرطان إذا وفقط إذا  A لمجموعةأعلى ل حد هو  ℝمن  zنقول إنّ  �

  أي : Aراجح على  عنصرٌ  zالعددُ  �
,a A a z∀ ∈ ≤  

  أي :  Aهو أصغر عنصر راجح على  zالعددُ  �
0, ,b A z b∀ε > ∃ ∈ − ε ≤  

  الآتيانتحقّق الشرطان ا إذا وفقط إذ Aلمجموعة أدنى ل حد هو  ℝمن  zنقول إنّ  �
  : أي Aقاصر عن  عنصرٌ  zالعددُ  �

,a A z a∀ ∈ ≤  
  : أي Aهو أكبر عنصر قاصر عن  zالعددُ  �

0, ,b A b z∀ε > ∃ ∈ ≤ + ε  

لأنهّ إذا  .supAإليه  ناوحيداً ورمز  كان  Aلمجموعة ل zإذا وُجِدَ حد أعلى  .ملاحظة 3-1.
2 وأنّ  Aلمجموعة حد أعلى ل 2zو 1zافترضنا أنّ كلاً من  1z z≠ دون الإنقاص من ، أو

1أنّ ، العموميّة 2z z< 2. نختار 1

2

z z−
ε   يحُقّق bعنصراً  Aفي فنجد  =

2 1
2 12

z z
z b z

+
= − ε ≤ ≤  

2وهذا يكافئ  1z z≤ ْ1ض ، ويناقض الفر 2z z<.  

إن وُجِدَ، ونرمز إليه بالرمز  وحيدٌ  ℝمن  Aونجد بالمماثلة أنّ الحد الأدنى موعة غير خالية 
inf A.  

  كما يلي :  1-1.من المبرهنة   3Rصبح الشرط ي

   عندئذ. ℝمن  غير خالية مجموعة جزئية Aلتكن 
 

 A راحـج علــى aيوجـــد  A ل حد أعلى zيوجـــد 

( ) ( ): , : supa x A x a z z A∃ ∈ ∀ ∈ ≤ ⇒ ∃ ∈ =ℝ ℝ

  
  تحُقق خاصة الحدّ الأعلى. ℝونقول إنّ مجموعة الأعداد الحقيقيّة 



 عموميّات 5

maxa ونكتب Aفي  عنصر أكبرهو  ℝمن  aنصر الع إنّ نقول  .تعريف4-1. A=  إذا
aوفقط إذا كان  A∈  وsupa A=.  

minb ونكتب A في أصغر عنصر هو ℝمن  bعنصرال إنّ  بالمثلونقول  A=  إذا
bوفقط إذا كان  A∈  وinfb A=.  

إلاّ أنه لا يحقّق  .2Rو 1R من الخاصتين كلاًّ   ℚيحقّق حقل الأعداد العادية  .ملاحظة 5-1.
  .يأتيخاصّة الحدّ الأعلى وهذا ما سنراه فيما 

  
  لنتأمّل اموعة

{ }2: (0 ) ( 2)A x x x= ∈ ≤ ∧ ≤ℚ  
  ، أي: عليها راجحٌ  عنصرٌ  2 لعدداو  ،0 إذ تحوي، ℚ مجموعة جزئية غير خالية من Aإنّ 

, 2x A x∀ ∈ ≤  
  .الآتية. ولنناقش الحالات supA=ℓ يحُقّق ℓ عنصرٌ  ℚفي  لنفترض أنهّ يوجد

2حالة  � 2>ℓ.  ليكن
2 2

0
4

−
ε = >

ℓ

ℓ
في  xعنصرٌ يوجد، استناداً إلى التعريف،  ،

A  يحُقّقx− ε ≤ℓ ، وهذا يكافئ
23 2

0
4

x
+

≤ ≤
ℓ

ℓ
 ومنه  

22
23 2

2
4

x
 +  ≤ ≤  

ℓ

ℓ
 

  اقض إذا لاحظنا أنّ ونصل هنا إلى تن
22

4 2

2 2

3 2
2 9 20 4 0

4

( 2)(9 2) 0

 +  ≤ ⇔ − + ≤  

⇔ − − ≤

ℓ
ℓ ℓ

ℓ

ℓ ℓ

  

2حالة  � 2=ℓ.  ّهذه الحالة أيضاً تقود إلى تناقض، وفق ما رأيناه في المقدّمة، لأنℓ  ٌعدد
  .عادي
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2حالة  � 2<ℓ. في هذه الحالة نعرّف 
2

2

( 6)

3 2

+
γ =

+

ℓ ℓ

ℓ
γ، ونلاحظ أنّ  ∈ ℚ  ّوأن

0 < γومن ناحية أخرى .  
( )

322 2 2
2

2 2 2 2

2( 6)
2 2 0

(3 2) (3 2)

−+
− γ = − = >

+ +

ℓℓ ℓ

ℓ ℓ
  

Aγإذن    . ولكن ∋
2

2 2 2
2

6
2 3 2 6 1

3 2

+
< ⇔ + < + ⇔ <

+

ℓ
ℓ ℓ ℓ

ℓ
  

>إذن  γℓ لى ، ويناقض هذا تعريف الحد الأعℓ.  

  .ℚفي  ℓلقد وصلنا إلى تناقض في جميع الحالات وهذا يثبت عدم وجود الحد الأعلى 

  لها عنصر قاصر عنها تقبل حدّاً أدنى. ℝ من Aكل مجموعة جزئية غير خالية :  مبرهنة 6-1.

  الإثبات 
  ما قيل صحيح لأنهّ في هذه الحالة تقبل اموعة

{ }:A x x A− = − ∈  
 يحُقّق z عنصرٌ  ℝفي  عنصراً راجحاً عليها فيوجد

sup( )z A=   مّا كان من الواضح أنّ ـل، و −
sup( ) infA A− = −  

infz استنتجنا أنّ  A−  Aوتقبل اموعة  =
  �  حدّاً أدنى. −zالعدد 

  خواص حقل الأعداد الحقيقية  2.

فيوجد عدد  yاً كان العدد الحقيقي ، وأيّ xأياً كان العدد الحقيقي الموجب تماماً  .مبرهنة 1-2.
y يحُقق nطبيعي موجب تماماً  nx<. : أي  

, , ,x y n y nx∗ ∗
+∀ ∈ ∀ ∈ ∃ ∈ <ℝ ℝ ℕ  

  .خاصةَ أرخميدستسمّى هذه الخاصةُ 

 

0

0

A

A−

 Aعنصرٌ قاصر عن

b

b−

 −Aعنصرٌ راجح علــى

sup( )A−

inf A
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  الإثبات 

0إذا كان  y≥ 1 أخذناn 0. نفترض إذن أنّ ثباتوتمّ الا = y<  موعةونتأمّل ا
{ }:A nx n ∗= ∈ ℕ.  

supsوجدنا  Aراجحاً على  yإذا كان  A= ∈ ℝ  باختيار بناءً على خاصّة الحدّ الأعلى، و

2

x
ε 0s يحُقّق 0n عنصراً  ℕ∗ في نجد = n x− ε    وهذا يكافئ، ≥

( )1
0 2s n x≤ +  

)0أو 1)s n x< )لأنّ  sهذا يناقض تعريف و .  + )0 1n x+  عنصرٌ منA. ستنتج من ن
 أي يوجد ،yبر تماماً من أكعنصر  Aفي ومن ثمَ يوجد  Aاجحاً على ليس ر  yهذا التناقض أنّ 

y يحُقّق nعنصرٌ  ℕ∗في nx<.  �  

(فيوجد عدد صحيح وحيد  ℝعدداً من  x: إذا كان  مبرهنة 2-2. x 
 أو( ( )E x  ُلعلاقةاقق يح 

:1x x x   ≤ < +    . نسمّيx 
   للعدد  الصحيحالجزءx.  

  الإثبات 
0إذا كان  � x≤  0موجبٌ تماماً  فيوجد بمقتضى خاصة أرخميدس عدد طبيعيn  قيحُق

0x n<  موعةفا{ }:n x n∗= ∈ <N ℕ  مجموعة جزئية منℕ،  ير خالية غوهي
minm أي Nأصغر عنصر في m. ليكن 0nالعدد على لاحتوائها  = N، اً ولنضع تعريف 

  1x m= 1xفيكون  .− m  = − ∉  N  وذلك استناداً إلى تعريفmأي .  
1x x x   ≤ < +     

0أمّا إذا كان  � x> ًفيمكننا بناءً على ما سبق أن نجد عدداً صحيحا ،x −  يحُقّق    
1x x x   − ≤ − < − +      

  هذا يكافئو 
( )1 x x x   − + − < ≤ − −     

xفإذا كان � ∉ ℤ  وضعنا( )1x x   = − + −    اً تعريف ،  
x وأمّا إذا كان � ∈ ℤ  فإننا نضعx x  = .  

:يحقق التابع عندئذ و  x x →  ℝ ℤ   وهي :لمطلوبة الخاصة ا ֏

, 1x x x x   ∀ ∈ ≤ < +   ℝ  
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1nالمتراجحة  ققيحُ عدداً صحيحاً  nمن ناحية أخرى، ليكن  x n≤ < + . 

nإذا كان  � x <    ّ1فإنn x + ≤    َو من ثمx x <    .و هذا تناقض  
xوإذا كان  � n  <   ّ1فإنx n  + ≤   ومنهx n<  .ًوهذا تناقض أيضا  

nإذن لا بدّ أن يكون  x =   .وهذا يثبتُ جزء الوحدانية في المبرهنة  �  

، ولنتأمّل ℕ∗من  m لتكن .تابع الجزء الصحيح عمالنورد فيما يلي مثالاً على است .لمثا 3-2.
  اموع :

1 ( 1)/2

1
2

2m

k m m

U k
≤ ≤ +

 
= + 

 
∑  

  ، ولنعرّف بوجه عام اموعةℕمن  pنريد أن نعطي عبارة بسيطة ومختزلة لهذا اموع. لتكن 

{ }1
: 2

2p k p k
 

= ∈ = + 
 

B ℕ  

  فنلاحظ أنّ 

( ) ( )
2 2

1 12 2 1
2 2

1 12
2 2

( 1) ( 1)1 1
2 8 2 8

( 1) ( 1)
2 2

p k p k p

p k p

p p p p
k

p p p p
k

 = + ⇔ ≤ + < +  

⇔ − ≤ < +

− +
⇔ + ≤ < +

− +
⇔ < ≤

  

)والتكافؤ الأخير محقق لأن العددين  1)
2

p p )و − 1)
2

p p   صحيحان. إذن +
( ) ( )1 /2 1 /2\p p p p p+ −=B ℕ ℕ    

  منهو 

  ( 1) ( 1)
Card

2 2p

p p p p
p

+ −
= − =B  

   نذكر بالرمزو 
{ },1n k k n= ∈ ≤ ≤ℕ ℕ  
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  فنلاحظ أنّ  mUنعود إلى اموع 

( )

1
( 1)/2 ( 1)/2

2

1
2

2

1
2

2

card

m m

m m

m m k m m

k k

m

U U k

k m

m m

−
− < ≤ +

∈ ∈

 
− = + 

 

 
= + = 

 

= =

∑

∑ ∑
B B

B

  

  فيكون
1 1 2 2 1 1

2
1 1

2 1

( ) ( ) ( )

( )

( 1) (2 1)

6

m m m m m

m m

k k
k k

U U U U U U U U

U U U k

m m m

− − −

−
= =

= − + − + + − +

= + − =

⋅ + ⋅ +
=

∑ ∑

⋯

 

  : عادي يوجد بين كل عددين حقيقيين عدد .مبرهنة 4-2.
( ) ( ) ( )2, , :x y x y x y∀ ∈ < ⇒ ∃α ∈ < α <ℝ ℚ  

  .ℝفي  كثيفة ℚإنّ مجموعة الأعداد العاديةّ  قولالنعبرّ عن هذه الخاصة عادة ب
  الإثبات

x يحُقّقانعددين حقيقيين  yو xليكن  y< ولنضع ،
2

x y
z

+
كان العدد   لـمّا. =

2
y x

z x
−

=  nموجباً تماماً  موجباً تماماً فإننا نجد استناداً إلى خاصّة أرخميدس عدداً طبيعياً  −
) يحُقّق ) 1n z x−   ومنه <

1nx nz nz nz ny < − < ≤ < .  
nz/نجد من ثمَ عدداً عادياً  n α =   قيحُق x y< α <.  �  

  يوجد بين كل عددين حقيقيين مختلفين عدد لا ائي من الأعداد العاديةّ. .نتيجة 5-2.

  الإثبات 
)ليكن  ),y x  2عنصراً منℝ يحُقّق x y< موعةسنثبت أنّ ا .  

] [ { }, :x y r x r y∩ = ∈ < <ℚ ℚ  
  غير منتهية. 
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نعرّف العدد ل
1n

x ny
t

n

+
=

+
 . نلاحظ أنّ ℕمن  nوذلك أياً كان العدد  

1, n nn x t t y+∀ ∈ ≤ < <ℕ  
  قّقيحُ و  ℚينتمي إلى  nαيمكننا أن نجد بناءً على المبرهنة السابقة عدداً  n ومهما تكن

1n n nt t +< α <  
  من الواضح أنّ التطبيق

] [: , , nx y nϕ → ∩ αℕ ℚ ֏  
[متباين، فاموعة  [,x y∩ℚ  ا تحويّغير منتهية لأ( )ϕ ℕ.  �  

   يوجد بين كل عددين حقيقيين مختلفين عدد لا ائي من الأعداد غير العاديةّ. .نتيجة 6-2.

  الإثبات
)ليكن  ),y x  2عنصراً منℝ يحُقّق x y< . موعةسنثبت أنّ ا  

] [ { }, \ \ :x y t x t y= ∈ < <ℚ ℝ ℚ  

 غير منتهية. في الحقيقة، إنّ اموعة
2 2
,
yxA  = ∩   

ℚ ،غير منتهية بمقتضى النتيجة السابقة
}عة ومن ثمَ فامو  }2 2 :A t t A= [ غير منتهية ومحتواة في ∋ [, \x y ℚ.  �  

)إلى المقدار xنرمز بالرمز ℝمن  xلتكن  .تعريف 7-2. )max ,x x−ابع، ونسمّي الت 
| |: +⋅ →ℝ ℝ الآتيةوهو يحقّق الخواص  القيمة المطلقة ابعت:  

2

2

2

, 0 0

( , ) ,

( , ) ,

( , ) ,

x x x

x y xy x y

x y x y x y

x y x y x y

∀ ∈ = ⇔ =

∀ ∈ = ⋅

∀ ∈ + ≤ +

∀ ∈ − ≤ −

ℝ

ℝ

ℝ

ℝ

�

�

�

�

 

  سنترك إثبات هذه الخواص تمريناً للقارئ.  
izفي حالة عدد عقدي  zوكذلك نلاحظ أنّ الرمز    x y= العدد  طويلةيعبر عن  +
2أي  zالعقدي  2x y+ والتابع .z z֏  ق جميع خواص القيمة المطلقة المبيّنةبعد  آنفاً يحُق

  .ℝبالحقل  ℂأن نستبدل الحقل 
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  المستقيم الحقيقي المنجز 3.

} نسمّي اموعة .تعريف 1-3. },= ∪ +∞ −∞ℝ ℝ ، المكوّنة من مجموعة الأعداد
المستقيم الحقيقي  يهان إلينتميالا ∞−و ∞+الحقيقيّة، ومن عنصرين إضافيين 

  .المنجز
)مرتبّة ترتيباً كليّاً بالعلاقة  ℝإنّ اموعة . ℝعلاقة الترتيب على  2-3. : يأتيالمعرّفة كما  ≥(

∞−xفلدينا  ℝمن  xأياً كان  xو ≥ ≤  ℝ من yو x، و أمّا إذا كان ∞+
xفالعلاقة  y≤ قة الترتيب المألوفة في هي نفسها علاℝ.  

  أدنى. أعلى وحد  حدℝ  لكل مجموعة غير خالية من  .مبرهنة 3-3.
  الإثبات

  .ℝة غير خالية من مجموعة جزئي Aلنعرض الإثبات مثلاً في حالة الحدّ الأعلى: لتكن 
∞+A إذا كان � ∞+supA كان   ∋ =.  
} إذا كان � }A = ∞−supA كان  ∞− =.  
∞+Aوأخيراً إذا كانت  � Bو  ∌ A= ∩ ≠ ∅ℝ :فنناقش حالتين  

 ℝحداً أعلى في  Bوفي هذه الحالة تقبل  Bعنصر راجح على ℝإمّا أنه يوجد في  	
  .Aيكون هو نفسه الحد الأعلى للمجموعة 

supAومن ثمَ  B عنصر راجح على ℝ إمّا أنه لا يوجد فيو  	 = +∞.  �  

  : الآتي وجهعلى ال ℝ إلى ℝيمكن تمديد بعض العمليات في  .ℝ العمليات في 4-3.
� ( ) ( )+∞ + +∞ = )و   ∞+ ) ( )−∞ + −∞ = −∞.  
)  :ℝمن  xأياً كان   � ) ( )x x+ +∞ = +∞ + = +∞.  

)  و          ) ( )x x+ −∞ = −∞ + = −∞.  
}من  x أياً كان � }∗

+ ∪ +∞ℝ:  ( ) ( )x x⋅ +∞ = +∞ ⋅ = +∞.  
)  و          ) ( )x x⋅ −∞ = −∞ ⋅ = −∞.  

}من  x أياً كان � }∗
− ∪ −∞ℝ:  ( ) ( )x x⋅ +∞ = +∞ ⋅ = −∞.  

)  و          ) ( )x x⋅ −∞ = −∞ ⋅ = +∞.  
 .∞−أو ∞+و 0 جداء غير معرّف، وكذلك ∞−و ∞+ نلاحظ أنّ جمع �
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  الجوارات 4.

  تحقق الشرط ℝمن  Iكلّ مجموعة جزئية   ℝي مجالاً في نسمّ  .تعريف 1-4.
( ) ( )( , ) , ,a b I I c a c b c I∀ ∈ × ∀ ∈ < < ⇒ ∈ℝ  

)كن يل .أمثلة 2-4. , )m M  عنصراً من×ℝ ℝ يحُقّق m M≤ ًّموعات . إنّ كلامن ا 
  : مجالالمعرّفة فيما يلي 

[ ] { }

[ [ { }

] ] { }

] [ { }

, : ( ) ( )

, : ( ) ( )

, : ( ) ( )

, : ( ) ( )

m M x m x x M

m M x m x x M

m M x m x x M

m M x m x x M

= ∈ ≤ ∧ ≤

= ∈ ≤ ∧ <

= ∈ < ∧ ≤

= ∈ < ∧ <

ℝ

ℝ

ℝ

ℝ

  

أحد الأشكال الأربعة الواردة في المثال  I. عندئذ يأخذ ℝمجالاً في  Iليكن  .مبرهنة 3-4.
  السابق.

  الإثبات
I يمكننا أن نفترض ≠ [كان وإلاّ  ، ∅ [0,0I infm ين:الآتيالمقدارين  . نعرّف إذن= I= 

supMو I= ّمن الواضح أن .[ ],I m M⊂كن ي. لc  عنصراً من] [,m M ،عندئذ  

( inf ) ( ) :

( sup ) ( ) :

m I m c a I a c
c I

M I c M b I c b

= ∧ < ⇒ ∃ ∈ <  ⇒ ∈
= ∧ < ⇒ ∃ ∈ < 

  

ينتج أوّل اقتضاءين من تعريف الحدين الأدنى والأعلى، وينتج الاقتضاء الأخير من تعريف اال.  إذْ 
[نستنتج من ثمَ أنّ  [ [ ], ,m M I m M⊂ ⊂.  �  

)لتكن  .ملاحظة 4-4. , )m M  عنصراً من×ℝ ℝ يحُقّق m M≤ . إذا كانI  َأحد 

]االات  ],m M أو[ [,m M  أو] ],m M أو] [,m M  بالرمز  نارمزI
	

إلى اال  
] [,m M  داخلونسمّيه I.  
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المبرهنة  استعمال، ويمكننا بℝ محتوى في ℝكل مجال في ℝ نسمّي مجالاً في .تعريف 5-4.
[الأنماط  من. وبوجه خاصٍ نسمّي االات ℝ السابقة تعيين جميع أنماط االات في [,a b 

[ أو [,a [ أو ∞+ [,a−∞ أو ] [,−∞  من، ونسمّي االات مجالات مفتوحة ∞+
]الأنماط  ],a b  أو[ [,a [أو  ∞+ ],a−∞ مجالات مغلقة.  

 ℝكل مجموعة جزئية من   ℝ في a لعنصرل جواراً . نسمّي ℝمن  aليكن . تعريف 6-4.
 دَ جِ إذا وفقط إذا وُ  a لعنصرجواراً ل V. فتكون اموعة aتحوي مجالاً مفتوحاً تنتمي إليه 

0 < ε ال المفتوح  يجعلا] , [a a− ε + ε  محتوى فيV.  
تحوي مجالاً مفتوحاً من  ℝكل مجموعة جزئية من   ∞+ لعنصرجواراً لكذلك نسمّي   

[النمط  , [α α مع ∞+ ∈ ℝ كل مجموعة جزئية من   ∞− لعنصرجواراً ل. ونسمّي
ℝ وي مجالاً مفتوحاً من النمط تح] , [− ∞ α مع α ∈ ℝ . ونرمز عادة بالرمز( )aV 

  .ℝمن  aإلى مجموعة جوارات العنصر 

  : الآتيةقق مجموعة جوارات عنصر الخواص تح .ملاحظة 7-4.
( ), ( ), ( )V a W a V W a∀ ∈ ∀ ∈ ∩ ∈V V V  
( ), , ( )V a A V A A a∀ ∈ ∀ ⊂ ⊂ ⇒ ∈V Vℝ  

( )
2

( , ) , ( ), ( ),a b a b V a W b V W∀ ∈ ≠ ⇒ ∃ ∈ ∃ ∈ ∩ = ∅V Vℝ  

وكذلك يمكننا تعميم التعريف  .aويمكننا تعميم الخاصّة الأولى على تقاطع عددٍ منتهٍ من جوارات 
  :يأتيكما   ℂإلى مجموعة الأعداد العقديةّ  6-4.

0rوكان  ،ℂعنصراً من  aإذا كان :  تعريف 8-4.   أسمينا اموعة ،<
( ) { }, :D a r z a z r= ∈ − <ℂ  

  .rونصف قطره  aقرصاً مفتوحاً مركزه   
[وهي تعميم طبيعي للمجال    [,a r a r− جواراً  ℂمن  Vالجزئيّة تكون اموعة  .+
0 دَ جِ إذا وفقط إذا وُ  a لعنصرل < ε  يحُقّق( ),D a Vε ⊂.  
  .ℝأو في  ℝالخواص نفسها التي تحُقّقها الجوارات في  ℂتحُقّق مجموعة جوارات عنصر في   

g  



 14 مجموعة الأعداد الحقيقيّة

  تمرينات

Jلتكن  1. التمرينn  من∗ℕ 1 لنفترض أنّ الأعداد الحقيقيّة، وx 2وx و ⋯وnx  ُتح ق ق  

2

1 1

n n

k k
k k

x x n
= =

= =∑ ∑  
1kxأثبت أنّ  }من  kأياً كان  = }, ,1n ….  

  الحـل
  لنلاحظ أنّ 

2 2

1 1 1

( 1) 2 2 0
n n n

k k k
k k k

x x x n n n n
= = =

− = − + = − + =∑ ∑ ∑  

  ú  المطلوب.ثبت وهذا يُ 

Jتكن ل 2. التمرينa وb وc  ثلاثة أعداد حقيقيّة موجبة. أثبت أنّ واحداً على الأقلّ من الأعداد

):  الآتيةالحقيقيّة الثلاثة  )1a b− و( )1b c− و( )1c a−  1أصغر من
4

.  
  الحـل

  لنلاحظ أولاً أنّ 
2

1 1 1
, (1 )

4 2 4
x x x x

 ∀ ∈ − = − − ≤  
ℝ  

1)فلو افترضنا جدلاً أنّ الأعداد الثلاثة  )a b−  1)و )b c− 1)و )c a−  ً1ن مأكبر تماما
4

 ،

ضرا أكبر تماماً من  جداءلكان 
3

1

4
. عندئذ نصل إلى التناقض ]0,1[اال  إلى جميعاً  نتمت، ولا

  : الآتي

3 3

1 1
(1 ) (1 ) (1 ) (1 ) (1 ) (1 )

4 4
a b b c c a a a b b c c< − ⋅ − ⋅ − = − ⋅ − ⋅ − ≤  

1)على الأقلّ من الأعداد الحقيقيّة:  واحدٌ  يكون إذن لا بدُّ أن )a b− 1)و )b c− 1)و )c a− 

1أصغر من 
4

.  ú  
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Jلتكن  3. التمرينa وb وc قيقيّة موجبة. أثبت أنّ: ثلاثة أعداد ح  
2 2 2( 1)( 1)( 1) 8a b c abc+ + + ≥  

  الحـل

)2كان   لـمّا 1) 0x −   نا أنّ ستنتجا، xاً كان العدد الحقيقي ، أيّ ≤
2, 1 2 0x x x+∀ ∈ + ≥ ≥ℝ  

المطلوبة من المتراجحة السابقة  نا تجانس علاقة الترتيب مع قانون الضرب نتجت المتراجحة عملفإذا است
  :يأتيكما 

2

2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 (1 )

2 (1 ) (1 )

(1 ) (1 ) (1 )

a b c a b c

a b c

a b c

⋅ ⋅ ≤ ⋅ ⋅ +

≤ ⋅ + ⋅ +

≤ + ⋅ + ⋅ +

  

  ú  وهو المطلوب.

Jليكن  4. التمرينa وb  قانعددين حقيقيّين0 يحُق a b<   : . أثبت أنّ ≥
( ) ( )2 21 1

8 2 8

b a a b b a
ab

b a

− + −
≤ − ≤  

  الحـل
  نلاحظ أولاً أنّ 

  

( )
2

2

2

22

1

2 2
( )

2( )

( )

8 2

a b
ab b a

b a

b a

b a b a
−

+
− = −

−
=

+

 − +  =    

  (1)  

0ولكن المتراجحة  a b<   تقتضي أنّ  ≥
0 a b< ≤  

  ومن ثمَّ 

0
2

a b
a b

+
< ≤ ≤  

  ومنه
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2

0
2

a b
a b

 +  < ≤ ≤   
  

  أو
2

1 1

2

a b

b a

− +  ≤ ≤   
  

  ú  نجد المطلوب. (1)وأخيراً، بالعودة إلى 

  
Jليكن  5. التمرينn  1، ولتكن أو يساويه الواحدمن عدداً طبيعيّاً أكبر, , nx x…  أعداداً من

]اال  ]1, 1− 1 تحُقق + 0nx x+ +   :  . أثبت أنّ ⋯=
2

1 22 /4nx x nx n + + + ≤   
⋯  

  الحـل

لنعرّف 
1

k

k pp
S x

=
= ,1كانت الأعداد   لـمّا. nℕمن  kفي حالة  ∑ , nx x…  تنتمي إلى

]اال  1, 1]−   ، أمكننا أن نستنتج، من جهة أولى، أنّ +

1

,
k

n k p
p

k S x k
=

∀ ∈ ≤ ≤∑ℕ  

0nSكان   لـمّاو    ، أمكننا أن نستنتج، من جهة ثانية، أنّ =

1
1

,
n

n k n k p
p k

k S S S x n k−
= +

∀ ∈ = − ≤ ≤ −∑ℕ  

  إذن نستنتج أنّ 
  , min( , )n kk S k n k∀ ∈ ≤ −ℕ  (1)  

0ولكن، إذا اصطلحنا أنّ  0S   ، وجدنا=

1 2 1 1
1 1 2
1 1 1

1 1 1

2 ( )

( 1)

n n n

n k k k k
k k k
n n n

k k k
k k k

x x nx k S S kS kS

kS k S S

− −
= = =
− − −

= = =

+ + + = − = −

= − + = −

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

⋯

  

  يكون (1) عمالوباست
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1 1

1 2
1 1

2 min( , )
n n

n k
k k

x x nx S k n k

− −

= =

+ + + ≤ ≤ −∑ ∑⋯.  (2)  

2nولكن في حالة  m= أي ،n عدد زوجي، لدينا  
1 2 1

1 1 1
1 2

2

1

min( , ) (2 )

2
4

n m m

k k k m
m

k

k n k k m k

n
m k m

− −

= = = +
−

=

− = + −

 
 = + = =
 
 

∑ ∑ ∑

∑
  

2وفي حالة  1n m=   عدد فردي، لدينا n، أي +
1 2

1 1 1

2
2

1

min( , ) (2 1 )

2
4

n m m

k k k m
m

k

k n k k m k

n
k m m

−

= = = +

=

− = + + −

 
 = = + =
 
 

∑ ∑ ∑

∑
  

  ú  .(2)ونحصل على المطلوب بالتعويض في المتراجحة 

Jليكن  6. التمرينn  1عدداً طبيعياًّ أكبر أو يساوي الواحد، ولتكن, , nx x… الأعداداً من ا 

. أثبت أنّ واحداً على الأقلّ من الجداءين [0,1]
1

n

i

i

x
=

)و ∏ )
1

1
n

i

i

x
=

أصغر أو  ∏−

2يساوي  n−.  
  الحـل

لو افترضنا جدلاً أنّ الجداءين 
1

n

i
i

x
=

و  ∏
1

(1 )
n

i
i

x
=

2أكبر تماماً من  ∏− n− لكان لدينا  

( )
1 1 1

1 1
(1 ) (1 )

4 4

n n n

i i i in n
i i i

x x x x
= = =

< ⋅ − = ⋅ − ≤∏ ∏ ∏  

  ú  .وهذا خُلفٌ  2.الملاحظة الواردة في التمرين  فدنا مناست ذإ

Jأثبت أنهّ أياً كان العدد الطبيعيّ الموجب تماماً  7. التمرينnن ، وأياً كا( )1, , na a…  من
[ [( )1, n+∞ :فلدينا   
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( ) ( ) ( )1
1 12 1 1 1n

n na a a a− + ≥ + +⋯ ⋯  
  الحـل

  لنلاحظ أولاً أنّ 

0

2 2 1

2( 1) (

( 1) ( 1) ( 1)( 1)

1) 1

0

1

( )

a b a b

ab a

ab ab a b

ab a b

b ≥

⇒ + ≥ + + +

⇒ + ≥

≥ ∧ ≥ ⇒ − −

−

+

≥

⇒

+

− +   

2nوهذا يثبت صحة الخاصّة المطلوبة عندما  ، n . فإذا كانت الخاصّة صحيحة عند القيمة=
1وكانت  1( , , , )n na a a ,1])1أعداداً من  …+ [)n++∞   1كان الجداء na a⋯  أكبر أو يساوي

2n، وكان لدينا بناءً على حالة 1 =،  

1
1 1 1 12 (1 ) (1 ) 2 (1 )n n

n n n na a a a a a−
+ ++ ≥ + ⋅ +⋯ ⋯  

  :فرْض التدريج عملناوإذا است
1

1 12 (1 ) (1 ) (1 )n
n na a a a− + ≥ + +⋯ ⋯  

1n وجدنا المتراجحة المطلوبة صحيحة عند قيمة   ú  .الإثبات، ويتم +

Jليكن  8. التمرينn  من∗ℕ 1، ولتكن, , na a…  1و, , nb b…  .ًأعداداً حقيقيّة موجبة تماما
وليكن 

1
inf i
i n

a a
≤ ≤

و =
1
inf i
i n

b b
≤ ≤

و =
1
sup i
i n

A a
≤ ≤

و =
1
sup i
i n

B b
≤ ≤

= .

  أثبت أنّ:
2 2

2
1 1

2

1

1
1

4

n n

i i
i i

n

i i
i

a b
ab AB

AB ab
a b

= =

=

              ≤ ≤ +       

∑ ∑

∑
  

  الحـل
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2بالعلاقتين  βو α لنعرّف العددين الحقيقيين الموجبين 2

1

n

k
k

aα
=

= 2، و∑ 2

1

n

k
k

bβ
=

= ∑ .

  صحيحة: الآتيةعندئذ تكون المتراجحة 
2

2 2

2 2
1 1 1 1

1

1 1 2
0

2
2

n n n n
i i

i i i i
i i i i

n

i i
i

a b
a b a b

a b

α β αβα β

αβ

= = = =

=

  ≤ − = + −   

= −

∑ ∑ ∑ ∑

∑

  

  وهذه تكافئ المتراجحة اليسرى.

  ومن جهة ثانية نلاحظ أنّ 

, 0i i i i
n

a b a b
i abAB

A b a B

      ∀ ∈ − ⋅ − ≤        
ℕ  

  أو 
2 2, ( ) 0n i i i ii bB a ab AB a b aA b∀ ∈ ⋅ − + ⋅ + ⋅ ≤ℕ  

  فإذا جمعنا هذه المتراجحات وجدنا

2 2

1 1 1

( )
n n n

i i i i
i i i

bB a aA b ab AB a b
= = =

⋅ + ⋅ ≤ +∑ ∑ ∑  

24المتراجحة البسيطة  فدنا منإذا استو  ( )xy x y≤   وجدنا +

2

2 2 2

1 1 1

4 ( )
n n n

i i i i
i i i

aAbB a b ab AB a b
= = =

             ⋅ ≤ + ⋅                 
∑ ∑ ∑  

  ونحصل على المتراجحة المطلوبة بملاحظة أنّ 
22( ) 1

4 4

ab AB ab AB

aAbB AB ab

 +  = +   
  

المطلوب.إثبات ذا يتم و  ú  
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Jليكن  9. التمرينn  من∗ℕ ، 1ولتكن, , na a… 1أعداداً حقيقيّة موجبة تماماً و, , nb b… 
  تحُققأعداداً حقيقيّة  

�  1 2 na a a≥ ≥ ≥⋯.  

�  
1 1

k k

i i
i i

a b
= =

≤∑ }من  kاً كان أيّ   ∑ }, ,1n ….  

2أثبت أنّ  2

1 1

n n

i i
i i

a b
= =

≤∑ ∑.  

  الحـل

لنضع بالتعريف
1

k

k i
i

A a
=

= و ∑
1

k

k i
i

B b
=

= كذلك ولنضع   .nℕعنصراً من  kحين يكون  ∑

0 0A 0و = 0B   . عندئذ يكون لدينا=

2
1 1

1 1 1 1
1 1

1 1
1 1 1

1 1

1 1
1 1 1

1 1
1 1 1

1

( )

( )

( )

( )

n n n n

i i i i i i i i
i i i i

n n n

i i i i n n i i i
i i i

n n n

n n i i i i i i i
i i i

n n n

i i i i i i i
i i i
n

i i
i

a a A A a A a A

a A a A a A a a A

a B a a B a B a B

a B a B a B B

a b

− −
= = = =

− −

+ +
= = =

− −

+ +
= = =

− −
= = =

=

= ⋅ − = −

= − = + −

≤ + − = −

= − = ⋅ −

=

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑

  

كان   لـمّاو 
2

2 2

1 1 1

n n n

i i i i
i i i

a b a b
= = =

   ≤ ⋅   
∑ ∑   استناداً إلى التمرين السابق، نتج لدينا: ∑

2

2 2 2

1 1 1

n n n

i i i
i i i

a a b
= = =

   ≤ ⋅   
∑ ∑ ∑  

2وهذا يقتضي  2

1 1

n n

i i
i i

a b
= =

≤∑   ú  .الإثبات، ويتم ∑
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Jليكن  10. التمرينa وb  ّغير معدومةعددين عاديّين موجبين تماماً، ولنفترض وجود أعداد عادية 
A وB وC  تحُقّقA a B b C+    . أثبت أنّ =

a ∈ ℚ   و   b ∈ ℚ  
  الحـل

  لنلاحظ أنّ 
2 2

2 2

aA bB
A a B b

A a B b

aA bB
D

C

−
− =

+
−

= = ∈ ℚ

  

إذن 
2

C D
a

A

+
= ∈ ℚ و

2

C D
b

B

−
= ∈ ℚ.  ú  

Jلتكن  11. التمرينA وB  مجموعتين جزئيّتين غير خاليتين منℝ :نعرّف  
{ }

{ }

 : ,

: ,

A B a b a A b B

AB ab a A b B

+ = + ∈ ∈

= ∈ ∈
   

نّ  Bو A أنّه إذا كانت اموعتان بينّ  1. Aمحدودتين من الأعلى فإ B∪ وA B+ 
  لدينامحدودتان من الأعلى و 

( ) ( ) ( )( )sup max sup , supA B A B∪ =   
 ( ) ( ) ( )sup sup supA B A B+ = +  

Aوإذا كان  2. B∩ ≠ Aفإنّ اموعة  ∅ B∩ :محدودة من الأعلى ولدينا  
( ) ( ) ( )( )sup min sup , supA B A B∩ ≤  

+ جزأين منBو Aإذا كان 3.
∗ℝ   كانتمحدودين من الأعلى AB  كانمحدودة من الأعلى و 

( ) ( ) ( )sup sup supAB A B=.  
  محدودتين من الأدنى. Bو Aاكتب وأثبت الخواصّ الموافقة عندما تكون اموعتان  4.
  الحـل

  ú  هذا التمرين تطبيق مباشرٌ للتعاريف، ونتركه للقارئ.
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Jليكن  12. التمرين: [0,1] [0,1]f ]في  تابعاً متزايداً. نريد أن نثبت أنهّ يوجد →  عنصرٌ  0,1[

0x 0 يحُقّق 0( )f x x=موعةلنتأمّل ا .  
{ }[0,1] : ( )x f x x= ∈ ≥A  

≠أثبت أنّ  � ∅A ّعنصر راجح على 1، وأنA0 . نستنتج وجود supx = A.  
)0أثبت أنّ  � )f x  راجح علىAماذا تستنتج؟ ،  
)0بين أنّ  � )f x ∈ A .وأثبت المطلوب ، 

   الحـل
0كان   لـمّا � [0,1]∈ ⊂A موعةكانت ا ،A  غير خالية، والواحد عنصر راجح عليها، إذن

0فهي تقبل حداً أعلى، وليكن  supx = A.  

0x، عندئذ يكون Aعنصراً من  xليكن � x≥ َّ0، ومن ثم( ) ( )f x f x≥  ّلأنf  .متزايد
xولكنّ الشرط  ∈ A  ّيقتضي من جهة أخرى أن( )f x x≥إذن ،  

0, ( )x x f x∀ ∈ ≤A  
)0والعنصر  )f x عنصر راجح على A.  

0نستنتج مما سبق أنّ  � 0sup ( )x f x= ≤A كان   لـمّا. وf  ًمتزايداً، وجب أن يكون أيضا  
( )0 0( ) ( )f x f f x≤  

)0نّ إأي  )f x ∈ A 0. وهذا يقتضي 0sup ( )x f x= ≥A 0، إذن 0( )x f x= ويتم .
  ú  .لإثباتا

  

Jالآتيةأثبت الخواص  13. التمرين:  

�  
 , ,

nx
n x x

n
∗  ∀ ∈ ∀ ∈ =  
ℕ ℝ  

�    , 0 2 2 1x x x∀ ∈ ≤ − ≤ℝ  

�  

1

0

, ,
n

k

k
n x x nx

n

−
∗

=

 
∀ ∈ ∀ ∈ + = 

 
∑ℕ ℝ  

� , 1 4 2n n n n∗   ∀ ∈ + + = +   ℕ 
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  الحـل

:ليكن  � , ( )
nx

x x
n

     ϕ → ϕ = −    
ℝ ℝ ّنلاحظ أن .ϕ بل العدد تابع دوري ويق

  ،ℝمن  xدوراً. وذلك لأنهّ، أياً كانت  1

( 1) 1 ( )
nx n

x x x
n

   +   ϕ + = + − = ϕ    
  

)يكون لدينا وضوحاً  ]0,1]من  xوفي حالة  ) 0xϕ ,إذن  = ( ) 0x x∀ ∈ ϕ =ℝ.  
:ليكن  � , ( ) 2 2x x xλ λ    → = −   ℝ ℝ ّنلاحظ أن  .λ  تابع دوريّ ويقبل العدد
  دوراً. ونحصل على المطلوب بملاحظة أنّ  1

1
2

1
2

0 : 0 ,
( )

1 : 1.

x
x

x
λ

 ≤ <= 
 ≤ <

  

 التابع ليكن �
1

0

: , ( )
n

k

n
k

x nx xµ µ

−

=

  → = − +    ∑ℝ ℝ  ّعندئذ نلاحظ أن  

1

0

1
1

0

1 1
1

1

0
1

( ) 1 1 ( )

n

k
n

k
n

k

k
x nx x

n n

k
nx x

n

k n
nx x x x

n n n

x x x x

µ

µ µ

−

=

=
−

=

   +    + = + − +        
 

   = + − +    
     

       = + − + − + + +            
   = + − + + =   

∑

∑

∑

  

n−,10من اال  xدوراً، ولكن في حالة  −1nيقبل العدد  µوهذا يثبتُ أنّ التابع  
  

  لدينا 

{ }0,1, , 1 , 0
k

k n x
n

 
 ∀ ∈ − + =
  

0nxو    …  =   

  إذن 
10, , ( ) 0x n xµ− ∀ ∈ =  

  
0µفنكون قد أثبتنا أنّ     وهي النتيجة المطلوبة. =
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  لنلاحظ أولاً أنّ  �

( )

( )

1
2

1
2

1 1

2 2

1 1
1

2 2 1

n n
n n

n n
n n

+ − =
+ +

+ − + = −
+ + +

  

  وبالجمع نجد

1 1
2 2

1 1
2 2

1
4 2 1

2( ) ( 1 )

1

2( ) ( 1 ) ( 1)

n n
n n n

n n n n

n n n n n n

+ −
+ − − + =

+ + ⋅ + + +

=
+ + ⋅ + + + ⋅ + +

  

  نستنتج إذن أنّ 
, 0 4 2 1 1n n n n∀ ∈ < + − − + <ℕ  

  أو
, 1 4 2 1 1n n n n n n∀ ∈ + + < + < + + +ℕ  

  ومنه

, 1 4 2 1 1n n n n n n     ∀ ∈ + + ≤ + ≤ + + +          ℕ  

4لنضع  2p n = +    ّ1ولنفترض جدلاً أنp n n ≠ + +  دئذ يكون لدينا ، عن
1استناداً إلى المتراجحة السابقة  1p n n = + + +  . ومنه  

1 4 2n n p n+ + < ≤ +  
  وبالتربيع والإصلاح نجد

2 2 2 24 4 ( (2 1)) 4 4 1n n p n n n+ < − + ≤ + +  
  ومنه المساواة

2 2 2( (2 1)) (2 1)p n n− + = +  
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2ومن ثمَّ  4 2p n= 2لأنّ  + (2 1)p n≥ 2ولكنّ المساواة  .+ 4 2p n= تقتضي   +
2pعدداً زوجياً، ولو عرفّنا  pكوْن العدد  q=  22لصار لدينا 2 1q n− وهذا تناقض  =

  صارخ.
1pفالفرْض وعليه   n n ≠ + +   1، ولا بدُّ أن طأخp n n = + +   .

  p.  úونصل إلى المطلوب بالعودة إلى تعريف 

Jأثبت أنّ  14. التمرين  
2( , ) , 2 2x y x x y y x y         ∀ ∈ + + + ≤ +         ℝ  

  الحـل
)التي يكون فيها الة الحلندرس أولاً  , )x y 0,1]صراً من عن[ [0,1[×.  
1xإمّا أن يكون  � y+ 0xوعندئذ  > x y y     + + + =      فالمتراجحة ،

  محقّقة لأن طرفها الأيمن أكبر أو يساوي الصفر حتماً في هذه الحالة.
1xوإمّا أن يكون  � y+ 1x ، وعندها≤ x y y     + + + =      ولكن في ،

2: هذه الحالة لا بدُّ أن تتحقق واحدة على الأقل من المتراجحتين 1x 2، أو≤ 1y ≥ 
2 وعندها يكون 2 1x y   + ≥   .  

)إذن لقد أثبتنا صحة المتراجحة في حالة  )
2

( , ) [0,1[x y ∈.  

  :الحالة العامّة لنأتِ إلى

)كن يل , )x y 2عنصراً منℝ.  نضعn x =   0,1]و[x x n′ = − نضع كذلك ، و ∋
m y =   0,1]و[y y m′ = −   :  لسابقةعندئذ يكون لدينا استناداً إلى الحالة ا .∋

2 2

2 2 2 2

2 2

x x y y n m x y

n m x y

x y

       ′ ′+ + + = + + +       

   ′ ′≤ + + +   

   = +   

  

  ú  المطلوب. نجد وبذلك
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Jموع 15. التمرينعبرّ بصيغة بسيطة عن ا  

1

n

n
k

T k
=

 =  ∑  

  الحـل
  لنلاحظ أولاً أنّ 

2 2

1

( 1) 1

p k p k p

p k p

 = ⇔ ≤ < +  

⇔ ≤ ≤ + −
  

  ومن ثمَّ 

( )
2

2

( 1) 1
2 2 2( 1) 2

p

p

k p

I k p p p p p

+ −

=

 = = ⋅ + − = +  ∑  

  إذن
2 1 1

1 1
1 1

2

1 1

2

( 1) (2 1) ( 1)

3 2
( 1)(4 1)

6

m m

p
k p

m m

p p

k I

p p

m m m m m

m m m

− −

= =
− −

= =

  =  

= +

− − −
= +

− +
=

∑ ∑

∑ ∑  

mوأخيراً إذا وضعنا  n =   كان لدينا ،  
2

2

1

1

2( 1)(4 1)
( 1)

6
( 1) (2 5)

6

m n

n
k k m

T k k

m m m
m n m

n n n
n n

−

= =

   = +      

− +
= + − +

  ⋅   − ⋅   + = −  

∑ ∑

  

  ú  وهو المطلوب.
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J16. التمرين  

  :أثبت أنّ  1.
1 : \ ,

,
0 : .

x
x x x

x

− ∈   ∀ ∈ + − =      ∈

ℝ ℤ
ℝ

ℤ
  

  عددين طبيعيين أوّليين فيما بينهما فإنّ  qو  pأنه إذا كان  استنتج 2.
1

1

( 1)( 1)

2

q

k

p qkp

q

−

=

− − 
= 

  
∑  

  الحـل
نّ التابع  1. :لنلاحظ أولاً أ ,x x x   ϕ → + −   ℝ ℝ دوراً .  1ددعدوري ويقبل ال ֏

  ونحصل على الخاصة المطلوبة بملاحظة أنّ 
1 : 0 1

0,1 , ( )
0 : 0

x
x x

x

− < < ∀ ∈ ϕ =    =
  

ومن جهة أخرى إذا عرفّنا  2.
1

1

q

k

kp
A

q

−

=

 
 =
  

  كان لدينا  ∑

1 1

1 1
1

1
1

1

( )

( 1)

q q

k k
q

k
q

k

kp q k p
A

q q

kp
p

q

kp
p q

q

− −

= =
−

=
−

=

   −
   = =
      
   −   = +      

 −
 = − +
  

∑ ∑

∑

∑

  

  ومنه
1

1
1

1

2 ( 1)

( 1)( 1) 1

q

k
q

k

kp kp
A p q

q q

kp
p q

q

−

=
−

=

     −     = − + +          
   = − − + + ϕ      

∑

∑
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1ولكنّ المقدار 
kp

q

 + ϕ   
وذلك استناداً إلى الطلب  1q−ℕمن  kاً كانت يساوي الصفر أيّ  

kpالسابق. في الحقيقة، إنّ 

q
∈ ℤ  يقتضي وجودm  فيℤ  ق يحُقkp mq= كان  لـمّا،  و q 

إلى  k انتماءوهذا يناقض  .kالعددَ  q، وجب أن يقسم العددُ pأوليّاً مع  qو kpيقسم 
1q−ℕ ّنستنتج إذن أن .  

2 ( 1)( 1)A p q= − −  
  ú  وهذا يثُبت العلاقة المطلوبة.

Jأثبت أنّ  17. التمرين
2

0

2
,

3 3

n

k

k n
n

=

  
 ∀ ∈ = 
    

∑ℕ.  

  الحـل

  ، المقدارℕمن  nلنعرّف، أياً كانت 
2 2( 1) 2 2

( )
3 3 3

n n n
f n

     + +     = − −         
  

  ولنلاحظ ما يلي:
2 2

2 2

( 1) 6( 1) 9 6 9 2 8
( 3)

3 3 3

( 1) 2 2
2 5 2 3 2

3 3 3

( )

n n n n n
f n

n n n
n n

f n

     + + + + + + +     + = − −
         
     + +     = + + − − − − −
         

=

  

  لكنو 
(0) (1) (2) 0f f f= = =  

  إذن 
, ( ) 0n f n∀ ∈ =ℕ  

ونحصل على المساواة المطلوبة بكتابة 
1

0

( ) 0
n

k

f k

−

=

=∑.  ú  
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J2)أثبت أنّ  18. التمرين 3)n +   ٌفرديّ، وذلك أياً كانت  عددn  منℕ . يمكنك أن
2)ثبت أولاً أنّ ت 3) (2 3) (2 3) 1n n n + = + + − − .  

  الحـل

  المعرّف بالعلاقة:  nxلنلاحظ أنّ العدد 

2 2 1

0 2

(2 3) (2 3) 1 1 2 3n n k n k k
n n

k n

x C − +

≤ ≤

= + + − − = − + ∑  

0كان   لـمّاهو عدد طبيعي. و  (2 3) 1n< −   فإننا نستنتج أنّ  ≥
(2 3) 1n

n nn x x∀ ∈ < + < +ℕ  
  وهذا ما يثبت أنّ 

(2 3)nnx
 = +  

  
  الآتية نرى بسهولة انطلاقاً من العلاقةو  

2 2

0 2

1 2 2 3k n k k
n n

k n

x C −

≤ ≤

= − + ∑  

  ú  .عدد فردي nxأنّ 

Jأثبت أنّ  19. التمرين  
1

1, 2 1 2 2 2 1n n n n n
n

∀ ≥ + − < < − −  

واستنتج قيمة   
410

1

1
k k=

 
 
 
∑.  

  الحـل

2المتراجحة المطلوبة واضحة. ومنها نستنتج أنهّ، أياً كانت  m≤  كان   
2 2

1 2

1 1
1 1 2( 1) 2 1

m m

k k

m m
k k= =

= + < + − = −∑ ∑  

  و
2 2 1

1 1

1 1 1 1 1
2( 1) 2 2

m m

k k

m m
m m mk k

−

= =

= + > + − = − +∑ ∑  
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  ومنه نستنتج أنّ 
2

1

1
2, 2 2 2 1

m

k

m m m
k=

∀ ≥ − < < −∑  

  وهذا يقتضي
2

1

1
2, 2 2

m

k

m m
k=

 
 ∀ ≥ = − 
  
∑  

وبوجه خاص 
410

1

1
198

k k=

 
  = 
  
∑.  ú  

J3هل العدد  20. التمرين 340 11 13 40 11 13 a− + +   ؟ عددٌ عادي =

  الحـل

3والإصلاح نجد  3aبحساب  9 80 0a a− −   جذرٌ حقيقي للمعادلة a. ومنه فإنّ =
3 9 80 0x x− − =  

  خرى لديناأولكن من ناحية 
2

3 2 5 39
9 80 ( 5)( 5 16) ( 5)

2 4
x x x x x x x

     − − = − + + = − + +       
  

3 هو الجذر الحقيقي الوحيد للمعادلة 5إذن العدد  9 80 0x x− − 5a. ومن ثمَّ فإنّ = = 
  ú  وهو إذن عدد صحيح.

Jليكن  21.التمرينa  ًليكنو  .عدداً حقيقيّا N  من∗ℕ أثبت أنهّ يوجد زوج .( ),A B  من
∗×ℤ ℕ : ق في آن معاً الشرطينيحُق  

B N≥   1 وA
a

B BN
− <  

  الحـل
، ينتمي العدد ℕمن  kوعدد طبيعي  ،ℝ من a لنلاحظ أنهّ، في حالة عدد حقيقي 1.

ka ka ka = −    الذي هو الجزء الكسري للعددka ال0,1 إلى ا 
   ومن ثمَّ ينتمي المقدار
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N ka  ال0إلى ا,N 
  عليه ينتمي الجزء الصحيح لهذا العدد، أي ، وN ka 

 ،  إلى
{ }0,1, , 1N   . لنعرّف إذن التابع…−

{ }: 0,1, , 1 , ( )N k N kaϕ ϕ  → − =  ℕ …  

} كان  لـمّا }( )card 0,1, , 1N N− على أي مجموعة جزئيّة  ϕاستنتجنا أنّ مقصور  …=
  لا يكون متبايناً. لنعرّف إذن  Nعدد عناصرها أكبر تماماً من  ℕمن 

{ } { }2: 0 0, ,2 , ,jN j N N N N= ≤ ≤ =E …  
ϕكان  لـمّا

E
  يحُققان : tو sن اغير متباين استنتجنا أنهّ يوجد عدد 

0 s t N≤ < )و     ≥ ) ( )sN tNϕ ϕ=  
Nأي إنّ للعددين  sNa وN tNa تماماً من  الجزء الصحيح نفسه. فالمسافة بينهما أصغر

  . وعليه1
1N sNa N tNa− <  

sفإذا عرفّنا  sNa ′ =    وt tNa ′ =    ّاستنتجنا أن  
( ) ( ) 1N sNa s N tNa t′ ′− − − <  

)2 وهذا يُكافئ ) ( ) 1s t N a N s t′ ′− − −   أو، >

2

1

( ) ( )

t s
a

t s N t s N

′ ′−
− <

− −
  

)يكفي إذن أن نختار  )B t s N N= − Aو ≤ t s′ ′=   ú  لنجد المطلوب. −

Jلتكن 22. التمرين ( ),G )من زمرة جزئيّة  + ),+ℝ،  ّنفترض أن{ }0G العدد  ، ونعرّف≠
b  بالعلاقة( )+infb G ∗= ∩ ℝ.  
0bأثبت أنهّ إذا كان  1. } كان  < }:G bk k= ∈ ℤ.  
0bلنفترض أنّ  2. xيحُققان  ℝعنصرين من  yو x. ليكن = y<.  

.i   عنصر أثبت أنهّ يوجد g في G 0 يحُقّق
2

y x
g

−
< <.  

.ii    1ليكنy
gk  = −  ّأثبت أن .] [,kg x y G∈ ∩.  

.iii   ّاستنتج أنG  كثيفة في ℝ.  
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∗من  θليكن  3.
+ℝالرمز، نرمز ب [ ]θℤ موعةإلى ا  

( ){ }2: ,n m n m+ θ ∈ ℤ  
.i   ّأثبت أن [ ]θℤ  زمرة جزئيّة من( ),+ℝ.  

.ii   ّأثبت أن[ ]θℤ   كثيفة فيℝ  إذا وفقط إذا كانθ ∉ ℚ.  

∗\من  θليكن  4.
+ℝ ℚالرمز، نرمز ب θN موعةإلى ا  

( ){ }: ,n m n m+ θ ∈ ×ℕ ℤ  
.i   0ليكنε [أثبت أنّ  < [0,θ ε∩ ≠ ∅N  و] [, 0θ ε∩ − ≠ ∅N.  

.ii   ّأثبت أنθN   كثيفة فيℝ.  

.iii   ليكنx  ًمن عددا[ 0εكن يول ،−1,1[ يحُقّق  ℕمن  nه يوجد أثبت أنّ  .<
sinn x ε− } ، أي إنّ اموعة> }sin :n n ∈ ℕكثيفة في [ ]1,1−.  

  الحـل

Gفي  gيوجد عنصر  bاستناداً إلى تعريف  1. ∗
+∩ ℝ 3 يحُقّق

2
b g b≤ . فلو افترضنا ≥

bأنّ  على سبيل الجدل g<  أمكن إيجاد عنصر آخرg Gفي  ′ ∗
+∩ ℝ  ّقيحُق b g g′≤ < ،

  ومن المتراجحة
3
2

b g g b′≤ < ≤  
1ينتج أنّ 

2
0 g g b′< − gالعنصر ولكنّ  .≥ g . إذن bتعريف  اقضمما ين Gعنصرٌ من  −′

g b=  والعنصرb  ينتمي إلىGومنه .b G⊂Z.  
k/. نعرّفG عنصراً ما من x وبالعكس، ليكن x b =  و ،z x k b= . نلاحظ −

0من جهة أولى أنّ  z b≤ zومنه  > G ∗
+∉ ∩ ℝاستناداً إلى تعريف ، b ومن جهة ثانية .

Gينتمي إلى  zنرى وضوحاً أنّ  +∩ ℝ0ون .  إذن لا بدُّ أن يكz  x،  وهذا يثبت أنّ =
Gنكون قد أثبتنا أنّ ف. bZينتمي إلى  b= Z.  
  

0bنفترض أنّ  2. = ين. لنتأمّل عددين حقيقي x وy  منℝ  قانيحقx y<.  
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1كان   امّ ـل
2
( ) 0y xε = − 0 يحُقق g عنصرٌ  Gفي  ، فيوجد< g ε< ، وذلك استناداً >

/. لنضع إذن بالتعريف bإلى تعريف  1k y g = −  1 فيكون 2
y

k k
g

+ ≤ <   أو . +

2kg g y kg g+ ≤ < +  
  ومنه

  2 2x y y g kg y g yε= − < − < ≤ − <  
kg,أو  x y G ∈ ∩ .  

  نتيجة السابقة على الوجه الآتي:تقُرأ ال

  “.ℝكثيفة في   Gفالزمرة  Gيوجد بين كل عددين حقيقيين مختلفين عنصر من  ”

∗عنصراً من  θلتكن  3.
+ℝ ولنضع .{ }2: ( , )n m n mθ θ  = + ∈ Z Z.  

]إنّ تيقن كوْن  ]θZ  زمرة جزئيّة من( , )+ℝ .إذا لم تكن  أمرٌ بسيط نترك تفاصيله للقارئ[ ]θZ  
∗ينتمي إلى bعنصر 1.جد استناداً إلى ما أثبتناه فيفيو  ℝ كثيفة في

+ℝ  يحُقّق[ ] bθ =Z Z .  
]ينتمي إلى  θو 1 ولماّ كان كل من العددين ]θZ ّعنصرٌ يوجد  فإنه ( , )λ µ  2ينتمي إلىZ ، يحُقّق

1 bλ= وbθ µ=  َّويكون من ثمµ
θ
λ

= ∈ Q .  

p وبالعكس، إذا كان

q
θ= وكان العددان الصحيحان p وq فيما بينهما كانينن أوليّ يعدد  :  

{ }21 1
[ ] : ( , )qn pm n m

q p
θ = + ∈ =Z Z Z  

]والزمرة  ]θZ ليست كثيفة في ℝ.  
∗\من  θليكن  4.

+ℝ ℚالرمز، نرمز ب θN موعةإلى ا  
( ){ }: ,n m n mθ+ ∈ ×ℕ ℤ.  

]كانت اموعة   لـمّاعدداً موجباً تماماً.  εليكن   � ]θZ   في كثيفةℝ  ٍاستنتجنا وجود عنصر
αوليكن  βθ+  ال0ينتمي إلى ا,ε 

   0فإذا كانα ελعرفّنا  ≤ α βθ= وإذا كان  +
0α ελعرفّنا  > α βθ= − ويحُقق  θNينتمي إلى  ελ. فنكون بذلك قد وجدنا عنصراً −

0 ελ ε< <. 
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0ελفإذا كان   � [ استنتجنا من جهة أولى أنّ  < [0,θ ε∩ ≠ ∅N ،من جهة . وإذا تأمّلنا
k/ثانية، العدد  εθ λ =     0كان k ε εθ λ λ ε≤ − ≤  العدد  ، وكان من ثمَّ >

kε εµ λ θ= [عنصراً من اموعة  − , 0[θ ε∩ −N .فهي أيضاً ليست خالية  

0ελوإذا كان  � [أنّ استنتجنا من جهة أولى  > , 0[θ ε∩ −N ،وإذا تأمّلنا، من جهة ثانية .
|/العدد  |k εθ λ =   0كان k ε εθ λ λ ε≤ + ≤ −  ، وكان، من ثمَّ العددُ الحقيقي>

kε εµ λ θ= − ,0[عنصراً من اموعة  − [θ ε∩N .فهي أيضاً ليست خالية  

0εعدداً حقيقياً ما، وليكن  zن إذن ليك � > . 

0zفإذا كان  � ,0[من اموعة غير الخالية  aε، تأمّلنا عنصراً ≤ [θ ε∩N وعرفّنا ،y 
y/بالصيغة   θN من z a aε ε

 =    0. فيكون z y aε ε≤ − ≤ وهذا يثبتُ  >
 أنّ 

,z zθ ε ε ∩ − + ≠ ∅ N  
0zوإذا كان  � ,من اموعة غير الخالية  bε، تأمّلنا عنصراً > 0θ ε ∩ − N ، وعرفّناy 

y/ بالصيغة θNمن  z b bε ε
 =   0. فيكون z y bε ε≥ − ≥ > وهذا يثبتُ  −

 أيضاً أنّ 

,z zθ ε ε ∩ − + ≠ ∅ N  
  .ℝ كثيفة في  θNنكون بذلك قد أثبتنا أنّ اموعة 

]من اال عدداً حقيقياً  xليكن  � 0ε، وليكن −[1,1 يحُقق  ℝفي  zيوجد . <
sin z x= . ّ2كان   الـمθ π=  عدداً حقيقياًّ موجباً لا ينتمي إلىℚ  ّ2استنتجنا أنπN  

2nيحُقّقان  ℤفي  mو ℕفي  n، فيوجد عددان ℝكثيفة في  m zπ ε+ −  ، وعندئذ>

sin sin( 2 ) sin

2

n x n m z

n m z

π

π ε

− = + −

≤ + − <
  

}نكون بذلك قد أثبتنا أنّ اموعة و  }sin :n n ∈ ℕ  1,1 كثيفة في −  ،المطلوب. فيتحقّقú  
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Jنعرّف في حالة  23.التمرينp وq  2من∗ℕ  المقدار( )
2

2

2 3
,

p q
A p q

p q

−
=

+
، ونتأمّل 

)اموعة  ){ }, : 0A p q p q= < <A .  

  .Aعنصرٌ قاصرٌ عن  −3، وأنّ Aعنصرٌ راجحٌ على  2أثبت أنّ  1.

)احسب  2. )sup A  و( )inf A.  
  الحـل

  لدينا ℕ∗من  qو pلنلاحظ أوّلاً أنهّ في حالة  1.
2

2 2

2 2

2 2

2 3 5
2 ( , ) 2 0

2 3 5
3 ( , ) 3 0

p q q
A p q

p q p q

p q p
A p q

p q p q

−
− = − = >

+ +

−
+ = + = >

+ +

  

, إذن 3 2x x∀ ∈ − < <A ، ّراجحٌ على  2وهذا يثُبتُ أنA  ّقاصرٌ عن  −3وأن
A هذا يتيح لنا أن نعرّف .sup( )α = A وinf( )β = A ويكون لدينا استناداً إلى ما .

2αسبق  3βو ≥ ≥ −.  
2αنعلم أنّ  2. 2α. لنفترض جدلاً أنّ ≥ ، عندئذ يوجد استناداً إلى خاصّة أرخميدس عددٌ >
n  2)يحُقّق ) 5n α− )كان   لـمّا.  و < , 1)A n n α+   استنتجنا أنّ  ≥

2

2

5( 1)
( , 1) 2

1
5( 1) 5

2 2

2 (2 )

n
A n n

n n
n

nn n

α

α α

+
≥ + = −

+ +
+

> − = −
+

> − − =

  

2αوهذا تناقضٌ واضحٌ. إذن يجب أن يكون  )supأي   = 2) =A.  
3βوكذلك نعلم أنّ  ≥ 3β. لنفترض جدلاً أنّ − >  خاصّة ، عندئذ يوجد استناداً إلى−

)يحُقّق  mأرخميدس عددٌ  1)( 3) 5m β+ + )3كان   لـمّا. و < , )A m m β≥  ّاستنتجنا أن  
3 5

( , ) 3
1

3 ( 3)

A m m
m

β

β β

≤ = − +
+

< − + + =

  

3βوهذا تناقضٌ واضحٌ. إذن يجب أن يكون  = )infأي  − ) 3= −A.   ú  
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Jأثبت في حالة  24. التمرينa وb  من+ℝو ،n  من∗ℕ  الآتيةالمتراجحة  :  

( )
0

1

1 2

n n
k n k

k

a b
a b

n
−

=

  + ≥ +  
∑  

1aيمكن البدء بدراسة حالة :  اعدةمس bو = x= 1في حالةx ≥.  
  الحـل
1xفي حالة  لنضع ≠:  

1

0

1 1 1 1 1
( )

1 2 1 1 2

n nn n
k

k

x x x
F x x

n n x

+

=

      + − +    = − = −        + + −      
∑  

1xعندئذ في حالة  h= 0h حيث +   يكون لدينا <
1

1
1 1

1 0
1
1

0 0

1
1

2

(1 ) 1
( ) 1

( 1) 2

2
1

2
1

1 1 1 1
:

1 1 12

nn

n nk
n k k k k

n
k k
n nk

n k k k k
n

k k

k k k k
n n nk

k n

h h
F x

n h

C
h C h

n

C
h C h

n

C h C C
k n k

+

+
+ − −

= =
+
+ −

= =

+
+

≤ ≤

 + − = − +  +  

= −
+

= −
+

 = − =  + + + 

∑ ∑

∑ ∑

∑

  

2ولكن  (1 1) 1k k k= + ≥ )، إذن لا بدُّ أن يكون + ) 0F x 1xفي حالة  ≤ . وإذا ≤
  لاحظنا أنّ 

( )
1

, nx x F F x
x

∗
+

 ∀ ∈ =  
ℝ  

,استنتجنا أنّ  ( ) 0x F x+∀ ∈ ≥ℝ . وأخيراً نستنتج المتراجحة العامّة بملاحظة أنهّ في حالة
0b   لدينا <

0

1
0

1 2

nn
k n k n

k

a b a
a b b F

n b

−

=

     +    − = ⋅ ≥        +     
∑  

  ú  .وهي المتراجحة المطلوبة
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  لعدديةّالمتتاليـات ا

  � ℂأو حقل الأعداد العقديةّ  ℝحقل الأعداد الحقيقيّة  Kالرمز  يمثلي هذا البحث ف �

  عموميات 1.

الحقل ومستقره  ℕكل تطبيق منطلقه مجموعة الأعداد الطبيعية   ةعدديّ متتالية ي نسمّ  .تعريف 1-1.
K نرمز عادة إلى متتالية بالرمز .( )n nu ∈ℕ عوضاً عن  

: , nu n u→ Kℕ ֏  
  للمتتالية. الحد العام ،وفق هذا التطبيق nأي صورة العدد  ،nuونسمّي 

)لتكن  .تعريف 2-1. )n nu ∈ℕ  ن م متتالية جزئية. نسمّي عدديةّمتتالية( )n nu ∈ℕ  ل متتالية ك
( )n nv ∈ℕ  ها العام حدnv  يساوي( )nuϕ   حيثϕ ن تطبيق متزايد تماماً مℕ  إلىℕ.  

)ية لا يجوز الخلط بين متتال .ملاحظة 3-1.› )n nu ∈ℕ   ومجموعة قيمها{ }:nu n ∈ ℕ.  

)فمثلاً للمتتاليتين  )n nu ∈ℕ و( )n nv ∈ℕ المعرفّتين بالعلاقتين :  

( 1)nnu = )  و   − 1)/2( 1)n nnv
+= −  

}هيو موعة القيم نفسها مج }1, 1− 2 على سبيل المثالف ،هما مختلفتانولكنّ . + 2u v≠.  

) لتكن .مبرهنة 4-1. )n nu ∈ℕ  وحيدة. يوجد على الأكثر عدد عدديمتتالية ℓ  فيK  يحُقّق
  الشرط 
  0 0, , nn n n u∗

+∀ε ∈ ∃ ∈ > ⇒ − < εℝ ℕ ℓ  ( )L  

  الإثبات 
)عددين يحققان الشرط  ℓ′و ℓليكن  )L . ّلنفترض على سبيل الجدل أن′ ≠ℓ ℓ ترولنخ 
′−

ε =
3

ℓ ℓ .  

 الثانيالفصل 
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0 تحُقّق ℕ في 0nنجد  � nn n u> ⇒ − < εℓ  ّلأنℓ  يحقّق( )L.  
1 تحُقّق ℕ في 1nونجد  � nn n u ′> ⇒ − < εℓ  ّلأن′ℓ  يحقّق( )L.  
0فإذا كان  1max( , )m n n>  كان  

3

2

m m

m m

u u

u u

′ ′ε = − = − + −

′≤ − + − < ε + ε = ε

ℓ ℓ ℓ ℓ

ℓ ℓ
  

0εأو  ℓ=′وهذا التناقض يثبت أنّ  > ℓ.  �  

  الآتي.التعريف في وضع نا هذه المبرهنة فيدت

) لتكن .تعريف 5-1. )n nu ∈ℕ  إذا وُجِدَ عدد عدديةّمتتالية .ℓ  ُيح ق الشرط ق( )L  فإنّ هذا
)تتالية العدد وحيدٌ ونسمّيه اية الم )n nu ∈ℕ ة ونقول إنّ المتتالي( )n nu ∈ℕ  منتتقارب ℓ ،

limونكتب  n
n

u
→∞

= ℓ ّايتها  متقاربةا ، أو نقول إوℓأمّا إذا لم تتقارب متتالية . 
( )n nu ∈ℕ  اّإنّ تعيين طبيعة متتالية متباعدةفنقول إ .( )n nu ∈ℕ  اوأيعني دراسة تقار 

  تباعدها.

) محدودةٌ. أي إذا كانت متقاربةٍ  متتاليةٍ  كل   .مبرهنة 6-1. )n nu ∈ℕ في  متتالية عددية متقاربة فيوجد
∗
+ℝ  ٌعدد M يحُقّق  

, nn u M∀ ∈ ≤ℕ  

  الإثبات 
limلنفترض أنّ  n

n
u

→∞
= ℓإنّ العدد . ℓ  يحقّق( )L 1، فحين تكونε عدداً  ℕ في نجد =

0n قيحُق  

0 1nn n u> ⇒ − <ℓ  
  نعرّف إذن

( )
00max , , , 1nM u u= +… ℓ  

  فنجد بسهولة أنّ 
, nn u M∀ ∈ ≤ℕ  

�  وهي النتيجة المرجوّة
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)لتكن  .مبرهنة 7-1. )n nu ∈ℕ و( )n nv ∈ℕ  متتاليتين متقاربتين، ولنضعlim n
n

u
→∞

=ℓ 
limو n

n
v

→∞
′ =ℓ.  

)إنّ المتتالية  1. )n n nu vλ ∈+ ℕ  منمتقاربة λ ′+ℓ ℓ  ّالعدد اناً كأي λ  منK.  

)إنّ المتتالية  2. )n nu ∈ℕ  منمتقاربة ℓ.  

,بافتراض أنّ  3. n nn u v∀ ∈ ≤ℕ  يكون′≤ℓ ℓ.  

)إنّ المتتالية  4. )n n nu v ∈ℕ  منمتقاربة ′⋅ℓ ℓ.  

,بافتراض أنّ  5. 0nn u∀ ∈ ≠ℕ  ّ0وأن≠ℓ 1 كونت

n nu ∈

     ℕ

1متقاربة من  
ℓ

.  

) إذا كانت 6. )( )n n
uϕ ∈ℕ

) متتالية جزئية من المتتالية  )n nu ∈ℕ  ّفإن( )lim n
n

uϕ
→∞

= ℓ.  

   الإثبات
1Aولنضع ، Kمن  λلتكن  1. λ= 0. لتكن + < ε 0، نجدn  منℕ تحُقّق  

0 nn n u
A

ε
> ⇒ − <ℓ  

  تحُقّق ℕمن  1nونجد 

1 nn n v
A

ε
′> ⇒ − <ℓ  

0فإذا كان  1max( , )N n n=  حينئذ : كان  

( )

(1 )

n n n nn N u v u v

A

λ λ λ

ε
λ ε

′ ′> ⇒ + − + ≤ − + −

< + =

ℓ ℓ ℓ ℓ

  

)المتتالية ومنه ف )n n nu vλ ∈+ ℕ  من متقاربةλ ′+ℓ ℓ.  

nالخاصّة واضحة لأنّ هذه  2. nu u− ≤ −ℓ ℓ  ّاً كان العدد أيn  منℕ.  

′لنفترض جدلاً أنّ  3. <ℓ ℓ  نختار
2
′−

ε =
ℓ ℓ 0نجد فn  منℕ يحُقّق  

0 nn n u> ⇒ − < εℓ  

1 يحُقّق ℕمن  1nكما نجد  nn n v ′> ⇒ − < εℓ اخترنا. فإذا   
0 11 max( , )m n n= +  
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  لدينا صار

2m mv u
′+′< + ε = = − ε <ℓ ℓ

ℓ ℓ  
  ناقض الفرْض.هذا يو 

)المتتالية 4. )n nv ∈ℕ  ،نضع لمتقاربة فهي محدودةsup n
n

M v
∈

=
ℕ

نعرّف المتتالية ل. ثمُّ 

)لعدديةّا )n nw ∈ℕ  بالعلاقةn n n nw u v v= − ℓلدينا المتراجحة تحقّق. فت    
, n nn w M u∀ ∈ ≤ −ℕ ℓ  

0εلتكن  )لأن ، < )n nu ∈ℕ  منمتقاربة ℓ،  0نجدn  منℕ يحُقّق  

0 nn n u
M

ε
> ⇒ − <ℓ  

 تحُقق ℕمن  0nومن ثمَ نجد 

0 nn n w> ⇒ < ε  
)إذن  )n nw ∈ℕ  0 منمتتالية متقاربة.  

) لعدديةّلذلك تكون المتتالية ا )n n nw v ∈+ ℕℓ  0 منمتقاربة′ ′= +ℓ ℓ ℓ ℓ  بناءً على وذلك
nلأنّ  لإثباتويتم ا 1.الخاصّة  n n nu v w v= + ℓ.  

في حالة  5.
2

ε =
ℓ  0نجدn  منℕ يحُقّق  

0 2nn n u> ⇒ − <
ℓ

ℓ  
  ومن ثمَّ 

0 2n n nn n u u u> ⇒ = + − ≥ − − >
ℓ

ℓ ℓ ℓ ℓ.  

0لتكن  < ε، بناءً على تقارب المتتالية( )n nu ∈ℕ  منℓ، 1عدداً  نجدn من ℕ  قيحُق
2

1 2nn n u> ⇒ − < εℓℓ 0. فإذا كان 1max( , )N n n=  ، حينئذ :كان  

2
1 1 2n

n
n n

u
n N u

u u

−
> ⇒ − = ≤ − < ε

ℓ
ℓ

ℓ ℓ ℓ
 

1فالمتتالية 

n nu ∈

     ℕ

1 منمتقاربة  
ℓ

.  
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ϕ:لنلاحظ أنه إذا كان  6. →ℕ ℕ  ًكانمتزايداً تماماً   تطبيقا ( )n nϕ من  nان اً كأي ≤
ℕ ّلأن .  

�
( )

1 10 1

( ) (0) ( ) ( 1) 1
n n

k k

n k k n
= =≥ ≥

ϕ = ϕ + ϕ − ϕ − ≥ =∑ ∑��������	�������

  

0εلتكن  ) بناءً على تقارب المتتالية، < )n nu ∈ℕ  منℓ، 0 عدداً  نجدn من ℕ  قيحُق
0 nn n u> ⇒ − < εℓ. لدينا قتضى الملاحظة السابقة،بمولكن  

0 0( )n n n n> ⇒ ϕ >  
  ومن ثمَ 

0 ( )nn n uϕ> ⇒ − < εℓ  

)فالمتتالية الجزئية  )( )n n
uϕ ∈ℕ

  �  أيضاً. ℓ منمتقاربة  

. فعلى >متراجحة تامّة  ≥صحيحة إذا استبدلنا بالمتراجحة  3.لا تبقى الخاصّة  .ملاحظة 8-1.
)إذا تأمّلنا المتتاليتين  سبيل المثال )n nu ∈ℕ  و( )n nv ∈ℕ :المعرفّتين بالعلاقتين  

1n

n
u

n
=

+
2و    

1n

n
v

n

+
=

+
  

  وجدنا أنّ 

, n nn u v∀ ∈ <ℕ  

  فإنّ ومع ذلك 

lim 1n
n

u
→∞

lim  و  = 1n
n

v
→∞

=  

نستنتج أيضاً من المبرهنة السابقة أنّ تقارب متتالية عقديةّ يُكافئ تقارب كل من  .ملاحظة 9-1.
  جزأيها الحقيقي والتخيلّي، وعندئذ يكون

( ) ( )lim lim Re i lim Imn n n
n n n

u u u
→∞ →∞ →∞

= +  
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   خواص المتتاليات الحقيقية 2.

بأنهّ مجموعة مرتبّة كلياً. لذلك  ℂعن حقل العداد العقديةّ  ℝتميز حقل الأعداد الحقيقيّة ي
سنستثمر هذه الخاصّة لتعريف المتتاليات التي تكبر قيمها على نحوٍ غير متناه عندما تزداد قيم الدليل، 

صِغراً لا متناهياً عندما تزداد قيم الدليل. وبالطبع ليس هناك ما يُكافئ تصغر قيمها  وكذلك تلك التي
  هذه الخواص في حالة المتتاليات العقديةّ. 

) ز المتتالياتمن بين المتتاليات الحقيقية المتباعدة نمي  .تعريف1-2. )n nu ∈ℕ  الشرطينق أحد التي تحق   
�  0 0, : nA n n n u A∀ ∈ ∃ ∈ > ⇒ >ℝ ℕ 

�  0 0, : nA n n n u A∀ ∈ ∃ ∈ > ⇒ <ℝ ℕ  

) قت متتاليةفإذا حقّ  )n nu ∈ℕ  الشرط�  ّوكتبنا ∞+ تسعى إلىا قلنا إ  
lim n
n

u
→∞

= +∞  

) قت متتاليةوكذلك إذا حقّ  )n nu ∈ℕ  ا  �الشرطّوكتبنا  ∞−تسعى إلى قلنا إ  
lim n
n

u
→∞

= −∞  

limعنى للكتابة نكون بذلك قد أعطينا م. ملاحظة 2-2. n
n

u a
→∞

كانت المتتالية اً  وذلك أيّ  =
)الحقيقية  )n nu ∈ℕ  العنصرو a  منℝ ، ِبعاً لكوْن وذلك تa ∈ ℝ  أوa = أو  ∞+

a =   : . يمكننا في الواقع إعطاء تعريف موحّد لهذه الخاصة بقولنا إّا تكافئ العبارة الآتية∞−

  “جميع حدود المتتالية ما عدا عدداً منتهياً منها، ℝمن  a للعنصريحوي كل جوار ”

  أو بلغة الرموز

( ) ( )0 0lim ( ), ,n n
n

u a V a n n n u V
→∞

= ⇔ ∀ ∈ ∃ ∈ > ⇒ ∈V ℕ  

)ونقول في مثل هذه الحالة إنّ للمتتالية  )n nu ∈ℕ  اية فيℝ.  
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)لتكن  .مبرهنة 3-2. )n nu ∈ℕ و( )n nv ∈ℕ  ّتينمتتاليتين حقيقي.  
limإنّ  1. n

n
u

→∞
= limإذا وفقط إذا كان  ∞+ ( )n

n
u

→∞
− = −∞.  

,إذا كان  2. 0nn u∀ ∈ ≠ℕ  وكانlim n
n

u
→∞

=   فإنّ  ∞+
1

lim 0
n nu→∞

=  

)إذا كانت 3. )n nu ∈ℕ  محدودة وكانتlim n
n

v
→∞

=   فإنّ  ∞+
lim ( )n n
n

v u
→∞

+ = +∞  
) إذا كانت 4. )n nu ∈ℕ 0 تحقق الشرطnu a≥ 1nاً كان العدد أيّ  < n≤ وكان ،

lim n
n

v
→∞

=   فإنّ  ∞+
lim n n
n

u v
→∞

= +∞  
nإذا كان 5. nu v≥  ّ1اً كان أيn n≤ ،وكان lim n

n
v

→∞
=  فإن  ∞+

lim n
n

u
→∞

= +∞  

  الإثبات
  �  تحقق مباشر نتركه تمريناً للقارئ. إنّ الإثبات

1aإذا كان  .مثال 4-2. lim  كان  < n

n
a

→∞
= )و ذلك لأنّ  ∞+ 1)na n a> أياً   −

[ا كان . أمّا إذℕمن  nكان  [1, 1a ∈ − limفإنّ  + 0n

n
a

→∞
=.  

)لتكن  .تعريف 5-2. )n nu ∈ℕ .متتالية حقيقية  
) إنّ نقول  � )n nu ∈ℕ في  إذا وُجِدَ  محدودة من الأعلىℝ عنصر M  راجح على مجموعة

,قيمها أي   nn u M∀ ∈ ≤ℕ.  
) إنّ نقول  � )n nu ∈ℕ في إذا وُجِدَ  محدودة من الأدنىℝ عنصر m  قاصر عن مجموعة

,  قيمها أي  nn u m∀ ∈ ≥ℕ.  
) إنّ نقول  � )n nu ∈ℕ 1 إذا كان متزايدة, n nn u u+∀ ∈ ≥ℕ  متزايدة تماماً وتكون 

,1 إذا كان n nn u u+∀ ∈ >ℕ اإذا وفقط إذا   )تماماً ( متناقصة. ونقول عنها إ
)لية كانت المتتا )n nu ∈− ℕ إذا كانت متزايدة أو متناقصة. مطرّدة. وهي )تماماً ( متزايدة  
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) لتكن .مبرهنة 6-2. )n nu ∈ℕ متتالية مطرّدة. تكون ( )n nu ∈ℕ   متقاربة إذا وفقط إذا كانت
} وفي هذه الحالة تكون ايتها محدودة. }sup :nu n ∈ ℕ أو  ،تزايدةت مانإذا ك

{ }inf :nu n ∈ ℕ  إذا كانت متناقصة. أمّا إذا كانت المتتالية متزايدة وغير محدودة من
lim فعندها يكونالأعلى  n

n
u

→∞
= ن الأدنى وإذا كانت متناقصة وغير محدودة م ،∞+

lim يكون n
n

u
→∞

= −∞.  

  الإثبات

)لنفترض أنّ  ���� )n nu ∈ℕ ة جزئية الأعلى. إنّ مجموعة قيمها مجموع متتالية متزايدة ومحدودة من
} ، فلها حدّ أعلى وليكنℝغير خالية ومحدودة في  }sup :nu n= ∈ℓ ℕ.  

0ليكن  < ε ً0 ، نجد، استناداً إلى تعريف الحد الأعلى، عدداn فيℕ ق المتراجحةيحُق 

0n
u− ε <ℓ َّومن ثم .  

00 n nn n u u> ⇒ − ε < ≤ ≤ < + εℓ ℓ ℓ  
  أو 

0 nn n u> ⇒ − < εℓ 

limومنه  n
n

u
→∞

= ℓ. 

)لنفترض أنّ  ���� )n nu ∈ℕ  متتالية متزايدة وغير محدودة من الأعلى. فليس هناك عنصر راجح
  على مجموعة قيمها. 

}غير راجح على اموعة  Aكان   لـمّا، ℝمن  Aليكن  }:nu n ∈ ℕ  عددٍ  إيجادأمكننا 
0n في ℕ  يحُقّق 

0n
A u< َّو من ثم ،  

00 n nn n u u A> ⇒ ≥ >  
limومنه  n

n
u

→∞
=    . لاحظ أنه في هذه الحالة يكون أيضاً ∞+

{ }sup : limn n
n

u n u
→∞

∈ = +∞ =ℕ  
) لنفترض أنّ  ���� )n nu ∈ℕ متناقصة. بتطبيق ما سبق على المتتالية المتزايدة ( )n nu ∈− ℕ  نجد أنه

} منإذا كانت هذه المتتالية محدودة فهي تتقارب  }inf :nu n ∈ ℕ  ّا تسعى إلى  وإلافإ
−∞.    �  
  .ℝاية في  ℝلكل متتالية مطرّدة من  .نتيجـة 7-2.
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) تينقيقيّ الحتتاليتين الم إنّ نقول  .مبرهنة وتعريف 8-2. )n nu ∈ℕ و( )n nv ∈ℕ  متجاورتان إذا
  تحققت الشروط:

)المتتالية   � )n nu ∈ℕ  متزايدة والمتتالية( )n nv ∈ℕ .متناقصة 

) تتقارب المتتالية  � )n n nv u ∈− ℕ 0 من. 

  إنّ أي متتاليتين متجاورتين متقاربتان ولهما النهاية نفسها.
  الإثبات

n لنلاحظ أوّلاً أنّ المتتالية التي حدّها العام n nw v u= فهو  0متناقصة،  وهي تسعى إلى  −
}ن الحد الأدنى موعة قيمها إذ }:nw n ∈ ℕ أنّ  � الاستفادة من. نستنتج من ذلك، و  

0 0, n nn u u v v∀ ∈ ≤ ≤ ≤ℕ  
) إنّ  )n nu ∈ℕ 0 العددمتتالية متزايدة ومحدودة من الأعلى بv  من عددٍ بة فهي متقار ℓ ومن ناحية .

)أخرى، المتتالية )n nv ∈ℕ 0 العددمتناقصة ومحدودة من الأدنى بu  من عددٍ فهي متقاربة ′ℓ ومن .
  نجد : �الشرط 

lim ( ) 0n n
n

v u
→∞

′ − = − =ℓ ℓ  
ℓ=′أو  ℓ.  �  

)1لنتأمّل المتتاليتين  .مثال 9-2. )n nu )1و ≤ )n nv   يأتيالمعرفّتين كما  ≤

2 2
1

1 1 1
1

4

n

n
k

u
n k=

= + + + = 1  و  ⋯∑
n nv u

n
= +  

  نلاحظ أنّ 

( )

1 2

1 2 2

1 0
( 1)

1 1 1 1 0
11 ( 1)

1

n n

n n

n n

u u
n

v v
n nn n n

v u
n

+

+

− = >
+

− = + − = − <
++ +

− =

  

)1لذا تكون المتتاليتان  )n nu )1و ≤ )n nv متجاورتين، فهما متقاربتان ولهما النهاية نفسها. في  ≤

2الحقيقة، يمكننا أن نبرهن أنّ هذه النهاية تساوي 

6
π.  
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)1نّ المتتاليتين عمّم هذا المثال لتثبت أ ���� )n nu )1و ≤ )n nv   يأتيالمعرفّتين كما  ≤

1 1 1
1

1 1 1 11
2

n

n n np p p p
k

v u u
p n n k+ + +

=

= + = + + + =   و⋯∑

  . ℕ∗من  pاً كان متجاورتان. وذلك أيّ 
  

) ةيات الحقيقيّ لتكن المتتال .مبرهنة 10-2. )n nu ∈ℕ و( )n nv ∈ℕ و( )n nw ∈ℕ  ّنفترض أن  
)المتتاليتين   � )n nu ∈ℕ و( )n nw ∈ℕ تسعيان إلى العنصرa من ه نفسℝ. 

�  n n nu v w≤   .ℕمن  nاً كان أيّ  ≥
limحينئذ يكون  n

n
v a

→∞
=. 

  الإثبات
}إنّ حالة  },a ∈ −∞ aض أنّ واضحة. لنفتر  ∞+ ∈ ℝ  فيكون  

2

n n n n

n n n

n n n

n n

v a v u u a

w u u a

w a u a u a

w a u a

− ≤ − + −

≤ − + −

≤ − + − + −

= − + −

  

0لتكن  < ε0 عدداً  ، نجدn  منℕ يحُقّق  

0 3nn n u a
ε

> ⇒ − <  

  يحُقّق ℕمن  1nونجد 

1 3nn n w a
ε

> ⇒ − <  

0فإذا كان  1max( , )n n N=  ّنتج أن  

2

(1 2)
3

n n nn N v a w a u a> ⇒ − ≤ − + −

ε
< + = ε

  

limومن ثمَّ  n
n

v a
→∞

=.  �
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  حقيقيّة نهاية الحدود العليا ونهاية الحدود الدنيا لمتتالية 3.

) لتكن .تعريف 1-3. )n nu ∈ℕ  متتالية حقيقية، ولنعرّف انطلاقاً منها المتتاليتين( )n na ∈ℕ 
)و )n nb ∈ℕ  من عناصرℝ الآتي وجهعلى ال.  

{ }

{ }

sup : { }

inf : { }

n k

n k

a u k n

b u k n

= ≥ ∈ ∪ +∞

= ≥ ∈ ∪ −∞

ℝ

ℝ
  

)ظ أنّ المتتالية نلاح )n na ∈ℕ متناقصة، وأنّ المتتالية  ( )n nb ∈ℕ  َّمتزايدة. يوجد من ثم
lim يحُققان ℝ في Ωو ωعنصران  n

n
a

→+∞
= Ω  وlim n

n
b

→+∞
= ω.  

)للمتتالية نهاية الحدود الدنيا ω نسمّي )n nu ∈ℕ ونرمز إليها بالرمز lim n
n

u
→∞

. وكذلك 

)للمتتالية نهاية الحدود العليا  Ωنسمّي  )n nu ∈ℕ ونرمز إليها بالرمز lim n
n

u
→∞

.  

)لتكن  .مثال 2-3. )n nu ∈ℕ  المتتالية التي حدّها العام( 1)nnu =   . نلاحظ أنّ −
lim 1n
n

u
→∞

= lim  و   − 1n
n

u
→∞

=    

) اً أنّ المتتاليةعلم )n nu ∈ℕ .متباعدة   

، وذلك ℝ ا لأي متتالية حقيقيّة موجودتين فيدود الدنيا واية الحدود العليبوجه عام تكون اية الح
  بقطع النظر عن تقارب تلك المتتالية أو تباعدها.

)لتكن  .مبرهنة 3-3. )n nu ∈ℕ متتالية حقيقيّة. ولنضع  

lim n
n

u
→∞

= ω    و   lim n
n

u
→∞

= Ω  

)إذا كانت  � )( )n nuθ ∈ℕ متتالية جزئية من ( )n nu ∈ℕ تسعى إلىa  منℝ  كان  
aω ≤ ≤ Ω  

)توجد متتالية جزئية � )( )n nuϕ ∈ℕ  من المتتالية( )n nu ∈ℕ قتحُق ( )lim n
n

uϕ
→∞

= ω.  

)جد متتالية جزئيةتو  � )( )n nuψ ∈ℕ  من المتتالية( )n nu ∈ℕ تحُقّق ( )lim n
n

uψ
→∞

= Ω.  
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  الإثبات
}لنذكّر بالرموز  }:n kX u k n= supnو ≤ na X= وinfn nb X=.  

)نلاحظ أنّ  � )n nu Xθ   ومن ثمَّ  n.1أياً كان العدد  ∋
( ), n n nn b u aθ∀ ∈ ≤ ≤ℕ  

aωتسعى إلى اللااية نجد المتراجحة المطلوبة :  nوبجعل  ≤ ≤ Ω.  
  : لإثبات هذه النقطة سنناقش حالتين �

} حالة � }ω ∈ ∪ +∞ℝ . نلاحظ في هذه الحالة أنّ جميع حدود المتتالية( )n nb ∈ℕ  تنتمي
}: . واستناداً إلى تعريف الحدّ الأدنىℝإلى  }1 inf :m kb u k m+ =  نجد، مهما يكن <

0εالعدد  1mku يحُقّق mتماماً من  أكبر kɶ، عنصراً < b +≤ + εɶ وهذا يكافئ قولنا .  

  { }1, , : p mm p m u b∗
+ +∀ ∈ ∀ε ∈ > ≤ + ε ≠ ∅ℕ ℝ  �  

ϕ:نعرّف حينئذ التطبيق  →ℕ ℕ  (0) لاً نضع أوّ  الآتي:على الوجه 0ϕ ، أمّا حين يكون =
1n )فإننا نعرّف  ≤ )nϕ بدلالة ( 1)nϕ   بالعلاقة: −

{ }1 ( 1)
1

( ) min ( 1) : p nn p n u b
n

+ϕ −ϕ = > ϕ − ≤ +  

)بأخذ  �طبّقنا  إذ 1)m n= ϕ 1و  −
n

ε =.  

,أنّ  ϕاً من تعريف التطبيق نلاحظ انطلاق ( ) ( 1)n n n∗∀ ∈ ϕ > ϕ −ℕ .ًفهو متزايد تماما .
) ولأنّ ومن ناحية أخرى، انطلاقاً من التعريف نفسه  ) 1 ( 1)n nϕ ≥ + ϕ   نجد  −

  1 ( 1) ( ) 1 ( 1)
1

, n n nn b u b
n

∗
+ϕ − ϕ +ϕ −∀ ∈ ≤ ≤ +ℕ �  

)ولكن المتتالية  )1 ( 1)
1

n
n

b +ϕ −
≥

)ة متتالية  جزئية من المتتالي  )n nb ∈ℕ  التي تسعى إلىω  فهي

  ىحصلنا عل � تسعى إلى اللااية في nإذا جعلنا  ،. ومن ثمَّ ωإذن تسعى بدورها إلى 
( )lim n

n
uϕ

→∞
= ω  

                                              
:إذا كان  1 →ℕ ℕθ  ّتطبيقاً متزايداً تماماً فإن( )n n≥θ  أياً كانn  منℕ.  
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ωحالة   � = nb يكون هنا .∞− = ثمَّ يكون لدينا في ℕمن  nأياً كان  ∞− . ومن 
  هذه الحالة

  { }, , : pm A p m u A∀ ∈ ∀ ∈ > ≤ ≠ ∅ℝ ℝ  �  
ϕ:ف التطبيق يلذلك يمكننا تعر  →ℕ ℕ لي : نضع أولاً  وجهعلى ال (0)التا 0ϕ مّا = . أ

1 حين يكون n≤  فإننا نعرّف( )nϕ بدلالة ( 1)nϕ   بالعلاقة: −
( ) ( ){ }min 1 : pn p n u nϕ = > ϕ − ≤ −  

)بأخذ  �طبّقنا  إذ )1m n= ϕ Aو − n= متزايد تماماً  ϕ. ينتج من هذا التعريف أنّ −
)و أنّ  ), nn u n∗

ϕ∀ ∈ ≤ −ℕ َّومن ثم ،( )lim n
n

uϕ
→∞

= −∞.  
  �  سنتركه تمريناً للقارئ.و  �الة إنّ الإثبات هنا مشابه تماماً لح �

أنه  جهتها، عكسي −1العددلأنّ ضرب طرفي متراجحة ب يتحقق القارئ بسهولة، .ملاحظة 4-3.
)إذا كانت  )n nu ∈ℕ   ،كانمتتالية حقيقية  

lim lim ( )n n
n n

u u
→∞ →∞

= − limو    − lim ( )n n
nn

u u
→∞→∞

= − −  

  في المبرهنة السابقة. �انطلاقاً من الخاصة  �ويمكننا عندئذ استنتاج الخاصّة 

) لتكن .نتيجة 5-3. )n nu ∈ℕ  متتالية حقيقية، عندئذlim limn n
nn

u u
→∞→∞

وتحقّق المساواة  ≥

) المتتالية إذا وفقط إذا سعت )n nu ∈ℕ  إلى عنصر منℝ وفي هذه الحالة يكون ، 

lim lim limn n n
n nn

u u u
→∞ →∞→∞

= =  

  الإثبات 

} لنضع كما في السابق }:n kX u k n= supnو ≤ na X=وinfn nb X=   ولنرمز
limكما يلي  n

n
u

→∞
= ω وlim n

n
u

→∞
= Ω.  المتراجحةω ≤ Ω  ّواضحة لأن  

, n nn b a∀ ∈ ≤ℕ  
,ومن ناحية أخرى  n n nn b u a∀ ∈ ≤ ≤ℕ فإذا كان .aω = Ω وجب أن تسعى  =

) المتتالية )n nu ∈ℕ لقيمة المشتركةإلى ا aوبالعكس إذا سعت المتتالية . ( )n nu ∈ℕ  إلىa  فكل
aω. ومن ثمَّ aمتتالية جزئية منها تسعى إلى  = Ω   �  3-3. بمقتضى المبرهنة =
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)لتكن  .مبرهنة 6-3. )n nu ∈ℕ و( )n nv ∈ℕ .متتاليتين حقيقيتين  
nإذا كان   � nu v≤ 0 في حالةn n≤   كانlim limn n

n n
u v

→∞ →∞
≤.  

�  lim ( ) lim limn n n n
n n n

u v u v
→∞ →∞ →∞

+ ≤ ون الطرف الأيمن معرفّاً، أي بشرط أن يك +
)يكون من الشكل  ألاّ  ) ( )+∞ + ) أو ∞− ) ( )−∞ + وتتحقق المساواة إذا  .∞+

  .حقيقيّ  تقاربت إحدى المتتاليتين من عددٍ 
)ت المتتاليتان إذا كان � )n nu ∈ℕ و( )n nv ∈ℕ كان   موجبتين  

lim ( ) lim limn n n n
n n n

u v u v
→∞ →∞ →∞

≤ ⋅  
0يكون من الشكل  ون الطرف الأيمن معرفّاً، أي ألاّ بشرط أن يك ( )×  أو ∞+
( ) 0+∞ ×.  

  ثباتالإ
} لاحظ أنّ  � } { }sup : sup :k ku k n v k n≥ ≤ 0nاً كان أيّ  ≤ n≤ .  
nاً كان أيّ  � k≤ فلدينا  

{ } { }sup : sup :k k p pu v u p n v p n+ ≤ ≥ + ≥  
  ومن ثمَّ 

{ } { } { }sup : sup : sup :k k p pu v k n u p n v p n+ ≥ ≤ ≥ + ≥  
  تسعى إلى اللااية نجد المتراجحة المطلوبة. n وبجعل

)لنفترض مثلاً أنّ  )n nu ∈ℕ متقاربة ولنضع lim n
n

u
→∞

=ℓ 0. ليكن < ε  0يوجدn  فيℕ 
    تحُقّق

0 nn n u> ⇒ ≥ − εℓ  
0  ومن ثمَ  n n nn n u v v> ⇒ + ≥ − ε +ℓ     

  من الخاصّة السابقة والتعريف وجدنا أنّ استفدنا فإذا 
lim ( ) limn n n
n n

u v v
→∞ →∞

+ ≥ − ε +ℓ  
lim كيفيّ، فنستنتج أنّ   موجب عدد  εولكنّ  ( ) limn n n

n n
u v v

→∞ →∞
+ ≥ +ℓ وهذا يثبت 

)المساواة في حال تقارب  )n nu ∈ℕ.  
  �  نتركه تمريناً للقارئ. �
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نترك للقارئ مهمة صياغة وإثبات مبرهنة مماثلة للمبرهنة السابقة حول اية الحدود  .ملاحظة 7-3.
  الدنيا لمتتالية.

)لتكن  .ملاحظة 8-3. )n nu ∈ℕ  الآتيمتتالية حقيقية. لدينا الاقتضاء المفيد:  

( )0 0lim , ,n n
n

u a n n n u a
→∞

< ⇒ ∃ ∈ ∀ ≥ <ℕ  

) لتكن .Bolzano-Weierstrass مبرهنة 9-3. )n nu ∈ℕ  متتالية حقيقية محدودة. يوجد
ϕ:يد تماماً تطبيق متزا →ℕ ℕ  المتتالية الجزئية يجعل( )( )n nuϕ ∈ℕ .متقاربة  

  الإثبات
0نجد، بمقتضى الفرْض، عدداً حقيقياً  M< قيحُق  

, nn M u M∀ ∈ − ≤ ≤ℕ  
lim فإذا تأمّلنا n

n
u

→∞
= Ω وجدنا [ ],M MΩ ∈ − ⊂ ℝفالعنصر ، Ω  ٌحقيقي تسعى  عدد

)إليه متتالية جزئية من  )n nu ∈ℕ  3-3.وذلك عملاً بالمبرهنة  �  

) لتكن .Bolzano-Weierstrass ةتيجن 10-3. )n nu ∈ℕ  محدودة. يوجد  عدديةّمتتالية
ϕ:تطبيق متزايد تماماً  →ℕ ℕ  المتتالية الجزئية يجعل( )( )n nuϕ ∈ℕ .متقاربة  

  الإثبات

المطلوب استناداً إلى ما سبق. لنفترض إذن أنّ المتتالية وجدنا إذا كانت المتتالية حقيقيّة  �
( )n nu ∈ℕ  ًمتتالية عقديةّ. ولنضع تعريفا( )Ren nx u= و( )Imn ny u= .كانت   لـمّا

)المتتالية  )n nu ∈ℕ  محدودة وكانn nx u≤ وn ny u≤  أياًّ كان العدد الطبيعيn ،
)استنتجنا أنّ المتتاليتين  )n nx ∈ℕ و( )n ny ∈ℕ .متتاليتان حقيقيّتان محدودتان  

θ:يوجد تطبيق متزايد تماماً إذن، بناءً على ما سبق،  � →ℕ ℕ  المتتالية الجزئية يجعل
( )( )n nxθ ∈ℕ   متقاربة من عدد حقيقيα ولأنّ المتتالية .( )( )n nyθ ∈ℕ  متزايد محدودة يوجد تطبيق

ψ:تماماً  →ℕ ℕ  المتتالية الجزئية يجعل( ( ))( )n nyθ ψ ∈ℕ  تتقارب من عددٍ حقيقيβ فإذا .
ϕعرفّنا  = θ ψ�  وجدنا أنّ المتتالية الجزئيّة( )( )n nuϕ ∈ℕ  متقاربة من العدد العقدي
iα + β.  �  
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)1 لتكن .مثال 11-3. )n nx )المتتالية  متتالية حقيقية، ولنعرّف ≤ )n nσ ∗∈ℕ بالصيغة  
1 2 n

n

x x x

n

+ + +
σ =

⋯  

  حينئذ
lim lim lim limn n n n

n nn n
x x

→∞ →∞→∞ →∞
≤ σ ≤ σ ≤  

  .ESÁROC توطئةتسمّى هذه النتيجة المهمّة   
  الإثبات

lim لنثبت أولاً أنّ  limn n
n n

x
→∞ →∞
σ lim. إذا كان ≥ n

n
x

→∞
= ب فليس هناك ما يج ∞+

limإثباته. لنفترض الآن أنّ  n
n

x a
→∞

= ∈ ℝ وليكن ،α  ًيحُقّق عدداً كيفياa < α إنّ كوْن .
lim n
n

x
→∞

< α 0 عددٍ طبيعي يقتضي وجودn يحُقّق  :  

0 nn n x≥ ⇒ < α  
0nاً كان ومن ثمَّ أيّ  n≤  كان   

0 0

0

0

1 1

1 1 0

1 1 0

1

(1 )

n n n
n

n

n

x x x x

n n
x x n n

n n

x x n

n

−

−

−

+ + + +
σ = +

+ + − +
≤ + α

+ + + − α
≤ + α

⋯ ⋯

⋯

⋯

  

limومنه  n
n→∞

σ ≤ α .  
a اً كان العدد الحقيقي الكيفيّ هذه المتراجحة محقّقة أيّ  < α ّينتج من ذلك أن  ،  

lim n
n

a
→∞
σ ≤  

limوهذا يثبت المتراجحة الأخيرة. ثمُ تنتج المتراجحة الأولى : limn n
n n

x
→∞ →∞

≤ σ  من تطبيق ما

)1سبق على المتتالية  )n nx   3-5.النتيجة  ستعمالاالمطلوب ب فنجد ،−≤
)1 لتكن .نتيجة 12-3. )n nx )المتتالية  ولنعرّفمتتالية حقيقية،  ≤ )n nσ ∗∈ℕ بالصيغة  

1 2 n
n

x x x

n

+ + +
σ =

⋯  

)1إذا سعت المتتالية  )n nx limفإنّ  ℝمن  aإلى ≤ n
n

a
→∞
σ =.  

)ولكنّ العكس غير صحيح كما تبينّ المتتالية التي حدّها العام  1)nnx = −.  



 نهاية الحدود العليا ونهاية الحدود الدنيا لمتتالية حقيقيّة 53

  

)1لتكن .نتيجة 13-3. )n nz )المتتالية  ولنعرّف، عدديةّمتتالية  ≤ )n nσ ∗∈ℕ بالصيغة  
1 2 n

n

x x x

n

+ + +
σ =

⋯  

)1إذا سعت المتتالية  )n nz limفإنّ  Kمن  aإلى ≤ n
n

a
→∞
σ = .  

في الحقيقة، يكفي تطبيق النتيجة السابقة على كل من الجزء الحقيقي والجزء التخيّلي للمتتالية 
1( )n nz ≥.  

  .يمكن تأجيل دراسة بقية هذه الفقرة إلى قراءة ثانية   	

) لتكن .ةمبرهن14-3. )n nx ∈ℕ  ق1الشرط متتالية حقيقيّة تحُقlim ( ) 0n n
n

x x+
→∞

− = .
limولنضع  n

n
x

→∞
Λ limو = n

n
x

→∞
λ ]من  αعندئذ مهما تكن . = , ]λ Λ  ْتوجد 

) متتالية جزئيّة )( )n nxϕ ∈ℕ من ( )n nx ∈ℕ  من متقاربةα أي ،( )lim n
n

xϕ
→∞

=α.  

  الإثبات

)ان تد متتاليتان جزئيأنه توج 3-3.داً إلى المبرهنة في الحقيقة، نعلم استنا )( )n nxθ ∈ℕ 
)و )( )n nxψ ∈ℕ قانتحُق   

( )lim n
n

xθ
→∞

= λ    و  ( )lim n
n

xψ
→∞

= Λ  
[لنفترض إذن أنّ  [,α ∈ λ Λ ،فأياً كان . ولنعرn  منℕموعةا ،  

{ }: ( ) ( ) 0n k nk n x x= > − α ⋅ − α ≤A  
  ولنلاحظ ما يلي :

nxفي حالة  � = α  يكون[ [1,n n= + +∞ ∩ ≠ ∅A ℕ.  

nxفي حالة  � > α يكون { }:n kk n x= > ≤ αA َّومن ثم ،n ≠ ∅A ،
)لأنّ  )lim m

m
xθ

→∞
= λ < α.  

nxفي حالة  � < α  يكون{ }:n kk n x= > ≥ αA َّومن ثم ،n ≠ ∅A ،
)لأنّ  )lim m

m
xθ

→∞
= Λ > α.  

  نستنتج من ذلك أنّ 
, nn∀ ∈ ≠ ∅Aℕ  
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ϕ:لنا هذا تعريف التطبيق  تيحي →ℕ ℕ : بالتدريج على الوجه الآتي  

( 1)

(0) 0

1, ( ) min nn n ϕ −

ϕ =

∀ ≥ ϕ = A
  

)متزايد تماماً، واستناداً إلى تعريف  ϕمن الواضح أنّ  )1nϕ −A  وإلى تعريف( )nϕ يكون  

( ) ( 1)( ) ( ) 0n nx xϕ ϕ −− α ⋅ − α ≤  

)  و ) 1 ( 1)( ) ( ) 0n nx xϕ − ϕ −− α ⋅ − α ≥  
  وهذا يقتضي

( ) 1 ( )( ) ( ) 0n nx xϕ − ϕ− α ⋅ − α ≤  

)تقع بين  αأي إنّ   )nxϕ و( ) 1nxϕ   . إذن−

  ( ) ( ) ( ) 1, n n nn x x x∗
ϕ ϕ ϕ −∀ ∈ − α ≤ −ℕ  ( )∗  

)ولكن المتتالية ) ( ) 1 0( )n n nx xϕ ϕ − 1لأا جزئيّة من  0من تتقارب  −≤ 0( )n n nx x+ ≥− .
)وهذا يقتضي أنّ  )lim n

n
xϕ

→∞
= α  استناداً إلى العلاقة( )∗.  �  

متتالية إذا حققت إنه  قولالالتعبير عن النتيجة السابقة ب في الحقيقة، يمكن
) حقيقيّة )n nx ∈ℕ 1 الشرطlim ( ) 0n n

n
x x+

→∞
−  هامجموعة قيم كانت،  =

{ }:nx n ∈ ℕ   كثيفة في المجالlim , limn n
nn

x x
→∞→∞

 
 
 

.  

sinموعة ا .مثال 14-3. :
2
n
n

π   ∈ 
   

ℕ   الكثيفة في ا[ 1, 1 ]− +.  

)ليكن  .نتيجة15-3. , )a b 2عنصراً منℝ يحُقّق a b< وليكن .: [ , ] [ , ]f a b a b→بعاً ، تا
)مستمراً. نعرّف المتتالية التدريجيّة  )n nx ∈ℕ 0خذ بأx  ما من  اً عنصر[ , ]a b في حالة، و n 

ℕ : 1من  ( )n nx f x+ 1lim . نفترض أنّ = ( ) 0n n
n

x x+
→∞

− ، عندئذ تكون =
)المتتالية  )n nx ∈ℕ  عنصر منمتقاربة α  من[ , ]a b قيحق ،( )f α = α.  
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  الإثبات
  لنعرّف

lim n
n

x b
→∞

= Λ lim    و     ≥ n
n

x aλ
→∞

= ≥  

]عنصراً من  αولتكن  , ]λ Λولتكن  متتالية جزئيّة، 3-13، عندئذ توجد، استناداً إلى المبرهنة
( )( )n nxϕ ∈ℕ  من( )n nx ∈ℕ  من متقاربةα : ومنه .  

( ) ( ) 1

( ) 1 ( ) ( )

( ) lim ( ) lim

lim ( ) lim

n n
n n

n n n
n n

f f x x

x x x

ϕ ϕ +
→∞ →∞

ϕ + ϕ ϕ
→∞ →∞

α = =

= − + = α
  

  إذن لقد أثبتنا أنّ 

 [ , ], ( )fα λ α α∀ ∈ Λ =  ( )1  

λلنفترض جدلاً أنّ  ≠ Λعندئذ توجد متتالية جزئيّة من ، ( )n nx ∈ℕ ال من تقاربتمنتصف ا 
] [,λ Λالفلابدّ أن يحتوي ا . ,λ Λ   على أحد حدود المتتالية( )n nx ∈ℕ  وليكن

0n
x أي .

0
,nx λ ∈ Λ  وهذا يثبت، بمقتضى .( ، أنّ 1(

00, n nn n x x∀ ≥  . أي إنّ المتتالية=
( )n nx ∈ℕ  منمتقاربة 

0n
x ، وعليه يكون

0n
xλ = = Λ  الفرْض. ناقضيهذا و  

λأنّ إذن نستنتج  = Λ فلابدّ أن تكون المتتالية .( )n nx ∈ℕ الإثباتاربة ويتم متق.  � 

  AUCHYC متتاليات كوشي 4.

)عدديةّنقول عن متتالية  .تعريف 1-4. )n nu ∈ℕ  اإذا وفقط إذا حقّقت الشرط متتالية كوشيإ  :
∗من  εأياًّ كان 

+ℝ فيوجد في ،ℕ  ٌ0عددnيحُقّق ،  

2
0( , ) , ( ) m nm n m n n u u∀ ∈ > ≥ ⇒ − < εℕ  

limإنّ وهذا يكافئ قولنا  0n
n→∞

δ   حيث =

{ }sup :n ku u k nδ = − > ≥ℓ ℓ  
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)لتكن المتتالية  .مثال 2-4. )n nu ∈ℕ  :المعرفّة بالعلاقة التدريجية  

( )

( )

2
0 1

2 1

,

1
0,

2n n n

u u

n u u u+ +

∈

∀ ≥ = +

K

  

)لنثبت أنّ المتتالية  )n nu ∈ℕ هي متتالية كوشي.  

  ينا ، فلدℕمن  nاً كان نلاحظ أولاً أنه، أيّ 

2 1 1
1
2n n n nu u u u+ + +− = −  

  أنّ  nوهذا ما يسمح لنا أن نثبت بالتدريج على 

1 1 0, 2 nn nn u u u u−
+∀ ∈ − = −ℕ  

)لتكن عندئذ  , )n m  2منℕ تحُقّق m n> فيكون لدينا  

( )
1 1 1

1 1 1 0 2
m m m

k
m n k k k k

k n k n k n

u u u u u u u u

− − −
−

+ +
= = =

  − = − ≤ − = −    
∑ ∑ ∑  

ولكن 
1

1
12

2

m
k

n
k n

−
−

−
=

nوذلك أياً كان  ∑≥ m< ّبذا نكون قد أثبتنا أن .  

    1 02
1( , ) ,

2m n n

u u
n m m n u u −

−
∀ ∈ > ⇒ − ≤ℕ  ( )∆  

0ليكن  < ε ،في يوجدℕ  ٌ0 عددn  01يحُقّق
1 0 2 nu u −− ⋅ < ε، وبمقتضى (   يكون ∆(

0

1 02
0 1

1 0
1

( , ) ,
2

2

m n n

n

u u
n m m n n u u

u u

−

−

−
∀ ∈ > ≥ ⇒ − ≤

−
≤ < ε

ℕ

  

)فالمتتالية  )n nu ∈ℕ .متتالية كوشي  
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)لتكن  .مثال 3-4. )n nu ∈ℕ لية الحقيقية المعرفّة بالعلاقةالمتتا  
1

1

1 1 1
1

2 1

n

n
k

u
n k

+

=

= + + + =
+ ∑⋯  

  نلاحظ أنّ 

2 1

1

1

1 1
2 2 2

1 1 1
1 2 2 2

n n

n

k

u u
n n

n

n k n

+

+

=

− = + +
+ +

+
= ≥ =

+ + +∑

⋯

  

)فالمتتالية )n nu ∈ℕ لا تحقّق شرط كوشي لأن  

{ } 1, sup : 2n kn u u k n∀ ∈ δ = − > ≥ ≥ℓℕ ℓ  

) العدديةّإذا كانت المتتالية  .مبرهنة 4-4. )n nu ∈ℕ   ،محدودة. كانتمتتالية كوشي  

  الإثبات
  لنضع

{ }sup :n ku u k nδ = − > ≥ℓ ℓ  

) المتتالية )n n∈δ ℕ  وجد يالصفر. ومن ثمَّ  منتتقاربm 1 يحُقّق m≥ δ فيكون لدينا، مهما ،
mتكن  k<:  

  1k k m m m m mu u u u u u≤ − + ≤ δ + ≤ +  
  ومنه

  
0

0, 1
m

kk u u M
=

∀ ≥ ≤ + =∑ ℓ
ℓ

  

  �  وهي النتيجة المرجوّة.

)لعدديةّ إذا كانت المتتالية ا .مبرهنة5-4. )n nu ∈ℕ  منهامتتالية كوشي، وإذا تقاربت متتالية جزئية 

( )( )n nuϕ ∈ℕ  ،متقاربة. كانت هي نفسها  
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  الإثبات
)لنفترض أنّ  )lim n

n
uϕ

→∞
= ℓ 0. وليكن < ε ،في  يوجدℕ  ٌ0 عددn  يحُقّق  

0 ( ) 2nn n uϕ
ε

> ⇒ − <ℓ  

   يحُقّق  1n عددٌ  ℕفي  يوجدكما 

1 2m nm n n u u
ε

> ≥ ⇒ − <  

0لنضع إذن  1max ( , )N n n= فيكون لدينا، أياً كان .N n< ،  

( ) 2nu
ε

ϕ − <ℓ     و   ( ) 2n nu uϕ

ε
− <  

)وذلك لأنّ  )m n n= ϕ   . ومنه≤

( ) ( ) 2 2n n n nn N u u u uϕ ϕ

ε ε
> ⇒ − ≤ − + − < + = εℓ ℓ  

)المتتالية  وهذا ما يثبت تقارب )n nu ∈ℕ  من ℓ.  �  
)لتكن المتتالية الحقيقية .مبرهنة 6-4. )n nu ∈ℕيتينالآتالخاصّتين  . هناك تكافؤ بين:  

) المتتالية  � )n nu ∈ℕ .متتالية كوشي 

) المتتالية  � )n nu ∈ℕ .متتالية متقاربة  
  الإثبات
⇐� )كانت المتتالية   لـمّا � )n nu ∈ℕ محدودة، لذلك توجد، بمقتضى كانت   ،تالية كوشيمت

) متتالية جزئية منها متقاربة، ولكنّ هذا يقتضي تقارب المتتالية 3-10. ةالنتيج )n nu ∈ℕ 
  نفسها استناداً إلى المبرهنة السابقة.

⇐� lim لنفترض أنّ  � n
n

u
→∞

= ℓ 0. وليكن < ε نجد في ، عندئذℕ  ٌ0عددn  يحُقّق  

0 2nn n u
ε

> ⇒ − <ℓ  
  ومن ثمَّ 

0 2 2m n m nm n n u u u u
ε ε

> > ⇒ − ≤ − + − < + = εℓ ℓ  

) فالمتتالية   )n nu ∈ℕ .متتالية كوشي  �  
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تبينّ المبرهنة السابقة أهمية مفهوم متتاليات كوشي، إذ يسمح بإثبات وجود اية  .ملاحظة 7-4.
   لقيمة هذه النهاية. سابقةمتتالية دون معرفة 

  تمثّل المبرهنة التالية تطبيقاً مهماً على دراسة متتاليات كوشي.  ����

] ليكن .الثابتة نقطةمبرهنة ال 8-4. ],I a b= مجالاً مغلقاً من ℝ وليكن ،:f I I→ 
  : الآتيةتطبيقاً يحقق الخاصة 

0,1 , ( , ) , ( ) ( )K x y I I f x f y K x y ∃ ∈ ∀ ∈ × − ≤ −   
) ويحُقّق I ينتمي إلى α وحيدعدد حقيقي  يوجدعندئذ  )f α α=ك، . وإضافة إلى ذل
lim لدينا يكون n

n
x α

→∞
)حيث  = )n nx ∈ℕ  متتالية معرفة بالعلاقة التدريجية  أيةهي

1 ( )n nx f x+   .Iمن  0xوبعنصرٍ ما  =
  الإثبات
) ويحُقّق Iينتمي إلى  αلنثبت أنهّ يوجد على الأكثر عنصرٌ  � )f α = α . فإذا حقّقβ 
) أيضاً المساواة Iمن  )f β = βأمكننا أن نكتب ،  

( ) ( )f f Kα β α β α β− = − ≤ −  
0αومن ثمَّ  β− 1لأنّ  ≥ 0K− αومنه  ،< β=.  

  
)كان   مّالـ. I عنصراً ما من 0xليكن  � )f I I⊂ ف متتالية يعر أمكننا ت( )n nx ∈ℕ  من

1، بوضع Iعناصر اال  0( )x f x= 2و 1( )x f x= 1و …و ( )n nx f x+ =.  

، ثم سنثبت أن Iينتمي إلى  α عنصرٍ  منتقاربة تأنّ هذه المتتالية تحقق شرط كوشي فهي  سنثبت
)ق ق تحُ ايتها  )f α α=لإثبات. فيتم ا.  

1لنلاحظ أولاً أنهّ، مهما يكن  n≤، يكن  

1 1 1( ) ( )n n n n n nx x f x f x K x x+ − −− = − ≤ −  

0، أنهّ، أياً كان nلنا أن نثبت بالتدريج على  يتيحوهذا ما  n≤فلدينا ،  

1 1 0
n

n nx x K x x+ − ≤ −  
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0m فإذا كان n>   أمكننا أن نكتب ≤
1 1

1 1 0 1 0 1

m m n
p

m n p p

p n p n

K
x x x x x x K x x

K

− −

+
= =

  − ≤ − ≤ − < −   − 
∑ ∑  

   ومن ثمَّ 
{ }sup : n

n px x p n MKδ = − > ≥ ≤ℓ ℓ  
1 حيث  0

1
x x

M
K

−
=

−
 .  

0ونظراً إلى كون  1K< ، فإنّ >
0

lim 0n
n→
δ ) وتكون المتتالية، = )n nx ∈ℕ  متتالية كوشي

lim اً فهي متقاربة. لنضع تعريف n
n

x
→∞

= α .كان   لـمّاna x b≤ ، ℕمن  nاً كان أيّ  ≥
Iαأنّ  ،∞+تسعى إلى  nبجعل  ،استنتجنا   . ولدينا من ناحية أخرى :∋

1, ( )n nn x f K xα α∗
+∀ ∈ − ≤ −ℕ  

1limولكن limn n
n n

x x α+
→∞ →∞

= في المتراجحة السابقة  ∞+تسعى إلى  n إذن  بجعل =

)نجد  )f α α= المطلوبنجد ، وبذلك.  �  

limالسابقة. بعد أن أثبتنا أنّ  نحتفظ برموز المبرهنة .ملاحظة9-4. n
n

x α
→∞

أصبح من المهمّ  =

سرعة تقارب ”معرفة 
n
x من α“،  أو بقول آخر كم حدّاً يجب حسابه من المتتالية( )n nx ∈ℕ 

0قيمة معطاة  بخطأ لا يتجاوز α لعددحتى نحصل على قيمة تقريبيّة ل < ε في الحقيقة ينتج من .
nالمتراجحة 

m nm n x x MK> ⇒ −   تسعى إلى اللااية أنّ  mبجعل  >
, n

nn x MKα∀ ∈ − ≤ℕ  
0بخطأ لا يتجاوز  αدلعدفحتى نحصل على قيمة تقريبيّة ل < εيمكننا أن نأخذ ، Tx  بعد أن

)معرفّة بالصيغة  Tنختار  )ln /
1

ln
M

T
K

 ε
= +  

  
هذه الطريقة ليست أكثر الطرائق أنّ  . إلاّ 

  فمن جهة أولى، لدينا .متراجحة أخرىفيد من ه العموم، بل نستعلى وجاستعمالاً 
1 ( ) ( )n n nx f x f K xα α α+ − = − ≤ −  

   ثانيةومن جهة 
1

1

( ) ( )n n n n

n n n

x x x f x f

x x K x

α α

α

+

+

− ≤ − + −

≤ − + −
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1ومن ثمَّ 
1

1n n nx x x
K

α +− ≤ −
−

  لنا كتابة تيح . وهذا ما ي

1 1,
1n n n

K
n x x x

K
α+ +∀ ∈ − ≤ −

−
ℕ  

تقدير الخطأ المرتكب، في  فيدتتتميز هذه المتراجحة عن سابقتها بأا 
عتماد  1nxعند ا 1nxالمسافة بين على  بناءً ، α لعددتقريباً ل + + 

  . nxو
  

لعددخوارزميّة حساب تقريب ل اوريبينّ الشكل اα  بخطأ لا يتجاوز
0ε إلى المقدار  εɶ الرمزرمزنا بوقد . 0x قيمة البدء انطلاقاً من <

1 K

K

−
ε.  

  

3لندرس المعادلة  .مثال10-4. 3 2 0x x+ − = .  

)3نعرّف أولاً التابع  ) 3 2g x x x= + وأنّ  ℝمتزايد تماماً على gنلاحظ أنّ و  ،−
( )0 2g = )و − )1 2g ) للمعادلة αذر وحيدج ℝ في وجدي ومن ثمَّ  .= ) 0g x = ،

]وينتمي هذا الجذر إلى اال  ]0,1I =.  

لتابع  )لنعرّف ا )
2

2
3

f x
x

=
+

)يكون ف  ) ( ) 0f x x g x= ⇔ الذي  α ددالعو . =

)هو العدد الحقيقي الوحيد الذي يحقق نبحث عنه  )f α = α ن الوضع نقترب م نرى أننّا، وهكذا
  المدروس في المبرهنة السابقة.

نّ التابع ل  f إ ا على ا (0)2و Iمتناقص تماماً 
3

f )و = )
1

1
2

f )، إذن = )f I I⊂. 
  على التابع  نطبّق المبرهنة السابقةل

[ ] [ ] 2
2: 0,1 0,1 ,

3
f x

x
→

+
֏  

 0

( )

A x

B A

A f A

A B

A

←

←

←

− <

←

ɶε

α

نعم

 لا
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)نلاحظ أنه إذا كان  , )x y  منI I×  نكا  

2 2( ) ( ) 2( )
(3 )(3 )

y x
f x f y y x

x y

+
− = −

+ +
  

  ومن ثمَّ 
4

( , ) , ( ) ( )
9

x y I I f x f y x y∀ ∈ × − ≤ −  

4 حيثيحقّق جميع فرضيات المبرهنة السابقة  fفالتطبيق 
9

K ، ويمكننا الحصول على تقريب =
)0المتتالية الاستفادة من ب αللجذر  )n nx   المعرفّة كما يلي : ≤

0

1 2

1
,

2
20,

3n
n

x

n x
x

+

=

∀ ≥ =
+

  

51.25:  −510بخطأ أصغر من αلعددنجد في الجدول التالي حساب قيمة ل 10−ε = ×ɶ.  

1

0 0.5

1 0.6153846 01153846

2 19439 0.0234407

3 69440 0.0050001

4 58868 0.0010573

5 1108 0.0002324

6 633 0.0000474

7 34 0.0000101

n n nn x x x −−

−

0.59

0.59

0.59

0.596

0.5960

0.59607

  

0.59607αومنه القيمة التقريبية     يمكننا أن نثبت أنّ  ،. في الحقيقة≈

3
3

1
1 2

1 2
α = + −

+
  

  وهذا أمرٌ نتركه للقارئ.
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  بعض المفاهيم الطبولوجيّة المرتبطة بالمتتاليات 5.

 نقطة لاصقة ℝمن  a العنصر نقول إنّ  ℝمجموعة جزئية من  Aلتكن  .تعريف 1-5.
)إذا وُجِدتْ متتالية  Aباموعة  )n nu ∈ℕ  من عناصرA  تسعى إلىa.  

[اموعة نقطة لاصقة ب 1، وℚ اموعةنقطة لاصقة ب 2فمثلاً  نقطة لاصقة  ∞+، و0,1]
  .ℝ اموعةب

   الخواص التالية متكافئة :. ℝمن  aليكنو  ℝمجموعة جزئية من  Aتكن ل .مبرهنة 2-5.
  . Aنقطة لاصقة باموعة  aالنقطة �
  : أي ،Aمع  aلعنصرجوار ل كل   يتقاطع �

( ),V a V A∀ ∈ ∩ ≠ ∅V.  

  الإثبات

⇐� )توجد بمقتضى الفرْض متتالية  � )n nu ∈ℕ  من عناصرA  تسعى إلىa ليكن .V 
0 الاقتضاءيحُقّق  ℕمن  0nيوجد إذن  a لعنصرجواراً ل nn n u V≥ ⇒ . ينتج ∋

من ذلك أنّ 
0n
u V A∈ Vفالتقاطع  ∩ A∩ .ٍغير خال  

⇐�  : التالي وجهعلى ال  a لعنصرل nV، الجوار ℕمن  nلنعرّف، مهما يكن  �
] [,nV n= a إذا كان ∞+ = 1و ،∞+ 1,

2 2n n nV a a = − +  
 إذا كان 

a ∈ ℝ ًإذا كان ، وأخيرا a = [ف نعرّ  ∞− [,nV n= −∞ كانت اموعة   لـمّا. −
nV A∩  عنصراً فيها نجد فإننا غير خاليةnu أنّ  ومباشرة نتحقّق بسهولةعندئذ . و

lim n
n

u a
→∞

  �  .Aاموعة لاصقة ب a . فالنقطة=

. وعندئذ تبقى المبرهنة السابقة ℝبدلاً من  ℂقائماً في حالة  5-1.يبقى التعريف  .ملاحظة 3-5.
تحوي قرصاً مفتوحاً غير خالٍ هو كل مجموعة  ℂصحيحة. إذ نذكّر أن جوار عنصرٍ في 

  مركزه هذا العنصر.
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إذا انتمتْ إلى  Kفي  مجموعة مغلقة Aنقول إنّ  Kمجموعة جزئية من  Aلتكن  .تعريف 4-5.
موعة اA   نقطة من كلK موعةلاصقةٍ با A.  
 مجال من النمط  فمثلاً كل[ ],a b أو[ [,a [أو  ∞+ ],a−∞ مع( , )a b  2منℝ  هو مجموعة
}القرص المغلق  . وكذلك فإنّ ℝ مغلقة في }( , ) :D a r z z a r= ∈ − ≤ℂ  هو مجموعة
  .K مجموعتان مغلقتان في Kو  ∅ . وأخيراً، اموعتانℂمغلقة في 

  .مبرهنة 5-5.
 AK\ متممتهاكانت   إذا وفقط إذا ،Kفي  مغلقة Kمن  Aتكون اموعة الجزئية  �

  : جواراً لكل عنصر من عناصرها أي
, \ ( )x x A A x∀ ∈ ∉ ⇒ ∈K K V.  

) إذا كانت � )Fω ω∈Ω موعات المغلقةفي  جماعة من اK،  ت نكاF Fω
ω∈Ω

= ∩ 

  .Kفي  مجموعة مغلقة

,1إذا كانت  � , nF F… في  مجموعات مغلقةK،   كانت
1

n

k
k

G F
=

= في  مجموعة مغلقة ∪
K.  

  الإثبات

ليست لاصقة   x إذن. Aعنصراً لا ينتمي إلى  x كنيمجموعة مغلقة. ول Aلنفترض أنّ  �
Vيحُقّق  xلعنصر ل V، ومن ثمَ يوجد جوارAاموعة ب A∩ = وهذا يكافئ قولنا إنّ ، ∅

\V A⊂ K  أي\AK لعنصرجوار ل x .  
)، عندئذ توجد متتالية Aنقطة لاصقة باموعة  Kمن  aبالعكس، لتكن و  )n nu ∈ℕ  من

a. فإذا افترضنا جدلاً أنّ aتسعى إلى  Aعناصر  A∉  يكون\AK لعنصرجواراً ل a لا 
)على أي حد من حدود المتتالية  يتو يح )n nu ∈ℕ ا تسعى إلىوهذا يناقض كو ،a.  

Fنقطة لاصقة باموعة  Kمن  aلتكن  � Fω
ω∈Ω

= )، توجد عندئذ متتالية ∩ )n nu ∈ℕ 

 لأنّ . و Ωمن  ωأياً كان  Fωصقة باموعة لا a. ومن ثمَّ تكون a تسعى إلى Fمن عناصر
a أنّ  نستنتجمغلقة،  Fωاموعة  Fω∈  أياً كانω  منΩإنّ  ، أيa ينتمي إلى F.  
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\، إذن GK\من  عنصراً  x كنيل � kx F∈� K الدليل وذلك أياً كان k  منnℕ نستنتج .
\إذن أنّ  kFK  جوار للعنصرx  كن يوذلك مهماk  منnℕ ، واستناداً إلى خواص الجوارات

\يكون 
n

k
k

F
∈
K

ℕ
اموعة ف، x لعنصرجواراً ل GK\اموعة تكون من ثمَّ ، و xجواراً للعنصر  ∩

G .مغلقة  �  
إذا أمكننا  K في مجموعة متراصّة A. نقول إنّ Kمجموعة جزئية من  Aلتكن  .تعريف 6-5.

  .A ينتمي إلىعنصر  منمتتالية جزئية متقاربة  Aأن نستخرج من كل متتالية من عناصر 
  . هناك تكافؤ بين الخاصتين التاليتين: Kمجموعة جزئية من  Aلتكن  .مبرهنة 7-5.

  متراصّة. A اموعة   �
  مغلقة ومحدودة. A اموعة  �

  الإثبات
⇐� ) محدودة، وجدنا متتالية Aاموعة  إذا لم تكن � )n nu ∈ℕ من عناصر A  تحُقّق

lim n
n

u
→∞

= ϕ:. وبناءً على الفرْض نجد تطبيقاً متزايداً تماماً ∞+ →ℕ ℕ يجعل 
)المتتالية الجزئية  )( )n nuϕ ∈ℕ عنصر  تتقارب منλ  ينتمي إلىA َّومن ثم .

( )lim n
n

u λϕ
→∞

limالخاصّة  وهذا يناقض = n
n

u
→∞

=  A. إذن اموعة ∞+

  محدودة.
)، توجد إذن متتالية Aنقطة لاصقة باموعة  Kمن  aلتكن    )n nu ∈ℕ  من عناصرA 

ϕ:. وبمقتضى الفرْض نجد تطبيقاً متزايداً تماماً a منتتقارب  →ℕ ℕ المتتالية  يجعل
)الجزئية  )( )n nuϕ ∈ℕ عنصر  تتقارب منλ  ينتمي إلىA . ولكنّ المتتالية( )( )n nuϕ ∈ℕ 

) جزئية من المتتالية ةمتتالي )n nu ∈ℕ  منالمتقاربة a فهي أيضاً متقاربة من ،a ّنستنتج أن .
a Aλ=   مغلقة. A، وأنّ اموعة ∋

⇐� )لتكن � )n nu ∈ℕ  متتالية منA .موعة   لـمّاكانت اA  محدودة  كانت( )n nu ∈ℕ 
يمكن أن نستخرج منها متتالية يرشتراس ڤابولزانو  ، وبمقتضى مبرهنةKفي  متتالية محدودة

)جزئية  )( )n nuϕ ∈ℕ عنصرٍ  متقاربة من a  منK .تكون فa منقطة لاصقة بوعةا A 
  �  مغلقة. Aلأن اموعة  Aفهي من ثمَّ تنتمي إلى 
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) لتكن .مثال 8-5. )n nu ∈ℕ  من عنصرٍ متقاربة  عدديةّمتتالية a  ينتمي إلىK عندئذ تكون .
} اموعة } { : }nA a u n= ∪ ∈ ℕ .مجموعة متراصّة  

)محدودة لأن المتتالية  Aفي الحقيقة، إنّ  � )n nu ∈ℕ  ّمتقاربة. لنثبتْ أنA .مغلقة  

1ولنضع  .Aعنصراً لا ينتمي إلى  xكن يل �
1
| |
2
a xε = ، استناداً إلى تعريف . يوجد−

1na يحُقّق 0n طبيعي التقارب، عددٌ  u ε− 0nأياً كان  > n< َومن ثم ،  

0

1 1 12
n n

n

n n x u x a a u

x a a u ε ε ε

> ⇒ − = − + −

≥ − − − > − =
  

  لنعرّف إذن 

( )
00 1 0 1

1
min , , , ,

2 nx u x u x uε ε= − − −…  

0xفيكون لدينا  u ε−   . ومن ثمَ Aمن  uكان   اً أيّ  <
{ }0: \z z x A∈ − < ε ⊂K K  

  ، وينُجز الإثبات.مغلقة Aاموعة هذا يثُبتُ أنّ ، و x لعنصرجوار ل AK\ فاموعة

  

QWE  
AgD  
ZXC  
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  تمرينات

J1ليكن   1. التمرينa lim، أثبت أنّ ℕ∗من  pو <
n

p
n

a

n→+∞
= +∞.  

  الحـل

1لنعرّف  0h a= −   : ثنائي الحدّ عندئذ يكون لدينا استناداً إلى دستور   <
1 1(1 )n n p p

na h C h+ += + ≥  
2nفي حالة  ومنه p≥ يكون لدينا المتراجحة الآتية  

1 1( 1) ( ) 1 2
1 1 1

n
p p

p p

a n n n p p
h n h

n n nn n

+ +    − −     ≥ = − − −              
⋯

⋯  

2nولكن حين يكون  p≥ تكون جميع المقادير 
1

1
k p

k

n ≤ ≤

  −   
1 أكبر أو تساوي  

2
  :إذن. 

12 , 2
n

p p

p

a
n p n h

n

− +∀ ≥ ≥  

limومن ثمَّ نستنتج من هذه المتراجحة أنّ 
n

pn

a

n→+∞
= +∞.  ú  

Jادرس تقارب المتتالية التي حدّها العام 2. التمرين   
( )

( )

1 3 5 2 1
2 4 6 2n

n
u

n

⋅ ⋅ −
=

⋅ ⋅
⋯

⋯
  

  الحـل

  نلاحظ أوّلاً أنّ 

1
2 1

,
2 2n n n

n
n u u u

n
+

+
∀ ∈ = <

+
ℕ  

)0فالمتتالية  )n nu   فهي إذن متقاربة.  0متناقصة، وهي محدودة من الأدنى بالعدد  ≤
لى . فمن جهة أو 0 نريد في الحقيقة أن نثبتَ أكثر من ذلك،  سنبرهن أنّ المتتالية المدروسة تسعى إلى

  لدينا
1

, 1
2 1

n
n

n n

∗∀ ∈ − <
+

ℕ  
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  ولكن ،وللتحقق من ذلك، نلاحظ أوّلاً أنّ طرفي المتراجحة موجبان فيكفي أن نقارن مربعيهما
2

2

2 2

1 1 1
1 1

1 2 1 4
1 1 3 1

( 1) 4 4 ( 1)

n n

n n n n n
n

n n n n n

 − − = − + − + + 
−

= − =
+ +

  

  أنّ  ذلكنستنتج من 

1

1
1

2 1
n

n

u n

u n n−

= − <
+

  

)دود الموجبة ومنه نستنتج أنّ المتتالية ذات الح )1 n n
n u ∈+

ℕ
 منمتناقصة، فهي إذن متقاربة  

lim. أي ℓاية ولتكن  1 n
n

n u
→∞

+ = ℓ ّوهذا يثُبتُ أن ،lim 0n
n

u
→∞

=.  ú  

Jادرس تقارب المتتالية  3. التمرين( ) 1
n

na ادرس  و  عددٌ حقيقي موجبٌ تماماً، aعلماً أنّ  ≤

)كذلك المتتالية  ) 1
n

nn ≥.  

  الحـل

1nلنعرّف 
n nε = ). إنّ المتتالية − )n n

ε ∗∈ℕ قمتتالية ذات حدود موجبة وتحُق  
2( 1)

(1 )
2

n
n n

n n
n ε ε

−
= + ≥  

  ومن ثمَّ نجد 
2

1, 0
1nn

n
ε∀ > < ≤

−
  

limوهذا يثبت أنّ  0n
n

ε
→∞

limأو = 1n

n
n

→∞
=.  

  تحُقّق 0n. عندئذ توجد aعدداً من  aكن يل
1

0,n n n a n−∀ > < <  
  يكون ئذوعند

0
1

, n n

n
n n a n

n
∀ > < <  

limالنتيجة الأولى وجدنا فدنا من تسعى إلى اللااية واست nفإذا جعلنا  1n

n
a

→∞
=. ú  
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Jلتكن  4. التمرين( )n nu ∈ℕ تتالية محدودة من الأعداد الحقيقيّة تحقّق: م  

1 11, 2 n n nn u u u− +∀ ≥ ≤ +.  
1nإلى  nv الرمزنرمز ب   nu u+ −.  
)أثبت أنّ المتتالية  1. )n nv ∈ℕ .متقاربة  
limأثبت أنّ  2. 0n

n
v

→+∞
)وأنّ المتتالية  = )n nu ∈ℕ .متقاربة  

  الحـل

1لنلاحظ أوّلاً أنّ الفرْض  1. 11, n n n nn u u u u− +∀ ≥ − ≤ ،  يكُافئ كوْن المتتالية −
( )n nv ∈ℕ  نّ المتتالية متزايدة، ولكنها محدودة لأ( )n nu ∈ℕ .محدودة.  إذن هي متتالية متقاربة  

limلنضع بالتعريف  2. n
n

v
→+∞

= ℓ،عندئذ يكون لدينا، استناداً إلى مبرهنة سيزارو ،  

0 1 1lim n

n

v v v

n

−

→∞

+ + +
=

⋯
ℓ  

)ةيوبناءً على تعريف المتتال )n nv ∈ℕ 0، يكونlim n

n

u u

n→∞

−
= ℓ أو ،lim n

n

u

n→∞
= ℓ .

) ولكنّ المتتالية )n nu ∈ℕ محدودة، إذن lim 0n

n

u

n→∞
  .ℓ=0. وعلى هذا لا بدُ أن يكون =

)نستنتج مما سبق أنّ المتتالية  )n nv ∈ℕ  فجميع حدودها سالبة. وهذا يعني 0متزايدة وتسعى إلى ،
)أنّ المتتالية  )n nu ∈ℕ من ثمَّ  متناقصة، فهي  ّا محدودة.متقاربة لأ  ú  

  

Jادرس تقارب المتتالية  5. التمرين( )n nu ∈ℕ المعرفّة بالصيغة  

0

!
!

n

n
k

k
u

n=
= ∑  

  الحـل

2nلنفترض أنّ    عندئذ يمكننا أن نكتب ≤
2

0 0

! ! ! ( 1)! !
1

! ! ! ! !

n n

n
k k

n k n n k
u

n n n n n

−

= =

−
= ≤ = ≤ + +∑ ∑  
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  ومن ثمَّ 
2

0

1 ( 2)! 1 ( 1)! 2
1 1 1 1

! !

n

n
k

n n
u

n n n n n

−

=

− −
≤ ≤ + + = + + = +∑  

  وهذا يثبتُ أنّ 
  lim 1n

n
u

→∞
=  ú  

)، يمكننا أن نبرهن أنهّ إذا كانت ذاتهلوب الإثبات باتبّاع أس � )n n
a ∗∈ℕ

∗متتالية متزايدة من  
+ℝ 

تحُقق الشرط 
1

lim 0n

n
n

a
n
a→∞ +

   =   
عندئذ يكون  

1

1
lim 1

n

k
n

kn

a
a→∞ =

=∑.  

Jمن المتتاليتين  ادرس تقارب كلّ  6. التمرين( )n nu ∈ℕ و( )n nv ∈ℕ المعرّفتين كما يلي:  

( )2

1 2 1
2 2 ... 2

1

n

nn
n

n
v

n n n

u n n n

    −    = − − −              
= + −

    

  الحـل

  أوّلاً أنّ لنلاحظ  �
1 1

1 1
11

1 1

2 1

1
1 1

2

n n

n
k k

nn

k k

k n k
v

n n

k k n

n n

− −

= =
−−

= =

   −  = − = +        
  += + ≥ + =  

∏ ∏

∑∏
  

limوهذا يثُبتُ أنّ  n
n

v
→+∞

= +∞.  

 من جهة أخرى، بالاستفادة من المساواة �

1
1

0

( )
n

n n k n k

k

b a b a a b

−
− −

=

− = − ∑ 

  لدينا 

( )
2

2
1

1

0

1   

( 1) ( )

nn
n n

nn k n k

k

n
u n n n

n n

−
− −

=

= + − =

+∑
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  وعلى هذا يكون
2 2

1 1( 1) ( )
nn nn n

n n
u

n n n n− −
≤ ≤

+
  

  أو

1
1

nn
n

n
n u n

n
+ ≤ ≤

+
  

limونستنتج من ذلك أنّ  1n
n

u
→∞

=.  ú  

Jلتكن  7. التمرين( )n nu ∈ℕ تحُقّق عدديةّتتالية م , 0nn u∀ ∈ ≠ℕ:ّأثبت أن ،  

[ [1lim 0,1 lim 0n
n

n nn

u
u

u
+

→+∞ →+∞
= ∈ ⇒ =ℓ  

   ؟ℓ<1ماذا يحدث إذا كانت   

): ادرس المتتالية تطبيق   )n nu ∗∈ℕ  الآتيةفي الحالات:  
!

, ,
!

n n

n n np n

a a n
u u u

n n n
= = =  

  

  الحـل

1,من  αكن يل  ℓفي  . عندئذ يوجدℕ  ٌعدد N 1 يحُقّق, n

n

u
n N

u
α

+∀ ≥ إذن ، ≥

)تكون المتتالية  )n
n n N
uα−

≥
  متناقصة ومنه 

, Nn
n N

u
n N u α

α
∀ ≥ ≤ ⋅  

limيثُبت أنّ  وهذا 0n
n

u
→∞

=.  

1أمّا إذا كانت  < ℓ ق ما سبق على المتتالية1، فنطب

n n
u

∈

      ℕ

تتحقّق لنستنتج أنهّ في هذه الحالة  

lim : الآتيةالخاصّة  n
n

u
→∞

= +∞.  
  ú  لى ما سبق. أمّا بقيّة التمرين فهي تطبيق مباشر ع
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Jلتكن  8. التمرين( )n n
u

∈ℕ
  :  متتالية حقيقيّة موجبة، تحقّق 

( ) ( )2
1

, ,  n

p
n p u

n p
∗∀ ∈ ≤ +ℕ  

limأثبت أنّ  0n
n

u
→+∞

=.  

  الحـل

pباختيار ينتج من الفرْض  n =    ّأن  
1 1 1

, 0 n

n
n u

n n n n

∗
  

∀ ∈ ≤ ≤ + ≤ +
      

ℕ  

limتسعى إلى اللااية نجد  nوعليه بجعل  0n
n

u
→+∞

=.  ú  

Jلتكن  9. التمرين( )n nu ∗∈ℕ اليلمتتالية المعرفّة على الوجه التا :  

( ) ( ) ( )1 2 1
1,     

n n n

n

n
n u

n n n

−
∀ ≥ = + + +⋯  

1أثبت أنّ   
lim

1n
n

u
e→+∞

=
−

.  

  الحـل

m اً كان. عندئذ أيّ ℕ∗عدداً من  mكن يل n< فلدينا  

1 1

1 1
n nn m

n
k k

k k
u

n n= =

     = − ≥ −        ∑ ∑  

  وعليه

1

1
lim

1

m m
k

n
n k

e
u e

e

−
−

→∞ =

−
≥ =

−∑  

1تسعى إلى اللااية نجد  mومن ثمَّ بجعل 
lim

1n
n

u
e→∞

≥
−

.  

,لدينا المتراجحة  ،ولكن من جهة أخرى 1 xx x e∀ ∈ + ≤ℝ إذن  

1 1

1
, 1

1

nn n
k

n
k k

k
n u e

n e

∗ −

= =

 ∀ ∈ = − ≤ ≤  − ∑ ∑ℕ  

1ومنه نستنتج أنّ 
lim

1n
n

u
e→∞

≤
−

1. وهذا يثبت أنّ 
lim

1n
n

u
e→∞

=
−

.  ú  
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Jمبرهنة  10. التمرين ESÀROC  

)لتكن    ) 1n na    وتحقّقمتتالية من الأعداد الحقيقيّة الموجبة تماماً  ≤

1
lim

n

k
n

k

a
→+∞ =

= +∞∑  

)ولتكن  ) 1n nb   نعرّفمتتالية حقيقيّة،  ≤
1 1

n n

n k k k
k k

B a b a
= =

 =   ∑ ∑.  

  أثبت أنّ: 1.
lim lim lim limn n n n

n nn n
b B B b

→+∞ →+∞→+∞ →+∞
≤ ≤ ≤  

)نفترض أنّ  2. ) 1n nb ). أثبـت أنّ ℝفي  λ من عددٍ متقاربة  ≤ ) 1n nB  مـنمتقاربـة أيضـاً  ≤
  .λ العدد

)أثبت أنهّ إذا كانت المتتالية  3. ) 1n nb )متزايدة، وكانت  ≤ ) 1n nB  كانتمتقاربة   ≤
( ) 1n nb   متقاربة أيضاً. ≤

  الحـل

limيكفي أن نثُبتَ أنّ  1. limn n
n n

B b
→+∞ →+∞

limفي حالة  ≥ n
n

b
→+∞

= < +∞ℓ .  

,0 يحُقق ℕ∗في  0n ، عندئذ يوجدβ<ℓلتكن  nn n b β∀ >   . وعندئذ>
0 0 0

01 1 1 1
0

1 1

,

n n n n

k k k k k k
k k n k k

n n n

k k
k k

a b a a b a

n n B

a a

β β

β
= = + = =

= =

+ −
∀ ≥ ≤ = +

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑
  

limوعليه يكون  n
n

B β
→∞

limأنّ  ناستنتجاكيفي،   β<ℓ. ولأنّ ≥ n
n

B
→∞

≤ ℓ.  

  هذا واضح استناداً إلى ما سبق. 2.

nلتكن  3. m>عندئذ يكون لدينا ،  
n n

k k m k
k m k m

a b b a
= =

≥∑ ∑  
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  أو

      
1 1

1 1 1 1

n m n m

k k k k m k k
k k k k

a b a b b a a

− −

= = = =

  − ≥ −    
∑ ∑ ∑ ∑  

  وعليه

           
1 1

1 1 1

1 1

n m m

k k k k m kk k k
n mn n

k kk k

a b a b b a
B b

a a

− −

= = =

= =

−
= ≥ +

∑ ∑ ∑
∑ ∑

  

limتسعى إلى اللااية، أنّ  nنستنج إذن، بجعل  n m
n

B b
→∞

. فالمتتالية m وذلك أياً كانت ≤
)1المتزايدة  )m mb   ú  محدودة من الأعلى وهي من ثمَّ متقاربة. ≤

Jلتكن  11. التمرين( ) 1n na 2ة، ولتكن بمتتالية حقيقيّة حدودها موج ≤

1

n

n k
k

S a
=

= . نفرض ∑

limأنّ  1n n
n

a S
→+∞

3lim  . أثبت أنّ = 3  1n
n

n a
→+∞

مبرهنة  عماليمكن است .=

CESÀRO.  

  الحـل

)1من الواضح أنّ المتتالية  )n nS )1متزايدة، فإذا كانت متقاربة وجب أن تكون المتتالية  ≤ )n na ≥ 
lim، وعندها يكون 0 منمتقاربة  0n n

n
a S

→+∞
الفرْض. إذن لا بُد أن يكون وهذا يناقض  =

  لدينا
lim n

n
S

→+∞
= +∞  

  نستنتج إذن من المساواة
2 2

1
3

( )
1, 1 1n n n n

n n n

S a a S
n

S S S

−∀ > = − = −  

  أنّ 
1lim 1n

n
n

S

S

−

→+∞
=  
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  وبالاستناد إلى المساواة

( )23 3 2 1 1
11, ( ) 1 n n

n n n n
n n

S S
n S S a S

S S

− −
−

  ∀ > − = + +   
  

)يمكننا أن نكتب  )3 3
1lim 3n n

n
S S −→+∞

−   . وعملاً بتوطئة سيزارو يكون لدينا=

3 3
12

( )
lim 3

n

k kk

n

S S

n

−=

→∞

−
=

∑  

ومنه 
3

lim 3n

n

S

n→+∞
= .  

3limكان   لـمّاو  ( ) 1n n
n

a S
→+∞

  ، استنتجنا، بالقسمة، أنّ =
3lim 3 1n

n
na

→+∞
=  

3limوعليه يكون  3 1n
n

n a
→+∞

⋅ =.   ú  

  تعميم هذا التمرين على الوجه الآتي:في الحقيقة، يمكن  ����

)1 لتكن  )n na 1pيكن لة، و بمتتالية حقيقيّة حدودها موج ≤   . نفترض أنّ <

1

1

lim 1
n

p
n k

n
k

a a −

→+∞ =

⋅ =∑  

limعندئذ يكون لدينا   1p
n

n
pn a

→+∞
⋅ =.  

Jالآتيةادرس المتتاليات التدريجيّة   12. التمرين:  

0 1

0 1

3

0 1 2

0 1

0, 0,
1

1
0, 0,

2

3
0, 0,

3
3 , 2 32

n
n

n

n n
n

n n
n

n

n n

u a
a u u

u

a
a u u u

u

u au
a u u

u a

u u u

+

+

+

+

+
> > =

+
 > > = +   

+
> > =

+

> − = +
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  الحـل

لدراسة المتتالية الأولى، نلاحظ أولاً، بالتدريج، أنّ جميع حدودها موجبة تماماً. وأا ثابتة إذا   �
0uكان  a= ّ0. سنفترض إذن أنu a≠0مُساعدة ـلمتتالية ال، ثمُّ لنعرّف ا( )n nx ≥ 

  بالعلاقة:

n
n

n

u a
x

u a

−
=

+
  

  عندئذ يكون لدينا

1
1

1

1 1

1
1

n

n n n
n n

nn n

n

u a
a

u a u u aa
x x

u au a a u a
a

u λ

λ+
+

+

+
−

− + −−
= = = ⋅ = ⋅

++ + ++
+

�������

  

  وعليه نستنتج بالتدريج أنّ 

0, n
nn x xλ∀ ∈ = ⋅ℕ  

  أو 

  0
0

, 2
1

n

n n
n u a x a

x

λ

λ
∀ ∈ − = ⋅ ⋅

− ⋅
ℕ  (1)  

  ولكن

  2 2
1 1

1 1

a

a a
λ = − = − +

+ +
  

,1إذن  1λ  ∈ − +   أنّ  (1)ونستنتج من العلاقةlim n
n

u a
→∞

= .  

ُ أنّ  (1)في الحقيقة تعطي العلاقة  فكرة عن سرعة التقارب إذ تبين  

1lim n

n
n

u a

u a
λ+

→∞

−
=

−
  

)0قول إنّ تقارب فن )n nu   تقاربٌ خطّي أو من المرتبة الأولى. aمن  ≤
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ع حدودها موجبة تماماً. وأا ، وبالتدريج، أنّ جمياً ددّ أمّا لدراسة المتتالية الثانية، فنلاحظ مج �
0uثابتة إذا كان  a=0نّ  . سنفترض إذن أu a≠ساعدة  ـُ، ثمُّ نعرّف المتتالية الم

0( )n nx   بالعلاقة: ≤

n
n

n

u a
x

u a

−
=

+
  

  عندئذ يكون لدينا

22
2

1 2

1
2 2

1 2
2

n
n n n n

n n

n n n
n

n

a
u a

u u a u a u a
x x

a u a u a u a
u a

u

+

  + −     − ⋅ + −   = = = =   + ⋅ + +  + +   

  

0فإذا عرفّنا 
0

0

u a
x

u a
ω

−
= =

+
  أنّ  nى استنتجنا من العلاقة السابقة وبالتدريج عل 

  2,
n

nn x ω∀ ∈ =ℕ    
  أو 

  
2

2
, 2

1

n

nnn u a a
ω

ω
∀ ∈ − = ⋅

−
ℕ  (2)  

  ولكن 

0

0 0

22
1 1

ua

u a u a
ω = − = − +

+ +
  

,1إذن  1ω  ∈ − +   أنّ  (2)وعليه نستنتج من العلاقة  
lim n
n

u a
→∞

=  
ُ أنّ  (2)تعطي العلاقة و  فكرة عن سرعة التقارب إذ تبين  

1
2

1
lim

( ) 2
n

n
n

u a

u a a

+

→∞

−
=

−
  

)0فنقول إنّ تقارب  )n nu إلى  nu نمالمرتبة الثانية. فعند الانتقال تقاربٌ تربيعي أو من  a من ≤
1nu   يتضاعف عدد الأرقام المعنوية مرتّين. +



 78 المتتاليات العدديةّ

ونتبع أسلوباً مماثلاً لدراسة المتتالية الثالثة، فنلاحظ، وبالتدريج، أنّ جميع حدود هذه المتتالية   �
0uموجبة تماماً. وأا ثابتة إذا كان  a= .  ّ0سنفترض إذن أنu a≠ ُّنعرّف المتتالية ، ثم 

)0ساعدة  ـُالم )n nx   بالعلاقة: ≤

n
n

n

u a
x

u a

−
=

+
  

}إشارة من  εلتكن  }1, 1−   كان  لـمّا. +
3 2 3

1 2 2

3 3 ( )

3 3

n n n n
n

n n

u u a u a a a u a
u a

u a u a

ε ε ε
ε+

+ + + +
+ = =

+ +
  

  تجنا أنّ استن
3

1 3
1

1

n n
n n

n n

u a u a
x x

u a u a

+
+

+

 − −  = = = + + 
  

0فإذا عرفّنا 
0

0

u a
x

u a
ω

−
= =

+
  أنّ  nاستنتجنا من العلاقة السابقة وبالتدريج على  

  3,
n

nn x ω∀ ∈ =ℕ    
  أو 

  
3

3
, 2

1

n

nnn u a a
ω

ω
∀ ∈ − = ⋅

−
ℕ  (3)  

,1د دراسة المتتالية السابقة أنّ ولكن وجدنا عن 1ω  ∈ − +   أنّ  (3) العلاقةوعليه نستنتج من
lim n
n

u a
→∞

= .  

ُ أنّ  (3)تعطي العلاقة  فكرة عن سرعة التقارب إذ تبين  

1
3

1
lim

4( )
n

n
n

u a

au a

+

→∞

−
=

−
  

)0إنّ تقارب فنقول  )n nu  nuتقاربٌ تكعيبي أو من المرتبة الثالثة. فعند الانتقال من  a من ≤
1nuإلى    يتضاعف عدد الأرقام المعنوية ثلاث مراّت. +
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1n من الحدّ  اً ءبدة أنّ جميع حدودها نلاحظ عند دراستنا للمتتالية الأخير  � موجبة تماماً.  =
2وعليه، أياً كانت  n≤ 12، فلدينا 3 3n nu u −= + ≥.  
1ولكن مهما تكن  n≤يكن ،  

  
1 1

1

1

1

1

2 3 2 3

2( )

2 3 2 3
2( )

n n n n

n n

n n

n n

n n

u u u u

u u

u u

u u

u u

+ −

−

−

−

+

− = + − +

−
=

+ − +
−

=
+

  (4)  

2nفي حالة  ومنه   يكون لدينا ≤

  1 1 1
1

2 1

3
n n n n n n

n n

u u u u u u
u u

+ − −
+

− ≤ − ≤ −
+

  (5)  

  وينتج من ذلك بالتدريج أنّ 
1

1 2 1
1

1,
3

n

n nn u u u u

−

+

 ∀ ≥ − ≤ ⋅ −  
  

  وعليه يكون

( )
1

1

1 2 1
11
3

m
k

m n k k
k n k n

m n u u u u u u

− ∞
−

+
= =

> ≥ ⇒ − ≤ − ≤ − ⋅∑ ∑  

  ومنه

( )
1

2 1
1

3 11
3 1 3

m
n

m n k k
k n

u u
m n u u u u

−

+
=

−
> ≥ ⇒ − ≤ − ≤ ⋅

−
∑  

)0المتتالية وهذا يثُبت أنّ  )n nu lim متقاربة لأا تحُقق شرط كوشي. لتكن ≤ n
n

u
→∞

= ℓ نعلم .

تسعى إلى اللااية، في العلاقة  n. ومن جهة ثانية، بجعل ℓ≤3من جهة أولى أنّ 

1 2 3n nu u+ = 2، نجد + 3= +ℓ ℓ 3، ومن ثمَّ يكون=ℓ.  
  في الحقيقة يمكننا أن نثبتَ أنهّ 

0في حالة  �
3 3
2

u− < )0تكون المتتالية   ≥ )n nu   متزايدة. ≤

03وفي حالة  � u≤  0 تكون المتتالية( )n nu   ú  متناقصة. ≤
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Jلتكن  13. التمرين( ) 1n na   متتالية حقيقيّة تحقّق  ≤
( ) 2, , n m n mn m a a a∗

+∀ ∈ ≤ +ℕ  
  لنعرّف المقدارو 

inf ,n
a

n
n

λ ∗
   = ∈    

ℕ  

,من  −∞ +∞  . ّالمتتالية أثبت أن( )n

n

a

n ∗∈ℕ
  .λتسعى إلى متتالية  

  
  الحـل

pa يحُقّق p عددٌ  ℕ∗في  ، عندئذ يوجدλعدداً أكبر تماماً من  αكن يل

p
α<.  لتكن

n p>لعدد، نجُري قسمة إقليديةّ ل n  علىp فيكون n nn pq r=  حيث +
0 nr p≤ <.  

0صطلاح وعلى هذا يكون، مع الإ 0a = ،  

n n nn pq r n p ra a a q a a≤ + ≤ ⋅ +  
  فإذا عرفّنا

max : 1kaA k p
k

   = ≤ <    
  

  كان

, ( )pn n n
aa n r r p

n p A A
n n p n n

α α
−

∀ > ≤ ⋅ + ⋅ ≤ + −  

limوعليه  n

n

a

n
α

→∞
  . إذن≥

, lim limn n

nn

a a

n n
α λ λ α

→∞→∞
∀ > ≤ ≤ ≤  

  وهذا يثُبتُ أنّ 

  lim n

n

a

n
λ

→∞
=  ú  
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Jلتكن  14.التمرينa  من∗
+ℝ ، 3ولنضع

b a=.  

 . I لنتأمّل التابع  

2

1
: , ( ) 2

3
a

f f x x
x

∗
+

 → = +   
ℝ ℝ  

fاحسب  1. ,0. ثمُ استنتج أنّ fالتابع واستنتج دراسة تغيرّات ′ ( )x f x b∀ > ≥.  

)حلّ المعادلة  2. )f x x= ّثمُ أثبت أن .( )x b f x x> ⇒ وذلك بحساب المقدار  >
( )f x x−.  

3أثبت أنّ كثير الحدود  3. 22 3P X bX a= − جذراً مضاعفاً من المرتبة  bيقبل  +
)2على  P، واحسب خارج قسمة 2 )X b−.  
  فنعرّ  4.

{ } 2
( ( ) )

: \ , ( )
( )
b f x b

h b h x
x b

∗
+

−
→ =

−
ℝ ℝ  

limوبينّ أنّ النهاية  3. عملاً بأبسط صيغة ممكنة مست hعبرّ عن 
b
h  موجودة، نرمز إليها

)بالرمز  )h b احسب ،( )h b ُبينّ أنّ . ثم    
( ) 1x b h x> ⇒ <  

. II لنتأمّل المتتالية( ) 0n nx   المعرّفة كما يلي : ≤

0 1 2
1

, 2
3n n

n

a
x x x

x
∗
+ +

 ∈ = +   
ℝ.  

,1أثبت الخاصّتين :  1. nn x b∀ ≥ ,11و  ≤ n nn x x+∀ ≥ ≤.  

)أثبت أنّ  2. ) 0n nx   .bتسعى إلى  ≤

nنعرّف 3.
n

x b

b

−
δ 1أياً كان = n≤ ّ2  . أثبت أن

11, 0 n nn +∀ ≥ ≤ δ ≤ δ  ُثم

2  أنّ 
1 11, ( )

n

nn +∀ ≥ δ ≤ δ 

ب  4. حسا 3نريد  3b ر = فنختا  ،3 a=  0و
3
2

x نّ = ثبت أ 7. أ
5

b وأنّ  <

1
2
63

δ ). واستنتج > )
2

1
3 2

0, 0
2 63

n

nn x b+∀ ≥ ≤ − ≤.  

3 يحُقّق pثمُّ أعطِ تقديراً لعدد طبيعيّ 
50 3 10 px −≤ −   ، ماذا تستنتج؟ ≥
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  الحـل

.1. I نجد بحساب مباشر  
3

3

2
0, ( ) 1

3
b

x f x
x

 ′ ∀ > = −   
  

  :الآتيجدول التغيرات  f وهذا يعُطي للتابع 
0

( ) 0

( )

x b

f x

f x b

+∞

′ − +

+∞ +∞ց ր

  

,0شرة من هذا الجدول أنّ ونستنتج مبا ( )x f x b∀ > ال متناقص تماماً على اf ، وأنّ ≤
]0, ]b الومتزايد تماماً على ا[ , [b + ∞.  
.2. I ،في الحقيقة  

3 3 3 3

2 2 2

2 2

2

1 1
( ) 2

3 3 3

( )
3

b b b x
f x x x x x

x x x

b bx x
b x

x

    −   − = + − = − =        
+ +

= − ⋅

  

  كان  لـمّاو 
2 2

2
2

( , ) , 0
3

b bx x
x b

x

∗
+

+ +
∀ ∈ >ℝ  

)هو الحل الوحيد للمعادلة  bاستنتجنا أنّ  )f x x= ّوأن ، ( )f x x<  في حالةx b> .  
.3. I ،3 في الحقيقة 2 3 22 3 ( ) (2 )P X bX b X b X b= − + = − +.  
.4. I  ّنلاحظ أن  

{ }
3

2 2 2 2

1 ( )
\ , ( ) 2

3( ) 3 ( )

b b bP x
x b h x x b

x b x x x b

∗
+

       ∀ ∈ = + − =       − −   
ℝ

  وعليه يكون

{ }
2

(2 )
\ , ( )

3

b x b
x b h x

x

∗
+

+
∀ ∈ =ℝ  

)و ) lim 1
b

h b h= =.   
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xوإذا كان   b>  ّ2فإن 3x b x+ ) من ثمَّ ، و > ) 1
b

h x
x

< <.  

.1. II 1كان   لـمّا ( )n nx f x+ .1.استنتجنا من  = I  ّ1أنnx b+  nوذلك أياً كانت  ≤
  ومنه الخاصّة الأولى.

1 ومن جهة أخرى، في حالة n≤ يكونnx b≥ 2.واستناداً إلى. I يكون( )n nf x x≤  وهذا
1nيعني أنّ  nx x+   ، ومنه الخاصّة الثانية.≥
.2. II  1ينتج مما سبق أنّ المتتالية( )n nx فهي متقاربة  b بالعدد متناقصة ومحدودة من الأدنى ≤
1ايتها. ينتج من المساواة  ℓولتكن  ( )n nx f x+ تسعى إلى اللااية، أنّ  n، عند جعل =
( )f=ℓ ℓ  ّوهذا يقتضي أنb=ℓ  2.استناداً إلى. I   

.3. II  ّ1نلاحظ أن
2

( )n
n

n

h x
δ

δ

+ .1.، واستناداً إلى= I 4.و. I  يكون  

2
11, 0 n nn δ δ+∀ ≥ ≤ ≤  

2ونستنتج من ذلك بالتدريج أنّ 
1 11, ( )

n

nn δ δ+∀ ≥ ≤.  

.4. II كان   لـمّا
3

3

343 7
3

125 5
> 3استنتجنا أنّ  = 7

3
5

b = 0. ولأنّ <
3
2

x وجدنا  =

1
13
9

x 1، وعليه يكون =
1

5 13 2
1 1

7 9 63

x

b
δ = − < ⋅ − 3 . وأخيراً، لأنّ =

2
b < 

  يكون
2

3
1

3 2
1, 0 3

2 63

n

nn x +

 ∀ ≥ < − ≤   
  

.5. II كان   لـمّا
42

243 2
1.6 10

2 63
−  ≈ ×  

3استنتجنا أنّ   23
50 3 10x −< − < .

3 لعددتعُطي قيمة تقريبيّة ل 5xأي إنّ    رقماً عشرياً بعد الفاصلة. 23 إلىصحيحة  3
 3أنّ  ˇ˛ برنامج في الحقيقة، يبين 44

50 3 10x −< − ، وهذا يعطي >
3لعددل   رقماً عشرياً بعد الفاصلة. 44 إلى الصحيحةهي ، و الآتيةالقيمة التقريبيّة  3

  5 1.442 249 570 307 408 382 321 638 310 780 109 588 391 869 254x =  ú  
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J لتكن  15.التمرين( )n nu ∈ℕ  عدديةّمتتالية.  
)أثبت أنهّ إذا كانت المتتاليتان  1. )2n nu ∈ℕ و( )2 1n n

u + ∈ℕ هاية نفسها متقاربتين ولهما الن
a فإنّ المتتالية ،( )n nu ∈ℕ  منتتقارب a.  

)ة يّ أنهّ إذا كانت المتتاليات الجزئ أثبت 2. )2n nu ∈ℕ و( )2 1n n
u + ∈ℕ  و( )3n nu ∈ℕ 

)متقاربة، فإنّ  )n nu ∈ℕ .متقاربة  
  الحـل

0لتكن  1. ε< 0، يوجدn قيحُق   
2

0
2 1

n

n

u a
n n

u a

ε

ε+

 − <≥ ⇒  − <
  

  ويكون عندئذ
02 1 nn n u a ε≥ + ⇒ − <  

)أي إنّ  )n nu ∈ℕ  من متقاربةa.  
2lim لنضع بالتعريف2. n

n
u α

→∞
2و  = 1lim n

n
u β+→∞

= .  

)كانت المتتالية   لـمّا )6n n
u

∈ℕ
)متتالية جزئيّة من المتتالية  )2n n

u
∈ℕ

 استنتجنا أنّ  

6lim n
n

u α
→∞

=  
)المتتاليةكانت   لـمّاو  )6n n

u
∈ℕ

)متتالية جزئيّة من المتتالية   )3n n
u

∈ℕ
وهذه الأخيرة متقاربة  

  استنتجنا أيضاً أنّ 
3lim n

n
u α

→∞
=  

6وعليه يكون  3lim n
n

u α+→∞
)ولكنّ . = )6 3n n

u + ∈ℕ
تتالية المتقاربة متتالية جزئيّة من الم 

( )2 1n n
u + ∈ℕ

 ، إذن لا بدُّ أن يكون

2 1 6 3lim limn n
n n

u uβ α+ +→∞ →∞
= = =  

)وهذا يقتضي تقارب المتتالية  )n nu ∈ℕ  1.استناداً إلى  ú  
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Jلتكن  16. التمرين( ) 1n na   متتالية حقيقيّة تحقّق الشّرط:  ≤
( ) 2, , 1 1n m n m n mn m a a a a a∗

+∀ ∈ + − ≤ ≤ + +ℕ  
)، وليكن ℕ∗من  kكن يل 1. )

22 n
k n

n kV a−= بحساب .( ) ( )
1

k k
nnV V+ ت أنّ أثب −

)ة المتتالي )( ) 0
k

n n
V

≥
  .kλمتقاربة. نسمّي ايتها  

1kأثبت أنّ  2. kλ λ= ّواستنتج أن . :  

1 1, 1 1mm m a mλ λ∗∀ ∈ − ≤ ≤ +ℕ  
  الحـل

  ينتج من الفرْض أنّ  1.

2, 2 1 2 1n n nn a a a∗∀ ∈ − ≤ ≤ +ℕ  
  نجد +12n، ثمُ القسمة على nبدلاً من  2nkوبتطبيق ذلك على  

( )( ) 1 ( ) 1
1, 2 2kk n k n

n n nn V V V− − − −
+∀ ∈ − ≤ ≤ +ℕ  

  أو
  ( ) ( ) 1

1, 2k k n
n nn V V − −

+∀ ∈ − ≤ℕ  
mفي حالة  وعليه n> يكون لدينا  

  
1 1

( )( ) ( ) ( ) 1
1 2 2

m m
kk k k p n

m n p p
p n p n

V V V V

− −
− − −

+
= =

− ≤ − ≤ <∑ ∑  �  

)إذن المتتالية  )
0( )kn nV )متقاربة لأا تحُقق شرط كوشي، لنعرّف إذن  ≤ )lim k

n k
n

V λ
→∞

=.  

  تسعى إلى اللااية نجد mوجعل  �وبالعودة إلى  2.

  ( ) 1
( , ) ,

2
k

k n n
n k Vλ∗∀ ∈ × − ≤ℕ ℕ  �  

)كان   لـمّا. ℕ∗من  kمن جهة أخرى، لتكن  1)
2 2

2 n n
k n
n k
V a+ −

  وكان =+

2 2 2 2 2 2
1 1n n n n n nk k k

a a a a a++ − ≤ ≤ + +  
  استنتجنا أنّ 

( ) (1) ( 1) ( ) (1)2 2k n k k n
n n n n nV V V V V− + −+ − ≤ ≤ + +  
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1 تسعى إلى اللااية وجدنا nفإذا جعلنا  1k kλ λ λ+ = ونستنتج من ذلك بالتدريج على . +
k  ّ1أنk kλ λ=  وذلك أياً كانتk  من∗ℕ.  0بوضع  �وعليه ينتج من العلاقةn = 

  :يأتيما فيها، والاستفادة من النتيجة السابقة 

1, 1kk k aλ∗∀ ∈ − ≤ℕ  
  ú  وهذه هي النتيجة المطلوبة. 

Jمن الخواص التالية مع تعليل الجواببينّ صحةَ  17. التمرين أو خطأ كل :  

)لتكن   1. )n nu ∈ℕ .متتالية حقيقية  
)إذا كانت   � )n nu ∈ℕ  1متزايدة، وكانت( )n n nu u+ ∈− ℕ  كانتالصفر   منمتقاربة 

( )n nu ∈ℕ  .متقاربة  

) إذا كانت  � )n nu ∈ℕ  1متزايدة، وكانت 2
1

n nu u
n

+ − ، ℕمن  nأياً كان  ≥

)تكون  حينئذ )n nu ∈ℕ  قاربة.مت  
)إذا كانت   � )n nu ∈ℕ  1محدودة، وكانت( )n n nu u+ ∈− ℕ   كانتمطرّدة 

( )n nu ∈ℕ .متقاربة  
)إذا كانت  � )n nu ∈ℕ  1محدودة، وكانت( )n n nu u+ ∈− ℕ  كانتالصفر   منمتقاربة 

( )n nu ∈ℕ .متقاربة  

)لتكن   2. )n nu ∈ℕ .ًمتتالية حقيقية حدودها موجبة تماما  

)إذا كانت   � )n nu ∈ℕ  متزايدة، وكانت( )1n

n n

u
u

+

∈ℕ
 كانت  1من متقاربة  

IN( )n nu   متقاربة.  ∋

)إذا كانت   � )n nu ∈ℕ  متناقصة، فإن المتتالية( )1n

n n

u
u

+

∈ℕ
  .1من متقاربة  

) إذا كانت  � )n nu ∈ℕ متناقصة، وكانت ( )1n

n n

u
u

+

∈ℕ
فإنّ  1من متقاربة  

( )n nu ∈ℕ   عدد حقيقي من تتقاربλ  ًموجبٍ تماما.  
)إذا كانت  � )n nu ∈ℕ محدودة، وكانت ( )1n

n n

u
u

+

∈ℕ
 كانت  1من متقاربة  

( )n nu ∈ℕ .متقاربة  
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)لتكن   3. )n nu ∈ℕ .متتالية حقيقية  

)إذا كانت   � )n nu ∈ℕ  متقاربة، فتوجد متتالية جزئية منها( )( )n nuϕ ∈ℕ تحقّق   
( 1) ( ), 2 p
p pp u u −

ϕ + ϕ∀ ∈ − <ℕ  
)إذا وُجِدت متتالية جزئية من   � )n nu ∈ℕ  قةط السابق فإنّ لشر امحق( )n nu ∈ℕ 

  متقاربة.
)إذا كانت   � )n nu ∈ℕ .متزايدة و وُجِدت متتالية جزئية منها متقاربة فهي متقاربة  

)لتكن   4. )n nu ∈ℕ متتالية حقيقية متزايدة.  

)2إذا كانت   � )n n nu u ∈− ℕ  ّمتقاربة نحو الصفر فإن( )n nu ∈ℕ .متقاربة  

2إذا كانت   �
1

n nu u
n

− )فإن  ℕ∗من  nأياً كان  ≥ )n nu ∈ℕ .متقاربة  

2إذا كانت   � 2
1

(ln )n nu u
n

− 1أياً كان  ≥ n<  فإن( )n nu ∈ℕ .متقاربة  

  الحـل

nuم تأمّل المتتالية التي حدها العا ����  �1. n=.  

3nلأنهّ، مهما تكن  				  �1.   ، يكن ≤
1 1 1

1 1 1 12
1 1 2

1 1 1
( ) 1

1

n n n

n k k
k k k

u u u u u u
k kk

− − −

+
= = =

 ≤ + − ≤ + ≤ + + −   − ∑ ∑ ∑  

,11 أو 2nn u u∀ ≥ ≤ )والمتتالية . + )n nu ∈ℕ .ا متزايدة ومحدودةمتقاربة لأ  
1nلنعرّف  				  �1. n nv u u+= ). المتتالية − )n nv ∈ℕ  مطرّدة ومحدودة فهي متقاربة لتكن

λ  ايتها. عندئذ تسعى المتتالية1 2 1
1

1
( )n

n

v v v
n

−
≥

  + + +   
أيضاً، ومنه  λإلى  ⋯

lim n

n

u

n
λ

→∞
) ، ولكنّ المتتالية= )n nu ∈ℕ  أن  يكون 0محدودة، إذن لا بد λ=.  

)وعليه إذا كانت المتتالية  � )n nv ∈ℕ   أن تكون حدودها سالبة، وهذا يقتضي  فيجبمتزايدة
)تقارب المتتالية )n nu ∈ℕ .ا عندئذ تكون متناقصة ومحدودةلأ  

)أمّا إذا كانت المتتالية  � )n nv ∈ℕ   متناقصة وجب أن تكون حدودها موجبة، وهذا يقتضي
)تقارب المتتالية )n nu ∈ℕ .ا عندئذ تكون متزايدة ومحدودةلأ  
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sinمّل المتتالية التي حدها العام تأ  ����  �1.
2n

n
u

π
=.  

nuتأمّل المتتالية التي حدها العام   ����  �2. n=.  

2تأمّل المتتالية التي حدها العام   ����  �2. n
nu

−=.  

1تأمّل المتتالية التي حدها العام   ����   �2.
nu

n
=.  

expتأمّل المتتالية التي حدها العام   ����   �2. sin
2n

n
u

π  =    
.  

  نضع بالتعريف   				  �3.
{ }
{ }

(0) min 0 : , 1

( ) min ( 1) : , 2
m n

p
m n

n m n u u

p n p m n u u −

ϕ = ≥ ∀ ≥ − <

ϕ = > ϕ − ∀ ≥ − <
  

  .ثباتفيتم الإ
  تأمّل متتالية محدودة وغير متقاربة.  ����  �3.
)لأنّ   				   �3. ), n nn u uϕ∀ ∈ ≤ℕ.  
lnnuتأمّل المتتالية التي حدها العام   ����  �4. n=.  
12لأنّ الشرط المذكور يقتضي   				   �4. 2

2n n
nu u+

−− . وبجمع هذه n، أياً كانت ≥
12المتراجحات نستنتج أنّ 

, 2nnn u u u∀ ≤ ≤ )،  فالمتتالية + )n nu ∈ℕ  امتقاربة لأ
  متزايدة ومحدودة.

  ú  .�4.انظر   				   �4.

Jلنعرّف المتتاليتين الحقيقيتين  18. التمرين( )n nu ∈ℕ  و( )n nv ∈ℕ بالعلاقتين  

0

1
!

n

n
k

u
k=

= 1  و  ∑
!n nv u

n n
= +

⋅
  

)أثبت أنّ المتتاليتين 1. )n nu ∈ℕ  و( )n nv ∈ℕ  متجاورتان. نرمز بالرمزe  ايتهما إلى
  المشتركة.

  جحاتالمترا صحّة ،nأثبت، أياً كان  2.
1

1 3

n n n n n

n n n n n

u u e u v u

v v v e v u

+

+ +

− ≤ − ≤ −

− ≤ − ≤ −  
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  واستنتج أنّ   
( )lim ( 1)! ( ) 1n

n
n e u

→∞
+ ⋅ − )و   = )lim ( 3)! ( ) 1n

n
n v e

→∞
+ ⋅ − =  

e:  ليس عدداً عادياً  eاستنتج مما سبق أنّ العدد  3. ∉ ℚ.  

  الحـل

)من الواضح أنّ المتتالية  1. )n nu ∈ℕ ة الثانية يدة،  لنثبت إذن أنّ المتتاليمتزا( )n n
v ∗∈ℕ :متناقصة  

1

2

1 1 1
( 1)! ! ( 1) ( 1)!
( 1) ( 1) 1

0
( 1) ( 1)! ( 1) ( 1)!

n nv v
n n n n n

n n n n

n n n n n n

+− = − + −
+ ⋅ + ⋅ +

− + + + −
= = >

+ ⋅ + + ⋅ +

  

) نستنتج أنّ المتتاليتين )n nu ∈ℕ و( )n n
v ∗∈ℕ ورتان، لأنّ متجاlim ( ) 0n n

n
v u

→∞
− =.  

)ينتج مما سبق أنّ جميع حدود المتتالية 2. )n n
v ∗∈ℕ  أكبر منe ،وأنّ جميع حدود المتتالية 

( )n nu ∈ℕ العدد  أصغر منe.  وعليه بطرحnu 1من طرفي المتراجحةn nu e v+ ≤ نحصل  ≥
1إلى طرفي المتراجحة  nvعلى المتراجحة الأولى، وبجمع  3n nv e u+ +− ≤ − ≤ نحصل على  −

  تُكتب المتراجحة الثانية.
1n n n n nu u e u v u+ − ≤ − ≤ −  

  بالشكل
1 1

( 1)! !ne u
n n n

≤ − ≤
+ ⋅

  

  ومنه
1

1 ( 1)! ( )n
n

n e u
n

+
≤ + ⋅ − ≤  

) إذن )lim ( 1)! ( ) 1n
n

n e u
→∞

+ ⋅ − =.  
  كان  لـمّاومن جهة أخرى، 

3
( 1)( 2)( 3) ( 2)( 3) ( 3)

( 3)!
6

( 3)!

n n

n n n n n n n n n
v u

n n

n

n n

+
+ + + − + + − + −

− =
⋅ +

+
=

⋅ +
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  و

1
1

( 1) ( 1)!n nv v
n n n

+− =
+ ⋅ +

  

1استنتجنا من المتراجحة  3n n n n nv v v e v u+ +− ≤ − ≤   أنّ  −
( 2)( 3) 6

( 3)! ( )
( 1) n

n n n
n v e

n n n

+ + +
≤ + ⋅ − ≤

+
  

)ومنه  )lim ( 3)! ( ) 1n
n

n v e
→∞

+ ⋅ − =.  

pلنفترض أنّ  3.
e

q
  ج من المتراجحة . عندئذ ينتℕ∗عددان من qو pحيث  =

1 1q qu e v+ +≤ ≤  
  أنّ 

1 1 1
1

( 1)! ( 1)! (1 )! (1 )! 1
1q q qq u q e q u q u

q
+ + ++ ⋅ ≤ + ⋅ ≤ + ⋅ + < + ⋅ +

+
  

1)1ولكنّ العددين  )! qq u ++ )و  ⋅ 1)!q e+   طبيعيّان، إذن ينتج من المتراجحة السابقة أنّ  ⋅

1( 1)! ( 1)!qq u q e++ ⋅ = + ⋅  
1quوعليه يكون  e+ 2. ولكن = 1q qe u u+ +≥ eإذن  وهذا تناقض. < ∉ ℚ.   ú  

Jالمتتالية الحقيقيّةس در ا 19. التمرين( )n nu ∗∈ℕ :المعرّفة كما يلي   

1 2 3 4nu n= + + + + +⋯  
  الحـل


بأسلوب سهل إلى عدم إمكان التعبير  نظراً  ،عتادة بالمعنى المليست هذه المتتالية متتالية تدريجيّ  
بدلالة الحدود التي تسبقه، وقد يكون من المناسب البحث عن طريقة أخرى تكون  nuعن حدّها 

 أكثر لتعريف هذه المتتالية. لائمةمُ 


 المقدار ℝ+من  xفي الحقيقة، إذا تأمّلنا، في حالة  

( ) 1 2 1nf x n n x= + + + − + +⋯  
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nf:نرى أننا نعرّف بذلك تابعاً 
∗

+ +→ℝ ℝ  ق بوجه خاص(0)يحُقn nf u= ًولكنّه أيضا ،
1nfيتيح لنا التعبير بأسلوب بسيط عن العلاقة بين    إذ إنّ  nfو  −

1( ) 1 2 1

( ) 1 2 1

n

n

f x n x

f x n n x

− = + + + − +

= + + + − + +

⋯

⋯

  

  وعليه نرى مباشرة أنّ 
( )1( )n nf x f n x−= +  

)بالنتيجة، إذا عرفّنا بالتدريج متتالية التوابع  )n n
f

∈ℕ
  كما يلي :  

( )
0 0

1

: , ( )

: , ( ) : ,n n n

f f x x

f f x f n x n

+ +
∗

+ + −

→ =

→ = + ∈

ℝ ℝ

ℝ ℝ ℕ
  

,كان لدينا  (0)n nn u f∗∀ ∈ =ℕ. 


متزايدة تماماً، وأنّ جميعها قابلة  nf، أنّ جميع التوابع nالتدريج على الدليل من الواضح، ب 
 .ℝ+للاشتقاق على 


2، ولنعرّف ℝ+من   xلتكن  
0( )n x x =    عندئذ تكون المتتالية ،( )( )n n

f x
∈ℕ

 
)0متزايدة بدءاً من الحد ذي الدليل  )n x.  1في الحقيقة، بالاستفادة من تزايد التابعnf يمكننا أن  −

 نكتب

( )

2
0

1 1

( )

( ) ( )n n n

n n x n x x

n x x

f x f n x f x− −

> ⇒ + >

⇒ + >

⇒ = + >

  


)تالية لإثبات تقارب المت  )( )n n
f x

∈ℕ
يكفي إذن إثبات أا محدودة من الأعلى، سنفعل  

 أكثر من ذلك. لنعرّف التابع

( )1: , ( ) 2 1n n ng g x f n x+ + −→ = + +ℝ ℝ  
)لنثبت أنّ المتتالية و ، ℝ+من   xلتكن و  )( )n n

g x
∈ℕ

بدءاً من الحدّ ذي الدليل  متناقصة 
2n 2nه في حالة . في الحقيقة، نلاحظ أنّ = 0xو  ≤   لدينا ≤

2 2

2

( 1 ) (2 3 ) ( ) 2

(2 ) 2 0

n x n x x n x

x x

+ + − + + = + + −

≥ + + − >
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  ومن ثمَّ 

1 2 3n x n x+ + > + +  
  أو

2 1 2( 1) 1n x n n x+ + > + + + +  
1nfة من تزايد التابع وبالاستفاد   يمكننا أن نكتب −

( ) ( )
( )

1 12 1 2( 1) 1

2( 1) 1

n n

n

f n x f n n x

f n x

− −+ + > + + + +

= + + +
  

)1وهذا يُكافئ  ) ( )n ng x g x+>. 


2، يوجد ℝ+من   xإذن لقد أثبتنا أنهّ في حالة  
1( ) max(2, )n x x=    قيحُق 

1 1 1( ), ( ) ( ) ( ) ( )n n n nn n x g x g x f x f x+ +∀ ≥ > > >  
)ويكفي هذا لإثبات تقارب كل من المتتاليتين   )( )n n

f x
∈ℕ

)و  )( )n n
g x

∈ℕ
 x ، وذلك أياًّ كان

 . ℝ+من  


 وتتحقّق المتراجحة ℝ+ة للاشتقاق على قابل nfجميع التوابع  

1
, 0, 0 ( )

2 !
n n

n x f x
n

′∀ ∈ ∀ ≥ < ≤ℕ  

1إنّ  ثمُّ  يحُقق الخاصّة المطلوبة. 0fمن الواضح أنّ 
1

( )
2 1

f x
x

′ =
+

فالخاصّة المطلوبة محقّقة  

1nأيضاً في حالة  1n. لنفترض إذن صحّة الخاصّة في حالة = 1nf، أي إنّ − قابل  −
 وتتحقّق المتراجحة ℝ+للاشتقاق على 

1 1

1
0, 0 ( )

2 ( 1)!
n n

x f x
n

− −
′∀ ≥ < ≤

−
  

  وأنّ  ℝ+لاشتقاق على أنهّ قابلٌ ل nfعندئذ نستنتج من تعريف 

1
1

( ) ( )
2

n nf x f n x
n x

−′ ′= + ⋅
+

  

  نستنتج صحة الخاصة المطلوبة بالتدريج: إذن

1

1 1 1
0, 0 ( )

2 ( 1)! 2 2 !
n n n

x f x
n n n−

′∀ ≥ < ≤ × =
−
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من  nو ℝ+من  xبالاستفادة من مبرهنة التزايدات المحدودة يمكننا أن نكتب، في حالة  
∗ℕ : ما يلي 

( ) ( )

( )

1 1

1
2 1

1

0 ( ) ( ) 2 1

2 1 sup ( )

1 1

2 1 2 ( 1)!
1

2 !

n n n n

n
n x n x

n

n

g x f x f n x f n x

n x n x f

n

n x n x n

n

n

ξ

ξ

− −

−
+ ≤ ≤ + +

−

≤ − = + + − +

′≤ + + − +

+
≤ ×

+ + + + −
+

<

  

2لأنّ 
1

2 1

n

n n
<

+ +
  وهذا يثُبتُ أنّ  .

( ), lim ( ) ( ) 0n n
n

x g x f x+ →∞
∀ ∈ − =ℝ  

)ن االمتتاليتتكن   ℝ+من  x مهما تكنإذن لقد أثبتنا أنهّ  )( )n n
f x

∈ℕ
)و  )( )n n

g x
∈ℕ

 
) ، فلهما النهاية نفسها، ولتكنينمتجاورت )h x.  


0xوإذا كان    استنتجنا من المتراجحة ≤

( ) ( )

( )

1 1

1

0 ( ) (0)

sup ( )

2 !

n n n n

n
n n x

n

f x f f n x f n

n x n f

x

n

ξ

ξ

− −

−
≤ ≤ +

≤ − = + −

′≤ + −

≤

  

)تسعى إلى اللااية، أنّ  nبعد جعل  ) (0)h x h=  وذلك أياًّ كانت قيمةx  من+ℝ. 

hζ(0)وعليه يوجد عددٌ    يحُقق =
, lim ( ) lim ( )n n

n n
x g x f x ζ+ →∞ →∞

∀ ∈ = =ℝ  
0xفي حالة  اصّ ويكون لدينا بوجه خ )1و < )n n x≥ ما يأتي  

1
0 ( ) ( ) ( )

2 !
n n n n

n
f x g x f x

n
ζ

+
≤ − ≤ − <  
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0xوفي حالة  )، نرى أنّ المتتالية = )n n
u ∗∈ℕ

  ، وأنّ ζمتقاربة من العدد  
1

2 0
2 !

n n

n
n u

n
ζ

+
∀ ≥ ≤ − <  

  .−2010أصغر من طأ وهي صحيحة بخ ζللعدد  الآتيةتم التمرين بالقيمة التقريبيّة نخوأخيراً 
1.757 9327566180045327ζ =  

  ú  .الإثباتوبذا يتمّ 

Jدف إلى دراسة 20. التمرين ة الحقيقيّةالمتتالي ( )n nu ∈ℕ :المعرّفة كما يلي   

0 1 2
1

0, , n n
n

u n u u
u

+> ∀ ∈ = +ℕ  

limأثبت أنّ  1. n
n

u
→∞

= +∞.  

1limأثبت أنّ  2. 1n

n n

u

u
+

→∞
. واستنتج أنّ =

3
lim 1

3
n

n

u

n→∞
=.  

3حسّن النتيجة السابقة لتعطي مُكافئاً للمقدار  3. 3nu n−   في جوار+∞.  
  الحـل

الية موجبة تماماً فهي معرفّة دون أنّ جميع حدود هذه المتت nمن الواضح بالتدريج على العدد  1.
  نستنتج من المتراجحةو لبس. 

1 2

1
, 0n n

n

n u u
u

+∀ ∈ − = >ℕ  

)أنّ المتتالية  )n nu ∈ℕ .ًوعليه يوجد  متزايدة تماماΛ  في{ }∗
+ ∪ +∞ℝ  يحُقّق

lim n
n

u
→∞

= Λ افترضنا جدلاً أنّ . فإذا∗
+Λ ∈ ℝ  2استنتجنا من

1n n nu u u−
+ =   أنّ  +

2

1
Λ = Λ +

Λ
  

Λوهذا تناقض واضح، إذن يجب أن يكون  = lim، أي ∞+ n
n

u
→∞

= +∞.  

1كان   لـمّا 2.
3

1
, 1n

n n

u
n

u u

+∀ ∈ = +ℕ  ّاستنتجنا، من نتيجة السؤال السابق، أن  

1lim 1n

n
n

u

u

+

→∞
=  
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  لدينا ℕمن  nمهما تكن و 
( )( )

( )

3 3 2 2
1 1 1 1

2 2
1 12

2
1 1

1

1

n n n n n n n n

n n n n

n

n n

n n

u u u u u u u u

u u u u
u

u u

u u

+ + + +

+ +

+ +

− = − + +

= + +

  = + +   

  

  وهذا يقتضي أنّ 
( )3 3

1lim 3n n
n

u u+→∞
− =  

  يمكننا أن نكتب ESÁROC سيزاروتوطئة فإذا استفدنا من 

( )
1

3 3
1

0

1
lim 3

n

k k
n

k

u u
n

−

+→∞ =

− =∑  

وهذا يُكافئ 
3 3

0lim 3n

n

u u

n→∞

−
 أو =

3

lim 3n

n

u

n→∞
وأخيراً  =

3
lim 1

3
n

n

u

n→∞
=.  

لنضع  3.
3

3
n

n

n

u
λ limأنّ  آنفاً نا . لقد أثبت= 1n

n
λ

→∞
  لقد وجدنا فيما سبق أنّ و . =

1
3

1
, 1 1

3
n n

n n

u
n

u nu

λ+∀ ∈ = + = +ℕ  

  ومن ثمَّ 
2 2

1 13 3
1 2

, 1 3
9

n n n n
n n

n n

u u
n u u

u u n n

λ λ+ +∗
+

  ∀ ∈ − = + + = + +   
ℕ  

  وهذا يقتضي أنّ 
( )3 3

1lim 3 1n n
n

n u u+→∞
− − =  

  بصيغتها المعمّمة يمكننا أن نكتب توطئة سيزارومن مجدداً فإذا استفدنا 

  ( )1 3 31
11
1 1
1

3
lim 1

n

k kkk

nn

kk

k u u
−

+=
−→∞
=

× − −
=

∑
∑

  �  

1وذلك لأنّ  1
1

lim
n

k kn

−

=→∞
= +∞∑.  
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1كان   لـمّافي الحقيقة   1 1
, 1 ,

1
t k k

k t k
 ∀ ∈ + ≤ ≤  +

  استنتجنا  
1

1 d 1
1

k

k

t

k t k

+

≤ ≤
+ ∫  

  ومن ثمَّ 
1 1

1 11

1 d 1
1

nn n

k k

t

k t k

− −

= =

≤ ≤
+∑ ∑∫  

  ومنه
1 1

1 1

1 1
1 ln

n n

k k

n
k k

− −

= =

− ≤ ≤∑ ∑  

  وبصيغة مُكافئة
1

1

1 1 1
1 1

ln ln

n

kn k n

−

=

≤ ≤ +∑  

  إذن
1

1

1 1
lim 1

ln

n

n
kn k

−

→∞ =

=∑  

  وجدنا �فإذا عُدنا إلى 

( )
1

3 3
1

1

1
lim 3 1

ln

n

k k
n

k

u u
n

−

+→∞ =

− − =∑  

ومنه 
3 3

lim 1
ln
n

n

u n

n→∞

−
، فإذا  عرفّنا =

3 3

ln
n

n

u n

n
ω

−
كان لدينا من جهة أولى   =

lim 1n
n

ω
→∞

  ، وكان=
3 3 lnn nu n nω= +  

  أنّ  وهذا يقتضي
1/3 2

3 3

2

ln ln ln
3 1 3 1

3 3 3
n

n n

n n n
u n n

n n n

ω
ω

      = + = + +           
O  
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  أي
3

2/33 2

1 ln ln
3

3 9
n

n n
u n o

nn

 = + ⋅ +   
  

  ú  وهي النتيجة المرجوّة.

Jالمتتالية الحقيقيّة  ادرس 21. التمرين( )n nu ∈ℕ  يأتيالمعرفّة كما:    

0 1
1

0, , n n
n

u n u u
u

+> ∀ ∈ = +ℕ  

  الحـل

أنّ جميع حدود هذه المتتالية موجبة تماماً فهي معرفّة دون  nمن الواضح بالتدريج على العدد  �
  نستنتج من المتراجحةو لبس. 

1
1

, 0n n
n

n u u
u

+∀ ∈ − = >ℕ  

)أنّ المتتالية  )n nu ∈ℕ ه يوجد متزايدة تماماً. وعليΛ ينتمي إلى { }∗
+ ∪ +∞ℝ  يحُقّق

lim n
n

u
→∞

= Λ ّفإذا افترضنا جدلاً أن .∗
+Λ ∈ ℝ  استنتجنا من المساواة  

1
1

n n
n

u u
u

+ = +  

Λ/1 أنّ  = Λ + Λ ،ضح، إذن يجب أن يكون وهذا تناقض واΛ = ، أي ∞+
lim n
n

u
→∞

= +∞.  

    ومن جهة أخرى نلاحظ أنّ  �

2 2
1 2

1
, 2n n

n

n u u
u

+∀ ∈ − = +ℕ  

  ومن ثمَّ 

( )
1 1

2 2 2 2
0 1 2

0 0

1
, 2

n n

n k k
k k k

n u u u u n
u

− −
∗

+
= =

∀ ∈ − = − = +∑ ∑ℕ  

  أو بصيغة مُكافئة

  
1

2 2
0 2 2

10

1 1
, 2

n

n
k k

n u n u
u u

−
∗

=

∀ ∈ − − − = ∑ℕ  �  
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  لدينا ℕ∗من  nه في حالة اص أنّ نستنتج بوجه خ
2

2 2
0 02

00

1 1
2 2 2 2( 1)nu n u n u n

uu

  ≥ + + = + − + ≥ +   
  

  ℕ∗من  nفي حالة  نجد �وبالعودة إلى 
11 1

2 2
0 2

1 10

1 1 1 d ln
2

2( 1) 2 2

kn n

n
k k k

t n
u n u

k tu

+− −

= =

− − − ≤ ≤ =
+∑ ∑ ∫  

  كون قد اثبتنا أنّ وهكذا ن

  2 2 2
0 02 2

0 0

1 1 ln
, 2 2

2n

n
n n u u n u

u u

∗∀ ∈ + + ≤ ≤ + + +ℕ  �  

  ومن ثمَّ 

  2 2
0 02 2

0 0

1 1 ln
, 2 2

2n

n
n n u u n u

u u

∗∀ ∈ + + ≤ ≤ + + +ℕ    

  أنّ  ℕ∗من  nوهذا يقتضي في حالة 

2
0 2

0

1 ln
0 2

4 2 2
n

n
u n u

u n
≤ − + + ≤

+
  

  حيث استفدنا من كون
2
0 2

0

1
2u

u
+ 2      و      ≤

0 2
0

1 ln
2

2
n

u
u

+ + ≥.  

  وبوجه خاص نكون قد أثبتنا أنّ  
ln

2
4 2

n

n
u n

n
− ∼  

0وكذلك، إذا كان  5u 100045كان مثلاً   = 45.04u< <.  ú  
  

Jقيّة ادرس المتتالية الحقي 22. التمرين( )n nu ∈ℕ  يأتيالمعرفّة كما:   

0 1 1
1

0, 0, ,
1

n
n

n n

u
u u n u

u u
∗

+
−

> > ∀ ∈ =
+

ℕ  

  



  تمرينـات 99

  الحـل

أنّ جميع حدود هذه المتتالية موجبة تماماً فهي معرفّة دون  nمن الواضح بالتدريج على العدد  �
  نستنتج من المتراجحةو لبس. 

1
1

1 1
, 0n

n n

n u
u u

∗
−

+

∀ ∈ − = >ℕ  

)نّ المتتالية أ )n n
u ∗∈ℕ  .ًا متقاربة من   لـمّاو متناقصة تماماّكانت جميع الحدود موجبة استنتجنا أ

. وبالعودة إلى العلاقة التدريجيّة نرى أنّ ℝ+وهو عنصرٌ من  λحدّها الأدنى وليكن 

21

λ
λ

λ
=

+
3وهذا يُكافئ أنّ   0λ 0λأو  = )المتتالية  تسعى . إذن= )n n

u ∗∈ℕ  نحو

  الصفر.
 في الحقيقة، �

1 1
2 2

11

1 1
2, 2n n

n nn n

u u
n

u uu u

− −

++

∀ ≥ − = + >  

  إذن
1

2 2 2 2
22 1

1 1 1 1
3, 2( 2)

n

kn k k

n n
u u u u

−

= +

  ∀ ≥ − = − > −   
∑  

  ومنه
  2

23, 1 2( 2)nn u n u−∀ ≥ < − +  �  
4nوعليه يكون لدينا في حالة    ما يلي ≤

2 2
2 22

1 2

1 1 1
2 6 2 8

2 6n n

n u n u
u u n u

− −

−
+

− < < − + − − +
− +

  

4nوبجمع هذه المتراجحات من  1n إلى = m=   نجد، −
2

2
4 2

1 1 1
4, 2( 4)

m

m m u
u u u

−∀ ≥ − ≤ − + −  

  ومن ثمَّ 

  
2 1 1

2 2 4

1
4,

2( 4)
mm u

m u u u− − −
∀ ≥ ≥

− + − +
  �  
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4nه في حالة أنّ  �و �وهكذا نكون قد أثبتنا في    لدينا  ≤

2 1 1 2
2 2 4 2

1 1

2( 4) 2( 2)
nu

n u u u n u− − − −
≤ ≤

− + − + − +
  

  وعليه نجد أنّ 
1

4,
2

n n nn A u B
n

∀ ≥ ≤ − ≤  

  حيث

2
2

2 1 1
2 2 4

1 1

2 2( 2)
1 1

2 2( 4)

n

n

A
n n u

B
n n u u u

−

− − −

= −
− +

= −
− + − +

  

  ولكن

( )

2
2

2 2
2 2
2

2

2 2
2 2

2 4 21 1

2 2 4 2 2 4
4

2 2 4 2 2 4

n

n u n
A

n n u n n u

u

n n u n n u

−

− −

−

− −

− + −
= − =

− + − +
−

=
− + + − +

  

  إذن
2

2 4
lim

4 2
n

n

u
n nA

−

→∞

−
=  

  وكذلك نجد بأسلوب مماثل أنّ  
1 1

4 2lim
4n

n

u u
nB

− −

→∞

−
=  

  يحُقّق  Kيوجد ثابتٌ موجبٌ  إذن 

( ), max ,n n

K
n A B

n

∗∀ ∈ ≤ℕ  

  ومن ثمَّ يكون
1

4,
2

n

K
n u

nn
∀ ≥ − ≤  



  تمرينـات 101

  وهكذا نكون قد أثبتنا أنّ 
1 1

2
nu O

nn

 − =   
  

  ú  .وهي النتيجة المطلوبة

Jادرس المتتالية الحقيقيّة  23. التمرين( )n nu ∈ℕ :المعرّفة كما يلي   

0 10, , n nu n u n u∗
−= ∀ ∈ = +ℕ  
nuوأعطِ مُكافئاً للمقدار  n− .ايةفي جوار اللا  

  الحـل

)من الواضح أنّ جميع حدود المتتالية  � )n n
u ∗∈ℕ  ًوهذا ما يمكن أن نثبته بالتدريج  ،موجبة تماما

 .nالطبيعي على العدد 

 أنّ  nونبرهن بالتدريج على العدد  �

, 1 nn u n∗∀ ∈ ≤ ≤ℕ  
1nفهي صحيحة في حالة  11، وإذا كان = 1nu n−≤ ≤ 2nفي حالة   −   كان  ≤

1 2 1nn u n+ ≤ ≤ −  
1المنشودة من كون  تراجحةوتنتج الم 1 n≤ 2و + 1n n−  .ℕ∗من  nفي حالة  ≥

 نستنتج إذن أنهّ �

12 1 2 1n nn n u n u n−∀ ≥ + ≤ = + ≤ −  
 وبأسلوب مماثل نستنتج أنهّ �

13, 2 3n nn n n u n u n n−∀ ≥ + ≤ = + ≤ + −  

3nوأخيراً نجد في حالة    أنّ  ≤

11 1 1 2 3n nn n n u n u n n n++ + + ≤ = + + ≤ + + + −  
  ومن ثمَّ 

13, 1n n nn A u n B+∀ ≥ ≤ − + ≤  
  



 102 المتتاليات العدديةّ

  حيث

1 1

1 2 3 1

n

n

A n n n n

B n n n n

= + + + − +

= + + + − − +
    

  ولكن

1 1
n

n n
A

n n n n

+
=

+ + + + +
  

  و
2 3

1 2 3 1
n

n n
B

n n n n

+ −
=

+ + + − + +
  

  نرى مباشرة أنّ ف
1

lim
2n

n
A

→∞
1و    =

lim
2n

n
B

→∞
=  

  إذن 

  1
lim ( )

2n
n

u n
→∞

− =  ú  

  

Jدف إلى دراسة المتتالية الحقيقيّة  24. رينالتم( )n nx ∈ℕ :المعرّفة كما يلي   

0 1
1

1, , 1n
n

n
x n x

x
+

+
= ∀ ∈ = +ℕ  

)نعرّف المتتالية  ولهذا الغرض )n na ∈ℕ 1 بالصيغة 1
2 4na n= + +.  

  أثبت أنّ  1.
, 1 n

n

n
n a

a
∀ ∈ + =ℕ      1و

1
, 1 n

n

n
n a

a
∗

+
−

∀ ∈ + ≤ℕ  

,1  أثبت أنّ  2. n n nn a x a +∀ ∈ ≤ ≤ℕ.  

1ماذا تستنتج بشأن المقدار  3.
2nx n−   ؟ −

)ل المتتالية ه 4. )n nx ∈ℕ مطرّدة ؟  
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  الحـل

  لنلاحظ أنّ  1.
2

1 1
2 4na n

  − = +  
  

2ومن ثمَّ  
n na a n=   ، وهذا يثبت المساواة+

, 1 n
n

n
n a

a
∀ ∈ + =ℕ  

2لجذر الموجب تماماً الوحيد للمعادلة هو ا naوالعدد الحقيقي  0X X n− − =.  
2ومن جهة أخرى نعلم أنّ  ( 1)x x x n− − ,10سالب تماماً على اال  ֏+ na +

   
na,1وموجبٌ تماماً على اال  +

 +∞  . ّ1لنفترض أنn   ولنلاحظ أنّ  ≤
2

1 1 1 1
2 2

1 1 1
2

1
2

1 1
2 2

1 1

1 1 ( 1) 1 1

( )

1
0

n n n n

n n n

n

n n

n n

n n n n
n n

a a a a

n a n a a

a

n a a

a a

− − − −

− − −

−

− −

− −

           + − + − + = + − −               
+ − −

=

− −
= = ≤

  

1إذن يجب أن يكون 
1

1 0, n
n

n
a

a
+

−

 + ∈    أي  

1
1

, 1 n
n

n
n a

a

∗
+

−

∀ ∈ + <ℕ  

0كان   لـمّا 2. 1x 0استنتجنا أنّ  = 0 1a x a≤ 1n. لنفترض أنّ > n na x a +≤ < 
  عندئذ يكون

1

1 1 1
1 1 1

n n n

n n n

a x a+

+ + +
+ ≤ + ≤ +  

  استنتجنا أنّ  1.فإذا استفدنا من 
1 1 2n n na x a+ + +≤ <  

  المتراجحة المطلوبة.صحة فنكون قد أثبتنا بالتدريج  
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  لنلاحظ أنّ  3.

( )

( )

1
4

1 5
4

1 1 1 1
2 4 8 14

1 5 5 5
2 4 84

n

n

a n n n
nn n

a n n n
nn n

+

− − = + − = ≥
++ +

− − = + − = ≤
+ +

  

  إذن
1 1 5

28 1 8
nx n

n n
≤ − − ≤

+
  

  ومنه نرى أنّ 
1 1
2nx n O

n

 − − =   
  

)المتتالية  4. )n nx ∈ℕ  1لدينا  1.متزايدة تماماً، لأنهّ استناداً إلى 1n n nx a x+ +< أياًّ كانت  ≥
  n.    úقيمة 

J 25.التمرين  

[من  aلتكن  1. 1. أثبت أنّ : 0,1]
, 1

1

na
n n n

a

−
∀ ∈ > ⇒ <

−
ℕ.  

2nه في حالة أنّ  aلعدداستنتج باختيار مناسب ل 2. )لدينا ≤ )2
1 1

1 1
n

nn
− > −.  

0لتكن  3. a< ّ2في حالة  ه. أثبت أنn 1) لدينا ≤ ) 1na na+ > +.  

استنتج  أنّ :  4.
2

2

1
, 1 1

1

n
n

n n
nn

 ∀ ∈ > ⇒ > +  − 
ℕ.  

)1ن التكن المتتاليت 5. )n nu )1و  ≤ )n nv   ن كما يلي:االمعرفّت ≤

( )
11

1
n

nu
n

+
= )و      + )1

1
n

nv
n

= +  

تين قارن كلاً من النسب
1

n

n

u

u −
و  

1

n

n

v

v −
)1، واستنتج أنّ المتتاليتين 1بالعدد   )n nu ≥ 

)1و )n nv   متجاورتان.  ≤

)   : استنتج أنّ  6. ) ( )
11 1

, 1 1
n n

n e
n n

+
∗∀ ∈ + < < +ℕ  
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لنضع  7.
1

1
,

n

n
k

n H
k

∗

=
∀ ∈ = ∑ℕا سبق لتثبت أنّ فدْ مم.  است  

, ln( 1) 1 lnnn n H n∗∀ ∈ + < < +ℕ  
  الحـل

  عندئذ 2و يساوي أعددٌ طبيعي أكبر  nولنفترض أنّ . ]0,1[من  aلتكن  1.
1 1

0 0

1
1

1

n nn
k

k k

a
a n

a

− −

= =

−
= < =

− ∑ ∑  

فإذا اخترنا في المتراجحة السابقة  2.
2

1
1a

n
=  ،2و يساوي أعددٌ طبيعي أكبر  nو −

  استنتجنا أنّ 

2 2

1 1
1 1

n

n
n n

     − − <        
  

  أو

2

1 1
1 1

n

n n

 − < −   
  

0ومن جهة أخرى، في حالة  3. a< وn  لدينا2عددٌ طبيعي أكبر أو يساوي ،  

( )
0

2 2

1

1 1

n
n k k

n
k

n

a C a

na C a na
=

+ =

≥ + + > +

∑  

فإذا اخترنا في المتراجحة السابقة  4.
2

1

1
a

n
=

−
، 2عددٌ طبيعي أكبر أو يساوي  nو 

  استنتجنا أنّ 
2

2 2

1
1 1

1 1

n
n n

nn n

   > + > +   − − 
  

  
)1ن التكن المتتاليت 5. )n nu )1و  ≤ )n nv   ن كما يلي:االمعرفّت ≤

1
1

1
n

nu
n

+ = +   
1و      

1
n

nv
n

 = +   
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2nولنفترض أنّ    أنّ نجد  4.و 2.عندئذ، بناءً على المتراجحتين في  ≤
1 2

2
1

1 1

2
1

1 1 1 1
1 1

1 1 1 1
1 1 1

nn n

n

n
n n n

n

n

u n n n

u n n n n

v n n

v n n n n

+

−
− −

−

      + − −      = = + <                  
       + −      = = − − >                      

  

)1فالمتتالية  )n nu )1متناقصة تماماً، والمتتالية  ≤ )n nv   متزايدة تماماً. وعليه نرى أنّ  ≤

1 1, n n n nn v v u u∗
+ +∀ ∈ < < <ℕ  

  نّ إكما 
1 4

, 0 n
n n

v u
n u v

n n n

∗∀ ∈ ≤ − = ≤ =ℕ  

)وهذا يثبتُ أنّ  )lim 0n n
n

u v
→∞

− )1، فالمتتاليتان = )n nu )1و ≤ )n nv ن. ولهما امتجاورت ≤
  . المعروف ، وهي العدد النيبري أساس اللوغاريتم الطبيعيeالنهاية نفسها التي نرمز إليها بالرمز 

 ستنتج أنّ فن 6.
1

1 1
, 1 1

n n

n e
n n

+
∗      ∀ ∈ + < < +        
ℕ.  

  نستنتج من المتراجحة السابقة أنّ  7.
( ) ( ), ln( 1) ln 1 ( 1) ln( 1) lnk k k k k k k∗∀ ∈ + − < < + + −ℕ  

  ومن ثمَّ 
1 1

, ln( 1) ln
1

k k k
k k

∗∀ ∈ ≤ + − <
+

ℕ  

  وبجمع هذه المتراجحات طرفاً إلى طرف نجد

( )
1 1 1

1 1
, ln( 1) ln

1

n n n

k k k

n k k
k k

∗

= = =

∀ ∈ < + − <
+∑ ∑ ∑ℕ  

  أو

1, 1 ln( 1)n nn H n H∗
+∀ ∈ − < + <ℕ  

  وهذا يقتضي أنّ 
, ln( 1) 1 lnnn n H n∗∀ ∈ + < ≤ +ℕ  

  ú  .إثبات المطلوبويتمّ 
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J5ليكن كثير الحدود  26. التمرين( ) 5 3P X X X= + ]من  − ]Xℝ .  
]ينتمي إلى اال  α، وأن αيقبل جذراً حقيقياً وحيداً  Pأثبت أن    � ]1

2 ,1I =.  

  بطريقتين. αدف في هذه المسألة إلى حساب الجذر  ����

4ليكن التابع    �

3
: :

5
g x

x
→

+
ℝ ℝ ֏.  

)أثبت أن  1. )g I I⊂.  

)أثبت صحة المتراجحة  2. ) 1
2, , ( ) ( )x y I I g x g y x y∀ ∈ × − ≤ −.  

)نعرّف إذن المتتالية 3. ) 0n nx 0 بالعلاقات  Iمن  ≤ 1x 1و = ( )n nx g x+ =  ،
  أثبت ما يلي:

�1 1
1

0,
2n n n

n x x+ +∀ ≥ − ≤.  
) المتتالية � ) 0n nx   . تحُقق شرط كوشي ≤
)المتتالية  � ) 0n nx limمتقاربة، و ≤ n

n
x α

→+∞
=.  


( )1
20,
n

nn x α∀ ≥ − ≤.  
910mxنضمن عندها أن  ℕمن  mعينّ  4. α −− ≤ .  

5لنضع   � 4 5( ) 4 5Q X X Xα α= −   . ثمُّ ليكن+
5

4

4 3
: :

5( 1)
x

h x
x

+
→

+
ℝ ℝ ֏  

4أثبت أنّ   1.
( )

( )
5( 1)
Q x

h x
x

α− =
+

ن المرتبة الثانية جذر مضاعف م α،  وأنّ 

)كثير الحدود ل )Q X.  
)عينّ خارج القسمة الإقليدية  2. )R X  لكثير الحدود( )Q X   2على( )X α− أي  ،

2( ) ( ) ( )Q X X R Xα= −.  
  أثبت ما يلي: 3.

� 3, 0 ( ) 10x R x xα∀ ≥ ≤ ≤.  

� 
2( )

, 0 ( ) 2
x

x h x
x

α
α α

−
∀ ≥ ≤ − ≤.  

]استنتج أن  � ], 2 , ( ) 2x h xα α α α∀ ∈ ≤ ≤.  
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)اليةنعرّف المتت 4. ) 0n ny ]من  ≤ , 2 ]α α  3 بالعلاقات
0 5y 1و = ( )n ny h y+ =.  

  علل صحة التعريف السابق.  �
2نضع  � ( )n nE y αα= ,21 ، أثبت أنّ − 0 n nn E E+∀ ∈ ≤ ≤ℕ.  
) استنتج أنّ  � )22

5, 0
n

nn E∀ ∈ ≤ ≤ℕ ّعدداً  . وعين m  منℕ ضمن ت
910myعنده أنّ  α −− ≤.  

  الحـل

  إنّ التابع  في الحقيقة، �
5( ) 5 3x P x x x= + −֏  

)متزايدٌ تماماً فللمعادلة  تابعٌ   ) 0P x   إنّ  ثمُّ حل حقيقي وحيدٌ على الأكثر.  =

(1) 3 0P = 1و    < 1 1
0

2 32 2
P

  = − <  
  

)للمعادلة  إذن، ) 0P x 1ينتمي إلى اال  αوالعددُ  αدٌ حل حقيقي وحي =
2
,1I  =   .  

ليكن التابع  �
4

3
: :

5
g x

x
→

+
ℝ ℝ ֏.  

1نلاحظ أنّ  وكذلك، ℝ+تناقصٌ تماماً على م gنلاحظ أنّ التابع  �.1. 3
1

2 5
g

  ≤ <  
 

(1)1و
2

g   ، إذن=

( )1 1
2 2

( ) (1), ,1g I g g I   = ⊂ =      .  

  ، كانIن عنصرين م yو xوإذا كان  �.2.

4 4

4 4

4 4

3 2 2 3

4 4

3 3
( ) ( )

5 5
3( )

( 5)( 5)
3( )

( )
( 5)( 5)

g x g y
x y

y x

x y

y y x yx x
y x

x y

− = −
+ +

−
=

+ +
+ + +

= −
+ +

  

  



  تمرينـات 109

  ومن ثمَّ 

1 1
16 16

12
( ) ( )

( 5)( 5)

12 1
25 2

g x g y y x

y x y x

− ≤ −
+ +

≤ − ≤ −

  

)0نعرّف إذن المتتالية �.3. )n nx 0 بالعلاقات Iمن  ≤ 1x 1و = ( )n nx g x+ . عندئذ =
1nنستنتج من المتراجحة السابقة في حالة    أنّ  ≤

1 1 1
1

( ) ( )
2n n n n n nx x g x g x x x+ − −− = − ≤ −  

1ولأنّ  0x x−  الأصغر من طول اI  1أي
1 0 2
x x− لعدد استنتجنا بالتدريج على ا ≥

n  ّأن  

1 1

1
0,

2
n n n

n x x+ +
∀ ≥ − ≤  

mومن ثمَّ إذا كان  n>   كان  

( ) ( )11 1 1 1
2 2

1 1 1
2

1 1

12 2

n m
m m

m n k k k n
k n k n

x x x x

+− −

+ +
= =

−
− ≤ − ≤ = <

−
∑ ∑  

)0وهذا يثبتُ أنّ المتتالية  )n nx إلى اية  ℓتحُقق شرط كوشي، فهي إذن متقاربة. نرمز بالرمز  ≤

0( )n nx نرى عندئذ مباشرة أنّ  ≤
4

3
)(

5
g= =

+
ℓ

ℓ
ℓ  ّومن ثمَّ أن)( 0P =ℓ ّولكن .α 

)هي الجذر الحقيقي الوحيد للمعادلة  ) 0P x )0الية ، وعليه فإنّ المتت= )n nx   .αتسعى إلى  ≤

  تسعى إلى اللااية في المتراجحة mوبجعل 
1

2
m n n
x x− ≤  

mالمحقّقة في حالة  n>  ّنرى أنه  
1

,
2

n n
n xα∀ ∈ − ≤ℕ  
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3كان   لـمّاوأخيراً  1010 9استنتجنا أنّ  >2
30

1
10

2
30m، فإذا اخترنا >− كان لدينا   =

  بالتأكيد
9

30 10xα −− <  

 تأمّل التابعلن �
5

4

4 3
: :

5( 1)

x
h x

x

+
→

+
ℝ ℝ ֏ .  

5بالاستفادة من كون  �.1. 3 5α α=   نلاحظ أنّ  −
5 5 4

4 4

5 4 5

4 4

4 3 4 3 5 5
( )

5( 1) 5( 1)
4 5 ( )

5( 1) 5( 1)

x x x
h x

x x

x x Q x

x x

α α
α α

α α

+ + − −
− = − =

+ +
− +

= =
+ +

  

  وقد عرّفنا
5 4 5( ) 4 5Q X X Xα α= − +  

)ولكن نلاحظ مباشرة أنّ    ) ( ) 0Q Qα α′= )3وأنّ  = ) 20 0Q α α′′ =  α. إذن <
  .αمضاعفٌ من المرتبة الثانية لكثير الحدود  جذرٌ 

)ثير الحدود وعليه يقبل ك �.2. )Q X  2القسمة على( )X α−  ّونجد بالحساب أن  
( )2 3 2 2 3

( )

( ) ( ) 4 3 2

R X

Q X X X X Xα α α α= − + + +
�����������������������������

  

xوعليه، في حالة  �.3. α≥  يكون لدينا  

3 3 3 3 3 30 ( ) 4 3 2 10R x x x x x xα< < ≤ + + + =  

  أي �.1.وبالعودة إلى الصيغة التي أثبتناها في 
2

4

( ) ( )
( )

5( 1)

x R x
h x

x

α
α

−
− =

+
  

  نستنتج أنّ 
3 2

2
4

( )
0 ( ) 2( ) 2

1

x x
x h x x

xx

α
α α α

−
≥ ⇒ ≤ − ≤ − ≤

+
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  كان التابع  لـمّاوبوجه خاص، 
2 2( )

2
x

x x
x x

α α
α

−
= − +֏  

α,متزايداً تماماً على اال  +∞   ال2,استنتجنا أنّ قيمته العظمى على اα α    هي القيمة

1أي  2αالتي يأخذها عند 
2
α ّومن ثمَّ فإن ،  

,2 , 0 ( )x h xα α α α ∀ ∈ ≤ − ≤   
)أي  ),2 ,2h α α α α   ⊂   .  

)بملاحظة أنّ  �.4. ) ( )53 3
5 5

0P = 1نستنتج أنّ  < 3
2 5
α< وهذا يقتضي أنّ  >

3
5

2α α< )كان   لـمّا، و > ),2 ,2h α α α α   ⊂    الية التدريجيّة استنتجنا أنّ المتت
( )

0n n
y

≥
]من   ,2 ]α α  3المعرّفة بالعلاقات

0 5
y 1و = ( )n ny h y+ ، معرفّةٌ تعريفاً جيداً. =

  لنضع إذن
2

, ( )n nn E y α
α

∀ ∈ = −ℕ  

  عندئذ نستنتج من الخاصّة
2( )

0 ( ) 2
x

x h x
x

α
α α

−
≥ ⇒ ≤ − ≤  

nxباختيار  y= ّأن ،  
2 2

1

( ) ( )
0 2 2n n

n
n

y y
y

y

α α
α

α
+

− −
≤ − ≤ ≤  

  وهذا يقتضي أنّ 
2

1, 0 n nn E E+∀ ∈ ≤ ≤ℕ  
  أنّ  nن نبرهن بالتدريج على العدد أويتيح لنا 

2
0, 0
n

nn E E∀ ∈ ≤ ≤ℕ  
  ولكن

( )0 0
2 3 1 2

4
5 2 5

E y α
α

 = − ≤ − =  
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  إذن
2

2
, 0

5

n

nn E
 ∀ ∈ ≤ ≤   

ℕ  

  وبوجه خاص نرى أنّ 
5 52 2

13
5

2 3 2
0 5.6 10

2 5 10 5
y

α
α −     ≤ − ≤ < < ×        

  

  ú  المطلوب. وهو

J ليكن  27.التمرينp ولتكن .2 عدداً طبيعياً أكبر أو يساوي ( ) 0n nu ة تحقق ة حقيقيّ متتالي ≤
  :الشرطين

lim 0n
n

u
→∞

= lim   و   � ( )n pn
n

n u u
→∞

+ = ∈ℓ ℝ �  

) المقدار ،ℕ∗من  mفي حالة نعرّف،  )
( )

1
1

n
nn mp n

p
v u

p mp

 = − −   +
ℓ ،

sup ونضع ( )m n pn
n m

A n u u
≥

= + − ℓ.  

  .mAعلّل وجود المقدار  1.

,10أثبت أنّ   2. m
n n n

A
n v v

mp
+∀ ≥ − ≤.  

,00 استنتج أنّ ثمُ  3.
1

m
n

p A
n v v

p m
∀ ≥ − ≤ ⋅

−
.  

limاستنتج أنّ  4.
1m

m

p
mu

p→∞
=

+
ℓ.  

limإذا لم نضع الشرط خطأ أعطِ مثالاً يبينّ أنّ النتيجة السابقة تكون  5. 0n
n

u
→∞

=.  

  الحـل

)كانت المتتالية   لـمّا 1. )( )n pn n
n u u

∈
+ −

ℕ
ℓ  متقاربة استناداً إلى� ، ّا استنتجنا أ

  للمجموعة mAتعريف الحد الأعلى  ،ℕ∗من  mفي حالة  ،محدودة، ومن ثمَّ يمكن
{ }( ) :n pnn u u n m+ − ≥ℓ  

) نعرّف ، ℕمن  nو ℕ∗ من mفي حالة 2. 1)
( 1)

n
n n nmp

p
v u

p mp

  = − −   + 

ℓ.  
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  ونلاحظ أنّ 

( )( )

1
1 1 1

1

1

( 1) ( 1)
( 1) ( 1)

( 1)

( 1)

n n
n n n nn nmp mp

n
n n nmp mp

n
n

n nn mp mp

p p
v v u u

p mp p mp

u u
mp

mp u u
mp

+
+ + +

+

+

      − = − − − − −      +   + 
  = − + −   

−
= + −

ℓ ℓ

ℓ

ℓ

  

  ومن ثمَّ 

1, m
n n n

A
n v v

mp
+∀ ∈ − ≤ℕ  

  لدينا ℕمن  nة نستنتج مما سبق أنهّ في حال 3.
1

0 1
0

1

1
0

1 1

1

1

n

n k k
k

n n
m m

k
k

m

v v v v

A A p

m mp p

Ap

p m

−

+
=

− −

−
=

− ≤ −

−
≤ = ⋅

−

< ⋅
−

∑

∑  

limأنّ  �كان من الواضح استناداً إلى   لـمّاو  4. 0n
n

v
→∞

  استنتجنا أنّ  =

0 1 m

p
mv A

p
≤ ⋅

−
  

  أو

1 1m m

p p
mu A

p p
− ≤

+ −
ℓ  

) كانت  لـمّاوأخيراً،  )( )n pn n
n u u

∈
+ −

ℕ
ℓ  استنتجنا أنّ �استناداً إلى  0تسعى إلى ،

lim 0m
m

A
→∞

  من ثمَّ أنّ  =

lim
1m

m

p
mu

p→∞
=

+
ℓ  

  



 114 المتتاليات العدديةّ

)لنعرّف المتتالية  5. )n n
u ∗∈ℕ

lnبالعلاقة   /ln( 1) n p

nu
  =   عندئذ نلاحظ أنّ  −

, ( ) 0n pnn n u u∗∀ ∈ + =ℕ  
)في حين تكون المتتالية  )n n

nu ∗∈ℕ
limمتباعدة، وهذا يثُبت ضرورة الشرط   0n

n
u

→∞
=.  ú  

Jلتكن 28.تمرينال F  .ًمجموعة المتتاليات التي تأخذ قيمها في مجموعة الأعداد الطبيعية الموجبة تماما
)0انطلاقاً من متتالية )n nU u  يتينالمتتاليتين التدريج نعرّف، Fاموعة  من =≤

0( )n na )0و ≤ )n nb   بالعلاقات ≤

0 0 1 1 0 1 2

0 1 1 1 2

, 1, , ( 2)

1, , , ( 2)

n n n n

n n n n

a u a u a a u a a n

b b u b u b b n

− −

− −

= = + = + ≥

= = = + ≥
  

0 الرمزونرمز عادة ب   1[ , , , ]nu u u…  إلى الكسرn

n

a

b
.  

)0لتكن  � )n nU u )0،  ولنعرّف المتتاليتين التدريجيتين Fمن  =≤ )n na )0و  ≤ )n nb ≥ 
  بالعلاقات السابقة.

1فلدينا  ℕ∗من  nأثبت أنه أياً كان  1.
1 1 ( 1)nn n n na b a b −

− −− = −.  
  عددان طبيعيان موجبان تماماً، وأولياّن فيما بينهما. nbو na أثبت أنّ  2.
1لتكن  3. 5

2ω ,11 أثبت أنّ  =+ n
nn b ω −∀ ≥ ≥.  

2نعّرف 4.

2

n
n

n

a
r

b
2و = 1

2 1

n
n

n

a
s

b
−

−
)1،  أثبت أن المتتالية= )n nr متزايدة وأنّ المتتالية  ≤

1( )n ns ,41 متناقصة، وأخيراً أنّ  ≤ 0 5 n
n nn s r ω−∀ ≥ < − < ⋅.  

)1 ينأن المتتاليتأثبت  5. )n nr )1و  ≤ )n ns نفسها. ثمُ أثبت  ℓن، وأن لهما النهاية امتقاربت ≤
   أنّ 

1

1n

n n n

a

b b b +
− ≤ℓ  

[ من اال عاديعدد غير  ℓ وأنّ    [1,+∞.  
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1نعرّف التابع :  ،ℕ∗من  uأياً كان  �
: :u x u

x
ϕ ∗ ∗

+ +→ +ℝ ℝ لتكن و . ֏
)0المتتالية  )n nU u )0ن ان التدريجيتات، والمتتاليFمن  =≤ )n na )0و ≤ )n nb ن االمعرفّت ≤

  انطلاقاً منها كما في السابق.
  أثبت أنّ  1.

0 1

1

1
1, 0, ( )

n

n n
u u u

n n

a x a
n x x

b x b
ϕ ϕ ϕ −

−

+
∀ ≥ ∀ > =

+
� �⋯�  

  نا فلدي nأثبت أنه أياً كان  2.

0 1 0

1

2

1

1
[ , , , ] 1

1

1

n

n
n

u u u u

u

u

u
u

−

= +
+

+

+

…

⋱

  

   أثبت أنّ  3.

  
0 1

1

1
1, 0, ( )

n

n
u u u

n n n

a
n x x

b b b
ϕ ϕ ϕ

−
∀ ≥ ∀ > − ≤� �⋯ �  

,1]لتكن  4. [\= + ∞A ℚ  المجموعة الأعداد غير العاديةّ من ا] . أثبت ∞+,1]

1بوضع  Aإلى  Aمن  fا نعرّف تطبيقاً أنن
( )f x

x x
=

−  
xكتبنا وقد   ،   دلالة

  . x لعددزء الصحيح لالج على
)0 المتتالية ، ولنعرّفAمن  λليكن  )n nU uλ   بالعلاقات :  =≤

  ( ) 0 , , n
nu n u fλ λ∗= ∀ ∈ =ℕ  

n حيث  

n

f f f f= � �⋯ ����������������.  

  .F تنتمي إلى Uλأثبت أن المتتالية   �
ه أثبت أنّ   �

0 1

10, ( ( ))
n

n
u u un fλ ϕ ϕ ϕ λ+∀ ≥ = � �⋯�.   

0 استنتج أنّ   � 1lim [ , , , ]n
n

u u uλ
→∞

= ….  
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)0 تتاليةالم إنّ نقول  5. )n nU u ، إذا كان اً دور  ℕ∗من  T دتقبل العد F من =≤
0, n T nn u u+∀ ≥ )0 تكنل .= )n nU u من  T تقبل العدد F من متتالية =≤

∗ℕ  نعرّف. ولاً دور  
0 1lim [ , , , ]n

n
u u uλ

→∞
= و    …

0 1 1Tu u uψ ϕ ϕ ϕ
−

= � �⋯�  

0 أثبت أنّ   � 1 0 1, ([ , , , ]) [ , , , ]n n Tn u u u u u uψ +∀ ∈ =ℕ … ….  

)استنتج أنّ � )ψ λ λ= ّمن  ، فهو إذن حل\ℝ ℚ  جة الثانية.لمعادلة من الدر  
)0 لتكن المتتالية ♦ )n nU u  كما يلي :المعرفّة   Fمن   =≤

0, nn u a∀ ≥  ℕ∗من  a حيث، =

0احسب      1lim [ , , , ]n
n

u u uλ
→∞

= ….  
)0 لتكن ♦ )n nU u  : بالشكل، المعرفّة Fمن =≤

2 2 10, , 1n nn u a u +∀ ≥ =  ℕ∗من  a في حالة عددٍ ،  =

0احسب      1lim [ , , , ]n
n

u u uλ
→∞

= ….  
)0لتكن  ♦ )n nU u  كما يلي:ومعرفّـة   دوراً  4، تقبل العدد Fمتتالية من  =≤

0 1u 1و = 2u 2و = 3u 3و = 4u =  
0حسب ا   1lim [ , , , ]n

n
u u uλ

→∞
= ….  

)0متتالية  دْ جِ  � )n nU u 0تحُقق  Fمن  =≤ 1lim [ , , , ] 2n
n

u u u
→∞

=….  


)0متتالية  دْ جِ   )n nV v 0 تحُقق Fمن =≤ 1lim [ , , , ] 3n
n

v v v
→∞

=….  

  الحـل

خذ قيمها  F لتكن �.1. ت التي تأ لمتتاليا )0لتكن و .ℕ∗مجموعة ا )n nU u ، Fمن  =≤
)0نعرّف المتتاليتين التدريجيتين  )n na )0و  ≤ )n nb   :بالعلاقات  ≤

0 0 1 1 0 1 2

0 1 1 1 2

, 1, , ( 2)

1, , , ( 2)
n n n n

n n n n

a u a u a a u a a n

b b u b u b b n

− −

− −

= = + = + ≥
= = = + ≥

  

1القضيّة  nPولتكن 
1 1 ( 1)nn n n na b a b −

− −− =   .ℕ∗من  nفي حالة  −
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 صحيحة لأنّ  1Pنلاحظ أنّ  �

1 0 0 1 1 0 0 1( 1) 1a b a b u u u u− = + − =  
 لدينا ℕ∗من  nنلاحظ أيضاً أنهّ في حالة  �

1 1 1 1 1 1

1 1

( ) ( )

( )
n n n n n n n n n n n n

n n n n

a b a b u a a b a u b b

a b a b

+ + + − + −

− −

− = + − +
= − −

  

1nوهذا يبرهن أنّ    n+⇒P P فالقضيّة .nP  صحيحة أياًّ كانت قيمةn  من∗ℕ.  

)0 تفيدنا العلاقات التدريجيّة التي تعرّف المتتاليتين �.2. )n na )0و ≤ )n nb في الإثبات المباشر أنّ  ≤
لى جميع حدود هاتين المتتاليتين  ي تنتمي إ نستنتج، بناءً على و . ℕ∗أعدادٌ طبيعيّة موجبة تماماً أ

1المساواة 
1 1 ( 1)nn n n na b a b −

− −− = ,أنّ  − gcd( , ) 1n nn a b∀ ∈ =ℕ.  
1تكن ل�.3. 5

2
ω 1nالقضيّة  nPولتكن ، =+

nb ω   .ℕ∗من  nفي حالة  ≤−
 لأنّ  تانصحيح 2Pو  1Pنلاحظ أنّ  �

0
1 1

2 2 1 0

1

1 1

b u

b u b b

ω

ω

= ≥ =

= + ≥ + >
  

 عندئذ  ،ℕ∗من  nفي حالة ، 1n+Pو  nPنفترض إذن صحّة القضيّتين ل �

1 1 1
2 2 1 2

n n n n n
n n n n nb u b b u ω ω ω ω ω− − +

+ + + += + ≥ + ≥ + =  
21إذ استفدنا من الخاصّة    ω ω+ 1. وهذا يبرهن أنّ = 2n n n+ +∧ ⇒P P P.   
  .ℕ∗من  nصحيحة أياًّ كانت قيمة  nPفالقضيّة 

2نعّرف �.4.

2

n
n

n

a
r

b
2و = 1

2 1

n
n

n

a
s

b

−

−

  عندئذ .ℕ∗من  nفي حالة  =

2 2 2 2 2 2 2 22
1

2 2 2 2 2 2

2 2 2 1 2

2

2 2 2 2 2 1 2

2 2 2

2 2

2 2 2

2 2

2

1

2

1 2

2

2 2(

( ) ( )

0

)

n n n n nn
n n

n n n n

n n n n n n n n

n n

n

n n

n

n n

n n n n

a a b a ba
r r

b b b b

u a a b a u b b

b b

u

b b

u

a b a b

b b

+

+ + +
+

+ +

+ + + +

+

+

+

+

++

−
− = − =

+ − +
=

=

= >

−
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)فالمتتالية  )n n
r ∗∈ℕ  ،ًكذلكو متزايدة تماما  

2 1 2 1 2 1 2 1 2 12 1
1

2 1 2 1 2 1 2 1

2 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 2 1

2 1 2 1

2 1

2 1 2 1

2

2 2 1

1

1 2 1

2 1

2

2(

) (

0

)

( )

n n n n nn
n n

n n n n

n n n n n n n n

n n

n

n n

n

n

n n n

n n

a a b a ba
s s

b b b b

u a a b a

a b

u b b

b b

u

b b

u

b

a

b

b

+ + − − +−
+

+ − + −

+ − − − + −

+ −

+

+ −

+

+ −

− −

−
− = − =

+ − +
=

=

= − <

−
  

)فالمتتالية  )n n
s ∗∈ℕ  ،في حالة متناقصة تماماً. وأخيراً نلاحظn  من∗ℕ،  ّأن  

2 1 2

2 1 2 2 1 2 2 1 2

2 1 2 2 2 1 1n n
n n

n n n n n n

n n n na ba a
s r

b b b b b b

a b− −−

− − −

− = − = =
−

  

  ولكن �.1.نتيجة السؤال وقد استفدنا ثلاث مراّت من 
4 4 4

2 2 2 1
2 1 2 3 52 5

n n n
n n

n nb b
ω ω ω

ω ω
ω

− −
− ≥ = = >

+
  

  إذن
4, 0 5 n

n nn s r ω∗ −∀ ∈ < − < ⋅ℕ  
)السابقة أنّ المتتاليتين  الخواصنستنتج من  �.5. )n n

r ∗∈ℕ و( )n n
s ∗∈ℕ  متجاورتان، فهما

  نفسها. وبوجه خاص يكون  ℓمتقاربتان ولهما النهاية 
, n nn r s∗∀ ∈ < <ℕ ℓ  

1nفي الحقيقة، نستنتج من المتراجحتين  nr s +< <ℓ  1و 1n nr s+ +< <ℓ  أنّ العددℓ 

nيقع بين 

n

a

b
1و 

1

n

n

a

b

+

+

  ، وعليه فإنّ 

  1 11

1 1 1

1n n n nnn n

n n n n n n n

a b a baa a

b b b b b b b

+ ++

+ + +

−
− < − = =ℓ  �  

,أنّ  nنبرهن بالتدريج على العدد  n nn a b∀ ∈ ≥ℕ ّوهذا يقتضي أن ،  

lim 1n

n
n

a

b→∞
= ≥ℓ  
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ℓ∋أنّ  لنفترض على سبيل الجدل ℚ عندئذ نكتب ،p

q
=ℓ  حيثp وq  عددان طبيعياّن

)كانت المتتالية   لـمّاأوّليان فيما بينهما.  )n n
b

∈ℕ
أمكن اختيار عدد  ∞+ علىدة وتسعى متزاي 

  يحُقّق  ℕ∗من mطبيعي 
, nn m b q∀ ≥ >  

  أنّ  �ونستنتج من المتراجحة 

1

, 1n n
n

q
n m pb a q

b +

∀ ≥ − ≤ <  

nيكن  ℕمن  nولكن مهما تكن  npb a q− ∈ ℤإذن يجب أن يكون ،  
, 0n nn m pb a q∀ ≥ − =  

  أو

, n

n

a
n m

b
∀ ≥ =ℓ  

1وهذا تناقضٌ لأنّ 

1 1

( 1)
0

m
m m

m m m m

a a

b b b b

+

+ +

−
− = . وهكذا نكون قد أثبتنا أنّ ≠

[1, [\∈ +∞ℓ ℚ.  

1التابع  ، ℕ∗من  u في حالة ،نعرّف �
: :u x u

x
ϕ ∗ ∗

+ +→ +ℝ ℝ ֏.  

)0لتكن المتتالية  �.1. )n nU u )0ن ان التدريجيتااليت، والمتتFمن  =≤ )n na )0و ≤ )n nb ≥ 
  التالية : nP، القضيّة ℕ∗من  nولتكن، في حالة  انطلاقاً منها كما في السابق.ن االمعرفّت

0 1

1

1

0, ( )
n

n n
u u u

n n

a x a
x x

b x b
ϕ ϕ ϕ −

−

+
∀ > =

+
� �⋯�  

 صحيحة لأنّ  1Pنلاحظ أنّ  �

0 1

1

0 0 1
1

0 1 0 1 0

1 1 0

1 1
( )

( )

( 1)

1

u u
u

x u u
x u x

x u u u a x a

xu b x b

ϕ ϕ
ϕ −

= + = +
+

+ + +
= =

+ +

�
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 ، عندئذ ℕ∗من  n، في حالة nPلنفترض إذن صحّة القضيّة  �

1

0 1

1

1

1

1 1

1 1

( )
( )

( )

1

1

n

n n

n

n u n

u u u
n u n

n n n

n n n

a x a
x

b x b

a u a
x

b u b
x

ϕ
ϕ ϕ ϕ

ϕ

+

+

+

−

−

+ −

+ −

+
=

+
  + +  

=
  + +  

�⋯� �

  

1nستنتج أنّ ، نومن ثمَّ    n+⇒P P  ّلأن  

0 1

1 1

1 1

1

1

( )
( )

( )n n

n n n n
u u u

n n n n

n n

n n

x a u a a
x

x b u b b

xa a

xb b

ϕ ϕ ϕ
+

+ −

+ −

+

+

+ +
=

+ +
+

=
+

�⋯� �

  

  نستنتج إذن أنّ  �.2.

0 1 0 1lim ( ) , , ,
n

n
u u u n

x
n

a
x u u u

b
ϕ ϕ ϕ

→∞
 = =  � �⋯� …  

  من جهة أخرى مباشرة أنّ  نرى ولكن

0 1 0

1

2

1

1
( )

1
1

1
1

nu u u

n

n

x u

u

u

u

u
x

ϕ ϕ ϕ

−

= +
+

+

+
+

� �⋯�

⋱

  

  تسعى إلى اللااية لنجد أنّ  xويكفي أن نجعل 

0 1 0

1

2

1

1
, , ,

1
1

1/

n
n

n

n n

a
u u u u

b
u

u

u u−

  = = + 
+

+

+

…

⋱
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التابع المركّب  متناقصة، استنتجنا أنّ  uϕكانت التوابع   لـمّا. ℕ∗من  nلتكن  �.3.

0 1 nu u uϕ ϕ ϕ� ∗تابعٌ مطرّدٌ على  �⋯�
+ℝ كان  لـمّا، و  

0 1

1

0 1

lim ( )
n

n
u u u

x n

a
x

b
ϕ ϕ ϕ

+

−

→ −

=� �⋯�   

    و
0 1

lim ( )
n

n
u u u

x
n

a
x

b
ϕ ϕ ϕ

→+∞
=� �⋯�   

استنتجنا أنّ قيم التابع 
0 1 nu u uϕ ϕ ϕ� 1تقع في اال المفتوح الذي طرفاه  �⋯�

1

n

n

a

b

−

−

 

nو

n

a

b
0xفي حالة . وعليه    لدينا <

0 1

1

1 1

1
( )

n

n n n
u u u

n n n n n

a a a
x

b b b b b
ϕ ϕ ϕ −

− −

− ≤ − =� �⋯�  

,1[مجموعة الأعداد غير العاديةّ من اال  Aلتكن  �.4. ,1[أي  ∞+] [\= +∞A ℚ .
xكان   Aعنصراً من  xمن الواضح أنهّ إذا كان  x−    وكان من ]0,1[عدداً غير عادي من ،

ثمَّ العددُ 
1

x x−  
1. وعليه فإنّ التابع Aعنصراً من  

x
x x−  

 Aمن  fرّف تطبيقاً يع ֏

  .Aإلى 
)0 المتتالية ، ولنعرّفAمن  λليكن  )n nU uλ   بالعلاقات :  =≤

0 , , ( )n
nu n u fλ λ∗   = ∀ ∈ =     ℕ  

n حيث

n

f f f f= � )كان من الواضح أنّ   لـمّا .��������������⋯� )nf λ ∈ A  أياًّ كانت قيمةn  من

ℕ  ّاستنتجنا أنnu  ينتمي إلى∗ℕ  أياًّ كانتn  منℕ وعليه تنتمي المتتالية ،Uλ  موعةإلى ا
F.  

  التالية : nP، القضيّة ℕ من  nلنتأمّل، في حالة 

0 1

1( ( ))
n

n
u u u fλ ϕ ϕ ϕ λ+= � �⋯�  
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 صحيحة لأنّ  0Pنلاحظ أنّ  �

( ) ( )
0

1
( )

( )u f
f

ϕ λ λ λ λ λ λ
λ

     = + = + − =       

   من جهة أخرى لديناو  �
( )

( )1

( ) ( ) ( ) ( )

1
( ) 1

( ) ( )

1
( ) ( )

( ) n

n n n n

n

n n

n n
un

f f f f

f
f f

f f
f f

λ λ λ λ

λ
λ λ

λ ϕ λ
λ

+

   = + −      
    = +        −    

 = + =   �

  

 ، عندئذ ℕ∗من  n، في حالة 1n−Pلنفترض إذن صحّة القضيّة   

0 1 1
( ( ))

n

n
u u u fλ ϕ ϕ ϕ λ

−
= � �⋯�  

  وعليه يكون   

0 1 1

1( ( ))
n n

n
u u u u fλ ϕ ϕ ϕ ϕ λ

−

+= � �⋯� �  
  .nصحيحة أياًّ كانت قيمة  nP. فالقضيّة nPوهذا ما يثبتُ صحّة القضيّة   

  نستنتج أنّ  �.3.بالعودة إلى نتيجة السؤال و 

( )
0 1

1

1

1
, ( )

n

nn
u u u

n n n

a
n f

b b b
ϕ ϕ ϕ λ∗ +

−

∀ ∈ − ≤ℕ � �⋯�  

  أي إنّ 

0 1
1

1
, , , , n

n n

n u u u
b b

λ∗

−

 ∀ ∈ − ≤ ℕ …  

limكان   لـمّاو  n
n

b
→+∞

=   استنتجنا أنّ  ∞+

0 1lim [ , , , ]n
n

u u u λ
→∞

=…  

Uλλلقد أثبتنا إذن أنّ التطبيق  �   تينيعُرّف تقابلاً بين اموع ֏
( )∗=F ℕℕ   1[   و, [\= +∞A ℚ  

0التطبيق  والتقابل العكسي هو 1( ) lim , , ,n n n
n

u u u u∈ →∞
  ℕ ֏ ….  
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)0تتاليةالم إنّ نقول  �.5. )n nU u   ، إذا كان اً دور  ℕ∗من T تقبل العدد F من =≤

, n T nn u u+∀ ∈ =ℕ  

)0 تكنل )n nU u   . ولنعرّفاً دور  ℕ∗من  T تقبل العدد F من متتالية =≤

0 1lim [ , , , ]n
n

u u uλ
→∞

= و   …
0 1 1Tu u uψ ϕ ϕ ϕ

−
= � �⋯�  

  أنّ  �.2.لقد أثبتنا في ، ℕمن  nلتكن 

0 1 0 1lim ( ) [ , , , ]
nu u u n

x
x u u uϕ ϕ ϕ

→+∞
=� �⋯� …  

  نستنتج إذن أنّ 

0 1 0 1lim ( ) ([ , , , ])
nu u u n

x
x u u uψ ϕ ϕ ϕ ψ

→+∞
=� � �⋯� …  

  ، نرى أنّ Uدوراً للمتتالية  Tون ، بالاستفادة من كولكن

0 1 0 1 1 1n T T T n Tu u u u u u u u uψ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
− + +

=� � �⋯� � �⋯� � � �⋯�  

  مما يقتضي أنّ 

0 1 0 1lim ( ) , , ,
nu u u n T

x
x u u uψ ϕ ϕ ϕ +→+∞

 =  � � �⋯� …  

  فنكون قد أثبتنا أنّ 

0 1 0 1([ , , , ]) , , ,n n Tu u u u u uψ +
 =  … …  

  اية في المساواة السابقة استنتجنا أنّ تسعى إلى اللاn فإذا جعلنا 

( )ψ λ λ=   
  كان  لـمّاو 

1 2

1 2

( ) T T

T T

a x a
x

b x b
ψ − −

− −

+
=

+
1مع الاصطلاح (،  1a− )1و = 0b− =  

,1]جذرٌ من  λاستنتجنا أنّ   [\+∞ ℚ للمعادلة من الدرجة الثانية:  
( )2

1 2 1 2 0T T T Tb b a aλ λ− − − −+ − − =  
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  تطبيقات 

)0 لتكن المتتالية ♦ )n nU u ,0 علماً أنّ  ،Fمن   =≤ nn u a∀ ≥ . ℕ∗من  aو، =
1Tهذه متتالية تقبل العدد   دوراً. نستنتج استناداً إلى ما سبق أنّ المقدار  =

lim [ , , , ]
n

n

a a aλ
→∞

= …���������  

,1] اموعة هو جذرٌ من [\+∞ ℚ : 1 للمعادلة من الدرجة الثانية
a λ
λ

+    أي، =
2 4

2
a a

λ
+ +

=. 

)0 لتكن ♦ )n nU u 2 علماً أنّ ، Fمن =≤ 2 10, , 1n nn u a u +∀ ≥ = من  aو، =
∗ℕ 2. هذه متتالية تقبل العددT  اردوراً. نستنتج أنّ المقد =

lim [ ,1, ,1, , ]n
n

n

a a uλ
→∞

= …
�������������

  

,1]اموعة هو جذرٌ من  [\+∞ ℚ  : 1للمعادلة من الدرجة الثانية
1 1/

a λ
λ

+ =
+

   ، أي

2 4
2

a a a
λ

+ +
=. 

)0 لتكن ♦ )n nU u 4Tمتتالية تقبل العدد Fمن =≤ 0 الشروط وتحُقق دوراً. = 1u = 
1و 2u 2و = 3u 3و = 4u  المقدار  . نستنتج من الدراسة السابقة أنّ =

lim [1,2,3, 4,1,2, 3, 4, , ]n
n

n

uλ
→∞

= …
���������������������

  

,1]اموعة هو جذرٌ من  [\+∞ ℚ : للمعادلة من الدرجة الثانية 

1
1

1
2

1
3

4 1/

λ

λ

+ =
+

+
+

  

230 أي 36 10 0λ λ− − 9، ومنه = 2 39
15

λ
+

=.  
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)0نبحث عن متتالية  ♦ )n nU u 0تحُقق  F من =≤ 1lim [ , , , ] 2n
n

u u u
→∞

سنتبع . …=
 إذ نلاحظ أنّ  �.4.الأسلوب المبين في 

( )

( ) ( ) ( )2

1
2 2 1

2 1
2 2 1 2 2 1

f

f f f

= = +
−

= + = = +
  

)ومن ثمَّ  ), 2 1 2nn f∗∀ ∈ = +ℕ إذن المتتالية ،( )2 0n n
U u

≥
هي  =

  المتتالية

0 1, , 2nu n u∗= ∀ ∈ =ℕ  
  ومن ثمَّ 

1

lim [1,2,2, ,2] 2
n

n
→∞

−

=…���������  

)0عن متتالية نبحث  ♦ )n nV v 0تحُقق  F من =≤ 1lim [ , , , ] 3n
n

v v v
→∞

. نلاحظ …=

 أنّ 

( )

( )

( ) ( ) ( )

2

3

1 3 1
3

23 1
2

3 3 1
3 1

3 3 1 3

f

f

f f f

+
= =

−

= = +
−

= + =

  

  ومن ثمَّ 

( ) ( )2 1 21 3
, 3 , 3 1 3

2
n nn f f∗ − +

∀ ∈ = = +ℕ  

03إذن المتتالية 
( )n nV v   هي المتتالية =≤

0 2 1 21, , 1, 2,n nv n v v∗
−= ∀ ∈ = =ℕ  

  ومن ثمَّ 

1

lim [1,1,2,1,2,1,2 , ] 3n
n

n

v
→∞

−

=…
���������������

  

  ú  المطلوب. يتحقّقوبذا 
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J0ادرس تقارب المتتالية  29. التمرين( )n nu   كما يلي :المعرفّة   ≤

( )0 1
3
, , , cos

2 2 n n nu n u u u
π π

+
 ∈ − ∀ ∈ = + 
 

ℕ  

  وادرس سرعة تقارا.  
  الحـل

:لنتأملّ التابع  , ( ) cosf f x x x→ = +ℝ ℝ ّنلاحظ بحساب مباشر أن ،f موجبٌ  ′
  . كما نلاحظ أنّ ℝ، فهو إذن متزايدٌ تماماً على ℝولا ينعدم على أي مجال جزئي من  ℝعلى 

,
2 2

k f k k
π π
π π

 ∀ ∈ + = +  
ℤ    

بوجه خاص أنّ وهذا يثُبتُ 
2 2

f
π π − = −  

و 
2 2

f
π π  =  

  ، وأنّ 

    , ,
2 2 2 2

f
π π π π         − ⊂ −         

3و     3
, ,

2 2 2 2
f
π π π π         ⊂         

    �  


0بالطبع إنّ حالة   2
u

π
0أو  = 2

u
π

= تافهة لأنّ المتتالية المدروسة ثابتة في هذه  −

  الحالة. 


0حالة   ,
2 2

u
π π 

 ∈ −
  

 ما يلي : �في هذه الحالة يكون لدينا، استناداً إلى  .

, ,
2 2nn u
π π 

 ∀ ∈ ∈ −
  

ℕ  

,كان   لـمّاو  , cos 0
2 2

x x
π π 

 ∀ ∈ − >
  

 استنتجنا أنّ  

, , ( )
2 2

x f x x
π π 

 ∀ ∈ − >
  

  

  ومن ثمَّ 

1,
2n nn u u
π

+∀ ∈ < <ℕ  
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)فالمتتالية )n n
u

∈ℕ
متزايدة ومحدودة من الأعلى بالعدد  

2
π اية فهي متقاربة من ،ℓ  تنتمي إلى

,0 اال 2
u
π 

 
  

,المحتوى في  
2 2
π π 

 −
  

)cosوهي تحُقق من جهة أخرى المساواة   0) =ℓ،  إذن

2
π

=ℓ. 


0حالة  
3
,

2 2
u

π π 
 ∈
  

 ما يلي : �. في هذه الحالة يكون لدينا، استناداً إلى 

3
, ,

2 2nn u
π π 

 ∀ ∈ ∈
  

ℕ  

3كان   لـمّاو 
, , cos 0

2 2
x x

π π 
 ∀ ∈ <
  

 استنتجنا أنّ  

3
, , ( )

2 2
x f x x

π π 
 ∀ ∈ <
  

  

  ومن ثمَّ 

1,
2n nn u u
π

+∀ ∈ > >ℕ  

)فالمتتالية )n n
u

∈ℕ
متناقصة ومحدودة من الأدنى بالعدد 

2
π اية فهي متقاربة من ،ℓ  تنتمي إلى

,0 اال
2
u

π 
 
  

3المحتوى في  
,

2 2
π π 

 
  

)cosوهي تحُقق من جهة أخرى المساواة   0) =ℓ إذن ،

2
π

=ℓ.  

  لقد أثبتنا أنّ  ����

0

0

3
lim

2 2 2

lim
2 2

n
n

n
n

u u

u u

π π π

π π
→∞

→∞

− < < ⇒ =

= − ⇒ = −
  

0سة سرعة التقارب في حالة لدرا
3

2 2
u

π π
− <   بالصيغة nεنعرّف الخطأ >

2n nu
π

ε = −  
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  فنلاحظ أنّ  
1, sinn n nn ε ε ε+∀ ∈ = −ℕ  

  و
, ,nn ε π π ∀ ∈ ∈ − ℕ  

  وهنا نستفيد من المتراجحة المألوفة
3

, sin
6
x

x x x x+∀ ∈ − ≤ ≤ℝ  

  لنستنتج منها أنّ 
31

, sin | |
6

x x x x∀ ∈ − ≤ℝ  

  ومن ثمَّ 
3

1
1

, | |
6n nn ε ε+∀ ∈ ≤ℕ  

  ، كما نستنتج أيضاً أنّ وهذا يقتضي أنّ التقارب تكعيبي، فهو سريع جدّاً 
3

0, | | 6
6

n

nn
ε

ε∀ ∈ ≤ℕ  

0فمثلاً، إذا اخترنا 
3
2

u 0كان   = 3
1006

ε
  ومن ثمَّ  ≥

3 3
3 1

, | | 6 3
100 33

n n

nn ε
     ∀ ∈ ≤ <        

ℕ  

3nفمثلاً، في حالة   لدينا =
33

41
3

1
| | 3 4 10

33
ε − < ≤ ×  

.  

0أمّا إذا اخترنا 
11
7

u 0 فيكون = 3
100006

ε
  ، ومن ثمَّ ≥

3
1

, | | 3
3333

n

nn ε
 ∀ ∈ <   

ℕ  

)العدد فمثلاً،  ) ( )( )22 11 11 11
7 7 7 7

2cos 2 cos cos+ +  πيعُطي قيمة تقريبيّة للعدد  +
  ú  فتأمّل! بعد الفاصلة.خانة عشرية صحيحة حتىّ اثنين وثلاثين 
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Jلتكن  30. التمرينx  من∗
+ℝ .ية ادرس تقارب المتتال( )n nu ∗∈ℕ : المعرّفة كما يلي  
2

0 2
2 1

0 2 1

,
k k
nk n

n k k
nk n

C x
n u

C x

≤ ≤∗
+

≤ + ≤

∀ ∈ =
∑

∑
ℕ  

  الحـل

}ه في حالة لنلاحظ أنّ  }1,1ε ∈   لدينا −
  

  
  ومن ثمَّ 

( ) ( )

( ) ( )

2

0 2

2 1

0 2 1

1 1 2

1 1 2

n n
k k
n

k n
n n

k k
n

k n

x x C x

x x x C x

≤ ≤

+

≤ + ≤

+ + − =

+ − − =

∑

∑
  

  ومنه

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

1 1 ( )
1 2

1 ( )1 1

n n n

n n n n

x x x
u x x

xx x

λ

λ

 + + −   = ⋅ = +    −+ − −  
  

  حيث

1 2 2
( ) 1 1

1 1 1

x x
x

x x x
λ

−
= = − = −

+ + +
  

)إذن  ) 1,1xλ  ∈ −   َّومن ثم  
lim n
n

u x
→∞

=.  
  ú    .الإثباتوبذا يتمّ 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

2 2 1

0 2 0 2 1

1
n

n k k k
k k k k k k
n n n

k k n k n

k k k k
n n

k n k n

x C x C x C x

C x x C x

ε ε ε ε

ε

= ≤ ≤ ≤ ≤

+

≤ ≤ ≤ + ≤

+ = = +

= +

∑ ∑ ∑

∑ ∑

kزوجي kفردي 
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J31. التمرين  دف في هذا التمرين إلى دراسةU  مجموعة المتتاليات( )n nu ∈ℕ  منℝ  التي
  تحُقّق العلاقة التدريجيّة

  2
1 1

12 20
, 9n

n n n

n u
u u u

+
+ +

∀ ∈ = + −ℕ  R  

)المكوّن من المتتاليات  ℕℝالفضاء الشعاعي الجزئي من  Sليكن  )n nX ∈ℕ  ّق التي تحُق
  العلاقة التدريجيّة

  3 2 1, 9 12 20n n n nn X X X X+ + +∀ ∈ = + −ℕ  ′R  
  .Sأوجد المتتاليات الهندسيّة التي تنتمي إلى  1.
)أثبت أنّ التطبيق  2. ) ( )3

0 1 2: , , ,n nX X X Xϕ ∈→S ℕℝ خطّي، تقابلٌ  ֏
  .Sواستنتج أساساً للفضاء 

∗نرمز بالرمز  ����
S  إلى مجموعة المتتاليات( )n nX ∈ℕ  منS التي تحُقّق  

0 1, , 0nX n X∗= ∀ ∈ ≠ℕ  
)لتكن المتتالية  3. )n nA X ∈= ℕ  موعةمتتالية من ا∗

S عندئذ نعرّف المتتالية ،
( ) ( )n nA u ∈Ψ = ℕ  1بالصيغةn

n
n

X
u

X
الذي يقرن  . أثبت أنّ التطبيق=+

)المتتالية  Aبالمتتالية  )AΨ ) أي( )A AΨ֏(  يعرّف تقابلاً من∗
S  إلىU.  

) ادرس تقارب المتتالية 4. )n nu ∈ℕ  منU بعاً لقيم ت( )0 1,u u.  
  الحـل

)لنفترض أنّ  1. )n nλ ∈ℕ  متتالية هندسيّة غير معدومة تنتمي إلىSعندئذ .  
3 2 1, 9 12 20n n n nn λ λ λ λ+ + +∀ ∈ = + −ℕ  

3ومن ثمَّ  29 12 20 0λ λ λ− − +   أو =
( )( )( )1 2 10 0λ λ λ− + − =  

)وبالعكس، نتيقّن بالتحقّق المباشر أنّ المتتاليات  )n nα ∈= ℕα و( )n nβ ∈= ℕβ 
)و )n nγ ∈= ℕγ المعرفّة بالعلاقات  

, 1, ( 2) , 10n n
n n nn α β γ∀ ∈ = = − =ℕ  

  .Sهي متتاليات هندسيّة تنتمي إلى 
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  من الواضح أنّ التطبيق 2.
( ) ( )3

0 1 2: , , ,n n
X X X Xϕ

∈
→S

ℕ
ℝ ֏  

)تطبيق خطّي. ونبرهن بسهولة استناداً إلى العلاقة التدريجيّة، أنهّ إذا كانت  )n n
X

∈ℕ
من متتالية  

S  0تحُقّق الشروط 1 2 0X X X= = ، وجب أن يكون kerϕ، أي تنتمي إلى =
0nX )rgثمَّ  متباينٌ، ومن ϕ. وهذا يعني أنّ nأياًّ كان الدليل  = ) dimϕ = S.  

  ومن جهة أخرى، لدينا
( ) (1,1,1)ϕ =α  و( (1, 2, 4)ϕ = −β)  و( ) (1,10,100)ϕ =γ  

)فالجملة  )( ), ( ), ( )ϕ ϕ ϕα β γ  جملةٌ حرةّ فيImϕ ّوهذا يثُبتُ أن .  
33 rg( ) dim 3ϕ≤ ≤ =ℝ  

dimإذن  3=S والجملة ،( ), ,α β γ  هي أساسٌ للفضاءS.  
)وعلى وجه الدقةّ،  ) ( )0 1 2 0 1 2, ,z z z X X Xϕ + + =α β γ إذا وفقط إذا كان  

0 1 1 0

0 1 2 1

0 1 2 2

2 10

4 100

z z z X

z z z X

z z z X

+ + =

− + =

+ + =

  

  أو
0 1 2

0

0 1 2
0

0 1 2
0

20 8

27
10 11

36
2

108

X X X
z

X X X
z

X X X
z

+ −
=

− +
=

− + +
=

  

)لتكن  3. )n n
A X

∈
=

ℕ
∗متتالية من  

S ولنعرّف المتتالية ،( ) ( )n nA u ∈Ψ = ℕ بالعلاقة  

1, n
n

n

X
n u

X

+∀ ∈ =ℕ  

  عندئذ يكون
1 2 1 3 2 1, , ,n n n n n n n n n n n nn X u X X u u X X u u u X+ + + + + +∀ ∈ = = =ℕ  

  نجد nXوالاختصار على  R′وبالتعويض في العلاقة 
2 1 1, 9 12 20n n n n n nn u u u u u u+ + +∀ ∈ = + −ℕ  
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1nوبالقسمة على المقدار غير المعدوم  nu u+  نرى أنّ المتتالية( )AΨ  قتحُقR  فهي تنتمي إلى
U.  

)وبالعكس، إذا كانت  )n nB u ∈= ℕ  متتالية من∗ℝ  تحُقّق العلاقة التدريجيّةR  عرّفنا متتالية
)جديدة  ) ( )n nB X ∈Θ = ℕ : بالعلاقة  

0 1
0

1, ,
n

n k
k

X n X u+
=

= ∀ ∈ = ∏ℕ  

)ونتيقّن مباشرة أنّ  )BΘ  تنتمي إلى∗
S .  ُّإنّ ثمIΨ Θ =

U
Iو � ∗Θ Ψ =

S
إذن،  �

∗من  Ψالتطبيق 
S  إلىU  وتقابله العكسي هوΘ.  

  
)لندرس تقارب المتتالية  4. )n nB u ∈= ℕ  موعةمن اU 0عاً لقيم تب 1( , )u u ،في الحقيقة .

)لنتأمّل المتتالية  ) ( )n nB X ∈Θ = ℕتج من الدراسة السابقة أنّ ، عندئذ نستن
1

0 0 1( ) (1, , )B u u uϕ−Θ   ، ومن ثمَّ =

( ) 0 0 1 0 0 1 0 0 120 8 10 11 2

27 36 27n n

u u u u u u u u u
X

∈

+ − − + − + +
= + +

ℕ
α β γ  

  ، يكنℕمن  nأو، مهما تكن 

( ) ( )0 0 1 0 0 1 0 0 120 8 10 11 2
2 10

27 36 27

n n

n

u u u u u u u u u
X

+ − − + − + +
= + − +  

1nوأخيراً، لأنّ 
n

n

X
u

X

  يكون لدينا ℕمن  nحالة ، نستنتج، أنهّ في =+

1 1
0 0 1 1 0 1 2 0 1

0 0 1 1 0 1 2 0 1

( , ) ( , )( 2) ( , )10

( , ) ( , )( 2) ( , )10

n n

n n n

T u u T u u T u u
u

T u u T u u T u u

+ ++ − +
=

+ − +
  

  وقد عرّفنا
0 0 1 0 1

1 0 1 0 1

2 0 1 0 1

( , ) 80 4 (8 )

( , ) 30 3 (11 )

( , ) 2 (1 )

T u u u u

T u u u u

T u u u u

= + −

= − −

= − + +
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  لنناقش إذن الحالات التالية :
2 حالة � 0 1( , ) 0T u u 0 أي ≠ 1(1 ) 2u u+ مباشرة أنّ المتتالية  ى. في هذه الحالة، نر ≠

( )n nu ∈ℕ  أي 10تسعى إلى ،lim 10n
n

u
→∞

=. 

2 حالة  � 0 1( , ) 0T u u 0أي  = 1(1 ) 2u u+  إذن نحسب مباشرة .=

0 0 1 0 1 0 1 0( , ) 36(2 ), ( , ) 36(1 )T u u u T u u u= + = −  

 يكون لديناف 

  
1

0 0

0 0

2 (1 )( 2)
,

2 (1 )( 2)

n

n n

u u
n u

u u

++ + − −
∀ ∈ =

+ + − −
ℕ  

0فإذا كان  � 1u limكان   ≠ 2n
n

u
→∞

= −. 

0وإذا كان  � 1 1u u= ,  كان  = 1nn u∀ ∈ =ℕ. 

)بالنتيجة، تكون المتتالية  )n nu ∈ℕ  منU 0انت قيمة متقاربة مهما ك 1( , )u u شرط أن تكون ،
  معرفّة. 
0إذا كان  1وهي تسعى إلى   �     1 1u u= =.  
)إذا كان  −2وتسعى إلى   �     ) ( )0 0 11 (1 ) 2u u u≠ ∧ + =.  
0إذا كان  10وتسعى إلى    �     1(1 ) 2u u+ ≠.  

)ونلاحظ أنّ شرط كون المتتالية  )n nu ∈ℕ  2معرفّة هو أن يكون
0 1( , )u u ∗∈ ℝوأن يكون ،  

1
0

2 10 15( 2) 40 10 33( 2) 32
2,

10 3( 2) 4 10 3( 2) 4

n n n n

n n n n
n u

u

 − − − − − + ∀ ≥ ≠ −   + − − + − − 
  

0وننصح القارئ أن يجرّب بنفسه حساب عددٍ من حدود هذه المتتالية آخذاً 
1
3

u 1و = 5u = 

1لا يستطيع تخزين العدد  فالحاسوب ليرى بنفسه ظاهرة عدم استقرار تقارب هذه المتتالية.
3

بدقة  

0 رعان ما نحيد عن الشرطلاائية، وس 1(1 ) 2u u+ =.  ú  
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Jلتكن  32. التمرينλ  من∗ℝ ولتكن .( )n nx ∈ℕ  ِذه المتتالية المتتالية متتالية حقيقيّة. نقرن 
( )n ny ∈ℕ  1المعرفّة بالصيغة, n n nn y x xλ +∀ ∈ = +ℕ.  

)أثبت أنّ  1. ) )n nx ∈ℕ متقاربة( ) ) (n ny ∈ ⇐ℕ متقاربة(.  

]تنتمي إلى  λنفترض أنّ  2. ). بين بمثال أنهّ يمكن أن تتقارب المتتالية −1,1[ )n ny ∈ℕ 
)دون أن تكون  )n nx ∈ℕ .متقاربة  

]لا تنتمي إلى  λنفترض أنّ  3.   . بين أنّ −1,1[
( ) )n ny ∈ℕ متقاربة( ) ) (n nx ∈ ⇐ℕ متقاربة(.  

  الحـل

limهذا الاقتضاء واضحٌ، لأنّ  1. n
n

x α
→∞

limيقتضي أنّ  = (1 )n
n

y aλ
→∞

= +.  

[لنتأمّل في حالة  2. 1,1]λ ∈ )المتتالية  − )n nx ∈ℕ  1المعرّفة بالصيغة
n

nx
λ

 − =   
. عندئذ 

)تكون المتتالية  )n nx ∈ℕ  متباعدة، في حين يكون, 0nn y∀ ∈ =ℕ.  
1λلة أمّا في حا = )، فيمكننا أن نتأمّل المتتالية − )n nx ∈ℕ  المعرّفة بالصيغةnx n= .

)عندئذ تكون المتتالية  )n nx ∈ℕ  1متباعدة في حين يكون
,

1
nn y

n n

−
∀ ∈ =

+ +
ℕ ،

limومن ثمَّ  0n
n

y
→∞

=.  
]لنفترض أنّ  3. 1,1]λ ∉ )، وأنّ المتتالية − )n ny ∈ℕ  متقاربة وتسعى إلى العددb عندئذ نعرّف .

بالصيغة  aالعدد 
1
b

a
λ

=
+

  ، فيكون لدينا

1, ( ) ( )n n nn y b x a x aλ +∀ ∈ − = − + −ℕ  
λΛبوضع  ومنه   نجد =

1
1, n n n

n n nn x a y b x a+
+∀ ∈ Λ − ≤ Λ − + Λ −ℕ  

pإذن في حالة  q< نجد بجمع المتراجحات السابقة عتدما تتحوّل ،n  منp  1إلىq ما  −
  :يأتي
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1

1

sup

sup
1

q
q p n

q p n
n p

q
p n

p n
n pn p

q p
p

p n
n p

x a x a y b

x a y b

x a y b

−

=
−

≥=

≥

Λ − ≤ Λ − + Λ −

  ≤ Λ − + Λ ⋅ −   
Λ − Λ

≤ Λ − + ⋅ −
Λ −

∑

∑  

  إذن

  1
sup

1

p
p

q nq
n p

x a
q p x a y b

≥

Λ −
> ⇒ − ≤ + ⋅ −

Λ −Λ
  (1)  

0εلتكن  lim، عندئذ نستنتج من < n
n

y b
→∞

  يحُقّق pεأنهّ يوجد عددٌ طبيعي  =

( ), 1
2nn p y bε

ε
∀ ≥ − ≤ Λ −  

1λΛولأنّ  =   يحُقّق pεأكبر تماماً من  Nε، يوجد عددٌ طبيعي <

2

p
p

q

x a
q N

ε

ε

ε

εΛ −
> ⇒ <

Λ
  

  أنّ استنتجنا  (1)فإذا استفدنا من المتراجحة 

1
sup

1

2 2

p
p

q nq
n p

x a
q N x a y b

ε

ε

ε

ε

ε ε
ε

≥

Λ −
> ⇒ − ≤ + ⋅ −

Λ −Λ

< + =

  

  فكون قد أثبتنا أنّ 
lim n
n

x a
→∞

=  
  ú  ويتمّ الإثبات. 
  
Jلتكن 33. التمرين ( )n nx ∈ℕ تتالية الحقيقيّة المعرفّة كما يلي :الم  

0 11, , lnn n nx n x x x+> ∀ ∈ = +ℕ  

)أثبت أنّ  )lim 1
ln
n

n

x

n n→∞
=.  
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  الحـل

 نلاحظ أوّلاً أنّ  �

11 1n n nx x x+> ⇒ > >  
0ولأنّ   1x )أنّ المتتالية  نستنتج < )n n

x
∈ℕ

 متزايدة تماماً. 

,1وإذا استفدنا من المتراجحة البسيطة  � lnx x x∀ >  ، رأينا أنّ ≥

1, 2n nn x x+∀ ∈ ≤ℕ 

,0ومن ثمَّ  2nnn x x∀ ∈ ≤ℕ. 

 إذن نستنتج مما سبق أنّ  �

1 0, ln2 lnn nn x x n x+∀ ∈ − ≤ +ℕ  
 وهذا يثُبتُ أنّ  

1

0 1 0
0

( 1)
1, ( ) ln ln2

2

n

n k k
k

n n
n x x x x n x

−

+
=

−
∀ ≥ − = − ≤ +∑  

  أنّ  ℕمن  nومنه نستنتج، في حالة 

0 0

2
2

0 0 0 0 0

( 1)
ln ln2

2
( 1) 2

( 1)
2 2

n

n n
x x n x

n n n n
x nx x x x n

−
≤ + +

− + +
≤ + + ≤ ≤ +

  

 نستنتج من ذلك ،اً ددمجو  �

1 0, 2 ln( 1) lnn nn x x n x+∀ ∈ − ≤ + +ℕ  
  وهذا يبرهن 

1

0 1 0
0

1, ( ) ln 2 ln( !)
n

n k k
k

n x x x x n x n

−

+
=

∀ ≥ − = − ≤ +∑  

!كان من الواضح أنّ   لـمّاو  nn n≤ استنتجنا  

0 0 01, ln 2 ln ( 1 2 ln )nn x x n x n n x n n n∀ ≥ ≤ + + ≤ + +  
  وعليه

01, 3 ( 1)ln( 1)nn x x n n∀ ≥ ≤ + +  
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 وأخيراً نستنتج مما سبق أنّ  �

( )1 0, ln(3 ) ln ( 1)ln( 1)n nn x x x n n+∀ ∈ − ≤ + + +ℕ  
2nه في حالة وهذا يثُبتُ أنّ   لدينا ≤

1

1 1 0
1 2

( ) ln(3 ) ln( !) ln(ln )
n n

n k k
k k

x x x x n x n k

−

+
= =

− = − ≤ + +∑ ∑  

  إذن
1 0ln(3 ) ln(ln )ln( !)

2,
ln ln ln
nx x n x n nn

n
n n n n n n

+ +
∀ ≥ ≤ +  

)lnولكن إذا استفدنا من الخاصّة  !) ln (ln )n n n n O n= − التي سنثبتها لاحقاً،  +
  استنتجنا أنّ 

  0, , 1
ln
nxn n n

n n
ε εε ε∀ > ∃ ∈ > ⇒ ≤ +ℕ  �  

1ومن جهة أخرى، لدينا  � 0, lnn nn x x x+∀ ∈ ≥ +ℕ َّومن ثم ، 

0 0 0, ln (1 )lnnn x x n x n x∀ ∈ ≥ + ≥ +ℕ  
1 وهذا يقتضي أن يكون 0, ln ln ln( 1)n nn x x x n+∀ ∈ ≥ + + +ℕوعليه ،  

0 01, ln ln ln( !)nn x x n x n∀ ≥ ≥ + +  
  إذن

0 0ln lnln( !)
2,

ln ln ln
nx x n xn

n
n n n n n n

+
∀ ≥ ≥ +  

)وبالاستفادة من الخاصّة  )ln( !) ln lnn n n n O n= −   نستنتج أنّ  ااذ +

  0, , 1
ln
nxn n n

n n
ε εε ε′ ′∀ > ∃ ∈ > ⇒ ≥ −ℕ  �  

)واختيار  �و �وبملاحظة الخاصّتين  )max ,N n nε ε ε
  نستنتج أنّ  =′

0, , 1
ln
nxN n N

n n
ε εε ε∀ > ∃ ∈ > ⇒ − ≤ℕ  

  أي

lim 1
ln
n

n

x

n n→∞

   =   
.  
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  الإثبات علينا أن نبرهن صحّة العلاقة تملكيحتىّ 
( ) ( )ln ! ln lnn n n n O n= − +  

lnxوهنا نستفيد من مبرهنة التزايدات المحدودة مطبّقة على التابع   x x֏ شالذي م ه تق
1 lnx x+֏  ،ًنجدفتابعٌ متزايدٌ تماما  

, 1 ln ( 1)ln( 1) ln 1 ln( 1)n n n n n n n∗∀ ∈ + ≤ + + − ≤ + +ℕ  

1m لىإ 1من  nوبجمع هذه المتراجحات عندما تتحوّل    نجد −

, ln( !) ln 1 ln 1 ln( !)m m m m m m m∗∀ ∈ − − ≤ ≤ − +ℕ  
  أو

, 1 ln( !) ln 1 lnm m m m m m∗∀ ∈ ≤ − + ≤ +ℕ  
  ú  وهذا يثُبتُ الخاصّة المرجوّة.

QWE  
AgD  
ZXC  
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  العدديةّالمتسلسلات 
  � ℂأو حقل الأعداد العقديةّ  ℝحقل الأعداد الحقيقيّة  Kالرمز يمثل ي هذا البحث ف �

  عموميات 1.

)0 لتكن .تعريف1-11. )n nx )0. نعرّف متتالية مجاميعها الجزئية عدديةّمتتالية  ≤ )n nS بأا  ≤
  التي حدّها العام معطى بالعلاقة لعدديةّالمتتالية ا

0

n

n k
k

S x
=

= ∑  

)ب ونكتnx ( المتسلسلة التي حدّها العامونقول إنّ  nx∑ مجموعها و  متقاربةS  إذا

)0تقاربت المتتالية  )n nS ، ونكتب عندئذ S من ≤
0
n

n

S x

∞

=
= ∑.  

  :الآتيةه تكافؤ الخواص ومن شرط كوشيمتقاربة إذا وفقط إذا حقّقت  عدديةّتكون متتالية 
  متقاربة. ∑nxالمتسلسلة  �
)0المتتالية  � )n nS  تحقّق شرط كوشي. ≤

� 0, , ( , )
n m

k
k n

N n N m x
+

ε ε
=

∀ε > ∃ ∈ ≥ ∈ ⇒ < ε∑ℕ ℕ.  

إثبات تقارب متسلسلة دون معرفة في  فيدتكمن ميزة هذا المعيار لتقارب متسلسلة في أنهّ ي
  .متباعدةتسلسلة فنقول إّا المتتقارب  مجموعها. أمّا إذا لم

تقارب  يقتضي ∑nx ينجم عن الشرط السابق أنّ تقارب المتسلسلة .ملاحظة وتحذير 2-1.›
  ثال التالي:هذا الشرط غير كافٍ كما يبينّ المأنّ  الصفر. إلاّ  من nxحدها العام 

1nxلتكن  n n= + عندها  −
0

1
n

n kk
S x n

=
= = المتسلسلة تكون ف ∑+

nx∑ 1حدّها العام الذي يُكتب بالصيغة مع أنّ  ،متباعدة

1
nx

n n
=

+ +
يسعى إلى  

limالصّفر :  0n
n

x
→∞

=.  

 الفصل الثالث
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متسلسلتين متقاربتين، عندئذ تكون المتسلسلة  ∑nyو ∑nxلتكن  .مبرهنة 3-1.
( )n nx yλ∑   ، ويكون:Kفي  λمتقاربة أياً كان  +

0 0 0

( )n n n n
n n n

x y x yλ λ
≥ ≥ ≥

+ = +∑ ∑ ∑  

  الإثبات
 �  إنّ الإثبات تحققٌ مباشر انطلاقاً من التعريف ومتروك للقارئ.

n متسلسلتين عدديتين. نفترض أنّ  ∑naو ∑nxلتكن .مبرهنة 4-1. nx a≤  ّاً كان أيn 
  متقاربة. ∑nxمتقاربة. عندئذ تكون المتسلسلة  ∑na، و أنّ ℕمن 

  الإثبات
 �  شرط كوشي.  لاستفادة مناالإثبات بسيط ب

  

  جبةالمتسلسلات ذات الحدود المو  2.

متقاربة إذا وفقط إذا   ∑nx متسلسلة حدودها موجبة، إذن تكون ∑nxلتكن  .مبرهنة 1-2.
  كانت متتالية مجاميعها الجزئية محدودة. 

  الإثبات
 �   .هذه النتيجة واضحة لأنّ متتالية ااميع الجزئيّة متزايدة

   أمثلة 2-2.

إذا وفقط إذا كان  ∑na المتسلسلة الهندسيةتتقارب  عدداً حقيقيّاً موجباً. a كنيل �
[ [0,1a 1 في حالة. لأنهّ ∋ a≤  0د العام متتالية الحلا تسعى( )n na الصفر،  إلى ≤

] متباعدة. وإذا كان ∑naومن ثمَّ  تكون  [0,1a   كان  ∋

1

0

1

1

n n
k

n
k

a
S a

a

+

=

−
= =

−∑  

)0وتتقارب عندئذ المتتالية  )n nS 1 من ≤

1 a−
.  
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المتسلسلة  نتأمّل. ℝمن  α حالة في �
1

1

n
nα

≥
 ريمان متسلسلةسمّيها ت، التي ∑

Riemann ، 1متقاربة إذا وفقط إذا كان تكون متسلسلة ريمانα >.  

)لنضع  )
nS

α  موع الجزئيدلالة على ا
1

1
n

k kα
=

  .الآتية. ولنناقش الحالات ∑

αحالة  ���� >   . يكون لدينا في هذه الحالة 1

{ }
1

1

2
( ) ( ) 1 (1 )
2 2

2 1

1 1
2 max : 2 2 2

k

k k

k

k k k k

n

S S n
n n

+

+
α α + −α

α α
= +

− = ≤ < ≤ <∑  

  ومن ثمَّ :

1

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) 1

12 2 2
0 0

1
1

0

( ) (2 )

1
(2 )

1 2

n k k

n n
k

k k

k

k

S S S S+

− −
α α α α −α

= =
∞

−α
−α

=

− = − <

< =
−

∑ ∑

∑
  

1نستنتج أنهّ في حالة  < α  تكون المتتالية( )
1( )n nS α

  محدودة فهي متقاربة. ≤

αحالة  ���� =   لدينا في هذه الحالة .1
1

1

2
(1) (1)

12 2
2 1

1 2 1

22

k

k k

k

k

k
n

S S
n

+

+ +
= +

− = > =∑  

 ومنه يكون: 

(1) (1)
12 2

n

n
S S− >  

(1)ومن ثمَ فالمتتالية 
1( )n nS   دودة وهي متباعدة.غير مح ≤

αحالة ���� <   في هذه الحالة لدينا المتراجحة : .1
1 1

1,n
n nα∀ ≥ >  

)ومنه  ) (1)
n nS Sα 1اً كان أيّ  < n≤ والمتتالية ،( )

1( )n nS α
  متباعدة. ≤
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)لتكن  .مبرهنة 3-2. )n nu ∈ℕ  و( )n nv ∈ℕ .متتاليتين حدودهما موجبة  
,0إذا كان  1. 0 n nn n u v∀ ≥ ≤ متقاربة.  ∑nuمتقاربة فإنّ  ∑nvوكانت ، ≥

  متباعدة. ∑nvمتباعدة فإنّ  ∑nuكانت وإذا  
,0 يحُققان bو aإذا وُجد عددان موجبان تماماً    2.

n

n

u
n n a b

v
∀ ≥ ≤  كان  ≥

  الطبيعة نفسها، أي تتقاربان معاً أو تتباعدان معاً. ∑nvو ∑nuللمتسلسلتين 
limإذا كان    3. n

n n

u

v→∞
= ℓ حيث ∗

+∈ℓ ℝمتسلسلتينلل ، كان nu∑ وnv∑  الطبيعة

  نفسها.
limإذا كان   4. 0n

n n

u

v→∞
  تتقارب. ∑nuفإنّ  ∑nv المتسلسلة وتقاربت =

limإذا كان   5. n

n n

u

v→∞
=   تتباعد. ∑nuفإنّ  ∑nv المتسلسلة وتباعدت ∞+

  الإثبات

 إذا كانت المتتالية 1.
0 0

n

k
k n

v
= ≥

    ∑   ةالمتتالي كانتمحدودة 
0 0

n

k
k n

u
= ≥

    ∑  .ًمحدودة أيضا  

  .∑nbvو  ∑nuو  ∑navالخاصة السابقة على المتسلسلات  تطبيقكفي ي 2.

0لتكن  3.
2

ε = >
ℓ في  نجدℕ  ً0 عدداn يحُقّق   

0 2
n

n

u
n n

v
≥ ⇒ − < ℓℓ  

  ومن ثمَ 
0

3,
2 2n n nn n v u v∀ ≥ ≤ ≤ℓ ℓ  

  2. الاستفادة منوينتج المطلوب ب

1εلتكن  4.    يحُقّق 0n عدداً  ℕفي  نجد =

0 1n

n

u
n n

v
≥ ⇒ <  

,0ومن ثمَ  n nn n u v∀ ≥   1.ناءً على وينتج المطلوب ب،  ≥
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1εلتكن  5.    يحُقّق 0n عدداً  ℕفي  نجد =

0 1n

n

u
n n

v
≥ ⇒ >  

  ومن ثمَ 
0, n nn n u v∀ ≥ ≥  

  �  1.ناءً على وينتج المطلوب ب

   أمثلة 4-2.

 حيث ∑naلندرس المتسلسلة  �
2

22 1
1

2n

n
a n

n

+
= −   . نلاحظ أنّ +

2

2

2

2 2 2

1 1 1
1

2 2 1

1 1

2 ( 1) 2 ( 1)

na n n
n n n n

n n

n n n n n n

−
= − + + = +

+ +

+ −
= =

+ + + +

  

3ومن ثمَ  1
lim 0

8n
n

n a
→∞

= ≠.  

3و ∑na فيكون للمتسلسلتين

1

n
  متقاربة. ∑na الطبيعة نفسها، أي تكون ∑

0 ليكن � < α  2عندئذlim 0n

n
n e

α−
→∞

2وتقاربُ المتسلسلة  =
1

1

n n≥
يقتضي  ∑

تقارب المتسلسلة
1

n

n

e
α−

≥
∑.  

 متسلسلة حدودها موجبة. نعرّف  ∑naلتكن .Cauchyمعيار كوشي  - مبرهنة5-2.

lim n
n

n
L a

→∞
=  

1إذا كان  � L>   كانت المتسلسلةna∑ .متقاربة  

1إذا كان  � L<   كانت المتسلسلةna∑ .متباعدة  

1Lذا كان إ �   تحديد طبيعة هذه المتسلسلة.في هذا المعيار  فيدلا ي =
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  الإثبات
1إذا كان  � L> تار عدداً نخµ  من] [,1L0 عدد ، يوجد إذنn  فيℕ يحُقّق   

0,
n
nn n a µ∀ ≥ ≤  

,0أو 
n

nn n a∀ ≥ ≤ µ . ّتقارب وهكذا فإنn∑ µ  يقتضي تقاربna∑.  
1إذا كان  � L<   0كانت المتتالية( )n na الصفر: لأنهّ لدينا  منمحدودة، فهي لا تتقارب  غير ≤

 الاقتضاء الصحيح التالي: 

( ) ( )*, , lim 1nn n
n n n

n
n a M n a M a

→∞
∀ ∈ ≤ ⇒ ∀ ∈ ≤ ⇒ ≤ℕ ℕ  

1Lأمّا في حالة  � 1، فإنّ المتتالية =
na

nα=  ق1تحقL لا تتقارب ومع ذلك  =
1 حين يكون إلاّ  ∑naالمتسلسلة  < α.  �  

)0لتكن .D’Alembertمعيار دالمبير -  مبرهنة 6-2. )n na بة تماماً. متتالية حدودها موج ≤
1limولنضع  n

nn

a
La

+

→∞
1limو  = n

nn

a
a

+

→∞
= ℓ.  

1إذا كان  � L>  كانت المتسلسلة na∑ .متقاربة  
1إذا كان  � < ℓ  كانت المتسلسلة  na∑ .متباعدة  
1Lإذا كان  � ≥ ≥ ℓ  تحديد طبيعة هذه المتسلسلة.في هذا المعيار  يفيدلا  

  الإثبات
1إذا كان  � L> تار عدداً نخµ  من] [,1L0عدد  ، يوجد إذنn  فيℕ يحُقّق   

1
0

n

n

a
n n a

+> ⇒ < µ  
)فالمتتالية  ) 0

n
n na−

≥µ  0من الحدّ  بدءاً متناقصةn0د عندئذ ، نج A< يحُقّق   

0
n
nn n a A−> ⇒ µ ≤  

∑nوتقارب  µ  يقتضي تقاربna∑.  

1إذا كان  � < ℓ 0عدد يوجد حينئذn في ℕ 1 يحُقّق
0 1n

n

a
n n a

+≥ ⇒ . ومن ثمَ <

00 n nn n a a> ⇒ )0فالمتتالية ≤ )n na   متباعدة. ∑naالصفر، و منلا تتقارب  ≤

1Lأمّا في حالة  � ≥ ≥ ℓ نّ المتتالية 1، فإ
na

nα=  1تحقّقL = =ℓ  لا ومع ذلك

1 حين يكون إلاّ  ∑naالمتسلسلة تتقارب  < α.  �  
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  كوشي ودالمبير:  يْ مقارنة معيارَ في  الآتيةنا المبرهنة فيدت

)لتكن  .مبرهنة 7-2. )n na ∈ℕ :متتالية حدودها موجبة تماماً. عندئذ  

1 1lim lim lim limn nn n
n n

n nn nn n

a a
a a

a a

+ +

→∞ →∞→∞ →∞
≤ ≤ ≤  

  الإثبات

1limلتكن  n

n n

a

a
+

→∞
=ℓ  ّ0ولنفترض أن < ℓ . ًثمُّ لنختر عددا λ  0من,  ℓ ،وجد عندئذ ي

N يحُقّق  
1, n

n

a
n N

a
λ+∀ ≥ ≥  

)0فالمتتالية  )n
n naλ−

0ومن ثمَّ يوجد  Nمتزايدة بدءاً من الحد ذي الدليل  ≤ A< يحُقّق   
, n

nn N a Aλ∀ ≥ ≥  
  ومنه

         lim lim nn
n

nn

a Aλ λ
→∞→∞

≥ =   

[عدد كيفيّ من اال  λ العددَ  ولكنّ  [0, ℓ  إذنlim n
n

n

a
→∞

≥ ℓ وبالطبع هذه النتيجة .

  .ℓ=0واضحة عندما تكون 

لنتيجة السابقة على المتتاليةبتطبيق ا
0

1

n na ≥

    
  نجد أنّ  

1lim lim nn
n

n n
n

a
a

a

+

→∞ →∞
≤  

)لأنهّ أياً كانت المتتالية  ) 0n nx   :كان ذات الحدود الموجبة تماماً   ≤
1 1

lim
limn n n
n

x x→∞
→∞

= 

1 مع الاصطلاح
0

∞ 1و  =
0 =

∞
.  �  
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تحديد تقارا أو تباعدها  نّ مجموعة المتسلسلات التي يمكنتبينّ المبرهنة السابقة أ .ملاحظة 8-2.
لات في مجموعة المتسلس )تماماً كما سنرى في المثال التالي (محتواة معيار دالمبير  استعمالب

 علىإنّ معيار كوشي أي. نقول معيار كوشاعتماداً على تحديد تقارا أو تباعدها  التي يمكن
  .دقّة من معيار دالمبير

)كن ي: ل فمثلاً  , )a b  2عنصراً من
ℝ 0 يحُقّق 1a b< < المتسلسلة . ولنتأمّل >

nx∑ 2 المعطاة بالعلاقتين
2

n
nx b= 2و 1

2 1
n

nx a +
+   نلاحظ أنّ  .=

lim 1n
n

n
x b

→∞
= <  

  متقاربة بناءً على معيار كوشي، في حين يكون  ∑nxفالمتسلسلة
1lim 0n

n n

x

x
+

→∞
1lim و    = n

n n

x

x
+

→∞
= +∞  

  طبيعة هذه المتسلسلة. عيينتفي دالمبير  معيار فيدلا يو 

)0لتكن  .نتيجة 9-2. )n na 1limة يمتتالية حدودها موجبة تماماً. إذا كانت النها ≤ n

n
n

a

a

+

→∞
 

limكانت النهاية   ℓوتساوي  ℝفي  موجودة n
n

n
a

→∞
  أيضاً. ℓموجودة وتساوي  

2فمثلاً إذا كانت 
n

n na C=أنّ  نا،  لاحظ  

( )
( )21

2

(2 2)! ! 2(2 1)

(2 )! 1( 1)!

n

n

a n n n

a n nn

+ + +
= =

++
  

  ومن ثمَ 
1lim 4n

nn

a
a

+

→∞
=  

  نستنتج من ذلك أنّ و 
2lim 4nn
n

n
C

→∞
=  

  يدرس بأسلوب مماثل ايات المتتاليات التي تعطى حدودها العامّة بالعلاقات أن لقارئلونترك 

2

(3 )! ( 1) ( )1
, ,

!!

n
n

n

n n n n nn

n nn n

+ +⋯  
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  المتسلسلات المتقاربة بالإطلاق والمتسلسلات نصف المتقاربة 3.

إذا كانت  متقاربة بالإطلاق ∑naمتسلسلة عددية. نقول إنّ  ∑naلتكن  .تعريف 1-3.
نصف  ∑naمتقاربة. و نقول إنّ المتسلسلة  ∑naالمتسلسلة ذات الحدود الموجبة 

 أنّ كلّ  1-4.إذا كانت متقاربة دون أن تكون متقاربة بالإطلاق. تبينّ المبرهنة  متقاربة
  متسلسلة متقاربة بالإطلاق تكون متقاربة :

)∑ na متقاربة بالإطلاق) (⇐∑ na متقاربة(  

  أنّ العكس غير صحيح. الآتيسنرى في المثال ولكننا 

): لنتأمّل المتسلسلة  مثال 2-3. )

1

1 n

n n≥

  . إا بالطبع ليست متقاربة بالإطلاق. ولكن∑−
1

1

1 1 0

1

1

1 0

1

1

10

1 1

0 0

( 1)
( 1) d

( ) d

( ) d

( )1 ( )
d ln 2 d

1 1

n nk
k k

n
k k

n
k

k

n
k

k

nn

S x x
k

x x

x x

xx
x x

x x

−

= =

−

=

−

=

−
= = −

= − −

 = − −   

−− −
= − = − ++ +

∑ ∑ ∫

∑ ∫

∑∫

∫ ∫

  

  ومنه
1 1

0 0

1
ln 2 d d

1 1

n
n

n

x
S x x x

x n
+ ≤ ≤ ≤

+ +∫ ∫  

limومن ثمَ  ln 2n
n

S
→∞

= ). فالمتسلسلة  − )

1

1 n

n n≥

lnمتقاربة ومجموعها  ∑− 2−.  

يساوي  naإذا وفقط إذا كان الحد العام  متناوبة ∑naالمتسلسلة  إنّ نقول  .تعريف 3-3.
( 1)n nε − α حيث { }1, 1ε ∈ − )، وحدود المتتالية + )n n∈α ℕ .موجبة   
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)تحُقق متسلسلة متناوبة،  ∑naلتكن .مبرهنة 4-3. 1)nn na = − α و( )n n∈α ℕ  متتالية
  متقاربة. وإذا كان ∑naالصفر. إذن تكون المتسلسلة  من حقيقية متناقصة ومتقاربة

0
k

k

S a

∞

=
=   و  ∑

0

n

n k
k

S a
=

= ∑  

   تراجحتان التاليتان،المℕمن  nكان تحقّقت، أياًّ كانت  
2 1 2n nS S S+ ≤ 1n  و  ≥ nS S +− ≤ α   

  الإثبات
)2في الحقيقة إنّ المتتاليتين  )n nS ∈ℕ  2و 1( )n nS + ∈ℕ :ّمتجاورتان، لأن  

2 2 1 2 1

2 2 2 2 2 2 1

2 1 2 1 2 2 1

0

0

0

n n n

n n n n

n n n n

S S

S S

S S

+ +

+ + +

+ − +

− = α ≥

− = α − α ≤

− = α − α ≥

  

2فالمتتالية  1( )n nS + ∈ℕ 2متزايدة والمتتالية( )n nS ∈ℕ 2 والمتتالية ،متناقصة 2 1( )n n nS S + ∈− ℕ 
  نفسها. Sالصفر. فالمتتاليتان متقاربتان ولهما النهاية  منمتقاربة 

2كانت المتتالية  لـمّاو  1 0( )n nS + 2المتتالية وكانت  ،Sتتزايد نحو  ≤ 0( )n nS   Sتتناقص نحو  ≤
  المتراجحة الأولى واضحة.كانت 

  : وتبينّ المتراجحتان

2 1 2n nS S S+ ≤ 2و   ≥ 1 2 2n nS S S+ +≤ ≤  

1nأنّ  nS S +− ≤ α.  �  

  .Abel تحويلتقنية مهمّة لدراسة المتسلسلات نصف المتقاربة، تسمّى  الآتيةبرهنة الم عملتست

nيكفي لتقارب المتسلسلة  .مبرهنة 5-3. na b∑  الآتيةق الشروط تحق :  

متتالية ااميع   �
0

n

n kk
A a

=
=   متتالية محدودة. ∑

)0 تتقارب المتتالية  � )n nb   الصفر. من ≤

1nالمتسلسلة   � nb b+   متقاربة. ∑−



 المتسلسلات المتقاربة بالإطلاق والمتسلسلات نصف المتقاربة 149

  الإثبات
1لنضع  0A− 0q، يمكننا أن نكتب أياً كان = p≥   ما يأتي: ≤

 تحويل آبـل:

1 1

1

1
1

1 1 1

( )

( )

q q q q

n n n n n n n n n

n p n p n p n p

q q

n n n n

n p n p

q

n n n q q p p

n p

a b A A b A b A b

A b A b

A b b A b A b

− −
= = = =

−

+
= = −

+ + −
=



= − = −

= −

= − + − 


∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑

   

0M يوجد، بناءً على الفرْض، عدد   يحُقّق <
0, nn A M∀ ≥ ≤  

0q، في حالة ومنه p≥   لدينا ≤

  1 1  
q q

n n n n q q

n p n p

a b M b b b b+ +
= =

  ≤ − + +   
∑ ∑ ( )∗  

0εليكن  )0، إنّ تقارب المتتالية < )n nb   تحُقّق 1Nيبينّ أنهّ توجد  ≤

1 4kk N b
M

ε
≥ ⇒ <  

1nكانت   لـمّاو  nb b+  تحُقّق 2Nنهّ توجد متقاربة، فإ ∑−

2 1 2

q

n n

n p

N p q b b
M

+
=

ε
≤ ≤ ⇒ − <∑  

)وبالعودة إلى    نجد ∗(

( )1 2max( , )
2 4 4

q

n n

n p

q p N N a b M
M M M=

ε ε ε
≥ ≥ ⇒ ≤ + + = ε∑  

فالمتتالية 
0

n

k k

k n

a b
= ∈

    ∑
ℕ

  �  متقاربة. من ثمَّ  تحقّق شرط كوشي وهي 

)0إذا كانت .نتيجة 6-3. )n nb ، وكانت متتالية 0 منمتتالية حقيقية متناقصة ومتقاربة  ≤

ااميع
0 0

n

n k
k n

A a
= ≥

  =   ∑  محدودة، عندئذ تكون المتسلسلةn na b∑ .متقاربة  
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)0تكنل .مثال مهم 7-3. )n nλ الصفر. عندئذ تكون  من ةتتقاربممتتالية حقيقية متناقصة و   ≤
 المتسلسلتان 

0

cosn
n

nxλ
≥

  و   ∑
0

sinn
n

nxλ
≥

∑  

0,2πمن  xمتقاربتين أياً كانت   .  
iفئ هذه النتيجة قولنا إنّ في الحقيقة، تُكا

0

nx
n

n

eλ
≥

0,2πمن  xمتقاربة في حالة  ∑  . نعرّفل 

1إذن  i
0

n kx
n k
A e

−

=
= ∗من  nفي حالة  ∑

ℕ وx  0,2منπ    دستور بناءً على عندئذ نجد
  دوموافر أنّ 

( )

1 i i
i

i i
0

i

i /2

1 ( ) 1
( )

1 1

1 1

2 i sin /2

n x n nx
x k

n x x
k

nx

x

e e
A e

e e

e

xe

−

=

− −
= = =

− −

−
= ×

∑
  

  ومن ثمَّ 

( )

i 1 1

2 sin /2

nx

n

e
A

x

−
= ×  

iولأنّ  1 1 1 2nxe − ≤ +   هذا يقتضي أنّ ف =

i

0

1
0,2 , 0,

sin( /2)

n
kx

k

x n e
x

π
=

 ∀ ∈ ∀ ≥ ≤  ∑  

  تنتاج المطلوب.ويسمح لنا بتطبيق النتيجة السابقة واس

0,2[من  x فمثلاً أياً كان [\{ }π π تكون المتسلسلة ،
1

sin

n

nx

nα≥
 متقاربة بالإطلاق عندما ∑

1 α<  0ونصف متقاربة عندما 1α< 0αومتباعدة عندما  ≥ ≤.  

0,2[من  xوكذلك أياً كان  [π تكون المتسلسلة ،
1

cos

n

nx

nα≥
متقاربة بالإطلاق عندما  ∑

1 α<  0ونصف متقاربة عندما 1α< 0αومتباعدة عندما  ≥ ≤ .  
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المتعلّقة بالمتسلسلات ذات الحدود الموجبة صحيحة  2-3.لا تبقى المبرهنة  .ملاحظة وتحذير 8-3.›
  .الآتيفي الحالة العامّة. وهذا ما يبينّه المثال 

  المعرفّتين كما يلي : ∑nbو ∑naلنتأمّل المتسلسلتين 
sin

sin
n

na
n n

=
+

sin   و   

cos
n

nb
n n

=
+

  

21: العلاقةالاستفادة من نلاحظ ب 1
1 1

xx
x x

= − +
+ +

  ، أنّ 
2 3

3

sin sin sin sin

sin ( sin )

sin 1 cos2 sin

2 ( sin )

n n n n

nn n n n n n n

n n n

nn n n n n

= − +
+ +

−
= − +

+

  

  ومنه
31 sin cos2 sin

2 2 ( sin )
n n

n n n
a c

n nn n n n n
+ = + + =

+
  

/1) كانت المتسلسلة  لـمّامتقاربة بمقتضى نتيجة المثال السابق، و  ∑nc المتسلسلة )n∑   متباعدة
  .أيضاً  متباعدة ∑naالمتسلسلة  كانت

  من ناحية أخرى،
2

2

sin sin cos sin cos

( cos )

sin sin2 sin cos

2 ( cos )

n

n n n n n
b

nn n n n n

n n n n

nn n n n n

= − +
+

= − +
+

  

  متقاربة. ∑nbأنّ المتسلسلة  جدناو نتيجة المثال السابق  اً منددّ فدنا مجفإذا است

limه لدينا مع أنّ و  1n

n n

a
b→∞

طبيعتين  ∑nbو ∑naنلاحظ في هذا المثال أنّ للمتسلسلتين ،=

 استعمالتسلسلات المدروسة موجبة عند لذلك لا بدّ من الحذر وتَـيـَقنِ كوْنِ حدود الممختلفتين، 
  2-3.المبرهنة 
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  جداء متسلسلتين 4.

)لتكن  .تعريف 1-4. )n nA a ∈= ℕ و( )n nB b ∈= ℕ  نعرّف المتتالية عدديتينمتتاليتين .
( )n nC c ∈= ℕ  التي نسميها جداء تلاف A وBونرمز إليها بالرمز ،A B∗   كما

  يلي:

0

,
n

n k n k i j

k i j n

n c a b a b−
= + =

∀ ∈ = =∑ ∑ℕ  

) لتكن .-Mertensمبرهنة 2-4. )n nA a ∈= ℕ و( )n nB b ∈= ℕ  عدديتينمتتاليتين .
Aولنرمز إلى جداء التلاف  B∗ الرمز ب( )n nC c ∈= ℕ ُعندئذ يقتضي تقارب .

وتتحقق  ∑nc، تقاربَ المتسلسلة ∑nbبالإطلاق وتقاربُ المتسلسلة  ∑naالمتسلسلة 
  عندها المساواة :

0 0 0
n n n

n n n

c a b

∞ ∞ ∞

= = =

     = ⋅        ∑ ∑ ∑  

  الإثبات
  لنضع الرموز التالية

0

n
B
n k

k

S b
=

= ∑  ،
0

B
n

n

S b

∞

=
= ∑  ،

0

A
n

n

S a
≥

= ∑  ،
0

sup B
n

n

M S
≥

=  

  نلاحظ أنّ 
0 0 0

1 0 1 1 0

0 1 1 0

0 1 1 0
0

n n n n

n
B B B

k n n n
k

c a b

c a b a b

c a b a b a b

c a S a S a S

−

−
=

=

= +

= + + +

= + + +∑

⋮ ⋮ ⋮ ⋱

⋱⋮ ⋮ ⋮

⋯

⋯

  

0nومن ثمَّ أياً كان    وجدنا، ≤

  
0 0 0

( )
n n n

B B B
k k n k k

k k k

c S a a S S−
= = =

− = −∑ ∑ ∑
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0εلتكن    قّقيحُ  N عدداً  ℕفي  ، نجد<

( )2( , ) ,
42

n m
B B
n kA

k n

n m n N S S a
MS

+

=

 ε ε ∀ ∈ ≥ ⇒ − < ∧ <   ∑ℕ  

  متقاربة. ∑nbمتقاربة بالإطلاق و ∑naوذلك لأن 
2Nومنه فالشرط  n< يقتضي أن يكون  

0 0 0 1

0 1

0

( ) ( )

2
2

2
2

2
4 2

n n N n
B B B B B

k k n k k n k k
k k k k N

N n

n k n kA
k k N

n

k kA
k n N k

A
A

c S a a S S a S S

M a a
S

M a a
S

M S
M S

− −
= = = = +

− −
= = +

∞

= − =

− ≤ − + −

ε≤ +

ε≤ +

ε ε< + = ε

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

  

ينتج من المناقشة السابقة أنّ 
0 0

lim 0
n n

B
k k

n
k k

c S a
→∞ = =

  − =  ∑ تقارب  برهن، وهذا ما ي∑

وتحقّق المساواة  ∑ncالمتسلسلة 
0 0 0
n n n

n n n

c a b

∞ ∞ ∞

= = =

     = ⋅        ∑ ∑ ∑.  �  

نّ تقارب إحدى المتسلسلتين .ملاحظة 3-4. لا  بالإطلاق،  شرط أساسي  ∑nbأو ∑na إ
  يمكن حذفه من المبرهنة السابقة.

)1 المتتالية نتأمّلل ،فمثلاً  )n nA a ) حيث =≤ 1)n
na n

−
 ∑na، نعلم أنّ المتسلسلة =

)2إذا عرفّنا فنصف متقاربة،  )n nC A A c ≥= ∗   كان،  =
1 1

1 1

( 1)1 1( 1)
( ) (1 )

n nn
n

n k k
k k n n

c nk n k

− −

= =

−
= − =

− −
∑ ∑  

1)1كان   لـمّاو  )
4

x x−   بسهولة أنّ  رأينا ،[0,1]من  x في حالة ≥
2( 1)

2 n

n
n c

n

−
≥ ⇒ ≥  

  الصفر. منمتباعدة، لأن حدّها العام لا يتقارب  ∑ncفالمتسلسلة 
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  لنثبت أنّ  .مثال 4-4.

] [
1

0

1
, 1, 1 ,

(1 )
p n
n p p

n

p a C a
a

∞

+ +
=

∀ ∈ ∀ ∈ − + =
−∑ℕ  

0p. إنّ حالة pفي الحقيقة، سنثبت هذه الخاصّة بالتدريج على العدد  واضحة وتمثل حالة  =
  المتسلسلة الهندسيّة. 

[من عدداً  aكن ي، ولℕمن  pللعدد  لنفترض إذن صحة الخاصّة عند قيمة [1, 1− . ولنتأمّل +
) المتتاليتين )n nA a ∈= ℕ و( )n nB b ∈= ℕ فتين كما يليالمعر  

 nna a=   و   p n
n n pb C a+=  

)  وأخيراً لنضع )n nC c B A∈= = ∗ℕ .  

1متقاربة بالإطلاق ومجموعها يساوي  ∑naكانت المتسلسلة  لـمّا

1 a−
 ∑nb كانت  لـمّا، و 

متقاربة ومجموعها يساوي 
1

1

(1 )pa +−
 ∑nc، فإننا نستنتج، بناءً على المبرهنة السابقة، تقارب 

ونستنتج كذلك أنّ مجموعها يساوي 
2

1

(1 )pa +−
 .  

  ولكن نلاحظ أنّ 

0 0

1 1
1

0

1
1

( )

n n
p pk n k n

n k p k p
k k

n
p pn
k p k p

k

pn
n p

c C a a a C

a C C

a C

−
+ +

= =

+ +
+ + +

=
+
+ +

= =

= −

=

∑ ∑

∑  

1pوهذا يثُبت الخاصّة المطلوبة، عند القيمة  +.  
) لتكن .ةتوطئ 5-4. )n nA a ∈= ℕ و( )n nB b ∈= ℕ  ولنرمز إلى جداء  .عدديتينمتتاليتين

A التلافّ  B∗ الرمز ب( )n nC c ∈= ℕإذا كان .  
lim n
n
a a

→∞
lim  و  = n

n
b b

→∞
=   

  : صار لدينا
lim

1
n

n

c
a b

n→∞
= ⋅

+
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  الإثبات
  يكن، ℕمن  nلنلاحظ أنهّ، مهما تكن 

0 0

1
( )

1 1 1

n n
n

n k k n k
k k

c a
b a a b

n n n
−

= =
∆ = − = −

+ + +∑ ∑  

limكان   لـمّاو  n
n
b b

→∞
)0المتتالية كانت   = )n nb  بالتعريف  محدودة. ويمكننا عندئذ أن نضع ≤

0
sup n
n

M b
≥

  ، فيكون=

  
01

n

n k
k

M
a a

n =
∆ ≤ −

+ ∑  

)على المتتالية Cesàroمبرهنةفإذا طبّقنا  ) 0n na a الصفر وجدنا أنّ   منالتي تتقارب  −≤

)0المتتالية  )n n≥∆  كانت المتتالية   لـمّا. و أيضاً  الصفر منتتقارب
0 0

1
1

n

k
k n

b
n

= ≥

    + ∑  تسعى

limنفسها، فإننا نستنتج أنّ  Cesàroمبرهنةبمقتضى  bإلى 
1

n

n

c
a b

n→∞
= ⋅

+
.  �  

) لتكن .رهنةمب 6-4. )n nA a ∈= ℕ و( )n nB b ∈= ℕ  ولنرمز إلى جداء  .عدديتينمتتاليتين
Aالتلاف  B∗ الرمز ب( )n nC c ∈= ℕإذا تقاربت المتسلسلات . na∑ وnb∑ 

  كان  ∑ncو

0 0 0
n n n

n n n

c a b

∞ ∞ ∞

= = =

     = ⋅        ∑ ∑ ∑  

  الإثبات

:  لنضع الرموز التالية
0

n

n k
k

A a
=

= و  ∑
0

n

n k
k

B b
=

= و  ∑
0

n

n k
k

c
=

∆ = ∑.   

  نلاحظ أنّ 
0 0 0

1 0 1 1 0

0 1 1 0

0 1 1 0

k k k k

k k k k

c a b

c a b a b

c a b a b a b

a B a B a B

−

−

=

= +

= + + +

∆ = + + +

⋮ ⋮ ⋮ ⋱

⋱⋮ ⋮ ⋮

⋯

⋯
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  ومنه
0 0 0

1 0 1 1 0

0 1 1 0

0 1 1 0
0

n n n n

n

k n n n

k

B a

B a B a

B a B a B a

B A B A B A

−

−
=

∆ =

∆ = +

∆ = + + +

∆ = + + +∑

⋮ ⋮ ⋮ ⋱

⋱⋮ ⋮ ⋮

⋯

⋯

  

 ا كان ـّولم
0

lim n n
n

n

A a a
→∞ ≥

= و ∑=
0

lim n n
n

n

B b b
→∞ ≥

= ، فإننا نجد بمقتضى ∑=

  التوطئة السابقة أنّ 

0

1
lim

1

n

k
n

k

a b
n→∞ =

  ∆ = ⋅  + ∑  

ولكن 
0

lim n n
n

n

c c
→∞ ≥

∆ =   أنّ  Cesàroمبرهنةلذلك نستنتج من  ∑=

0

1
lim

1

n

k
n

k

c
n→∞ =

  ∆ =  + ∑  

cومن ثمَّ يكون  ab=.وهو المطلوب إثباته ،  �  

) لنتأمّل المتتالية .مثال 7-4. )n nA a ∈= ℕ  المعرفّة بالعلاقة( 1)

1

n

na
n

−
=

+
. ولنرمز إلى جداء 

Aالتلاف  A∗ الرمزب ( )( 1)n n nC c ∈= −
ℕ

  . فيكون

0

1

( 1)( 1 )

n

n
k

c
k n k=

=
+ + −∑  

  :الآتيعلى الوجه  ncويمكننا إصلاح عبارة 

( )
1

0 1

1 1 1 2 1

1 1 1 1

n n

n
k k

c
n k n k n k

+

= =
= + =

+ + + − +∑ ∑  

إلى اموع  nHفإذا رمزنا بالرمز 
1

1
n

k k=
1، أمكننا أن نكتب ∑

2

1n nc H
n

+=
+

أنّ  تْ . لنثب

)المتتالية  )n nc ∈ℕ .متناقصة وتسعى إلى الصفر  
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lim أنّ  5-4.في الحقيقة سنرى، في المثال  1
ln
n

n

H

n→∞
  ، وهذا يثبت أنّ =

lim 0n
n
c

→∞
=  

∗من  nومن جهة أخرى لدينا، أياً كانت 
ℕ،  

1 1

1 1

1

1

2

2 2

1
2 1 2
( )

1 1
2

( 1)
( 1)

2 1
0

( 1)

n n n n

n n

n

n

k

c c H H
n n

H H
n n n

H
n n

n n k

− +

+ +

+

+

=

− = −
+

= − −
+ +

= −
+

  = >  +  
∑

  

)وهذا يثبت تناقص المتتالية  )n nc ∈ℕتناوبة الملة أنّ المتسلس 3-4. . نستنتج، بمقتضى المبرهنة
( 1)n nc∑ lnمتقاربة ومجموعها يساوي  ∑na مّا كانت المتسلسلةـمتقاربة. ول − ، عملاً 2

2فإننا نستنتج أنّ  3-2.بالمثال  2

0 0

( 1) ( ) (ln 2)n
n n

n n

c a

∞ ∞

= =
− = =∑   ، أو∑

( )
2

1

( 1) (ln 2)1 1
1

2 2

n

n n n

∞

=

−
+ + + =∑ ⋯  

  العبارات المقاربة المتعلّقة بالمتسلسلات الحقيقية 5.

)0لتكن  .تعريف 1-5. )n nu )0متتالية حدودها موجبة، ولتكن  ≤ )n nv   .عدديةّمتتالية  ≤

)نكتب  � )n nv O u=  َ0إذا وفقط إذا وُجِدn  فيℕ وK  في∗
+ℝ ،يحُقّقان   

0, n nn n v K u∀ ≥ ≤  

)نكتب  � )n nv o u=  إذا وفقط إذا تحقق الشرط  

0, , n nn n n v uε ε∀ε > ∃ ∈ ≥ ⇒ ≤ εℕ  
nوأخيراً نكتب  � nv u∼  إذا وفقط إذا كان( )n n nv u o u− =. 
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)0إذا كانت حدود المتتالية  .ملاحظة2-5. )n nu   موجبة تماماً. فإنّ  ≤
 ( )

0
( )

( ) lim 0

lim 1

n
n n

n n

n
n n

nn

n
n n

nn

v
v O u u

v
v o u u

v
v u u

≥

→∞

→∞

= ⇔

= ⇔ =

⇔ =∼

محــدودة المتتالية 

  
)0لتكن  .مبرهنة 3-5. )n nu )0متتالية حدودها موجبة، ولتكن  ≤ )n nv   .عدديةّمتتالية  ≤
  متقاربة فإنّ : ∑nuإذا كانت المتسلسلة  �

( )

(

.

.2

.3

)

1k k n n

k n k n

k k n n

k n k n

k k n n

k n k n

v O u v O u

v o u v o u

v u v u

∞ ∞

= =
∞ ∞

= =
∞ ∞

= =

 = ⇐ =  

 = ⇐ =  

⇐

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑∼ ∼

  

  باعدة فإنّ :مت ∑nuإذا كانت المتسلسلة  �

0 0

0 0

0 0

( )

( )

.1

.2

.3

n n

k k n n

k k

n n

k k n n

k k

n n

k k n n

k k

v O u v O u

v o u v o u

v u v u

= =

= =

= =

 = ⇐ =  

 = ⇐ =  

⇐

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑∼ ∼

  

  الإثبات
  متقاربة. ∑nuسنفترض أولاً أنّ  �

)كان  لـمّا 1. )n nv O u=  ّ0يوجد فإنهn  فيℕ ،وK  في∗
+ℝ ،يحُقّقان   

0, n nn n v Ku∀ ≥ ≤  

  متقاربة بالإطلاق، ويكون ∑nvفالمتسلسلة 

0 k k
k n k n

n n v K u

∞ ∞

= =
≥ ⇒ ≤∑ ∑  
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) لنفترض 2. )n nv o u= 0، ولتكن < ε  يوجدnε  فيℕ تحُقّق  
 , n nn n v uε∀ ≥ ≤ ε  

  متقاربة بالإطلاق، ويكون ∑nvفالمتسلسلة 

k k
k n k n

n n v u

∞ ∞

ε
= =

≥ ⇒ ≤ ε∑ ∑  

) دينالاستناداً إلى الفرْض  3. )n n nv u o u−   نجد 2. ، ومن ثمَّ بمقتضى=

k k k
k n k n k n

v u o u

∞ ∞ ∞

= = =

 − =   ∑ ∑ ∑  

  وهذا يثبت المطلوب.
  متباعدة. ∑nuلنفترض الآن أنّ  �
)كان  لـمّا 1. )n nv O u=  ّ1د يوجفإنهn  فيℕ ،1وK  في∗

+ℝ ،قانيحُق  

1 1n nn n v K u≥ ⇒ ≤  

1متباعدة فتوجد  ∑nuالمتسلسلة  ولكنّ  0n n≤ تحُقّق 
0

0

0
n

k
k

u
=

  . يمكننا من ثمَّ أن نعرّف∑<
0 0

2
0 0

n n

k k
k k

K v u
= =

 =   ∑ ∑  

0nعندئذ، أياً كانت  n≤يكن لدينا ،  
0

0

0

0

0 0 1

2 1
0 1

1 2
0

max( , )

nn n

k k k
k k k n

n n

k k
k k n

n

k
k

v v v

K u K u

K K u

= = = +

= = +

=

≤ +

≤ +

≤

∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑

  

)لنفترض 2. )n nv o u= 0 ولتكن < ε  يوجدnε  فيℕ  تحُقّق  
,

2n nn n v uε
ε

∀ ≥ ≤  
  ومن ثمَّ 

1 02

n n

k k

k n k

n n v u
ε

ε
= + =

ε
≥ ⇒ ≤∑ ∑  
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nويوجد  Nε ε≤ تحُقّق  

0 02

n n

k k

k k

n N v u
ε

ε
= =

ε
≥ ⇒ ≤∑ ∑  

  ستنتج من هذا أنّ متباعدة. ن ∑nuوذلك لأن 

0 0 1 0

n n n n

k k k k

k k k n k

n N v v v u
ε

ε

ε
= = = + =

≥ ⇒ ≤ + ≤ ε∑ ∑ ∑ ∑  

فيكون عندئذ 
0 0

n n

k k
k k

v o u
= =

 =   ∑ ∑.  

)استناداً إلى الفرْض لدينا، 3. )n n nv u o u−    2. ، ومن ثمَّ يكون بمقُتضى =

0 0 0

n n n

k k k
k k k

v u o u
= = =

 − =   ∑ ∑ ∑  

  �  بت المطلوب.وهذا يث

   أمثلة 4-5.

1 لتكن � < α و لنضع ،( ) 1
n

k n

R
k

∞
α

α
=

= كانت المتسلسلة  لـمّا. ∑
1

1

n
n

∞

α
=

 لـمّامتقاربة، و  ∑

  كان 

1 1

1 1 1 1

1 ( 1)n n nα α− α−

  −  α −  + 
∼  

  كان

( )
( )

1

1

1
nR

n
α

α−α −
∼.  

ليكن  �
1

1
n

n

k

H
k=

= كانت المتسلسلة   لـمّا. ∑
1

1

n
n

∞

=
  كان  لـمّامتباعدة، و  ∑

( )1 1
ln(1 ) ln ln 1n n

n n
+ − = + ∼  

lnnHكان  n∼.  
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)لنتعمّق أكثر في دراسة هذا المثال، ولنضع  )1 1
ln 1n

n n
γ = − 1 حين + n≤، فيكون  

  
1/ 1/

0 0

1
(1 )d d

1 1

n n

n

x
x x

x x
γ = − =

+ +∫ ∫  �  

  ومن ثمَّ 

   
1/

2
0

1
0 d

2

n

n x x
n

< γ ≤ =∫    

∑n نستنتج أنّ  γ لأن ، متسلسلة ذات حدود موجبة ومتقاربة
2

1

n
متقاربة. يسمّى مجموع  ∑

  كان  لـمّا. و γونرمز إليه عادة بالرمز  Euler أولر ثابتهذه المتسلسلة 
1

1

1
ln

n

k n
k

H n
n

−

=
γ = − −∑  

limفإننا نستنتج أنّ  ( ln )n
n

H n
→∞

− = γ.  
  ، يمكننا أن نكتب�في الحقيقة، إذا عُدنا إلى العلاقة 

( )
1/ 1/

1
0 0

1 1 1 1 1
d d

1 2 ( 1) 2 11

n n

n
n

x
x x x

x n n n n
γ = ≥ = = −

+ + ++∫ ∫  

كان   لـمّاو 
2

1 1 1
2,

1
n

n nn
∀ ≥ ≤ −

−
  ، كان لدينا

( ) ( )1 1 1 1 1 1
2,

2 1 2 1
nn

n n n n
∀ ≥ − ≤ γ ≤ −

+ −
  

    ومن ثمَّ 

  ( ) ( )1 1 1 1 1 1
2

2 1 2 1

m

k
k n

m n
n m n m=

> ≥ ⇒ − ≤ γ ≤ −
+ −∑  

  تسعى إلى اللااية نجد  mوبجعل 

( )1 1 1
2 ln

2 2( 1)nn H n
n n n

≥ ⇒ ≤ γ − − − ≤
−

  

  أو

  1 1
2 0 ln

2 2 ( 1)nn H n
n n n

≥ ⇒ ≤ γ − + + ≤
−
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  ذه العلاقة أن يكونتقتضي ه

2

1
ln

2
n

nH n
n n

ε
= + γ + +  

)1حيث  )n n≥ε .510نا المتراجحة السابقة عند تفيدوكذلك  متتالية محدودةn بالحصول على  =
  نجدإذ  γلعدد قيمة تقريبيّة ل

0.577 215 664 0.577 215 665< γ <  

  
  
  
  
  
  
  

qwe  
agd  
zxc  
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  اتـتمرين
J1. التمرين  من المتسلسلات التي حدّها العام: ادرس تقارب كل  

( ) ( )

( )

( )

( )
( )

2

2

/

1 1 1
,  sin , 1 cos ,

3

1 4 9 1
 , , ,
1 3 5 2 1 !!

2 5 8 3 1 1
, , .

1 5 9 4 3

n

n

n

n

nn

n

n nn

n a

n n nn

n a
a

n n an

α

∗
+α

−
−

⋅ ⋅
⋅ ⋅ +

⋅ ⋅ −
∈

⋅ ⋅ − +

⋯

⋯

⋯
ℝ

⋯

  

  الحـل

1إنّ تطبيق معيار كوشي على المتسلسلة التي حدّها العام  �

3

n
n

n

 −    
  ّا متقاربة.يبينّ أ  

بملاحظة أنّ  �
2 2

1 10 sin
n n

≤ 1nوذلك أياً كانت  ≥ نستنتج أنّ المتسلسلة التي  ≤

حدّها العام 
2

1sin
n

  متقاربة. 

2بملاحظة أنّ  �

2

1 1 10 1 cos 2 sin
2 2n n n

≤ − = 1nوذلك أياً كانت  ≥ ≥، 

11نستنتج أنّ المتسلسلة التي حدّها العام  cos
n

  متقاربة. −

إنّ تطبيق معيار دالمبير على المتسلسلة التي حدّها العام  �
21 4

1 3 (2 1)

n

n

⋅
⋅ +

⋯

⋯
  يبينّ تباعدها. 

1بملاحظة أنّ  � 1

!nn n
1nوذلك أياً كانت  ≥ نستنتج أنّ المتسلسلة التي حدّها العام  ≤

1

!n
n

  متباعدة. 

إنّ تطبيق معيار دالمبير على المتسلسلة التي حدّها العام  �
!

na

n nα
  يبينّ تقارا. 

2 إنّ تطبيق معيار دالمبير على المتسلسلة التي حدّها العام � 5 8 (3 1)

1 5 9 (4 3)

n

n

⋅ ⋅ −
⋅ ⋅ −

⋯

⋯
يبينّ  

  تقارا.
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المتسلسلة التي حدّها العامإنّ تطبيق معيار كوشي على  �
/

n

n

a

n α
اربة إذا كانت قيبينّ أا مت 

0α 0وأا متباعدة عندما تكون  < α>.  
1aوأخيراً نلاحظ أنهّ في حالة  �  يكون ≥

1 1
1,

1n
n

nn a
∀ ≥ ≥

++
  

1 تسلسلة التي حدّها العامفالم
nn a+

1aمتباعدة، وفي حالة      يكون ≤

1 1
1,

n n
n

n a a
∀ ≥ ≤

+
  

1وعليه تكون المتسلسلة التي حدّها العام 
nn a+

 ú  متقاربة. 

Jأوجد مجموع 2. التمرين   من المتسلسلات التّالية: كل  

2

0 0
2

4 2 2
0 1

1
( 1)

1 1
2 1 1

( 1)3 , ( 1) 3 ,

3 2
, ln ,
1 3

sin1 1 2
, ,

cos cos1 1

n n

n n

n n

n n

n n n n

n n

n n n

n n n n

n n n

+∞ +∞
− −

= =
+∞ +∞

= =
+∞ +∞

+

= = +

+ +

 + +    + + + 

  + −   − +

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

  

  الحـل
  نعلم أنّ  �

1
0

1
, 1, 1 ,

(1 )

p n
n p p

n

p a C a
a

∞

+ +
=

 ∀ ∈ ∀ ∈ − + =  −
∑ℕ  

1/3aفإذا وضعنا  1pو أخذنا  = 2pو =   استنتجنا أنّ: =

2
0

1 9
( 1)3

4(1 1/3)

n

n

n

∞
−

=

+ = =
−

∑    

    و
3

0

2 27
( 2)( 1)3

4(1 1/3)

n

n

n n

∞
−

=

+ + = =
−

∑  
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  وعليه يكون

2

0

27 9 9
( 1) 3

4 4 2
n

n

n

∞
−

=

+ = − =∑  

   لنلاحظ أنّ  �

4 2

1 1 1
,

2 1 ( 1) 1 ( 1)1

n
n

n n n nn n

 ∀ ∈ = −   + − + + + +
ℕ  

  ومن ثمَّ 

4 2
0

1 1
1

2 1 ( 1)1

m

n

n

m mn n=

 = −   + + + +
∑  

  تسعى إلى اللااية نجد mوبجعل 

4 2
0

1

21n

n

n n

∞

=

=
+ +

∑  

  وبأسلوب مماثل نلاحظ أنّ  �
2

2
1 1

3 2 2 3
ln ln ln

13
3

ln 3 ln
1

m m

n n

n n n n

n nn n

m

m

= =

      + + + +     = −          +   +   
 + = −   + 

∑ ∑
  

  تسعى إلى اللااية نجد mوبجعل 
2

2
1

3 2
ln ln 3

3n

n n

n n

∞

=

 + +   =   + 
∑  

2nلدينا في حالة وكذلك،  �   ما يأتي: ≤

1 1 2 1 1 1 1

1 1 1 1n n n n n n n

         + − = − − −               − + − +
  

  استنتجنا بأسلوب مماثل لما سبق أنّ 

2

1 1 2 1
1

1 1 2n n n n

∞

=

  + − = −  − +
∑  
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  كان  لـمّاوأخيراً،  �
1

sin
1 1( 1)

1, tan tan
1 1 1

cos cos
1

n n
n

n n

n n

+
∀ ≥ = −

+
⋅

+

  

  استنتجنا بأسلوب مماثل لما سبق أنّ 

  
1

sin(1/ ( 1))
tan(1)

cos(1/ ) cos(1/( 1))n

n n

n n

∞

=

+
=

⋅ +∑  ú  

Jليكن  3. التمرينp  ولتكن 2عدداً طبيعيّاً أكبر من .( )n na ∈ℕ  متتالية متناقصة من الأعداد
nالموجبة. لنضع 

n
n pb p a= بينّ أنّ للمتسلسلتين .na∑ وnb∑  الطبيعة نفسها. ثم

المتسلسلة طبيعة ادرس 
( )2

1

lnn n n βα
≥
∑.  

  الحـل
)لمتتالية بالاستفادة من تناقص ا )n na ∈ℕ  ّنستنتج أن  

1

1

1
1 11, ( ) ( )

n

n n

n

p
n n n n

kp p
k p

n p p a a p p a −

−

−
− −

=

∀ ≥ − ⋅ ≤ ≤ − ⋅∑  

  أو

1

1

1

1
1, 1 ( 1)

n

n

p

n k n

k p

n b a p b
p −

−

−
=

 ∀ ≥ − ≤ ≤ − ⋅   ∑  

  ومنه
1 1

1 1 0

1
1, 1 ( 1)

nn p n

k k k
k k k

n b a p b
p

− −

= = =

 ∀ ≥ − ⋅ ≤ ≤ − ⋅   ∑ ∑ ∑  

إذن تكون المتتالية 
0

n

k
k n

b
= ∈

      
∑

ℕ

محدودة إذا وفقط كانت  
0

n

k
k n

a
= ∈

      
∑

ℕ

محدودة، وعليه فإنّ  

  الطبيعة نفسها. ∑nbو ∑naلمتسلسلتين ل
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1لندرس المتسلسلة ذات الحد العام

(ln )
na

n nα β
)2. نلاحظ أوّلاً أنّ المتتالية= )n na متتالية  ≤

  ذات حدود موجبة.
1αفي حالة  � α,1من  γنختار  <   فيكون ،lim 0n

n
n aγ

→∞
ه تكون ، وعلي=

na∑  1متقاربة لأن

nγ
  متقاربة. ∑

1αفي حالة  � )أو  > 1))α ))و = 0)β limيكون  > n
n

na
→∞

= ه لي، وع∞+

1 متباعدة لأنّ  ∑naتكون 
n

  متباعدة. ∑

)في حالة  � 1))α ))و = 0)β 2pنطبّق في هذه الحالة نتيجة التمرين بأخذ  ≤ = 

ون كمثلاً في
2

(ln2)
2 n
n

nb a
n

β

β

−
= تكون متقاربة  ∑na، وعليه فإنّ المتسلسلة =

1في حالة  β<  0ومتباعدة في حالة 1β≤ ≤.  
  النتيجة

1تتقارب المتسلسلة ذات الحدّ العام 

(ln )
na

n nα β
1αإذا وفقط إذا كان  = > 

)أو 1))α ))و = 1)β >.  ú  

Jمن القضايا أثبت ص 4. التمرين الآتيةحّة كل:  
. عندئذ تكون المتسلسلة حدودهما موجبةمتقاربتين متسلسلتين  ∑nvو ∑nuلتكن   1.

n nu v∑ .متقاربة  
0متسلسلة متقاربة ذات حدود موجبة. عندئذ يوجد عدد  ∑nuلتكن  2. K<  يحُقّق  

1

1,    
n

p
p

n u K n
=

∀ ≥ ≤∑.  

2متسلسلة ذات حدود موجبة بحيث تكون المتسلسلة  ∑nuلتكن  3. 2
nn u∑  .متقاربة

  متقاربة. ∑nuعندئذ تكون المتسلسلة 
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)لتكن  4. )n nu ∈ℕ المتسلسلة  ولنفترض أنّ ة متناقصة من الأعداد الحقيقيّة الموجبة متتالي
nu∑  متقاربة. عندها يكون لديناlim 0n

n
nu

→+∞
تيجة صحيحة هل تبقى هذه الن. =

) إذا لم نفترض المتتالية )n nu ∈ℕ متناقصة ؟  
  الحـل

1يكفي أن نلاحظ أنّ  1.
, ( )

2n n n nn u v u v∀ ∈ ≤ +ℕ.  

1كان   لـمّا 2.
, 0,

2
n

n

u
n uλ λ

λ

  ∀ ∈ ∀ > ≤ +   
ℕ  ّاستنتجنا أن  

1 1

111, 0, ( )
2

n n

k k
k k

n u n uλ λ
λ= =

∀ ≥ ∀ > ≤ +∑ ∑  

،n لعددفإذا اخترنا، عند قيمة معطاة ل
1

1
n

n k
k

u
n

λ λ
=

= = 0nλ، وكانت∑   ، وجدنا<

1
1

1,
n

n

k kk
k

n u n u S n
=

=

∀ ≥ ≤ ⋅ ≤ ⋅∑ ∑  

0nλأمّا في الحالة التي تكون فيها    فإنّ المتراجحة السابقة تكون واضحة. =
nv/21بأخذ  1.لنقطة نستفيد من ا 3. n=.  
  لنلاحظ أنّ  4.

2 1

2,
n

n k
k n

n n u u

−

=

∀ ∈ ⋅ ≤ ∑ℕ  

2limوعليه فإنّ  (2 ) 0n
n

nu
→∞

  . وكذلك فإنّ =

2 1 2 2 1, (2 1) n n nn n u n u u+ +∀ ∈ + ≤ +ℕ  
2إذن  1lim ((2 1) ) 0n

n
n u +→∞
+ )0هن أنّ المتتالية ، وهذا يبر = )n nnu   تسعى إلى الصفر. ≤

)0 في الحقيقة، إنّ شرط تناقص المتتالية )n nu )1أساسي، إذ لو تأمّلنا المتتالية  ≤ )n nv المعرّفة  ≤
nv/1بالشرط  n=  إذا كانn 0مربعّ عدد طبيعي، وnv كذلك، لوجدنا   nإذا لم يكن  =

limومع ذلك فإنّ ، متقاربة ∑nvأنّ المتسلسلة  1n
n

nv
→∞

=.  ú  
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Jلتكن 5. التمرين ( ) 1n na )متتالية من الأعداد الحقيقيّة الموجبة تماماً، ولنعرّف المتتالية  ≤ ) 1n nv ≥ 
  بالعلاقة:

( ) ( )11 1
n

n
n

a
v

a a
=

+ +⋯
  

  متقاربة. ∑nvأثبت أنّ المتسلسلة  1.

متباعدة إذا وفقط إذا كان  ∑naأثبت أنّ المتسلسلة  2.
1

1n
n

v
+∞

=
=∑.  

  الحـل
)1لنعرّف المتتالية  1. )n nw   كما يلي:  ≤

1 1

1 : 1

1
: 2

(1 ) (1 )

n

n

n

w
n

a a −

 ==  ≥ + + ⋯

  

   عندئذ نتحقّق بسهولة أنّ 
11, n n nn v w w +∀ ≥ = −  

  وعليه يكون لدينا

1 1 1
1

1, 1
m

n m
n

m v w w w+
=

∀ ≥ = − ≤ =∑  

  متقاربة لأا ذات حدود موجبة ومتتالية مجاميعها الجزئيّة محدودة. ونرى كذلك أنّ  ∑nvوالمتسلسلة 

1
1

1

1 lim 0

lim (1 )

n m
m

n
m

k
m

k

v w

a

∞

+→∞=

→∞ =

= ⇔ =

⇔ + = +∞

∑

∏
  

  ولكن، بالاستفادة من المتراجحة البسيطة
, 1 xx x e∀ ∈ + ≤ℝ  

  نرى أنّ 

11 1

(1 ) exp
m mm

k k k
kk k

a a a
== =

  ≤ + ≤    
∑ ∑∏  
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  وهذا يبرهن أنّ 

1 1

lim (1 ) lim
mm

k k
m m

k k

a a
→∞ →∞= =

+ = +∞ ⇔ = +∞∑∏  

  ú  2.ويثُبتُ 
  
Jلتكن  6.التمرين( )n na ∈ℕ و( )n nb ∈ℕ يقيّة الموجبة تماماً، ولنفترض متتاليتين من الأعداد الحق

   يحُقق ℕفي  0nوجود عدد 
1 1

0,
n n

n n

a b
n n

a b
+ +∀ ≥ ≤  

وجِدَ  . ثمُ أثبت أنه إذا∑na يقتضي تقارب المتسلسلة ∑nb أثبت أنّ تقارب المتسلسلة

1 عدد حقيقيّ  < α  يحُقّق( )1

1
n

n

a n

a n

α
+ ≤

+
0nأياً كانت   n≤  ،كانت 

  متقاربة. ∑na المتسلسلة
  حيث  ∑naادرس تقارب المتسلسلة  .تطبيق  

( )

( )

1 3 5 2 1 1

2 4 6 2 2 1n

n
a

n n

⋅ ⋅ −
=

⋅ ⋅ +
⋯

⋯
  

  الحـل

ينتج من الفرْض أنّ المتتالية
0

n

n n n

a

b ≥

     
متناقصة، وعليه إذا عرفّنا 

0 0n nM a b=  كان  

0, n nn n a M b∀ ≥ ≤  
  .∑naيقتضي تقارب المتسلسلة ∑nbومن ثمَّ فإنّ تقارب المتسلسلة

  
nb/1وبتطبيق هذه النتيجة في حالة  nα= 1 نستنتج أنهّ إذا وُجِدَ عدد حقيقي α< يحُقّق 

1 المتراجحة

1
n

n

a n

a n

α

+  ≤   + 
0nأياً كانت   n≥  ،المتسلسلة  كانتna∑ متقاربة.  
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  وأخيراً بملاحظة أنّ 
2, (2 1)(2 3) 4( 1)n n n n∀ ∈ + + ≤ +ℕ  

  نستنتج بسهولة أنهّ في حالة 
1 3 5 (2 1) 1

2 4 6 (2 ) 2 1n

n
a

n n

⋅ ⋅ −
=

⋅ ⋅ +
⋯

⋯
  

  نو يك

1 12 1 2 1 2 1 2 1
1,

2( 1) 2 3 2 3 2 3
n n

n n

a bn n n n
n

a n n n n b

+ ++ + + +
∀ ≥ = ⋅ ≤ ⋅ =

+ + + +
  

 عرفّنا اإذ
3/2

1

(2 1)
nb

n
=

+
.  

  na∑.  ú ةيقتضي تقارب المتسلسل ∑nb وعليه فإنّ تقارب المتسلسلة

Jليكن  7. التمرين:ϕ ∗ ∗→ℕ ℕ  تطبيقاً متبايناً. أثبت أنّ المتسلسلة
2

1

( )

n

n

n

ϕ

≥
  متباعدة. ∑

  الحـل

0لنعرّف  0A ، و=
1

1, ( )
n

n
k

n A kϕ
=

∀ ≥ = )اد دنت الأعكا  لـمّا.∑ )
1

( )
k n

kϕ
≤ ≤

أعداداً  

} طبيعيّة موجبة تماماً ومختلفة، فإنّ مجموعها أكبر أو يساوي مجموع الأعداد }1,2, ,n… وعليه .
  : يكون لدينا

( 1)
,

2n

n n
n A

+
∀ ∈ ≥ℕ  

  نستنتج إذن أنّ 
1

1

2 2 2 2
1 1 1 1

1

2 2 2
1

1

2 2 2
1

( )

( 1)

1 1

( 1)

( 1) 2 1 ( 1)

22 ( 1)

n n n n
k k k k

k k k k
n

n
k

k
n

k

A A A Ak

k k k k

A
A

n k k

n n k k k

n k k

ϕ
−

−

= = = =
−

=
−

=

−
= = −

+
  = + −   + 

+ + +
≥ + ⋅

+

∑ ∑ ∑ ∑

∑

∑
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  ومن ثمَّ 
1

2
1 1

1

1 1

( ) 1 1 2 1

2 2 ( 1)

1 1 1 1 1 1
1

2 2 1

n n

k k
n n

n
k k

k n k

n k kk

H
n k k k

ϕ
−

= =
−

= =

+ +
≥ +

+
     ≥ + + + = =      +   

∑ ∑

∑ ∑
  

limونستنتج من كوْن  n
n

H
→∞

= أنّ المتسلسلة  ∞+
2

1

( )

n

n

n

ϕ

≥
  ú  متباعدة. ∑

J1احسب مجموع المتسلسلة  8. التمرين
1

1
p

n pn C

+∞

+
+=

1بعد أن تثبت تقارا أياً كان  ∑ p≤.  

  الحـل

لنضع 
1

1 (1 )!

( ) (1 )n p
p n

p
a

p n n nC +
+

+
= =

+ +⋯
  ، ولنعرّف

( 1)!
( 1)

( 1 ) (1 )n

p
b p

p n n n

−
= +

− + +⋯
  

1nعندئذ نتحقّق بسهولة أنّ  n na b b +=   . وعليه فإنّ nوذلك أياً كانت  −

  1 1 11
1

1 1
m

m mp
n n p

p
b b b

pC
+ →∞+

= +

+
= − → =∑  ú  

Jرس تقارب المتسلسلة اد 9. التمرينnv∑ 2 في حالة
=1

1
(ln )

n

n

p

v p
nα= د السؤال عِ  أَ ، ثمُ ∑

عندما 
1

1
! sin

n

n

p

v n
p=

= ∏.  

  الحـل
  نلاحظ أوّلاً أنّ  3.نستفيد هنا من نتيجة التمرين  �

2 2( 1)(ln2) (ln )
2, n

n n n
n v

n nα α

−
∀ ≥ ≤ ≤  

2αمتباعدة في حالة  ∑nvتسلسلة الم تكونوعليه  2α حالة، وتكون متقاربة في ≥ > .  
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,3يمكننا الاستفادة من المتراجحة البسيطة  � sinx x x x∀ ∈ ≥ −ℝ ّفنجد أن ،  
1 1 1

1, sin 1
p

p p
p pp

−
∀ ≥ ≥ − =  

  وعليه يكون

1 2

1 1 sin1
1, ! sin sin1

n n

n
p p

p
n v n

p np= =

−
∀ ≥ = ⋅ ≥ ⋅ =∏ ∏  

  ú  متباعدة. ∑nvإذن المتسلسلة 

  

Jلتكن  10. التمرينnu∑  متسلسلة متقاربة حدودها موجبة. نفترض أنه يوجد عدد حقيقي
0cموجب    يحقق  <

0, k n
k n

n u c u
>

∀ ≥ ≤∑  

  يحُققان bو aأثبت أنه يوجد عددان موجبان   
0 1a< ,0   و   > n

nn u ba∀ ≥ ≤  
  الحـل

nلنضع  k
k n

R u

∞

=

= 0وذلك أياً كانت  ∑ n≤ذ يكون لدينا. عندئ  

   1 10, ( )n n nn R c R R+ +∀ ≥ ≤ −  
  أو

  10,
1n n

c
n R R

c
+∀ ≥ ≤

+
  

  وينتج من ذلك أنّ 

00,
1

n

n n
cn u R R
c

 ∀ ≥ ≤ ≤   +
  

  ú  وهذا يثُبتُ المطلوب.

Jلتكن  11. التمرين( ) 1n na 2المتسلسلة  نفترض أنّ  ،متتالية حدودها موجبة ≤
na∑متقاربة. نعرّف 

nα وA :بالصيغتين   
1

1
n

n k

k

a
n =

α = 2و    ∑

1
n

n

A a

∞

=
= ∑.  
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2أثبت أنّ  1. 2 2
11, 2 ( 1)n n n n nn a n n−∀ ≥ α − α ≤ − α − α.  

2استنتج أنّ المتسلسلة  2.
nα∑  ّ2متقاربة وأن

1

4n
n

A

∞

=
α ≤∑.  

  ؟ هو أفضل عدد يمكن أن نضعه في المتراجحة السابقة 4هل العدد  3.

  الحـل

,11لاً أنّ لنلاحظ أوّ  1. ( 1)n n nn n a nα α −∀ > = +   وعليه بالتربيع نجد −
2 2 2 2 2

11, ( 1) 2n n n n nn n n n a aα α α−∀ > − = − +  
1ومنه أياً كانت  n< فلدينا  

2 2 2 2 2
1( 1) ( 1) 2( 1) ( ) 0n n n n n nn n n a aα α α α−− − − + − = − ≥  

1nإذن بالقسمة على العامل المشترك الموجب    نجد −
2 2
11, ( 1) ( 1) 2 0n n n nn n n aα α α−∀ > − − + + ≥  

  . 0αالمتراجحة المطلوبة. لاحظ أّا تبقى صحيحة مهما كانت القيمة التي نعطيها للحد  تُكافئ وهي
  بجمع المتراجحات 2.

2 2 2
11, 2 ( 1)k k k k kn k a k kα α α α−≥ ≥ − ≤ − −  

  طرفاً إلى طرف نجد

2 2

1 1

1, 2 0
n n

k k k n
k k

n a nα α α
= =

∀ ≥ − ≤ − ≤∑ ∑  

2  أو

1 1

1, 2
n n

k k k
k k

n aα α
= =

∀ ≥ ≤∑ ∑  

  نجد أنّ  Cauchy-Schwartzوبالاستفادة من متراجحة 

2 2 2

1 1 1

1, 2
n n n

k k k
k k k

n aα α
= = =

∀ ≥ ≤ ⋅∑ ∑ ∑  

  أو

  2 2

1 1

1, 4 4
n n

k k
k k

n a Aα
= =

∀ ≥ ≤ ≤∑ ∑  
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2ثابتاً يحُقق المتراجحة  γليكن   3. 2

1 1
k k

k k

aα γ

∞ ∞

= =

≤∑ ات الحدود مهما تكن المتتالية ذ ∑

)1الموجبة )n na 2التي تكون عندها المتسلسلة  ≤
na∑   .متقاربة  

)، ولنعرّف المتتالية ℕ∗من  mلتكن  )
1( )m

n na   كما يلي:   ≥

( ) 1 : 1

0 :
m
n

n n n m
a

m n

 − − ≤ ≤=  <
  

)عندئذ تعطى المتتالية  )
1( )m

n nα   بالعلاقة ≥

( )

1
: 1

:

m
n

n m
n
m

m n
n

α

 ≤ ≤=  <

  

  ويكون

{ } ( ) 1 1
2,3, , ,

1 2 1

m
nn m a

n n n
∀ ∈ = ≤

+ − −
…  

  إذن

( ) 2 ( ) 2

1 1 1

1

2

1
( ) ( )

1 1 3
1

4 4 4

m m
m m

m n n
n n n

m

m
n

H a
n

H
n

α γ

γ γ
γ

∞

= = =
−

=

  = = ≤    
  ≤ + ≤ +   

∑ ∑ ∑

∑
  

تسعى إلى ما  mثمُّ بجعل  mHالعدد التوافقي المألوف. بالقسمة على إلى  mH إذ رمزنا بالرمز

1لااية نجد أنّ 
4

γ
4، أو ≥ γ≤هو أصغر ثابت يمكن أن نضعه  4 . ينتج من ذلك أنّ العدد

  ú  في المتراجحة المدروسة.
   

Jلتكن  12. التمرين( ) 1n na  متتالية حدودها موجبة، نعرّف ≤
1

n

n k
k

S a
=

=   . ونفترض أنه ∑

21, n
n

S
n a

n
∀ ≥ ≤  

  ؟∑naما طبيعة المتسلسلة 
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    الحـل
1nبملاحظة أنّ  n na S S −= 1ه، مهما تكن نستنتج أنّ  − n< فلدينا  

12

1
1 n nS S

n
−

  − ≤  
     

  أو

1

1

1n n

n n
S S

n n
−

+
≤

−
  

فالمتتالية 
1

1
n

n

n S
n ≥

 +    
1حدّها الأعلى هو و متناقصة،   12 2S a= ّنستنتج إذن أن ،

12nS a≤  1مهما تكن n≤ والمتسلسلة ذات الحدود الموجبة ،na∑ .متقاربة  ú  

Jليكن  13. التمرينa وb ولنتأمّل المتتاليةينن موجبيعدد ، ( ) 1n na   : قتحقّ التي  ≤

0 0a ,10   و   < n

n

a n a
n

a n b
+ +

∀ ≥ =
+

.  

  واحسب مجموعها في حال تقارا. ،∑na ادرس تقارب المتسلسلة

  الحـل

)0نلاحظ أوّلاً أنّ حدود المتتالية  )n na   موجبة تماماً. ومن ناحية أخرى فإنّ  ≤

1 10, ( 1) ( 1)n n n nn n a na aa b a+ +∀ ≥ + − = − −  

1mإلى  0من  nوبجمع هذه العلاقات عندما تتحوّل    نجد −

00, ( ) ( 1)m m m mm ma a S a a b S∀ > = − + − −  

عرفّنا وقد
1

m

m k
k

S a
=

=   . إذن∑

  00, ( ) ( 1)n nn n a a a b S aa∀ > + = − + +  (1)  
  نناقش إذن الحالتين التاليتين:

1حالة � 0a b− + 0أنّ  (1)، عندئذ ينتج من ≤
n

aa
a

n a
≥

+
0n أياً كان  وعليه  <

  عدة.متبا ∑naتكون المتسلسلة 
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1حالة � 0a b− + 0فسها أنّ ن (1)، عندئذ ينتج من >

1n

aa
S

b a
≤

− −
أياً كان العدد  

0n   .ئيّة محدودةٌ مجاميعها الجز  ةَ لأنّ متتالي متقاربةٌ  ∑na، والمتسلسلة ذات الحدود الموجبة <

ليكن   
1

n
n

a

∞

=

= ∑ℓ  أنّ  (1)عندئذ ينتج من  

0lim ( ) ( 1)n
n

n a a a b aa λ
→∞

+ = − + + =ℓ  

0λفإذا كان   1متباعدة لأنّ لها طبيعة المتسلسلة المتباعدة ∑naاستنتجنا أنّ  ≠
n a

∑
+

 ،

0λوهذا تناقض. إذن لا بدُّ أن يكون  0ومن ثمَّ  =

1

aa

b a
=

− −
ℓ .  

  وأخيراً نستنتج ما يلي:  
1  في حالة � 0a b− +   متباعدة. ∑na، تكون المتسلسلة ≤
1وفي حالة � 0a b− +   متقاربة ويكون ∑na، تكون المتسلسلة >

    0

0

( 1)

1n
n

b a
a

b a

∞

=

−
=

− −∑  

  ú    وهي النتيجة المرجوّة.
  
Jلتكن  14. التمرين( ) 0n nF   الآتية:المعرفّة تدريجيّاً بالعلاقات  Fibonacciمتتالية  ≤

 0 1 1 11, 1, n n nF F n F F F+ −= = ∀ ≥ = +  
)أثبت أن  1. ) 0n nF   .∞+تسعى إلى  ≤

2إلى الجذر الموجب للمعادلة ωنرمز بالرمز  2. 1x x= 1. احسب +

1

n n

n n

F F

F F
+

−

− ω
− ω

  

1و ωبدلالة  n≤1. واستنتج أن المتتالية

0

n

n n

F

F
+

≥

    
  متقاربة، واحسب  ايتها. 

)الحقيقية مجموعة المتتاليات Eنسمّي  3. ) 0n nx   التي تحقق  ≤
1 11, 3n n nn x x x+ −∀ ≥ = −  

.a  أثبت أن المتتاليتين( )2 0n nF )و  ≤ )2 1 0n n
F +   .E تنتميان إلى ≤
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.b لتكن( ) 0n nx 2. أثبت أن المقدار Eمتتالية من  ≤
1 1n n nx x x− العدد لا يتعلّق ب −+

n 0.واستنتج بدلالةx1وx وnx  1وnx   اموع قيمة +
2
1 0 2

11

1
( )

n

k kk

x x x
x x +=

− ∑  

.c  استنتج تقارب المتسلسلتين
2 2 20

1

n nn
F F

∞

+=
و∑

2 3 2 10

1

n nn
F F

∞

+ +=
قيمة احسب و  ∑

  مجموعيهما.

.d استنتج تقارب المتسلسلتين
20

1

n nn
F F

∞

+=
و ∑

20

( 1)n

n nn
F F

∞

+=

  واحسب مجموعيهما. ∑−

  الحـل
,1أنّ  nفي الحقيقة، يمكننا أن نثبت بسهولة بالتدريج على 1. nn F n∀ ≥ نستنتج . إذن ≤

limأنّ  مباشرة
n

n
F

→∞
= +∞.  

1لنلاحظ أنهّ مهما تكن  2. n≤ يكن  
1 1

2
1

1

(1 )

( )

1
( )

n n n n

n n

n n

F F F F

F F

F F

ω ω

ω ω ω

ω

ω
ω

+ −

−

−

− = − +

− −
=

−
−

= −

  

  إذن 
1

1

1
1, n n

n n

F F
n

F F

ω

ω ω

+

−

− −
∀ ≥ =

−
  

  ، ما يلي:nينتج من ذلك، بالتدريج على 
1

1

1
0,

n

n nn F Fω
ω

+

+

 − ∀ ≥ − =   
  

1ωالسؤال السابق ومن كوْن فإذا استفدنا من  1limاستنتجنا أنّ  < n n
n

F F ω+→∞
=.  

. .3a في الحقيقة لدينا  
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1وذلك أياً كانت  n≤2 . إذن تنتمي المتتالية( )n nF ∈ℕ  إلىE . اثل على ممنبرهن بأسلوب و

2انتماء المتتالية  1( )n nF + ∈ℕ  إلىE.  

. .3b 0 لتكن( )n nx   . نلاحظ أنّ Eمتتالية من  ≤
2 2
1 2 1 1

2
1 1

2
1 1

(3 )

(3 )

n n n n n n n

n n n n

n n n

x x x x x x x

x x x x

x x x

+ + + +

+ +

+ −

− = − −

= − −

= −

  

). إذن المتتالية n وذلك أياً كانت )2
1 1 1n n n n

x x x− + ≥
2ثابتة وتأخذ القيمة  −

1 0 2x x x−.  

1، مهما تكن وعليه n≤ ْأن نكتبَ  ، يمكن  
2

1 12
1 0 2

1 11 1

1

1 1

0

1 1

1
( )

n n
k k k

k kk k k k
n

k k

k k k

n

n

x x x
x x x

x x x x

x x

x x

x x

x x

− +

= =+ +

−

= +

+

−
− =

  = −   

= −

∑ ∑

∑  

. .3c  ّنستنج مما سبق أن  

2 2 0
2 0 4

1 2 2 2 2 2 2

1
1, ( )

m
m

n n n m

F F
m F F F

F F F F= + +

∀ ≥ − = −∑  

  ومنه

2 12

1 2 2 2 2 1 2 2

1 1
1,

2

m
mm

n n n m m

FF
m

F F F F

+

= + + +

∀ ≥ = −∑  

  
  نستنتج أنّ  2.تسعى إلى اللااية والاستفادة من  mوبجعل 

2 2 2 1 2

2 2 1 2

2 2 2 2 2

2 2 23

n n n

n n n

n n n n

n n

F F F

F F F

F F F F

F F

+ +

−

−

−

= +

= + +
= + − +
= −
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2
1 2 2 2

1 1 1

2n n nF F ω

∞

= +

= −∑  

  لدليل الصفري وجدنا، إذ أضفنا الحدّ ذي اوعليه

  
2

0 2 2 2

1 1 1 5 1
1

2n n nF F ωω

∞

= +

−
= − = =∑  �  

  وكذلك فإنّ 

2 12 1
3 1 5

1 2 1 2 3 2 3 3

1
1, ( )

m
m

n n n m

F F
m F FF

F F F F

+

= + + +

∀ ≥ − = −∑  

  ومنه

2 1 2 2

1 2 1 2 3 2 2 2 3

1 1
1,

3

m
m m

n n n m m

F F
m

F F F F

+ +

= + + + +

∀ ≥ = −∑  

  نستنتج أنّ  2.تسعى إلى اللااية والاستفادة من  mوبجعل 

2
1 2 1 2 3

1 1 1

3n n nF F ω

∞

= + +

= −∑  

  وعليه

  
2

0 2 1 2 3

1 1 1 3 5
1

2n n nF F ωω

∞

= + +

−
= = − =∑  �  

. .3d  نستنتج بسهولة أنّ  �و �بجمع وطرح المتسلسلتين المتقاربتين في  

  
0 0 02 2 2 2 2 1 2 3

0 0 02 2 2 2 2 1 2 3

1 1 1
1

( 1) 1 1
5 2

n n nn n n n n n

n

n n nn n n n n n

F F F F F F

F F F F F F

∞ ∞ ∞

= = =+ + + +

∞ ∞ ∞

= = =+ + + +

= + =

−
= − = −

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

    

  ú    وهي النتيجة المرجوّة.

Jبالأساس لأعداد الحقيقيّةار نش 15. التمرين p .( ), 2p p∗∈ ≥ℕ  
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)المتتالية  إنّ عدداً حقيقيّاً موجباً. نقول  xليكن    ) 0n nd شر الن تمثلن الأعداد الطبّيعيّة م ≤
  الية:قط إذا تحقّقت الشّروط التإذا وف x لعددل pبالأساس 

0

,  0

, :   1

n

m

n
n

n

n d p

n m n d p

d
x

p

∗

∗

+∞

=

∀ ∈ ≤ <

∀ ∈ ∃ > ≠ −

= ∑

ℕ

ℕ

�

�

�

  

)ليكن  1. ) 0n nd )و ≤ )
0n n

d ≥
  .pبالأساس  xنشرَين للعدد  ′

1kبينّ أنّ  � k
nk

k n

d d

pp>

′−
0 واستنتج أنّ  ∑> 0x d d  ′= = .  

)لنفترض أنّ  � ) ( )0 0n nn n
d d≥ ≥

الشرط  أصغر عدد طبيعيّ يحقق 0n كنولي ≠′

0 0n nd d . بافتراض أنّ ≠′
0 0n nd d أثبت أنّ  <′

0

0

1k k
nk

k n

d d

pp>

′−
> −∑ 

  واستنتج أنّ 

0

0n n
n

n

d d

p

+∞

=

′−
>∑  

  .pيقبل على الأكثر نشراً واحداً بالأساس  xبينّ أنّ  �
) لتكن 2. ) 0n nd   لعدد حقيقيّ. pشر بالأساس . بينّ أّا الن�و �متتالية تحقّق  ≤
)عدداً حقيقيّاً. نعرّف المتتاليتين  xليكن  3. ) 0n na )و ≤ ) 0n nu   على الوجه التّالي: ≤

0 1

0

, 1, ( ) ,n
n n

n
k

n k
k

a x n a p x u

a
u

p

−

=

  = ∀ ≥ = −    

= ∑
  

0أنّ  أثبت  � 1na p≤ ≤   ℕمن  nه في حالة وأنّ ، ℕ∗من  nأياًّ كانت  −
0 لدينا n

nx u p−≤ − )، ثمَُ استنتج أنّ المتتالية > ) 0n na   .�و �تحقق  ≤

)لنفترض أنّ  � ) 0n na k. ليكن �لا تحقّق الشّرط  ≤ أصغر عدد طبيعيّ يحقق  ′
, 1nn k a p′∀ ≥ = ). لنضع − )max 0, 1k k ′=   ، ثمُّ لنعرّف:−
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:

1 :

0 :

n

n k

a n k

b a n k

n k

 <= + = >

  

بينّ أنّ 
0

0n n
n

n

b a

p

+∞

=

−
)وأنّ  ∑= ) 0n nb   .�و �و �تحقّق الشروط  ≤

  . نكتب إذن pيقبل نشراً بالأساس  xاستنتج أنّ كلّ عدد حقيقيّ موجب  �
( )0 1 2... ...n px d d d d= ⋅  

) تتاليةالم عدداً حقيقياًّ سالباً تماماً، نسمّي xإذا كان    				 ) 0n nd  للعدد p شر بالأساسالن −≤
x إذا كانت( ) 0n nd )للعدد  p النشر بالأساستمثل  ≤ )x− ونكتب  

( )0 1 2... ...n px d d d d= − ⋅  

aليكن  4.
x

b
)اً، ولتكن بعدداً عادياً موج = ) 0n na )و ≤ ) 0n nu المتتاليتين المعرفّتين  ≤
)تتاليتيننعرّف الم 3.في  xانطلاقاً من  ) 0n nr )و ≤ ) 0n ns الأعداد الطبيعيّة على  من ≤

  :الآتيالوجه 
0 0 0

1 1 1

, 0

, 0n n n n

a bs r r b

pr bs r r b+ + +

= + ≤ <

= + ≤ <
  

1nsأي  1nrو  +   .bعلى  nprهما خارج وباقي قسمة  +
n كان  nبينّ أنهّ أياً كان العدد الطبيعيّ  � ns a= و( )1n

n npr p a bu+= −.  
)بينّ أنّ المتتاليتين  � ) 0n nr )و ≤ ) 0n ns   من حدّ معينّ، أي: اً ءدبدوريتّان  ≤

0 0, , , n k nn k n n r r+∃ ∈ ∃ ∈ ∀ ≥ =ℕ ℕ  

aللعدد  pشر بالأساس استنتج أنّ الن �

b
  من حدّ معينّ.اً دءبدوريّ  

. 0nمن حدّ معينّ  اً دءب kدوريّ و دوره  p عدداً حقيقيّاً موجباً ونشره بالأساس xليكن  5.
  .)ريكس(عادي  عدد  xبينّ أنّ 
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f: مجموعة قابلة للعدّ، وليكن ℝ+لنفترض أنّ  6. +→ℕ ℝ  يكنلتقابلاً. و 
( ), 0n k n
d )للعدد  pشر بالأساس الن ≤ )f kنعرّف المتتالية .( ) 0n nv   على الوجه التالي: ≤

,

,

0 : 0

1 : 0

n n

n
n n

d
v

d

>=  =
  

ونضع 
0

n
n

n

v
x

p

+∞

=
= ). بينّ أنّ ∑ ),k f k x∀ ∈ ≠ℕ .  

ونسمّي طريقةَ الإثبات  Cantorليست قابلة للعدّ. هذه الخاصّة تعود إلى  ℝاستنتج أنّ 
  .القطريةّ Cantorهذه إجرائيّةَ 

  
  الحـل
)ليكن  1. )

0n n
d

≥
)و   )

0n n
d

≥
  .pبالأساس  xنشرَين للعدد  ′

  لدينا �لنلاحظ أنهّ استناداً إلى �1.
1

, k k

k k

d d p
k n

p p

′− −
∀ > ≤  

n عدد �عملاً بالخاصّة  ،وكذلك يوجد m< يحُقّق  
1m m

m m

d d p

p p

′− −
<  

  إذن
1

1

1 1
( 1)

1

n
k k

k k n
k n k n

d d p p
p

p p p p

− −

−
> >

′− −
< = − =

−
∑ ∑  

0n وبأخذ � . ينتج من�و � تنبّه إلى أننا لم نستفد إلاّ من الخاصّتين   أنّ  ،فيما سبق =

0
0

0,1k

k
k

d
x d

p>

 − = ∈  ∑  

0إذن  0 1d x d≤ < 0dوعليه  + x =   ّولأن ،( )
0n n

d
≥

 xهي أيضاً نشر للعدد  ′
0d، فإنّ pبالأساس  x ′ =  .  
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0لنفترض أنّ  �1. 0( ) ( )n n n nd d≥ أصغر عدد طبيعيّ يحقق  0nوليكن  ≠′≤
0 0n nd d ′≠ .  

إذا كان مثلاً 
0 0n nd d   كان لدينا  <′

0 0

0 0 0
0

0 0

0

1 1
0

k k
k k

k k

n n k k

n k n n
k n

d p d p

d d d d

pp p p

− −

≥ ≥

>

′= −

′− ′ −
= − > − =

∑ ∑

∑
  

  وهذا تناقض.
0 لا بُدّ أن يكوننستنتج من التناقض السابق أنهّ  �1. 0( ) ( )n n n nd d≥  xوهذا يعني أنّ  =′≤

  .pيقبل على الأكثر نشراً واحداً بالأساس 

)0لتكن  2. )n nd . عندئذ تكون المتسلسلة �و � متتالية تحقّق ≤
0

k
k

k

d p

∞
−

=
متقاربة، فإذا  ∑

)0المتتالية  مثلّتإلى مجموع هذه المتسلسلة  xرمزنا بالرمز  )n nd   .xللعدد pالنشر بالأساس  ≤
)0عدداً حقيقيّاً. نعرّف المتتاليتين  xليكن  3. )n na )0و ≤ )n nu   على الوجه التالي:  ≤

0 0 0

1

0

, ,

1, ( )n
n n

n
k

n k
k

a x u a

n a p x u

u a p

−

−

=

 = = 
 ∀ ≥ = −  

= ∑
  

0xوّلاً أنّ لنلاحظ أ �3. u− لعددهو الجزء الكسري ل x  00إذن 1x u≤ − . وعليه >
  يكون

00 ( )p x u p≤ − <  
10وهذا يقتضي أنّ  1a p≤ ≤ −.  

  كان  لـمّاوكذلك 

1( ) 1n
n n na p x u a−≤ − < +  

  إلى تعريف الجزء الصحيح لعدد، استنتجنا  استناداً  

1

1n n
nn n

a a
x u

p p
−

+
≤ − <  
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1  ومنه
0 n n

x u
p

≤ − <  ( )∗  

10  أو ( )n
np x u p+≤ − <  

10وهذا يقتضي أنّ  1na p+≤ ≤ )0. إذن المتتالية− )n na . وينتج من �رط تحُقّق الش ≤
( limأنّ  ∗( n

n
x u

→∞
)0 أي إنّ المتتالية = )n na   أيضاً. �تحُقّق الشرط  ≤

)0لنفترض أنّ  �3. )n na يحقق  ℕ∗أصغر عدد من k . ليكن� لا تحقّق الشّرط ≤
1na p= k كان  أياًّ  − n≤عندئذ يكون .  

1

0
1

1
0

( 1)

1

k
n n

n
n n k
k

n
n k

n

x a p p p

a p
p

− ∞
− −

= =
−

−
−

=

= + −

= +

∑ ∑

∑
  

1kوعليه في حالة  0يكون  = 1x a= 0aوهذا تناقض لأنّ  + x =   أمّا في حالة .
1k 1فيكون  <

2 1( ) 1k
k kp x u a−
− −− = 1kaلأنّ  وهذا أيضاً تناقضٌ  + هي بالتعريف  −

1لعدد الجزء الصحيح ل
2 1( ) 1k

k kp x u a−
− −− = . نستنتج من هذا التناقض أنّ المتتالية +

0( )n na   .�تحُقق الشرط  ≤
  .pإذن يقبل كلُ عدد حقيقي موجب نشراً بالأساس  �3.

aليكن 4.
x

b
)0 عدداً عادياً موجباً، ولتكن = )n na )0و ≤ )n nu المتتاليتين المعرّفتين انطلاقاً  ≤

)0 نعرّف المتتاليتين 3.في  xمن  )n nr )0و ≤ )n ns   من الأعداد الطبيعيّة كما يلي  ≤
0 0 0

1 1 1

, 0

, 0n n n n

a bs r r b

pr bs r r b+ + +

= + ≤ <
= + ≤ <

  

1nsأي إنّ  1nrو  +   .bعلى  nprهما خارج وباقي قسمة  +
nأنّ  nلنثبتْ بالتدريج على  �4. ns a= 1و( )n

n npr p a bu+= − .  

0 في الحقيقة، من الواضح أنّ 
0 0 0 1

ra
s s s

b b
≤ = + < 0إذن . + 0s x a = =  ومن .

0 جهة أخرى 0 0( ) ( )p a bu p a bs pr− = − لنتيجة المطلوبة صحيحة في حالة . إذن ا=
0n = .  
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0n عدد طبيعي لنفترض صحة النتيجة في حالة   ، عندئذ يكون≤

1
1 1

1
1 1 1

2 1
1

2
1

( )

( ) ( ( ) )

( ( ))

( )

n
n

n n n

n
n n n n n

n n
n n

n
n

pr
s p x u a

b

pr p pr bs p p a bu ba

p a b u a p

p a bu

+
+ +

+
+ + +

+ − −
+

+
+

 
  = = − =    

 
= − = − −

= − +

= −

  

1nفالنتيجة صحيحة في حالة    الإثبات بالتدريج.كتمل ، وي+
}لا يمكن للتابع  ،في الحقيقة �4. }0,1, , 1 ,  nb n r→ −ℕ … أن يكون متبايناً فلا  ֏

0 بدُّ أن يكون هناك عددان 1k k< قانيحُق
0 1k kr r= وهذا يقتضي، بالتدريج على .m ّأنه ،

1مهما تكن  m≤ فلدينا
0 1k m k mr r+ و =+

0 1k m k ms s+ . وإذا عرّفنا العددين =+

1 0k k k= 0، و− 0 1n k=   صار لدينا +
0, ,n k n n k nn n r r s s+ +∀ ≥ = =  

)0نّ المتتاليتين إأي  )n nr )0و ≤ )n ns   دوريتّان بدءاً من حدّ معينّ. ≤
)0وعليه يكون النّشر  �4. )n na a/للعدد  pبالأساس  ≤ b .ّدورياً بدءاً من حدّ معين  
)0لتكن  5. )n na . ولنفترض أنّ المتتالية دوريةّ xلعدد حقيقي موجب  pتمثّل النشر بالأساس  ≤

0و  ℓبدءاً من حد معينّ أي يوجد عددان طبيعيان  k< قانيحُق  
, n k nn a a+∀ ≥ =ℓ  

  عندئذ يكون
1

1 1
1 1

0 0 0 0
1

1 1

1 1
0 0
1

1 1

1 1
0

( )

1

n nk nk k nk
n k

n n n n

kn k n
n k

n n

k
kn

n k k
n

x a p a p a p a p

a aa
a p p

p p p

a aa p N
a p

p p p p p

− ∞ ∞ ∞
− − − − − − − − + −

+ + −
= = = =
− ∞

+ + −− −
+ + −

= =
−

+ + −−
+ + − +

=

= + + + +

  = + + + +   
  = + + + + =    −

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑

ℓ
ℓ ℓ ℓ

ℓ ℓ ℓ

ℓ
ℓ ℓℓ

ℓ ℓ ℓ

ℓ
ℓ ℓℓ

ℓ ℓ ℓ ℓ

⋯

⋯

⋯
1( 1)k kp− −

  

xيثُبتُ أنّ  ما هو عدد صحيح، وهذا N حيث ∈ Q.  
f:اً غامر  اً لنفترض أنّ هناك تطبيق 6. +→ℕ ℝوليكن . , 0( )n k nd  pالنّشر بالأساس  ≤

)للعدد  )f k .  
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)0نعرّف المتتالية  )n nv   على الوجه التالي: ≤
,

,

0 : 0
 
1 : 0

n n
n

n n

d
v

d

 >=  =
  

ونضع 
0

n
nn

x v p
+∞ −
=

= )0. عندئذ تكون المتتالية ∑ )n nv  للعدد p هي النشر بالأساس ≤
x  وهو عنصر من+ℝ في  إذن يوجدℕ  ٌعدد k قيحُق ( )f k x=النشر بالأساس  ، ولأنp 

,وحيد وجب أن يكون  0 0( ) ( )m k m m md v≥ m,وبوجه خاص  =≤ m md v= وهذا يناقض ،
)0تعريف المتتالية  )n nv f: . إذن لا يوجد أي تطبيق غامر≤ +→ℕ ℝ ونعبرّ عن ذلك ،

  ú  .مجموعة غير قابلة للعدّ  ℝول: إنّ بالق

Jكن يل 16. التمرينP   كثير حدود غير معدوم من[ ]Xℂ.  

المتسلسلة  أثبت أنّ  1.
0
( ) n

n
P n z

∞

1zمتقاربة إذا وفقط إذا كان  ∑= < .  
1zفيما يلي نفترض أنّ 				 )، ونكتب > )( )S P z  دلالة على مجموع هذه المتسلسلة

  في هذه الحالة.
]نعرّف على فضاء كثيرات الحدود  2. ]Xℂ  التطبيق الخطّي  

[ ] [ ] ( )( ) ( ) ( ): , 1X X Q Q X Q X Q X∆ → ∆ = + −ℂ ℂ ֏  
.a  1)احسب ) ( )( )z S P z−  بدلالة( ( ))( )S P z∆ واستنتج علاقة تفيد في حساب .

( )S P  انطلاقاً من( )( )S P∆.  
.b  قارن بينdegP و( )deg P∆.  

.c  طريقة عامّة لحساب استنتج( )S P.  موع5واحسب ا

1

n

n

n z

∞

=
  عند تقاربه. ∑

حيد و يوجد كثير حدود  dكثير حدود من الدرجة   Pثبت بوجه عام، أنهّ إذا كان أ 3.
( )Q Pϕ= : يحُقّق  

1

( )
1 ( )( )

(1 )d
Q z

z S P z
z +

< ⇒ =
−

  

ثمُّ طبّق ذلك في حساب اموع السابق  .Pبدلالة أمثال  Qواستنتج طريقة لإيجاد أمثال 
  .ذاته
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  الحـل
0zإنّ تقارب المتسلسلة واضحٌ في حالة  1. 0z. لنفترض أنّ = كان عدد جذور أيّ    لـمّا. ≠

,0يحُقّق  0nنا أنهّ يوجد كثير حدود منتهياً استنتج ( ) 0n n P n∀ ≥ . لنضع إذن ≠
( ) n

nu P n z= فيكون  

1
0

( 1)
,

( )
n

n

u P n
n n z

u P n

+ +
∀ ≥ = ⋅  

  لدينا  ولكن استناداً إلى منشور تايلور
( )

1

1
( 1) ( ) ( )

!
k

k

P n P n P n
k≥

+ = +∑  

  وعليه نستنتج أنّ 
( )

0
1

( 1) 1 ( )
, 1

( ) ! ( )

k

k

P n P n
n n

P n k P n≥

+
∀ ≥ = +∑  

)ولأنّ  )deg degkP P<  1في حالةk )أنّ  ، نستنتج≤ 1)
lim 1

( )n

P n

P n→∞

+
  ومن ثمَّ  =

1lim n

n
n

u
z

u

+

→∞
=  

1zإذن في حالة  )تكون المتسلسلة  ≤ ) nP n z∑ 0م لا يسعى إلى متباعدة لأنّ حدّها العا .
1zوتكون متقاربة بالإطلاق في حالة    استناداً إلى معيار دالمبير. >

. .2a  ّ1لنفترض أنz   . عندئذ يكون لدينا >

( )

0 0

1 0

1

0 0

0

(1 ) ( )( ) ( ) ( )

(0) ( ) ( )

(0) ( 1) ( )

(0) ( 1) ( )

(0) ( ( ))( )

n n

n n

n n

n n

n n

n n

n

n

z S P z P n z z P n z

P P n z z P n z

P P n z z P n z

P z P n P n z

P zS P z

∞ ∞

= =
∞ ∞

= =
∞ ∞

+

= =
∞

=

− = −

= + −

= + + −

= + + −

= + ∆

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

∑
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  أو

  ( )(0)
, 1 ( )( ) ( ) ( )

1 1

P z
z z S P z S P z

z z
∀ ∈ < ⇒ = + ∆

− −
ℂ  �  

. .2b  ّفي الحقيقة، نعلم استناداً إلى منشور تايلور أن  
( )

1

1
( 1) ( ) ( )

!
k

k

P X P X P X
k≥

+ = +∑  

  ومن ثمَّ 
( )

1

1
( )( ) ( 1) ( ) ( )

!
k

k

P X P X P X P X
k≥

∆ = + − = ∑  

  معدوماً كان Pإذن، إذا لم يكن 
deg ( ) deg degP P P′∆ = <  

. .2c  إذن، من حيث المبدأ، يكون حساب( ( ))S P∆  أسهل من حساب( )S P  لأنّ درجة كثير
)الحدود  )P∆  أصغر من درجةPأنهّ في حالة  �نّ نستنتج من يمكننا أ ،. وفي الحقيقة

1z   لدينا   ℕمن  kو >
1( )(0)

( ( ))( ) ( ( ))( )
1 1

k
k kP z

S P z S P z
z z

+∆
∆ = + ∆

− −
  

  أو
1

1

1

( )(0)
( ( ))( ) ( ( ))( )

1 1(1 )

k kk k
k k

k

z P z z
S P z S P z

z zz

+
+

+

   ∆  ∆ = + ∆     − −   −
  

)فإذا جمعنا هذه المساويات، بعد ملاحظة أنّ  ) 0k P∆ degkعندما يكون  = P> نجد ،  
1deg deg

1

1
0 0

( )(0)
( ( ))( ) ( ( ))( )

1 1 (1 )

k kP P k k
k k

k
k k

z z P z
S P z S P z

z z z

+
+

+
= =

      ∆     ∆ − ∆ =         − −    − 
∑ ∑  

  أو
deg

1
0

( )(0)
, 1 ( )( )

(1 )

P k k

k
k

P z
z z S P z

z +
=

∆
∀ ∈ < ⇒ =

−
∑ℂ  

)وعليه لحساب  )( )S P z  علينا حساب المقادير( )
0

( )(0)k

k d
P

≤ ≤
degd حيث ∆ P=.  
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)0نّ معرفة القيم لأ : جدول الفروقباستعمال  هذه المقادير يمكن حساب ( )) k dP k ≤ تكفي  ≥
0لحساب  1( ( )( )) k dP k ≤ ≤ 2وهذه بدورها تكفي لحساب  ∆−

0 2( ( )( )) k dP k ≤ ≤ وهكذا،  ∆−
)0 القيم نحسب انطلاقاً من ( )( ))r

k d rP k ≤ ≤ 1 القيمَ  ∆−
0 1( ( )( ))r

k d rP k+
≤ ≤ − حتىّ  ∆−

)القيمة الأخيرة  نصل إلى )(0)d P∆ ، وبأخذ العنصر الأوّل من كلّ جماعة، نحصل على

0( ( )(0))r
r dP ≤   يوضح الجدول الآتي هذا الأسلوب .∆≥

  

(0) ( )(0) ( )(0) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

0

1 (1) ( )(1)

( )( )

1 ( 1) ( )( 1)

( )

(0)

k d

k

k d

n P n P n P n P n

P P

P d k

d P d P d

d P d

P P P P

∆ ∆ ∆

∆

∆ −

− −

∆ ∆

∆

∆

−

⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋮ ⋰

⋮ ⋮

⋮ ⋮ ⋰

  

)5فمثلاً في حالة  )P X X= نجد  

  

  إذن
2 3 4 5

5

2 3 4 5 6
1

1 30 150

(1 ) (1 ) (1 ) (1 ) (1

240 1

)

20n

n

z z z z z
n z

z z z z z

∞

=

= + + + +
− − − − −

∑  

  

2 3 4 5

0 1 30 150 240

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

0

1 1 31 180 390 360

2 32 211 570 75

24

0

3 1320

4

1

2101

5 3

3 781

102

12

4

5

20

n P n P n P n P n P n P n∆ ∆ ∆ ∆ ∆

781 1024 243= −
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  في الحقيقة، نستنتج من المساواة 3.

1
0

( )(0)
( )( )

(1 )

d k k

k
k

P z
S P z

z +
=

∆
=

−
∑  

  أنّ 

1

0

(1 ) ( )( ) ( )(0) (1 )
d

d k k d k

k

z S P z P z z+ −

=

− = ∆ −∑  

  فيكفي إذن أن نعر 

0

( ) ( )(0) (1 )
d

k k d k

k

P Q P X Xϕ −

=

= = ∆ −∑  

ستفادة من هذه النتيجة لاعلى الأكثر. في الحقيقة، تمكن ا dود من الدرجة هو كثير حد Qحيث 

. فإذا كان Pانطلاقاً من  Qلتعيين أمثال 
0

d
k

k
k

Q b X
=

=   نستنتج بمِطابقة الأمثال في المساواة ∑

1

0 0

(1 ) ( )
d

d n k
k

n k

z P n z b z

∞
+

= =

− =∑ ∑  

  أو
1

1
0 0 0

( 1) ( )
d d

m m m n k
d k

m n k

C z P n z b z

+ ∞

+
= = =

       − ⋅ =         
∑ ∑ ∑  

  أنّ 

{ }1
0

( 1) ( ) : 0,1, ,
k

j j
k d

j

b C P k j k d+
=

= − − ∈∑ …  

  مصفوفياًّ بالشكل يُكتب وهذا
 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

0

1
11

1
1 1

1
1 1

1 0 0 0

1 1

1 1

0

1 1

d

kk
k d d

ddd d d

Pb

C Pb

b P kC C

b P dC C

+

+ +

+ +

               −                    = ⋅     − −                          − −     

⋮ ⋱ ⋮⋮

⋯

⋮ ⋮⋮ ⋱

⋯  
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)5فمثلاً في حالة  )P X X= لدينا  
 0

1

2

3

4

5

01 0 0

16 1

3215 6 1

20 15 6 1 243

15 20 15 6 1 0 1024

6 15 20 15 6 1 3125

b

b

b

b

b

b

    
    
    −    
    −    
    = ⋅    − −    
    − −    
    − − −          

2ومنه  3 4 5( ) 26 66 26Q X X X X X X= + + +   إذن .+
2 3 4 5

5

6
1

26 66 26

(1 )

n

n

z z z z z
n z

z

∞

=

+ + + +
=

−
∑  

  ú  .الإثباتوبذا يتمّ 

Jحساب قيمة تقريبيّة للمجموع في نرغب  17. التمرين
2

2 2
1(1 )n

n
S

n

∞

=

=
+

10بدقّة  ∑ p−.  

  أثبت أنّ  1.
2

2 2 2

1 1
3,

( 1) (1 ) 1

n
n

n n n n
∀ ≥ ≤ ≤

+ + −
  

تج متراجحة تحصر المقدار واستن  
2

2 2
1(1 )

m

m
n

n
R S

n=

= −
+

. كم حدّاً يجب أن نجمع ∑

  ؟ حتىّ نصل إلى التقريب المرجو
  ليكون  aعين العدد  2.

2

2 2 2 2 2

1

1 (1 ) ( 1)( 4)

n a

n n n n+∞

  −   − + − − 
∼  

)واستنتج متراجحة تحصر المقدار  )1 1 1

2 1m mR R
m m

′ = − +
+

. كم حدّاً يجب أن 

  نجمع حتىّ نصل إلى التقريب المرجو؟
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عين إشارة الفرق  3.
2

2 2 2 2 2

1

(1 ) 1 ( 1)( 4)

n a

n n n n
− +

+ − − −
، وبين أنهّ يوجد 

يجعل هذا الفرق أصغر من  bعددٌ 
2 2( 1)( 4) ( 3)

b

n n n n− − −
بدءاً من  

4n   , واستنتج متراجحة تحصر المقدار=

( ) ( )( )

2 1

2 1 1 2m m

m
R R

m m m m

+′′ ′= +
− + +

  

  ؟ كم حدّاً يجب أن نجمع حتىّ نصل إلى التقريب المرجو

  الحـل

3nلنفترض أنّ  1.    من جهة أولى لدينا عندئذ ،≤
2 2

2 2 2 2 2 2

1 1 1

(1 ) 1 1 1 1

n n

n n n n n
= × ≤ <

+ + + + −
  

  جهة ثانية ومن
2 2 2

2 2 2 2 2 2

(1 1 1
0

( 1)(1 ) ( 1)(1 ) ( 1)(1 )

2)n n n

n nn n n n n

n

n n

− −
− = ≥ >

++ + + + +

−  

  إذن
2

2 2 2

1 1
3,

(1 ) (1 ) 1

n
n

n n n n
∀ ≥ < <

+ + −
  

  فإذا لاحظنا أنّ 

1 1

1 1 1 1

( 1) 1 1n m n mn n n n m

∞ ∞

= + = +

 = − = + + + ∑ ∑  

  وأنّ 

2 2
1 1 1

1 1 1 1 1

11n m n m n m n n mn n n

∞ ∞ ∞

= + = + = +

 < = − =  − − −
∑ ∑ ∑  

  استنتجنا أنّ 
2

2 2
1

1 1
2,

1 (1 )n m

n
m

m mn

∞

= +

∀ ≥ < <
+ +

∑  
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  نّ إأي 
2

2 2
1

1 1
2,

1 (1 )

m

m
n

n
m R S

m mn=

∀ ≥ < = − <
+ +

∑  

10وعليه فإن  10p p
mm R −≥ ⇔ علينا حساب  −410بدقّة  S. فمثلاً لحساب >

10000S .من حدود المتسلسلة أي مجموع عشرة آلاف حد ،  
  لنلاحظ أنّ   2.

2 2

2 2 2 6 4 2 4

2 2 4 2 4

1 3 1 3

1 (1 ) 1

( 1)( 4) 5 4

n n

n n n n n n

a a a

n n n n n

+
− =

− + + − −

=
− − − +

∼

∼

  

3aلسابقان متكافئين إذا وفقط إذا كان إذن يكون المقداران ا   . ونستنتج من هذا التكافؤ أنّ  =
2

2 2 2 3
1

1 1

1 (1 )n m

n
O

n n m

∞

= +

    − =      − + 
∑  

  لنكن أكثر دقةّ. في الحقيقة، نستنتج من المساواة 
2 2

2 2 2 2 2 2

1 3 1

1 (1 ) (1 ) ( 1)

n n

n n n n

+
− =

− + + −
  

  أنّ 

( )
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

1 3 1 3
0

1 ( 1) ( 1) 1 ( 1)( 1)

3

( 1)( 4)

n n

n n n n n n

n n

+
< − = <

− + + − + −

<
− −

  

  وعليه فإنّ 

2 2 2
1 1

1 3
0

1 ( 1)( 4)
m

n m n m

R
n n n

∞ ∞

= + = +

  < − <   − − − 
∑ ∑  

  ولكن

2

1 1 1 1

2 ( 1) ( 1)1 n n n nn

 = +   − + −
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  إذن

2
1

1 1 1 1

2 11n m m mn

∞

= +

 = +   + −
∑  

  وكذلك فإنّ 

2 2

3 1 3 3

2 ( 1) ( 1)( 2) ( 2)( 1) ( 1)( 1)( 4) n n n n n n n nn n

 = +   − + + − − + − −
  

  ولكن
3 1 1

( 1) ( 1)( 2) ( 1) ( 1) ( 1)( 2)
3 1 1

( 2)( 1) ( 1) ( 2)( 1) ( 1) ( 1)

n n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n

= −
− + + − + + +

= −
− − + − − − +

  

  إذن

2 2
1

3 1 1 1

2 ( 1)( 2) ( 1) ( 1)( 1)( 4)
2 1

2( 1) ( 1)( 2)

n m m m m m m mn n

m

m m m m

∞

= +

 = +   + + − + − −
+

=
− + +

∑
  

  وهكذا نرى أنّ المقدار
2

2 2
1

1 1 1 1 1 1

2 1 2 1( 1)

m

m m
n

n
R R S

m m m mn=

     ′ = − + = − − +     + +   +
∑  

3mيحُقّق في حالة    المتراجحة ≤
2 1

0
2( 1) ( 1)( 2)m

m
R

m m m m

+′< − <
− + +

  

  ولكن

( )2

3

2 1 2 2

2( 1) ( 1)( 2) 2( 1) ( 1)( 2)
1 1

( 1) ( 2) 2

1

m m

m m m m m m m m

m m m m

m

mm

+ +
<

− + + − +

=
+ −

+

<
− +

<
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  إذن

3

1
0 mR

m
′< − <  

3فإذا اخترنا 
10pm 1كان   <

0
10

m p
R′> >  S. إذن للحصول على مجموع المتسلسلة −

ثمُّ نصحّحه بإضافة المقدار  22Sيكفي أن نحسب اموع الجزئي  −410ة بدقّ 
1 1 1

2 22 23

  +   
 

  إليه.
  لتسريع التقارب أكثر مما سبق سنكرّر العملية نفسها مرةّ ثانية. نلاحظ أنّ  3.

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2

2 2 2 2

1 3 3 3 1

(1 ) 1 ( 1)( 4) ( 1)( 4) (1 ) ( 1)

17 7

(1 ) ( 1)( 4)

n n

n n n n n n n n

n

n n n

+
− + = −

+ − − − − − + −
+

=
+ − −

  

  وعليه يكون
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

1 3 17 7
0

(1 ) 1 ( 1)( 4) (1 ) ( 1)( 4)
17

(1 )( 1)( 4

1

)

n n

n n n n n n n

n n n

+
< − + <

+ − − − + − −

<
+ − −

  

4nومنه، في حالة    يكون لدينا ،≤
2

2 2 2 2 2 2 2

1 3 17
0

(1 ) 1 ( 1)( 4) ( 3) ( 1)( 4)

n

n n n n n n n n
< − + <

+ − − − − − −
  

1nوبالجمع من قيمة  m=   حتى اللااية نجد +

17
0

5( 2)( 1) ( 1)mR
m m m m

′′< <
− − +

  

15mفإذا اخترنا  4كان   =
160 0.8 10R −′′< < أن نحسب اموع الجزئي . إذن يكفي ×

15S  31ثمُّ نصحّحه بإضافة المقدار 31

2 15 16 2 14 15 16 17
−

× × × × × ×
  ú  إليه. 
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J1متتاليتين حقيقيتيننذكّر بالخاصّة التالية في حالة ل 18. التمرين( )n nu )1و ≤ )n nv . نفترض أنّ ≤
)1المتتالية  )n nu   عندئذموجبة.  ≤

)nu∑ )و متقاربة  � n nv u∼ k k
k n k n

v u

∞ ∞

= =
⇐∑ ∑∼.  

)nu∑ )متباعدة و � n nv u∼ 
1 1

n n

k k
k k

v u
= =

⇐∑ ∑∼.  

)0 لتكن المتتالية )n nx   المعرفّة تدريجياً كما يلي: ≤
2

1, n n nn x x x+∀ ∈ = +ℕ 0 و 1x =  

)0أثبت أنّ  1. )n nx   .∞+اماً وتسعى إلى متزايدة تم ≤

1limاحسب  2. ( )n n
n

x x+
→∞

، واستنتج أنّ −
2n

n
x ∼.  

نضع  3.
2

( ) 1 1
2 8

x x
f x x

 = + − + −   
ن   1أياً كا x− . أثبت وجود >

)لنهاية ا )( )3

0
lim
x

x f x−
→

  واحسبها. 

1نضع  4.
1 1

2 8n n n
n

y x x
x

+= − − حسب + 2lim. ا ( )n n
n

x y
→∞

أنّ  واستنتج   ،

2
1
4

ny
n

∼.  

  يحُقّق )لا يطلب تعيينه( αاستنتج أنهّ يوجد عدد حقيقي  5.
1

0

1 1
lim

2 8

n

n
n kk

n
x

x
α

−

→∞ =

  − + =   
∑  

  أثبت على التوالي كلاً من التكافؤات التالية: 6.
1

0

1
2 ln

n

kk

n
x

−

=
∑ ln، ثمُّ ∽

2 4n

n n
x− 2، وأخيراً ∽

1 2 ln

n

n

x n n
− ∼  

) يساوي ها العاممن ذلك تقارب المتسلسلة التي حد  استنتج )1 1
2 ln 1

nx n
−  ، ثمُّ +

  يحُقق )لا يطلب تعيينه( βبينّ وجود عدد حقيقي 
1

0

1
lim 2 ln

n

n kk

n
x

β

−

→∞ =

  − =   
∑  
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  يحُقّق )لا يطلب تعيينه( γاستنتج وجود عدد حقيقي  7.

( )1 1
lim ln

2 4n
n

x n n γ
→∞

− + =  

1نضع 8. 1
2 4 lnn nx n nγ = − 1ت أنّ . أثب+ 2

ln

8
n n

n

n
γ γ +−   استنتج، و ∽

ln

8n

n

n
γ γ− ∼  

  الحـل

)من الواضح أنّ جميع حدود المتتالية  1. )n nx ∈ℕ  ّموجبة تماماً. وعليه نستنتج أن  

2 2
1, n n n n nn x x x x x+∀ ∈ = + > =ℕ  

)فالمتتالية  )n nx ∈ℕ  0متزايدة تماماً، وبوجه خاصّ لدينا, 1nn x x∀ ∈ ≥ =ℕ لنفترض .
)جدلاً أنّ المتتالية  )n nx ∈ℕ  اية محدودة، عندئذ تكون متقاربة منℓ  التنتمي إلى ا

1, +∞ 2ة . وعندها تقتضي المساوا
1n n nx x x+ = =2أن يكون  + +ℓ ℓ ℓ  أي

)وهذا خُلف، فلا بدُّ أن تكون المتتالية  ℓ=0إنّ  )n nx ∈ℕ .ايةمتباعدة إلى اللا  
limكون   نستنتج من 2. n

n
x

→∞
=   ومن المساواة ∞+

2
1

2 2

1

1 1 1/

n
n n n n n

n n n n

x
x x x x x

x x x x
+ − = + − = =

+ + + +
  

11 أنّ  2
lim ( )n n
n

x x+→∞
− 1. ولأنّ المتسلسلة التي حدّها العام =

2
متباعدة استنتجنا اعتماداً  

1أنهّ في جوار اللااية لدينا  �على الخاصّة 
11 1 2

( )
n n

n nk k
x x+= =

−∑   ومن ثمَّ  ∽∑

2n

n
x ∼.  

1في حالة   عرّفن 3. x− التابع  >
2

( ) 1 1
2 8

x x
f x x

  = + − + −   
  . عندئذ

( )221 1
2 8

21 1
2 8

1 1
( )

1 1

x x x
f x

x x x

+ − + −
=

+ + + −
  

  



 تمرينـات 199

  ولكن
2

2 2 4 2 3

3 4

1 1 1 1 1 1
1 1

2 8 4 64 4 8
1 1

1
8 64

x x x x x x x

x x x

  + − = + + + − −  

= + − +

  

  إذن
3

21 1
2 8

8
( )

64 1 1

x x
f x

x x x

−
= ⋅

+ + + −
  

  ثمَّ ومن 

30

( ) 1
lim

16x

f x

x→
=  

1نضع ل 4.

1 1

2 8n n n
n

y x x
x

+= − −   عندئذ .+

2

1 1 1 1
1 1

2 8
n n n

n n nn

y x x f
x x xx

        = + − + − =          
  

2ومن ثمَّ  3 1
n n n

n

x y x f
x

  =    
1كانت   لـمّا. و 

lim 0
n

nx→∞
و  =

30

( ) 1
lim

16x

f x

x→
استنتجنا  =

  أنّ 
2 1

lim
16n n

n
x y

→∞
=  

لكن و 
2

2
lim 4
n

n

n

x→∞
2 إذن 2.استناداً إلى  = 1

lim
4n

n
n y

→∞
  أو =

2

1

4
ny

n
∼.  

المتسلسلة  متقاربة استنتجنا أنّ  ∑−2nكانت المتسلسلة   لـمّا 5.
0 nn
y

∞

متقاربة، نرمز إلى  ∑=
1αمجموعها بالرمز    أي −

0

1 n
n

yα

∞

=

= + ∑  
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  ولكن 
1 1

0 1
0 0 0

1 1 1 1
1

2 8 2 8

n n n

k k k n
k k kk k

n
y x x x x

x x

− −

+
= = =

  + = + − − + = − +   
∑ ∑ ∑  

  إذن 
1

0

1 1
lim

2 8

n

n
n

k k

n
x

x
α

−

→∞ =

   − + =   
∑  

1نعلم أنّ  6. 2 1
2 ln

n

n

x n n

 +    
∼ إذن  ∽

1

0

1
2 ln

n

k k

n
x

−

=
∑   . �استناداً إلى الخاصّة  ∽

limومن كون  5.وإذا استفدنا من نتيجة السؤال  ln
n

n
→∞

=   استنتجنا أنّ  ∞+
1

2

0

1 1
lim 4 lim 1

ln 2 ln

nn
n

n n
k k

x

n n x

−

→∞ →∞ =

  −     = =      
∑  

lnأي إنّ 

2 4n

n n
x−   . وأخيراً نلاحظ أنّ ∽

2

1 2 2 ln 4

2 2 ln 2n n
n n n

n n n n
x x

x n nx x nn

      − = ⋅ − = ⋅ ⋅ −         
  

  إذن
2 1 2

lim 1
lnn

n

n

n x n→∞

  − =   
  

أو
2

1 2 ln

n

n

x n n
− . نستنتج من ذلك، ومن كون ∽

2

1 1 1
ln 1

2n n n

 − +   
  أنّ  ∽

2

1 1 1 2 1 1 ln
2 ln 1 2 ln 1

n n

n
O

x n x n n n n

           − + = − + − + =                  
  

1إذن المتسلسلة التي حدها العام  1
2 ln

n

n

x n

+
  متقاربة، لنضع  −

1

1 1
1 2 ln

n n

n

x n
β

∞

=

 +  = + −   
∑  
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  عندئذ يكون
1 1

1 0

1 1 1
lim 1 2 ln lim 2 ln

n n

n n
k kk k

k
n

x k x
β

− −

→∞ →∞= =

    +      = + − = −             
∑ ∑  

  في الحقيقة لدينا 7.
1 1

0 0

1 1 1 1 1 1
ln 2 ln

2 4 2 8 8

n n

n n
k kk k

n
x n n x n

x x

− −

= =

  − + = − + + −    
∑ ∑  

  نستنتج أنّ  6.و 5.وبالاستفادة من 
1 1

lim ln
2 4 8n

n

n
x n α β γ

→∞

  − + = − =  
   

1 نضع 8. 1
2 4

lnn nx n nγ = −   عندئذ يكون لدينا. +

1 1

1

1 1 1 1
ln ( 1) ln( 1)

2 4 2 4
1 1 1

ln 1
2 4

n n n n

n n

x n n x n n

x x
n

γ γ + +

+

− = − + − + + − +

 = − + − +   

  

1ولكن 

1 1

2 8n n n
n

x x y
x

+− + =   إذن 4.رموز السؤال  ستعمالبا −

1

1 1 1
2 ln 1

8n n n
n

y
x n

γ γ +

    − = − + −       
  

  ولكن بناءً على كون 
1 ln 2 1
ln (1) 1

2 4 2 2n

n n n
x n o o

n n n

γ
γ

   = − + + = − + +      
  

  أنّ  نستنتج
1

2 2

1 2 ln 1
1

2

2 ln 1 2 ln 1
1

2

n

n
O

x n n n

n n
O O

n n n n n n

−   = − +      
       = + + = + +           

  

  ولأنّ 

2

1 2 1
2 ln 1 O

n n n

     + = +        
   و   

2

1
ny O

n

 =   
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  نستنتج أنّ 

1 2 2

ln 1

8
n n

n
O

n n
γ γ +

 − = +   
  

  ولكن

2 2

2 2

lnn ln( 1) ln ln 1 1
ln 1

1 1( 1)
ln 1

n n n

n n n nn n n

n
O

n n

 + − = − − +  + +  +
 = +   

   

  إذن

1 2

1 ln ln( 1) 1

8 1n n

n n
O

n n n
γ γ +

   +   − = − +     +   
  

  وعليه فإنّ 

1 2

1 ln ln( 1) 1
( )

8 1k k
k n k n k n

k k
O

k k k
γ γ

∞ ∞ ∞

+
= = =

  +  − = − +    +   
∑ ∑ ∑  

  ومنه
ln 1

8n

n
O

n n
γ γ

 − = +   
  

)أي إنّ المتتالية  )n nx ∈ℕ   ًكما يأتيالمعرفّة تدريجيّا  

0 1x ,21   و   = n n nn x x x+∀ ∈ = +ℕ  
  تحُقّق

ln ln 1

2 4 8n

n n n
x O

n n
γ

 = − + + +   
  

  نجد  في الحقيقة ثابتٌ حقيقي. γحيث 

  1.175177442458γ ≈  
  ú    وبذا يكتمل الحل.
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Jلتكن  19. التمرين( , )α β  من∗
+ ×ℝ ℝ ، 2ولنضع 2γ α β β= +   . نعرّف+

21 (2 1)
( ) arctan arctan arctan

x x x x
F x

β β β γ

α α α

+ + + + + +
= − +  

بعد أن  الآتيةمن المتسلسلات  صيغة ممكنة، ثمُّ احسب مجموع كل  إلى أبسط Fبارة بسّط ع
  تثبت تقارا

2
0

2
1

2
0

1
arctan

3 3

2
arctan

3 6

3
arctan

9 15 5

n

n

n

n n

n n

n n

∞

=
∞

=
∞

=

+ +

+ +

− +

∑

∑

∑

�

�

�

  

  الحـل

  ولدينا ℝمعرّفٌ وقابلٌ للاشتقاق على كامل  Fفي الحقيقة، التابع 

2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2

(2 2 1)
( )

( 1) ( ) ( (2 1) )

(( ) ( 1) ) (2 2 1)

(( )( 1) )1 i i

(2 2 1) (2 2 1)

(( )( 1) )( 1 i )( i )

0

x
F x

x x x x

x x x

x xx x

x x

x xx x

α α β α

α β α β α β γ

α β β β α

α β β αβ α β α

β α β α

α β β αβ α β α

+ +′ = − +
+ + + + + + + + +

+ − + + + +
= +

+ + + + ++ + + + −
− + + + +

= +
+ + + + ++ + + + −

=

  

lim. وبملاحظة أنّ ℝتابعٌ ثابتٌ على كامل  Fإذن  ( ) /2
x

F x π
→∞

ه في حالة نستنتج أنّ  =

  لدينا xعدد حقيقي 

21 (2 1)
arctan arctan arctan

2

x x x xβ β π β γ

α α α

+ + + + + +
− = −  

)يحُقق  xالة عددٍ حقيقي في حو  )2 2 1 0x xβ γ+ + +   يكون لدينا <

2

1
arctan arctan arctan

(2 1)

x x

x x

β β α

α α β γ

+ + +
− =

+ + +
  

1αففي حالة  � β=   يكون لدينا =
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2

1
, arctan( 2) arctan( 1) arctan

3 3
n n n

n n
∀ ∈ + − + =

+ +
ℕ  

  إذن

2
0

1
, arctan( 2) arctan(1) arctan

3 3

m

n

m m
n n=

∀ ∈ + − =
+ +

∑ℕ  

  استنتجنا أنّ  ∞+تسعى إلى  mذا جعلنا فإ

2
0

1
arctan

43 3n n n

π
∞

=

=
+ +

∑  

1βوفي حالة  � 2αو  =   يكون لدينا =

2

2 1 2
, arctan arctan arctan

2 2 3 6

n n
n

n n

+ +
∀ ∈ − =

+ +
ℕ  

  إذن

2
1

2 2
, arctan arctan(1) arctan

2 3 6

m

n

m
m

n n=

+
∀ ∈ − =

+ +
∑ℕ  

  استنتجنا أنّ  ∞+تسعى إلى  mفإذا جعلنا 

2
1

2
arctan

43 6n n n

π
∞

=

=
+ +

∑  

4وفي حالة  �

3
β = 1و  −

3
α   يكون لدينا =

( ) ( )
2

3
2, arctan 3 1 arctan 3 4 arctan

9 15 5
n n n

n n
∀ ≥ − − − =

− +
  

  إذن

( )
2

2

3
2, arctan 3 1 arctan2 arctan

9 15 5

m

n

m m
n n=

∀ ≥ − − =
− +

∑  

  استنتجنا أنّ  ∞+تسعى إلى  mفإذا جعلنا 

2
2

3
arctan arctan2

29 15 5n n n

π
∞

=

= −
− +

∑  

  ومن ثمَّ 
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2
0

3 3
arctan arctan2 arctan arctan 3

2 59 15 5n n n

π
∞

=

= − + −
− +

∑  

  ولكن

1 1
2 3

1
6

1 1
arctan2 arctan 3 arctan arctan

2 3
3

arctan
41

π

π
π

+ = − −

+
= − =

−

  

  إذن

  
2

0

3 3
arctan arctan

5 49 15 5n n n

π
∞

=

= −
− +

∑  

  ú    المطلوب. يتحقّقوبذا 
  

Jليكن  20. التمرينλ العدداً حقيقياً من ا ] ، كثير الحدود ℕ∗من  n. نعرّف، في حالة 0,1]
i 2 i 2( ) ( 1) ( 1)n n

nP X e X e Xπλ πλ−= + − ]من    − ]Xℂ.  
) عينّ درجة 1. )nP X .وثابت الحد الذي له أعلى درجة فيه  

)إلى المقدار  kxنرمز بالرمز  2. )
i cot

2
k

n

π λ+ ّبينّ أن . ( )
0 2 1k nkx ≤ ≤ هي جذور  −

)لكثير الحدود  )nP X.  
  بحساب مجموع الجذور السابقة، استنتج أنّ  3.

1 1

0 0

( ) ( 1 )1 1cot( ) cot cot
2 2 2 2

n n

k k

k k

n n n n

π λ π λ
πλ

− −

= =

+ + −     = −       ∑ ∑  

  أنّ  λأثبت باشتقاق العلاقة السابقة بالنسبة إلى  4.
1

-2 -2
2 2

0

1
2 2

2 2
0

( ) ( 1 )1 1 sin ( ) sin ( )
2 2sin ( ) 4

( ) ( 1 )1 1 1cot ( ) cot ( )
2 2 2sin ( ) 4

n

k

n

k

k k

n nn

k k

n n nn

π λ π λ

πλ

π λ π λ

πλ

−

=
−

=

+ + − = +   

+ + − = + +  

∑

∑
  

,0]2أثبت صحة المتراجحة:  5. [, sin tanx x x xπ∀ ∈ ≤ ≤.  
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2استنتج مما سبق وجود النهاية  6.
1lim

( )

N

N
k N k λ→∞ =− ، λ، واحسب قيمتها بدلالة ∑+

  :الآتيتنتسلسلتين واستنتج تقارب وقيمة مجموع الم

2
1

1
(2 1)k k

∞

= 2  و  ∑+
1

1

k k

∞

=
∑  

أثبت أنّ المتسلسلة  7.
2 2

2 2 2
1 ( )k

k

k

λ

λ

∞

=

+
−

  متقاربة وأنّ: ∑

2 2 2

2 2 2 2 2
1

1

( ) 2 sin ( ) 2k

k

k

λ π

λ πλ λ

∞

=

+ = −
−

∑  

  الحـل

degمن الواضح أنّ في الحقيقة،  1. 2nP n≤  2أمّا أمثالnX  فيnP  2فهي i sin( )πλ .
2فيه تساوي  2nXوأمثال  2nهي  nPإذن درجة  i sin( )πλ.  

0 في حالة 2. 2k n≤ )إلى المقدار  kxنرمز بالرمز ، > )
i cot

2

k

n

π λ+ .عندئذ  

( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

2 2
i i

2 2( ) ( )
2 2i i

( ) ( )
2 2

i ( )
i i

( )2
2

( ) ( )
i cot 1 i cot 1

2 2

i exp i i exp i

sin sin

1
sin

n n

n k

n nk k

n n

k k

n n

k
n

kn
n

k k
P x e e

n n

e e

e e
e e

πλ πλ

π λ π λ

πλ πλ
π λ π λ

π λ
πλ πλ

π λ

π λ π λ−

+ +
−

+ +

− +
−

+

+ +     = + − −       

   −      = −         

= − ⋅ − ⋅
( )

( )
( )

i ( )

( )2
2

i i

( )2
2

sin

1 0
sin

k

kn
n

k k
n

kn
n

e e

π λ

π λ

π π

π λ

+

+

−

+

       
  −  = − =    

  

}هي الأعداد  nPإذن جذور  }0 1 2 1, , , nx x x وهي مختلفة مثنى مثنى لأنّ تابع التظل  …−
π,0ل متناقصٌ تماماً على اا   2. ولأنّ درجة 1

0 ( )n
k kX x−
=∏  2nأي  nPتساوي درجة  −

2يحُقّق  αأنهّ يوجد ثابتٌ  نستنتج 1
0( ) ( )n

n k kP X X xα −
== ∏ − .  

  



 تمرينـات 207

2يساوي  nPفي  2nXولأنّ ثابت  i sin( )πλ أنّ  نستنتج  

( )
2 1

( )

2
0

( ) 2 i sin( ) i cot
n

k

n n
k

P X X
π λ

πλ

−
+

=

= −∏  

  أو

( )
2 1

( )i 2 i 2

2
0

( 1) ( 1) 2 i sin( ) i cot
n

kn n

n
k

e X e X X
π λπλ πλ πλ

−
+−

=

+ − − = −∏  

2نستنتج من المساواة السابقة تَساوي أمثال  3. 1nX   في طرفيها. وعليه فإنّ  −

( )
2 1

( )i i

2
0

2 2 i sin( ) i cot
n

k

n
k

n e e
π λπλ πλ πλ

−
+−

=

+ = − ∑  

  أو
2 1 1 2 1

( ) ( ) ( )

2 2 2
0 0
1 1

( ) (2 1 )

2 2
0 0
1 1

( ) (1 )

2 2
0 0

1 1 1
cot( ) cot cot cot

2 2 2

1 1
cot cot

2 2

1 1
cot cot

2 2

n n n
k k k

n n n
k k k n
n n

k n k

n n
k k
n n

k k

n n
k k

n n n

n n

n n

π λ π λ π λ

π λ π λ

π λ π λ

πλ

− − −
+ + +

= = =
− −

+ − − +

= =
− −

+ + −

= =

= = +

= +

= −

∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

  

  لقد أثبتنا أنّ  4.
1 1

( ) (1 )

2 2
0 0

1 1
0,1 , cot( ) cot cot

2 2

n n
k k

n n
k kn n

π λ π λ
λ πλ

− −
+ + −

= =

 ∀ ∈ = −  ∑ ∑  

  نستنتج أنّ  λإذن باشتقاق طرفي المساواة السابقة بالنسبة إلى 

( ) ( )
1 1

( ) (1 )2 2

2 22 2 2
0 0

1 1 1
sin sin

sin 4 4

n n
k k

n n
k kn n

π λ π λ

πλ

− −
+ + −− −

= =

= +∑ ∑  

2وبالاستفادة من العلاقة 

2

1
1 cot

sin
x

x
=   ج أنّ نستنت +

( ) ( )
1 1

( ) (1 )2 2

2 22 2 2
0 0

1 1 1 1
cot cot

2sin 4 4

n n
k k

n n
k kn n n

π λ π λ

πλ

− −
+ + −

= =

= + +∑ ∑  
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,0لكن لدينا المتراجحة المألوفة :  5. , sin tan
2

x x x x
π ∀ ∈ ≤ ≤  

، التي تنتج من أنّ 
sinxالتابعين  x x−֏ وtanx x x−֏  0ينعدمان عندx ، وأنّ مشتقّيهما =

موجبان تماماً على اال 
2

0, π   .  
  نستنتج إذن أنّ  6.

2

2 2

1 1
0, , cot
2 sin

x x
x x

π 
 ∀ ∈ ≤ ≤
  

  

  وعليه

( ) ( )

( ) ( )

1 1
( ) (1 )2 2

2 22 2 2
0 0
1 12 2

2 2 2 2 2 2
0 0
1 1

( ) (1 )2 2

2 22 2
0 0

2

1 1 1 1
cot cot

2sin 4 4

1 4 1 4

4 ( ) 4 (1 )

1 1
sin sin

4 4
1

sin

n n
k k

n n
k k
n n

k k
n n

k k

n n
k k

n n n

n n

n k n k

n n

π λ π λ

π λ π λ

πλ

π λ π λ

πλ

− −
+ + −

= =
− −

= =
− −

+ + −− −

= =

− = +

≤ +
+ + −

≤ +

=

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑
  

  أو
1 1

2 2 2 2 2 2
0 0

1 1 1 1 1 1 1

2sin ( ) (1 ) sin

n n

k kn k kπλ π λ π λ πλ

− −

= =

− ≤ + ≤
+ + −

∑ ∑  

  وأخيراً 
12 2 2

2 2 2

1

2sin ( ) sin

n

k nn k

π π π

πλ λ πλ

−

=−

− ≤ ≤
+

∑  

  الذي يقتضي أنّ 
2 2 2

2 2 2 2 2

1 1 1

2sin ( ) ( ) sin ( )

n

k nn n k n

π π π

πλ λ λ πλ λ=−

− + ≤ ≤ +
+ + +

∑  

  تسعى إلى اللااية نستنتج أنّ  nوبجعل 
2

2 2

1
lim

( ) sin

n

n
k n k

π

λ πλ→∞ =−

=
+

∑  
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1فإذا اخترنا 

2
λ   أنّ استنتجنا  =

.2
21

2

1
lim

( )

n

n
k n k

π
→∞ =−

=
+

∑  

  ولكن
1

2 2 21
0 02

1 4 4

( ) (2 1) (2 1)

n n n

k n k kk k k

−

=− = =

= +
+ + +

∑ ∑ ∑  

  إذن

 2
2

0

1
8

(2 1)k k
π

∞

=

=
+

     أو     ∑
2

2
0

1

8(2 1)k k

π
∞

=

=
+

∑.  

  كان  لـمّاو 
2

2 2 2 2
1 1 0 1

1 1 1 1 1

4 8(2 ) (2 1)k k k kk k k k

π
∞ ∞ ∞ ∞

= = = =

= + = +
+

∑ ∑ ∑ ∑  

 استنتجنا أنّ 
2

2
1

1

6k k

π
∞

=

=∑.  

  في الحقيقة، لدينا بوجه عام  7.

2 2 2 2
1 1

2 2 2
1

2 2

2 2 2 2
1

1 1 1 1

( ) ( ) ( )

1 1 1

( ) ( )

1
2

( )

n n n

k n k k
n

k
n

k

k k k

k k

k

k

λ λ λ λ

λ λ λ

λ

λ λ

=− = =

=

=

= + +
+ + − +

  = + +   + − 
+

= +
−

∑ ∑ ∑

∑

∑

  

إذن 
2 2 2

2 2 2 2 2
1

1
2

( ) sink

k

k

λ π

λ λ πλ

∞

=

+
+ =

−
  أو ∑

2 2 2

2 2 2 2 2
1

1

( ) 2 sin ( ) 2k

k

k

λ π

λ πλ λ

∞

=

+ = −
−

∑  

  ú  .الحل يكتملوبذا 
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Jلتكن  21. التمرينx  من] )، ولنعرّف المتتالية التدريجيّة ∞+,2] )n nλ ∈ℕ  : كما يلي  
2

0 1, , 2n nx nλ λ λ+= ∀ ∈ = −ℕ  
[من اال  zأثبت أنهّ يوجد عدد حقيقي وحيد  1.    يحُقّق ∞+,1]

2
2

1
,

n

nnn z
z

λ∀ ∈ = +ℕ  

 أثبت أيضاً أنه 2.
1

2

2 2

2
0 1

1 1
,

1

n

n

n

z z
n

z zλ λ λ

+

+

−
∀ ∈ = ⋅

−
ℕ

⋯
.  

2لاحظ أنّ  3. 2

1 1

11 1

u

uu u
= −

−− −
1 في حالة  u< ّواستنتج أن ،

  المتسلسلة
0 10

1

nn λ λ λ

∞

=
∑ ⋯

  تقاربة واحسب مجموعها.م 

  الحـل

0nبافتراض صحّة النتيجة المطلوبة في حالة  1. يجب أن يكون حلّ المعادلة  zنرى أنّ  =
1x z z−= ,1الذي ينتمي إلى اال  + +∞ أي ،  

2 4

2

x x
z

+ −
=  

0ذه الصيغة، عندئذ يكون لدينا  zلنعرّف إذن  02 2
0 z zλ −=   . ومن ثمَّ +

2
2 2

1 0 2

1 1
2 2z z

z z
λ λ

 = − = + − = +  
  

2وإذا افترضنا بوجه عام أنّ  2n n

n z zλ −=   كان لدينا  +
1

1

2
2 2 2

1 2 2

1 1
2 2

n n

n nn n z z
z z

λ λ
+

++

 = − = + − = +  
  

  إذن
2

2

1
,

n

nnn z
z

λ∀ ∈ = +ℕ.  

  أنّ  nلنثبت بالتدريج على العدد  2.
1

2

2 2

2
0 1

1 1

1

n

n

n

z z

z zλ λ λ

+

+

−
= ⋅

−⋯
.  
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0nفي الحقيقة إنّ هذه المساواة صحيحة وضوحاً في حالة   n. لنفترض صحّتها إذن في حالة =
  عندئذ

1

2
1

1

1 1

2 2

2

3

2 2

2
20 1 1

2

2 2 2

2 2

2 2

2

1 1 1

11

1

1 1

1

1

n

n
n

n

n n

n n

n

n

n n

z z

z z z
z

z z z

z z z

z z

z z

λ λ λ λ

+

+
+

+

+ +

+ +

+

+

+

−
= ⋅ ⋅

− +

−
= ⋅ ⋅

− +
−

= ⋅
−

⋯

  

1nفهي إذن أيضاً صحيحة في حالة  +.  

 فإذا استفدنا من المساواة الواضحة 3.
2 2

1 1

11 1

u

uu u
= −

−− −
1 في حالة  u< ،

  نا أنّ استنتج
1

1

1 2

2 2

2 2
0 1

2

2 2

1 1

( ) 1

1 1 1

1 1

n

n

n n

n

z z

z z

z

z z z

λ λ λ

+

+

+ +

−
= ⋅

−
 − = ⋅ −   − −

⋯  

  وعليه فإنّ 

2

2

2

2 2
0 0 1

2

2

1 1 1 1

1 1
1 1

( 1)

m

m

m

n n

z

z z z

z

z z z

λ λ λ +

+

=

 − = ⋅ −   − −
−

= −
−

∑
⋯  

1zتسعى إلى اللااية واستفدنا من كون  mفإذا جعلنا    استنتجنا أنّ  <

  
2

0 0 1

1 1 2

4n n z x xλ λ λ

∞

=

= =
+ −

∑
⋯

  

  ú    وهي النتيجة المطلوبة.
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Jتأمّل المتتالية لن 22. التمرين( )n na ∈ℕ : المعرّفة كما يلي  

0 1 2 10, 1, , n n na a n a a a+ += = ∀ ∈ = +ℕ  
2 عادياً أوجد عدداً  1. M>  : يحُقّق الشرط, n

nn a M∀ ∈ ≤ℕ.  

]من  x أثبت أنّه مهما تكن 2. ]1 1
2 ، تكن المتسلسلة −,2

0

n
n

n

a x

∞

=
متقاربة. ثمُّ عبرّ  ∑

)عن مجموعها  )F x  بصيغة بسيطة بدلالةx.  
  يكونل βو αو Bو Aعين الأعداد  3.

1 1
2 2
, , ( )

1 1

A B
x F x

x xα β
 ∀ ∈ − = +   − −

  

 .nبدلالة  naاستنتج من ذلك صيغة  4.

  الحـل

21M يحُقق الشرطو  1أكبر من  اً حقيقيّ  عدداً  Mفي الحقيقة، ليكن  1. M+ . عندئذ ≥
, يكون لدينا بالضرورة n

nn a M∀ ∈ ≤ℕ.  ّ0في الحقيقة، من الواضح أن
0a M≤ 

11aو M≤ ّلنفترض إذن أننا قد أثبتنا أن .k
ka M≤ 0 في حالة 1k n≤ ≤ عندئذ  +

  يكون لدينا
( ) 2

2 1 1 n n
n n na a a M M M +
+ += + ≤ + ≤  

2nفالنتيجة صحيحة أيضاً في حالة  n، أي نكون قد أثبتنا بالتدريج أنّ +
na M≤  أياً كان

n ∈ ℕ ًّيكفي إذن أن نجد عدداً عاديا .M  ق الشرطين1يحُق 2M≤ < 
21Mو M+ 5/3M. في الحقيقة، إنّ ≥   يفي بالغرض. =
)لمتتالية من الواضح أنّ جميع حدود ا 2. )n na ∈ℕ  ّموجبة. ولأن  

, | |
2

n

n n n
n

M
n a x M x

 ∀ ∈ ≤ ≤   
ℕ  

)والمتسلسلة الهندسيّة  /2)nM∑  ّ2متقاربة لأنM nأنّ المتسلسلة  نستنتج >
na x∑ 

1من اال  xمتقاربة بالإطلاق أياً كانت قيمة  1
2 2
, −   لنعرّف إذن .

0
( ) n

nn
F x a x

∞

=
= ∑ 

1إلى  xعندما تنتمي  1
2 2
, −   .  
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1من اال  xلتكن  1
2 2
, −  عندئذ ،  

( )

0 1
2

2
2

0

2
1

0

2 2
1

0 0

2

1 0

( ) n
n

n

n
n

n

n
n n

n

n n
n n

n n

n n
n n

n n

F x a a x a x

x a x

x a a x

x a x a x

x x a x x a x

∞

=
∞

+
+

=
∞

+
+

=
∞ ∞

+ +
+

= =
∞ ∞

= =

= + +

= +

= + +

= + +

= + +

∑

∑

∑

∑ ∑

∑ ∑

  

  وأخيراً 
21 1

2 2
[ , ], ( ) ( ) ( )x F x x x x F x∀ ∈ − = + +  

  ومن ثمَّ 
1 1
2 2 2

[ , ], ( )
1

x
x F x

x x
∀ ∈ − =

− −
  

  لنلاحظ أنّ  3.

( )( )
2

2 21 5
1 1 1 1

2 4
x x x x x xϕ ψ

 − − = − − = − −  
  

  وقد عرّفنا
1 5

2
ϕ

+
1و     = 1 5

2
ψ

ϕ

−
= − =  

  ومن ثمَّ 

2

1 1 1

1 1 15

x

x x x xϕ ψ

  − =  − −  − −
  

  إذن
1 1
2 2

1 1 1
[ , ], ( )

1 15
x F x

x xϕ ψ

 ∀ ∈ − = −   − − 
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  وهنا نلاحظ أنّ 

0

0

1 1
| |

1

1 1
| |

1

n n

n

n n

n

x x
x

x x
x

ϕ ψ
ϕ ϕ

ψ ϕ
ψ ψ

∞

=
∞

=

= < = −
−

= <− =
−

∑

∑







  

  وعليه يكون لدينا 

1 1
2 2

0

[ , ], ( )
5

n n
n

n

x F x x
ϕ ψ

∞

=

−
∀ ∈ − = ∑  

  أنّ  nوتتيح لنا هذه المساواة أن نثبت بالتدريج على العدد 

  ( ) ( )1 5 1 5
2 2

1
,

5

n n

nn a + − ∀ ∈ = −   
ℕ  ú  

) تسمّى المتتالية حظة.ملا � )n na ∈ℕ  متتالية أعداد فيبوناتشيFibonacci ويسمّى العدد ،
1 5

2
ϕ

+
   النسبة الذهبية. =

Jفي هذا التمرين يرمز الرمز  23. التمرين x لجزء الصحيح للعدد إلى اx.  

) نهّأأثبت  1. ) { }, 1 0,1n n n∗    ∀ ∈ + −   ∈ ℕ وعينّ الشرط اللازم ،
1nوالكافي حتىّ يكون المقدار  n   + −        ً1 مساويا.   

1نعرّف في حالة  2. n≤1 ، المقدار
n

n n
b

n

   + −   = أثبت تقارب ،

المتسلسلة 
1

n
n

b

∞

=
  ، واحسب مجموعها.∑

  الحـل

pفي الحقيقة، ليكن  1. n =    1عندئذ يكون لديناp n p≤ <   ومن ثمَّ  +
2 21 1 ( 1) 1p n p+ ≤ + < + +  

  وعليه
2 21 ( 1)p n p< + ≤ +  
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1أي  1p n p< + ≤   أو +
1 1n n n     < + ≤   +  

  وهذا يثبت أنّ 

{ }1 , 1n n n     + ∈     +   

1ويثبتُ أيضاً أنّ  1n n   + =   +   1إذا وفقط إذا كانn ∗+ ∈ ℕ  أي إذا وفقط
2يحُقّق  qإذا وُجد عددٌ طبيعي  1n q=   إذن، إذا عرفّنا  .−

{ }2 1 :q q ∗= − ∈N ℕ  
ورمزنا بالرمز 

N
  كان   Nإلى التابع المميز للمجموعة  1

, 1 ( )n n n n∗    ∀ ∈ + −   =  N
ℕ 1  

  
  نعرّف إذن 2.

1 1
, ( )n

n n
n b n

n n

∗
   + −   ∀ ∈ = =

N
ℕ 1  

  فيكون لدينا
2

2

1

2
( 1)

1 1 1 1
2,

2 ( 1) ( 1)1

q

n

n q

q b
q q q qq

−

= −

 ∀ ≥ = = −   − + −
∑  

  نجد mحتى  2من  qومن ثمَّ، بجمع هذه المقادير عندما تتحوّل 
2 1

1

1 1 1
2,

2 2 ( 1)

m

n
n

m b
m m

−

=

 ∀ ≥ = −   + ∑  

  ثبتُ أيضاً أنّ يو  ∑nbوهذا يثبتُ تقارب المتسلسلة 

1

1

4n
n

b

∞

=

=∑  

  ú  .وهو اموع المطلوب حسابه



 216 المتسلسلات العدديّة

 

Jليكن  24. التمرينα  عدداً من∗
+ℝ دف إلى دراسة تقارب المتسلسلة .na∑ في حالة  

( )1
ln 1

n

na
nα
− = −   

  

2أنّ  أثبت 1. 21 1
2 2

1, ( ) ln(1 ) ( )x x g x x x x h x∀ > − ≤ − +  hحيث  ،≥
  .0إلى  xعندما تسعى  1تابعان موجبان ويسعيان إلى هما  gو

  .∑naمما سبق لتدرس تقارب المتسلسلة  استفدْ  2.
  الحـل

1xهناك طرائق عدّة لإثبات صحّة المتراجحة. يمكننا مثلاً أن نلاحظ أنهّ في حالة  1. >   لدينا −
1

2

0 0 0

1
ln(1 ) 1 d d d

1 1 1

x x
t u

x x t t x u
t t xu

 − + = − = =  + + + ∫ ∫ ∫  

0xة ه في حالوبملاحظة أنّ    لدينا ≤

[0,1],
1 1

u u
u u

x xu
∀ ∈ ≤ ≤

+ +
  

1وفي حالة  0x− <   لدينا >

[0,1],
1 1

u u
u u

xu x
∀ ∈ ≤ ≤

+ +
  

  نستنتج أنّ 
2 2

2 2

0 ln(1 )
2(1 ) 2

1 0 ln(1 )
2 2(1 )

x x
x x x

x

x x
x x x

x

≥ ⇒ ≤ − + ≤
+

− < < ⇒ ≤ − + ≤
+

  

  وعلى هذا، إذا عرفّنا
1

( ) max 1,
1

h x
x

 =   + 
1و  

( ) min 1,
1

g x
x

 =   + 
  

يأخذان قيماً موجبة تماماً، وأنّ  gو hنتجنا أنّ التابعين است
0 0

lim ( ) lim ( ) 1
x x

h x g x
→ →

= = ،

  وأخيراً أنّ 
2 21 1

1 ( ) ln(1 ) ( )
2 2

x x g x x x x h x− < ⇒ ≤ − + ≤  
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  المقدار ℕ∗من  nلنعرّف في حالة  2.
1( 1) ( 1)

ln 1
n n

nb
n nα α

−  − −  = − −   
  

)بناءً على نتيجة السؤال الأوّل، نلاحظ أنّ حدود المتتالية  )n n
b ∗∈ℕ

موجبة، وأنّ  

2 1
lim

2n
n

n bα
→∞

  :الآتية. وهنا نناقش الحالات =

1حالة  �
0

2
α< من . هنا نستنتج ≥

2

1

2
nb

n α
 لـمّامتباعدة، و  ∑nbأنّ المتسلسلة  ∽

)1كانت المتسلسلة المتناوبة  1) /n nα−∑  ∑naمتقاربة استنتجنا أنّ المتسلسلة  −
 متباعدة لأنّ 

1( 1)
,

n

n nn a b
nα

−
∗ −

∀ ∈ = −ℕ  

بل إنّ   
1

lim
n

k
n

k

a
→∞ =

= −∞∑. 

1حالة  �

2
α< هنا نستنتج من .

2

1

2
nb

n α
كانت   لـمّامتقاربة، و  ∑nbأنّ المتسلسلة  ∽

)1المتسلسلة المتناوبة  1) /n nα−∑ متقاربة  ∑naمتقاربة، استنتجنا أنّ المتسلسلة  −
 أيضاً.

 

)تتقارب المتتالية  .نتيجة � )n n
u ∗∈ℕ حيث ( )( 1)

1
1

kn

n k k
u

α

−
=

= من عدد حقيقي  ،∏−

1في حالة  0مساوياً  ℓ. ويكون ℓموجب 
0

2
α< ≤.  ú  

Jمتراجحة  25. التمرينCarlman .لتكن( )n n
a ∗∈ℕ  متتالية حقيقيّة حدودها موجبة. ولنعرّف

)انطلاقاً منها المتتالية )n nb ∗∈ℕ  كما يلي  

1 2, n
n nn b a a a∗∀ ∈ =ℕ …  

 يقتضي تقارب المتسلسلة ∑na هذا التمرين إلى إثبات أنّ تقارب المتسلسلةدف في 
nb∑.  
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  ، صحّة المتراجحة التالية:ℕ∗من  nأثبت، في حالة  1.
1 2

1 1 2( , , ) ( ) ,n nn
n n

x x x
x x x x x

n
+

+ + +
∀ ∈ ≤

⋯
… ℝ …  

,1ولتكن ، ℕ∗من  n لتكن 2. , nλ λ…  ّأعداداً موجبة تماماً. أثبت أن  

1 2

1

nn
n k

n
k k

a
b

n

λ λ λ

λ=

≤ ∑
⋯  

,1،  ولتكن ℕ∗من  mلتكن  3. , mλ λ… أعداداً موجبة تماماً، ولنعرّف  

1 21
max :

m n
n

m m
n kk

k
n

λ λ λ

λ =

    ∆ = ∈     
∑

⋯
ℕ  

أثبت أنّ   
1 1

m m

n m k
n k

b a
= =

≤ ∆∑ ∑.  

)نختار الأعداد 4. )n nλ ∗∈ℕ 1 ليتحقّق الشرط

1
,

1
n

nn
n

λ λ∗∀ ∈ =
+

ℕ ⋯ .

  :، واستنتج متراجحة كارلمان ℕ∗من  m في حالة ∆m أوجد عنصراً راجحاً على

1 2
1 1

n
n n

n n

a a a e a

∞ ∞

= =
≤ ⋅∑ ∑…  

  .∑nbيقتضي تقارب المتسلسلة ∑naتقارب المتسلسلة ومن ثمَّ فإنّ   
   ثابتاً أصغر منه في متراجحة كارلمان ؟ eأيمَكن أن نستبدل بالعدد  5.

  الحـل

أن نبدأ بإثبات هذه هي المتراجحة المعروفة بين المتوسّطين الحسابي والهندسي، يمكننا لإثباا  1.
  .nالخاصّة التالية بالتدريج على العدد 

1 1 2 1 2: ( , , ) ( ) , 1n
n n n nx x x x x n x x x+∀ ∈ + + + = ⇒ ≤P … ℝ ⋯ ⋯  

   صحيحة وضوحاً. 1Pفي الحقيقة، إنّ 
1. إنّ الشرط 2P لنثبت صحّة 2 2x x+ 1يقتضي أنّ  = 21 (1 )x x− = −   ومن ثمَّ  −

1 2(1 )(1 ) 0x x− − ≤  
1وهذا يُكافئ  2 1x x ≤.  

)1. ولتكن 1n−Pلنفترض، بوجه عامّ صحة  , , )nx x…  من( )n+ℝ تحُقّق  

1 2 nx x x n+ + + =⋯  
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n,1ندئذ، يمكننا دون الإخلال بعموميّة الإثبات، أن نفترض أنّ ع k nk x x x∀ ∈ ≤ ≤ℕ ،
1وعندئذ لا بدُّ أن يكون  1

n
k k nnx x nx=≤ ∑ 1، ومنه ≥ 1 nx x≤ ، أي ≥

1(1 )(1 ) 0nx x− −   ، أو≥

1 1 1n nx x x x≤ + −  
  نستنتج أنّ  وبالاستفادة من الفرْض،

2 1 1 1 2 1 1 1n n n nx x x x x x x x n− −+ + + ≤ + + + + − = −⋯ ⋯  
  أكبر أو يساوي الواحد يحُقق λإذن يوجد عددٌ حقيقي 

2 1 1 1n nx x x x nλ λ λ−+ + + = −⋯  
  نستنتج أنّ  1n−Pوبتطبيق الخاصّة 

1
1 2 1 1n

n nx x x xλ −
− ≤⋯  

1وهذا يقتضي أنّ  2 1 1n nx x x x− 1لأنّ  ⋯≥ 1nλ −  nP. وهكذا نكون قد أثبتنا أنّ ≤
  صحيحة.

)1لتكن  , , )nx x…  من( )n+ℝ ، 1ولنعرّف nx x

n
λ

+ +
=

  ، عندئذ يكون لدينا⋯

1 2 nx x x
n

λ λ λ
+ + + =⋯  

1نستنتج أنّ  nPاستناداً إلى و  2 1nx x x

λ λ λ
⋅ ⋅ ⋅ 1أو ⋯≥ 2

n
nx x x λ≤⋯  وهي المتراجحة

  المطلوبة.
,1، ولتكن ℕ∗من  nلتكن  2. , nλ λ…  .ًعندئذأعداداً موجبة تماما  

1 2
1 2 1 2

1 2

1 2
1 2

1 2

1 2

1

n
n n

n

n n
n

n n

n

n
n

n

k

k
n

k

n

a a
a

a

n

a
b a a

a a

a

λ λ
λ λ

λ λ
λ λ

λ λ

λ

λ
λ

λ
λ

λ

=

= = …

…

≤

=

…

…
∑

⋯

⋯  

  لكتابة المتراجحة الأخيرة. 1.وقد استفدنا من المتراجحة  التي أثبتناها في 
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,1، ولتكن ℕ∗من  mلتكن  3. , mλ λ… أعداداً موجبة تماماً، ولنعرّف  

1 21
max :

m n
n

m m
n kk

k
n

λ λ λ

λ =

    ∆ = ∈     
∑

⋯
ℕ  

  يكون لدينا 2.عندئذ استناداً إلى ما أثبتناه في 

1 2

1

1
n n

n
n k

k k

b a
n

λ λ λ

λ=

≤ ∑
1في حالة  ⋯ n m≤ ≤  

  وبجمع هذه المتراجحات طرفاً إلى طرف نجد

1 2

1 1 1

1 2

1 1

1

1

m m n n
n

n k
n n k k

m m mn
n

k m k
k n k kk

b a
n

a a
n

λ λ λ

λ

λ λ λ

λ

= = =

= = =

  ≤    
  = ≤ ∆   

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

⋯

⋯
  

)نختار الأعداد 4. )n n
λ ∗∈ℕ  1ليتحقّق الشرط

1
,

1
n

nn
n

λ λ∗∀ ∈ =
+

ℕ   أي .⋯

1

1

2
λ 1و =

1

( 1)
n nn

λ λ =
+

1و   ⋯ 1 1

1
n nn

λ λ − −
=⋯  

  ومن ثمَّ 
1

,
( 1)

n

n n

n
n

n
λ

−
∗∀ ∈ =

+
ℕ  

  يكن mℕمن  kما تكن وعليه مه

1 2 1

( 1)

1 1

1

1 1

1

m mn
n

n k n k
m

n k

n n n

n n

k m

λ λ λ

= =

=

=
+

 = −   + 

= −
+

∑ ∑

∑

⋯

  

  ومن ثمَّ 

1 21 1
1 1

1

km n
n

n kk

k

n k m

λ λ λ

λ =

     = + −      +   ∑
⋯  
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1ولكن نستنتج من المتراجحة  xx e+ 1ومن كون  ≥ k m≤   أنّ  ≥

1 21 1
, 1

1 1

m n
n

m
n kk

m
k e e e

n m m

λ λ λ

λ =

 ∀ ∈ ≤ ⋅ − = <  + + ∑
⋯

ℕ  

  إذن 
, mm e∗∀ ∈ ∆ <ℕ  

  يمكننا أن نكتب  3.وبالعودة إلى نتيجة 

1 1

,
m m

n k
n k

m b e a∗

= =

∀ ∈ ≤ ⋅∑ ∑ℕ  

  :ان، وتتحقّق متراجحة كارلم∑nbيقتضي تقارب المتسلسلة  ∑naتقارب المتسلسلة فإنّ وعليه 

1 2
1 1

n
n n

n n

a a a e a

∞ ∞

= =

≤ ⋅∑ ∑…  

∗من  Λلنفترض أنّ ثابتاً  5.
+ℝ يحُقّق المتراجحة  

1 2
1 1

n
n n

n n

a a a a

∞ ∞

= =

≤ Λ ⋅∑ ∑…  

) وذلك مهما كانت المتتالية ذات الحدود الموجبة )n n
a ∗∈ℕ  ن عندها المتسلسلة التي تكوna∑ 

) المتتالية ذات الحدود الموجبة ، ولنعرّفℕ∗من  pعدداً  متقاربة. لنختر إذن )n n
a ∗∈ℕ الصيغة ب

1
ka

k
pkفي حالة  = ∈ ℕ 0وka kفي حالة  = p> عندئذ تأخذ المتراجحة السابقة .

  الشكل

1 1

1 1

!

p p

pk
k k

H
kk= =

≤ Λ ⋅ = Λ ⋅∑ ∑  

 حيث
1
1/

p

p k
H k

=
=   هو العدد التوافقي المعروف. ∑

  إذن 

  
1

1 1
,

!

p

k
kp

p
H k

∗

=

∀ ∈ ⋅ ≤ Λ∑ℕ  ( )∗  
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ولكن إذا عرفّنا 
!

k

k

k
u

k
1limلاحظنا أنّ  = k

k
k

u
e

u

+

→∞
، ومن ثمَّ استنتجنا أنّ =

lim k
k

k
u e

→∞
1. أي إنّ =

!k

e

kk
1، ولأنّ ∽

k
أنّ  نستنتجمتباعدة  ∑

1 1

1 1

!

n n

k
k k

e
kk= =

∑   ، وهذا يعني أنّ ∽∑

1

1 1
lim

!

p

kp
kp

e
H k→∞ =

   ⋅ =   
∑  

)وبالعودة إلى  eلا بدُّ أن يكون  نرى أنهّ ∗( ≤ Λ فلا يمكن أن نستبدل بالثابت ،e  في متراجحة
  ú  كارلمان ثابتاً أصغر منه. 

Jدف في هذا التمرين إلى دراسة تقارب المتسلسلة  26. التمرين1n na≥∑ التي حدّها العام هو  

( 1) n

na
n

  

α

−
=  

، وℝمن  αحيث    t  هو الجزء الصحيح للعددt.  

.1 .a  ّأثبت أن : 
2

2

( 1) 1

, ( 1) ( 1) (2 1)
p

k p

k p

p p

+ −
  

=

∀ ∈ − = − +∑ℕ.  

.b  : ّأثبت أن( ) ( )

2 1
1

0

, 1 1
m

k m

k

m m

−
  − 

=
∀ ∈ − = −∑ℕ.  

.c  لتكنn  من∗ℕ ولنضع ،m n =   : ّأثبت أن.  

( ) ( ) ( )2

0

1 1 1
n

k m

k

n m m  

=
− = − + − −∑  

.d  ّاستنتج مما سبق أن ( )
0

, 1 1
n

k

k

n n  

=

 ∀ ∈ − ≤ + ∑ℕ.  

)لنضع  2. )
0

1
n k

n k
A   

=
=   أنّ  ℕ∗من  n، أثبت في حالة ∑−

( ) ( )0
1 1

1 1

1 1

n n
n

k k

k k

A
a A A

n k k= =

 = − + −   + +∑ ∑ αα α  

1nواستنتج تقارب المتسلسلة  na≥∑  1في حالة

2
>α.  
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1نفترض أنّ  3.

2
≤αة . أثبت في حالp  من∗ℕ  ّأن  

( )
( )2

2

1 1
1 21

p
p

k

k p

a p

+ −
−

=

− ≥∑ α  

1nواستنتج أنّ المتسلسلة  na≥∑  1متباعدة في حالة

2
≤α.  

  الحـل

2في الحقيقة، إذا كان  1. 2( 1)p k p≤ < kكان   + p     ومن ثمَّ  =

( )

2 2

2 2

( 1) 1 ( 1) 1

2 2

( 1) ( 1)

( 1) ( 1)

( 1) (2 1)

p p
k p

k p k p

p

p

p p

p

+ − + −
  

= =

− = −

= − + −

= − +

∑ ∑
  

1mإلى  0من  pوبجمع هذه المساويات عندما تتحوّل    نجد −

( )

2 1 1

0 0
1

1

0
1

( 1) ( 1) (2 1)

( 1) ( 1) ( 1) ( )

( 1)

m m
k p

k p

m
p p

p

m

p

p p

m

− −
  

= =
−

−

=
−

− = − +

= − + − −

= −

∑ ∑

∑  

mولنعرّف  ℕ∗من عدداً  nليكن إذن  n =  عندئذ .  
2

2

1

0 0
1 2

2

( 1) ( 1) ( 1)

( 1) ( 1) ( 1)

( 1) ( 1 )

n m n
k k k

k k k m
m m

m

m n m

n m m

−
          

= = =
−

− = − + −

= − + − − +

= − + − −

∑ ∑ ∑
  

mولكن  n =    ّ1يقتضي أنm n m≤ <   ومن ثمَّ  +
2 2( 1)m n m≤ < +  

  ومنه 
2 2 21 1 ( 1) 1m n m m m m m− ≤ + − − < + + − −  
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  هذا يقتضيو 
21 1 1m n m m m− ≤ + − − ≤ +  

21 في حالة نإذ ( 1)n m+ < 21يكون  + 1n m m m+ − − <   ومن ثمَّ  +
21 1n m m m n + − − ≤ ≤ +   

21 وفي حالة ( 1)n m+ = 21يكون  + 1n m m m+ − − =   ومن ثمَّ  +
21 1 1n m m m n + − − = + = +   

  يع الأحوال لديناإذن في جم

0

( 1) 1
n

k

k

n
  

=

 − ≤ +  ∑  

لنضع  2.
0
( 1)

n k
n k

A
  

=
=   ، عندئذℕ∗من  n، ولتكن ∑−

1 1

1 1 1 1
1

1 0

0
1 1

0
1

( 1)

( 1) ( 1)

1 1

( 1) ( 1)

n n n n
k k k k

k
k k k k

n n
k k

k k
n n

n k k

k k
n

n
k

k

A A A A
a

k k k

A A

k k

A A A
A

n k k

A
A A

n k k

α α α

α α

α α α

α α α

− −

= = = =
−

= =

= =

=

−
= = −

= −
+

= − + −
+ +

  = − + −  +  + 

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

∑

  

  ولكن

1

1 1 1
1 1

1( 1)

k k

k kk k k

α α

α α α

α

α +

          − = + − ⋅ ⋅            +    +   
  

  إذن

1

1 1

( 1)k k kα α α

α
+

  −   + 
∼  

  وهذا يبرهن أنّ 

1/2

1 1 1

( 1)
kA O

k k k
α α α+

    − =       + 
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1في حالة  وعليه

2
α   ، يتحقّق ما يلي:<

  المتسلسلة تتقاربأوّلاً،  �

1

1 1

( 1)
k

k

A
k kα α

∞

=

  −   + 
∑ 

lim وثانياً   � 0
( 1)

n

n

A

n α→∞
=

+
 لأنّ  

( )(1/2)

( 1)

nA O n
n

α

α

−=
+

. 

1 في حالة ومنه،
2

α   متقاربة ويكون  ∑naتكون المتسلسلة ، <

1 1

1 1
1

( 1)
k k

k k

a A
k kα α

∞ ∞

= =

  = − + −   + 
∑ ∑  

1نفترض أنّ  3.

2
α   لدينا ℕ∗من  p. عندئذ في حالة ≥

2 2

2 2

2 2

( 1) 1 ( 1) 1

( 1)

2 2

2

2 2

1 2 1 2

1
( 1)

1
(2 1) min

2 1

max( ,( 1) )

2 1 1 1 1
: 1 1

max(1,(1 1/ ) )
2 1

1

p p
p

k

k p k p

p k p

a
k

p
k

p

p p

p

p pp p

p
p p

p

α

α

α α

α

α α

α α

+ − + −

= =

≤ < +

− −

− =

≥ +

+
≥

+
 + = + ≤ +  +

 + ≥ >  + 

∑ ∑




  

1n المتسلسلة وهذا يثبت أنّ  na≥∑  1لا تحُقّق شرط كوشي للتقارب في حالة

2
α ، فالمتسلسلة ≥

1n na≥∑ .متباعدة في هذه الحالة  ú  
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Jكن يل 27. التمرينn  ًمن  عدداً طبيعيّا∗ℕ ،وجد عددٌ طبيعي وحيد ي( )k n  ق المتراجحةيحُق
( ) ( ) 12 2k n k nn +≤ )، نعرّف إذن > )( ) 2k nL n . وإذا كانت الكتابة بالأساس =

هي  nللعدد  2
0
2kkk

n ε
≥

= عرفّنا  ∑
0

( ) kk
S n ε

≥
= ، أي مجموع ∑

  ثنانيّة. دف إلى دراسة المتسلسلةفي كتابته الا nخانات العدد 

1

1

( ( )) ( )n L n S nα

∞

=
∑  

0αفي حالة    )، وحساب مجموعها < )T α .اعند تقار  
  الحـل

)لنلاحظ أوّلاً أنّ المتراجحة . دراسة التقارب � ) ( ) 12 2k n k nn +≤   تقتضي  >
( ) 2 ( )L n n L n≤ <  

)كما نستنتج من المتراجحة  ) ( ) 12 2k n k nn +≤ أنّ  >
( )

0

2
k n

k
k

k

n ε
=

=   ومن ثمَّ فإنّ  ،∑

21 ( ) ( ) 1 1 log ( )S n k n n≤ ≤ + ≤ +  
  وعلى هذا نرى أنّ 

( )22, ( ( )) ( ) 1 log ( ) 4 ln
2

n
n L n S n n n n n

α
α α α

α
∀ ≥ ≤ ≤ + ≤  

  إذن
1 1 2

2,
4 ln ( ( )) ( )

n
n n L n S n n

α

α α α
∀ ≥ ≤ ≤  

1المتسلسلة كانت  لـمّاو 

nα
1αمتقاربة في حالة  ∑ 1تسلسلة، والم<

lnn nα∑  متباعدة في

1αحالة  1استنتجنا أنّ المتسلسلة  ≥

( ( )) ( )L n S nα∑  1تتقارب إذا وفقط إذا كانα >.  

1α نفترض أنّ . حساب المجموع � . عندئذ، نعرّف ℕ∗من sو ℕمن  k لتكن. <
)اموعة  , )k sA  ا مجموعة الأعداد الطبيعيّةبأn  من∗ℕ  التي تحُقّق( )k n k= 

)و )S n s=أي ،  
{ }( , ) : ( ) , ( )k s n S n s k n k= = =A  
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)عندئذ تؤلّف الجماعة  )
( , )

( , )
k s

k s ∗∈ ×
A

ℕ ℕ
. وبسبب تقارب المتسلسلة ℕ∗تجزئة للمجموعة  

  ون حدودها موجبة نستنتج أنّ المدروسة في هذه الحالة، وك

1 ( , )( , )

( , )

1 1

( ( )) ( ) ( ( )) ( )

card ( , )

2

n n k sk s

k
k s

L n S n L n S n

k s

s

α α

α

∗

∗

∞

= ∈∈ ×

∈ ×

  =    

=

∑ ∑ ∑

∑
A

A

ℕ ℕ

ℕ ℕ

  

1sفي حالة ولكن  k> )يكون  + , )k s = ∅A  1أمّا في حالةs k≤   فلدينا +

1( , ) 2 2 : , card( ) 1k p
k

p B

k s B B s−

∈

   = + ⊂ = −    
∑A ℕ  

  إذن 
1

1

!
card ( , )

( 1)!( 1)! 1
s s
k k

k s
k s C C

k s s k

−
+= = =

− + − +
A  

  ومن ثمَّ 

( )

1 ( , )

1

,

1

1
0 1

21 1

0 1
2 2

0 1 1

1 card ( , )

( ( )) ( ) 2

2 ( 1)

1

2 ( 1)

2 1 2 1
: d

12 ( 1)

1
d d

2 2

k
n k s

s
k

k
k s

k
s
kk

k s

k k
k

k
k

k

k

k
k

k s

L n S n s

C

k

C
k

x x
kk

x
x x x

α α

α

α

α

α α

∗

∗

∞

= ∈ ×

+

∈ ×
∞ +

+
= =

∞ + +

=

∞

=

=

=
+

  =    + 

− −
= =

++
      = =        

∑ ∑

∑

∑ ∑

∑ ∫

∑ ∫ ∫

A

ℕ ℕ

ℕ ℕ




0

2 2

01 1

d 2 1
d 2 ln

2 1 /2 2 2

k

k

k

x x
x

x

α
α

α α α

∞

=

∞

=

       
   −  = = =      − − 

∑

∑∫ ∫

  

  ú  وهي قيمة اموع المطلوبة.
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J28. التمرين  

1aفي حالة  1. 0و < r a<   ينتكامل، المقدار  ستعمال، احسب، با>

( )
( )

0

1
, n

n

a r
a na r

∞

=
∆ =

)و  ∑+ )
( )

( )
0

1
,

n

n
n

a r
a na r

δ

∞

=

−
=

+∑  

  ثبت صحّة المساواتين التاليتين :أ 2.

( ) ( )( )
( ) ( )

0

0

1 6 4 5

16 8 1 8 4 8 5 8 6

1 2 2 1

4 4 1 4 2 4 3

n
n

n

n
n

n n n n

n n n

π

π

∞

=
∞

=

= + +
+ + + +

−
= + +

+ + +

∑

∑
  

  الحـل
  لنلاحظ أنّ  1.

1 11 1 1
1 1

0 0 00 0
1 11

1 1

00 0

1 11
1

0 0

1 1
d d

( )

1 ( / )
d d

1 /

( / )
d d

1 / 1 /

n

kn n n a
ak r r

k k
k k k

kn a na
r r

a
k

a nr
r

a a

R

t
t t t t

aa ka r a

t at
t t t t

a t a

t at
t t t

t a t a

− − −
+ − −

= = =

−
− −

=

−
−

  = =   +  
    −   = = ⋅     −   

= − ⋅
− −

∑ ∑ ∑∫ ∫

∑∫ ∫

∫ ∫
�







� �









  

   ولكن
1

1

0

( / ) 1
0 d

1 1/ 1 ( )

a n
r

n n

t a a
R t t

a a a an r

−≤ ≤ ⋅ = ⋅
− − +∫  

  وبوجه خاص لدينا
lim 0n
n

R
→∞

=  
  نإذ

1 1

0 0

1
( , ) d

( ) 1 /

r

n a
n

t
a r t

a na r t a

∞ −

=

∆ = =
+ −

∑ ∫  
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  وبأسلوب مماثل نلاحظ أنّ 
1 11 1 1

1 1

0 0 00 0
1 11

1 1

00 0

1 1
1 1

0

( 1) ( 1)
d d

( )

1 ( / )
d d

1 /

( / )
d ( 1)

1 / 1 /

kn n nk k a
ak r r

k k
k k k

kn a na
r r

a
k

a nr
n r

a a

t
t t t t

aa ka r a

t at
t t t t

a t a

t at
t t

t a t a

− − −
+ − −

= = =

−
− −

=

−
− −

 − −  = = −  +  
    − −   = − = ⋅     +   

= + − ⋅
+ +

∑ ∑ ∑∫ ∫

∑∫ ∫

∫
1

0

d

nR

t

′

∫
�







�







�

  

  ولكن 
1

1

0

1
0 d

( )

n
a

r
n n

t
R t t

a a an r

−
 ′ ≤ ≤ =   + ∫  

  وبوجه خاص لدينا
lim 0n
n

R
→∞

′ =  
  إذن

1 1

0 0

( 1)
( , ) d

( ) 1 /

n r

n a
n

t
a r t

a na r t a
δ

∞ −

=

−
= =

+ +
∑ ∫  

  :يأتي لإثبات صحّة العلاقة الأولى نلاحظ ما 2.
  

 كان  لـمّا �

6 2 2

(8 1)(8 4) 8 1 8 4
4 1 1

(8 1)(8 5) 8 1 8 5
5 1 1

(8 1)(8 6) 8 1 8 6

n n n n

n n n n

n n n n

= −
+ + + +

= −
+ + + +

= −
+ + + +
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  استنتجنا استناداً إلى ما سبق أنّ 

0

0

0

6
4 (16,2) 4 (16, 8)

16 (8 1)(8 4)

4
2 (16,2) 2 (16,10)

16 (8 1)(8 5)

5
2 (16,2) 2 (16,12)

16 (8 1)(8 6)

n
n

n
n

n
n

n n

n n

n n

∞

=
∞

=
∞

=

= ∆ − ∆
+ +

= ∆ − ∆
+ +

= ∆ − ∆
+ +

∑

∑

∑

  

  إذا عرفّنا ومن ثمَّ 

0

1 6 4 5

8 4 8 5 8 616 (8 1)n
n

S
n n nn

∞

=

 = + +   + + + +
∑  

  كان
8 (16,2) 4 (16,8) 2 (16,10) 2 (16,12)S = ∆ − ∆ − ∆ − ∆  

)كان   لـمّاو  )
1 1

16
0

16, 16 d
16

rt
r t

t

−
∆ =

0في حالة  ∫− 16r<   استنتجنا أنّ  >

1 17 9 11 6 8 10

16 16
0 0

1 5 4 3
2

8
0

8 4 2 2 4 2
16 d 16 2 d

16 16

2 4
16 d :

16

t t t t t t t
S t t t

t t

u u u
u u t

u

     − − − − − −   = =    − −      
  + + −  = ←  −  

∫ ∫

∫ 


  

  ولكن نلاحظ أنّ 
( )( )
( )( )

5 4 3 4 3 2

8 4 3 2 4 3

2 4 2 4 4 4 1

16 2 4 4 4 2 4 4

u u u u u u u u

u u u u u u u u

+ + − = + + + + −

− = + + + + − + −
  

  إذن
1

4 3
0

1
16 d

2 4 4

u
S u

u u u

  −  =   − + −  
∫  

  كان   لـمّاو 
4 3 2 22 4 4 ( 2)( 2 2)u u u u u u− + − = − − +  
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  لنكتبأمكننا أن نفرق الكسر 

( )

4 3 2 2

2 2

2

2

16( 1) 16( 1)

2 4 4 ( 2)( 2 2)
2 2 4( 1) 4

2 2 1 ( 1)2 2

2
2 ln 4arctan 1

2 2

u u

u u u u u u

u

u u uu u

u
u

u u

− −
=

− + − − − +
− −

= + − +
− + + −− +

′   −     = + −        − +   

  
  وعليه فإنّ 

1
2

2
0

2
2 ln 4arctan( 1)

2 2

u

u

u
S u

u u
π

=

=

   −  = + − =   − +  
  

  واستناداً إلى عبارة الخطأ يمكننا أن نبرهن أنّ  وبذا يتمّ إثبات صحّة المساواة الأولى.
1

0

1 6 4 5 8 1

8 4 8 5 8 6 1516 (8 1) 16

n

k n
n k k kk n

π

−

=

 − + + < ⋅  + + + + ⋅
∑  

)لنأتِ إلى المساواة الثانية، ولنستفدْ من عبارة  � )4,rδ : لنجد  

�

0

( 1) 2 2 1

4 1 4 2 4 34

2 (4,1) 2 (4,2) (4, 3)

n

n
n

S
n n n

δ δ δ

∞

=

 − = + +   + + + 

= + +

∑  

كان   لـمّاو 
1 1

4
0

4
(4, ) d

4

rt
r t

t
δ

−
=

  استنتجنا أنّ  ∫+

�
1 12 2

4 2 2 2
0 0
1 1

2 2
0 0

1

0

2 2 2 2
4 d 4 d

4 (2 ) (2 )

1 1
4 d 4 d

2 2 1 ( 1)

4arctan( 1)

t

t

t t t t
S t t

t t t

t t
t t t

t π

=

=

+ + + +
= =

+ + −

= =
− + + −

 
 = − = 
  

∫ ∫

∫ ∫  

  ú  ومنه المساواة الثانية.
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Jنعرّف في حالة  29. التمرينn  من∗ℕ  المقدار
2

1

1
n

k n

R
k

∞

= +
= . دف في هذا التمرين إلى ∑

المساواة إثبات صحّة 
3

1 1

1 n

n n

R

nn

∞ ∞

= =
=∑ ∑.  

1ادرس تحولات التابع  1. lnu u u− ]على اال  ֏+ . ثمُّ أثبت أنّ ∞+,1]

)التابع  )
ln

1

x x
x h x

x
= −

−
يقبل التمديد إلى تابع مستمر على اال  ֏

[ ]0,1I ,وأنهّ يحُقّق المتراجحة  = 0 ( ) 1x I h x∀ ∈ ≤ ≤.  

1 المقدار ،ℕ∗من  n عددٍ طبيعي في حالة ،نعرّف 2.
1

0
( )dn

nI x h x x−= ∫. 
nأثبت أنّ  nI R=.  

]من  xو  ℕ∗من  nأثبت في حالة  3.   أنّ  0,1]

( )
1

1 1
0 ln ln

1 1

n k
n

k

x
x

x k x=
≤ − ≤

− −∑  

  واستنتج أنّ   
( )

1

1 0

ln 1 ln
d

1
n

n

R x x
x

n x

∞

=

−
=

−∑ ∫  

  أثبت من جهة أخرى أنّ  4.
( )

1

3
1 0

1 ln 1 ln
d

1n

x x
x

xn

∞

=

−
=

−∑ ∫  

  واستنتج المطلوب.
  الحـل
1في الحقيقة، نجد باشتقاق التابع  1. lnu u u− أنهّ متناقصٌ تماماً على اال  ֏+

1, +∞ 1و يأخذ قيمة الصفر عند ، وهu ,1. فهو إذن سالبٌ تماماً على = +∞ وعليه ،  

  ln
1, 0 1

1

u
u

u
∀ > < <

−
  (1)  

0,1من  xلنعرّف في حالة    المقدار  
ln

( )
1

x x
h x

x
= −

−
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1بوضع  (1)نستنتج من 
x

u
  أنّ  =

0,1 , 0 ( ) 1x h x ∀ ∈ < <   
  ونلاحظ أنّ 

0
lim ( ) 0
x

h x
+→

  و   =
1 1

ln ln1
lim ( ) lim ln 1 1

1x x

x
h x

x− −→ →

− ′= = =
−

  

0,1Iبع مستمر على اال التمديد إلى تاhالتابع قبل يإذن   =    المتراجحةيحُقّق  هوو   
, 0 ( ) 1x I h x∀ ∈ ≤ ≤  

1المقدار ℕ∗من  nنعرّف في حالة  2.
1

0
( )dn

nI x h x x−=   ق أنّ . عندئذ نستنتج مما سب∫
1

1

0

1
, 0 dn

nn I x x
n

∗ −∀ ∈ ≤ ≤ =∫ℕ  

limإذن  0n
n

I
→∞

  . ومن جهة أخرى نلاحظ أنّ =
1 1

1
1

0 0

( ) ( )d ln dn n n
n nI I x x h x x x x x−

+− = − = −∫ ∫  

  فإذا أجرينا مُكاملة بالتجزئة وجدنا

( )
1

1

0

ln
1

n

n n

x
I I x x

n
+

 
 − = − + 

1

2
0

1
d
1 ( 1)

nx
x

n n
+ =

+ +∫  

  ومن ثمّّ 

2
1

1
1

1
lim

lim ( )

lim ( )

m

n
m

k n
m

k k
m

k n

n m n
m

R
k

I I

I I I

→∞ = +

−→∞ = +

→∞

=

= −

= − =

∑

∑  

nفنكون قد أثبتنا أنّ  nI R= وذلك مهما كانت قيمة ،n.  
0,1من  xو ℕ∗من  nلتكن  3.    ّعندئذ نعلم أن   

1

1

1
0, ,

1 1

n n
k

k

t
t x t

t t

−

=

 ∀ ∈ − =  − −∑  
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    مُكاملة نجدـوبال

1 0

1
ln d
1 1

xn k n

k

x t
t

x k t=

− =
− −∑ ∫  

  يكون هذه الحالةولكن من الواضح أنهّ في 

0 0

1 1
0 d d ln

1 1 1

x x
n

n nt
t x t x

t t x

 ≤ ≤ =  − − − ∫ ∫  

  وهذا يثبت أنّ 

1

1 1
, 0,1 , 0 ln ln

1 1

n k
n

k

x
n x x

x k x

∗

=

  ∀ ∈ ∀ ∈ ≤ − ≤    − − ∑ℕ  

lnفإذا ضربنا طرفي هذه المساواة بالمقدار الموجب 

1

x

x

−
−

  ناجدو ، (1)يجة السؤال نتمن  ناستفدا، و 

1
1

1

, 0,1 ,

ln(1 )ln ( )
0 ln(1 )

1

n k
n

k

n x

x x x h x
x x

x k

∗

−
−

=

 ∀ ∈ ∀ ∈  
−

≤ − ≤ − −
− ∑

ℕ

  

0,1وبالمكاملة على اال     ّنستنتج أن  
1 1

1

10 0

ln(1 )ln
, 0 d ln(1 )d

1

n
nk

k

Rx x
n x x x x

x k

∗ −

=

−
∀ ∈ ≤ − ≤ − −

− ∑∫ ∫ℕ  

  ولكن
11

1

00

1
ln(1 )d ln(1 )

n
n x

x x x x
n

−
 − − − = − 
 

∫
1

0
1

1

1 10

1 1
d

1

1 1 1
d

n

n n
k

k k

x
x

n x

t x
n n k

−

= =

−
+

−

  = =   

∫

∑ ∑∫
  

كان   لـمّاو 
1

1 1
lim 0

n

n
kn k→∞ =

  أنّ  استناداً إلى توطئة سيزارو استنتجنا ∑=

1 1

1 0 0

ln(1 )ln ln(1 )ln
d d

1
n

n

R x x x x
x x

n x x

∞

=

− −
= =

−∑ ∫ ∫  
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0,1من  xو ℕ∗من  nلقد رأينا أنهّ في حالة  4.   لدينا  

1 0

0
1

1
0 ln d

1 1

1
d

1

( 1)(1 )

xn k n

k

x

n

n

x t
t

x k t

t t
x

x

n x

=

+

≤ − =
− −

≤
−

=
+ −

∑ ∫

∫  

lnxالمساواة بالمقدار الموجب  فإذا ضربنا طرفي هذه

x

من  xو ℕ∗من  nاستنتجنا أنهّ في حالة  −

0,1   لدينا  
1 1 1

1

ln ln(1 ) ln
0 ( )

1 1

n k n n

k

x x x x x x
h x

x k n n

− − −

=

−
≤ + ≤ ≤

+ +∑  

  ولكن
11

1

00

, ln d ln
k

k x
k x x x x

k

∗ −
 
 ∀ ∈ =  
 

∫ℕ

1 1

2
0

1
d

kx
x

k k

−
− = −∫  

0,1كاملة على اال  ـُإذن بالم   نجد  
1

3
10

ln ln(1 ) 1 1
0 d

( 1)

n

k

x x
x

x n nk=

−
≤ − ≤

+∑∫  

  تسعى إلى اللااية نجد nوبجعل 
1

3
10

ln ln(1 ) 1
d

1 k

x x
x

x k

∞

=

−
=

− ∑∫  

  إذن 

  
1

3
1 10

ln ln(1 ) 1
d

1
n

n k

R x x
x

n x k

∞ ∞

= =

−
= =

−∑ ∑∫  

  ú    وبذا يتمّ الإثبات.
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Jنتأمّل متتالية  30. التمرين( )n na ∈ℕ ن م∗
+ℝ.  

)متباعدة. أثبت أنهّ توجد متتالية  ∑naنفترض أنّ المتسلسلة  1. )n nb ∈ℕ  حدودها
nوتجعل المتسلسلة  موجبة وتسعى إلى الصفر nb a∑ .ًمتباعدة أيضا  

)متقاربة. أثبت أنهّ توجد متتالية  ∑naنفترض أنّ المتسلسلة  2. )n nb ∈ℕ  حدودها
nموجبة و تسعى إلى اللااية وتجعل المتسلسلة  nb a∑ .ًمتقاربة أيضا  

  الحـل

لنعرّف  1.
0

n

n kk
S a

=
= lim، عندئذ يكون لدينا ∑ n

n
S

→∞
=  .استناداً إلى الفرْض ∞+

,1واعتماداً على المتراجحة  ln(1 )x x x∀ > − +    يمكننا أن نكتب ≥

1 1

, ln 1 n n

n n

a a
n

S S

∗

− −

  ∀ ∈ + ≤   
ℕ.  

  وعليه

1
1

, ln ln n
n n

n

a
n S S

S

∗
−

−

∀ ∈ − ≤ℕ  

1فإذا عرفّنا اصطلاحاً  1S− 0nالعلاقة السابقة صحيحة في حالة  قاءبعندئذ احظنا ، و = = ،
  كان لديناو 

0 1

, ln
n

k
n

k k

a
n S

S= −

∀ ∈ ≤ ∑ℕ  

n/11إذن يكفي أن نختار  nb S limحتى تتحقّق الخاصّة المرجوّة لأنّ  =− n
n

S
→∞

= +∞.  

nلنعرّف  2. kk n
R a

∞

=
= lim، عندئذ ∑ 0n

n
R

→∞
  نلاحظ أنّ و استناداً إلى الفرْض.  =

1
1

1 1

, n n n
n n

n n n n

R R a
n R R

R R R R

+
+

+ +

−
∀ ∈ − = =

+ +
ℕ  

إذن باختيار 
1

1
n

n n

b
R R +

=
+

limنرى أنّ   n
n

b
→∞

=   وأنّ  ∞+

0 1
0

,
n

n k k
k

n R R b a+
=

∀ ∈ − = ∑ℕ  

nوهذا يثُبتُ تقارب المتسلسلة  nb a∑.  ú  
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  التوابع لمتحول حقيقي
  النهايات والاستمرار

  � ℂأو حقل الأعداد العقديةّ  ℝيمثل حقل الأعداد الحقيقيّة  Kي هذا البحث ف �

  جبر التوابع 1.

)الجبر  1-1. , )XF K  

)مجموعة غير خالية، ولتكن  Xلتكن  , )XF K ع التي منطلقهامجموعة التواب X  وتأخذ قيمها في
Kموعة قانونيف على هذه اتشكيل داخليين . نعر ( )و  +( وقانون تشكيل خارجيّ  ×(

(   كما يلي:  Kمجموعة مؤثراته  ⋅(

( ) ( )

( ) ( )

( )

2

2

( , ) ( , ) , , ( ) ( ) ( )

( , ) ( , ) , , ( ) ( ) ( )

( , ), , , ( ) ( )

f g X x X f g x f x g x

f g X x X f g x f x g x

f X x X f x f x

∀ ∈ ∀ ∈ + = +

∀ ∈ ∀ ∈ × = ⋅

∀ ∈ ∀λ ∈ ∀ ∈ λ ⋅ = λ ⋅

F

F

F

K

K

K K

  

)إنّ البنية  )( , ), , ,X + × ⋅F K  ّالعناصر القَلوبة فيه هي التوابع التي لا تأخذ ، و جبرٌ تبديلي
)الصفر قيمةً. نترك للقارئ أنّ يدرس قواسم الصفر في  , )XF K .  

) في علاقة الترتيب 2-1. , )XF ℝ  

)نعرّف على  , )XF ℝ  علاقة الترتيب(   :الآتية ≥(

( ) ( )2( , ) ( , ) , , ( ) ( )f g X f g x X f x g x∀ ∈ ≤ ⇔ ∀ ∈ ≤F ℝ  

) برليست علاقة الترتيب هذه علاقة ترتيب كلّي، ولكنّها منسجمة مع قوانين الج , )XF ℝأي .  

( )

( )

3

3

( , , ) ( , ) ,

( , , ) ( , ) , ( ) (0 )

f g h X f g f h g h

f g h X f g h f h g h

∀ ∈ ≤ ⇒ + ≤ +

∀ ∈ ≤ ∧ ≤ ⇒ × ≤ ×

F

F

ℝ

ℝ
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)عنصراً من  fإذا كان  .تعريف 3-1. , )XF K الرموز فإننا نرمز بRe f وIm f وf  إلى
  ابع و الت

Re : , Re( ( ))

Im : , Im( ( ))

: , ( )

f X x f x

f X x f x

f X x f x

→

→

→

ℝ ֏

ℝ ֏

ℝ ֏

  

)من  وهي جميعاً عناصر , )XF ℝ.  وكذلك نرمز بالرمزf  إلى التابع  
: , ( )f X x f x→ K ֏  

)عنصرين من  gوfإذا كان و  , )XF ℝ الرمزينفإننا نرمز ب max ( , )f g 
minو ( , )f g عين إلى التاب  

max( , ) : , max( ( ), ( ))f g X x f x g x→ ℝ ֏  
min( , ) : , min( ( ), ( ))f g X x f x g x→ ℝ ֏  

)عنصرين من  gو fه في حالة ونتحقّق بسهولة أنّ  , )XF K يكون  

( )
1

Re
2

f f f= )  و  + )
1

Im
2 i

f f f= −  

  وكذلك
     Re i Imf f f= 2  و    + 2Re Imf f f= +  

)من  gو f عنصرينونتحقّق أيضاً في حالة  , )XF ℝ ّأنه  
( )

1
max( , )

2
f g f g f g= + + )و  − )

1
min( , )

2
f g f g f g= + − −  

)maxأيضاً و  , )f f f= −.  
  تعريف  4-1.
  إذا وفقط إذا كان 0 متناظرة بالنسبة إلىا ، إℝ ّمن  Xنقول عن مجموعة جزئية  •

 ,x X x X∀ ∈ − ∈  
  . 0متناظرة بالنسبة إلى  ℝمجموعة جزئية من  Xلتكن 

)من  fع نقول إنّ التاب • , )XF K  ّإذا وفقط إذا كان فردي 

, ( ) ( )x X f x f x∀ ∈ − = − 

, وفقط إذا كانإذا  زوجيو نقول إنهّ  • ( ) ( )x X f x f x∀ ∈ − =.  
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)ينتمي إلى تابعاً  f . وليكن0 متناظرة بالنسبة إلى ℝ مجموعة جزئية من X لتكن , )XF K .
)من   ofو efالتابعين  fطلاقاً من نعرّف ان , )XF K�   يأتيكما:  

( )

( )

e

o

1: , ( ) ( ) ,
2
1: , ( ) ( ) .
2

f X x f x f x

f X x f x f x

→ + −

→ − −

K

K

֏

֏
  

eفردياً و  تابعاً  ofتابعاً زوجياً و efفيكون  of f f= + .  
 بالضرورة كانتابعين أحدهما زوجي والآخر فردي،   مجموعَ  fه إذا كُتِب يتحقق أنّ أن قارئ للونترك 

ef من ثمَّ  كانو  ،هو الزوجيof .هو الفردي  

)من  f. نقول إنّ التابع ℝمجموعة جزئية من  Xلتكن  .تعريف 5-1. , )XF K و تابع ه
−T ّحيث، دوري T ∗

+∈ ℝ ،إذا وفقط إذا  
( ) ( ), ( ) ( )x X x T X f x T f x∀ ∈ + ∈ ∧ + =  

  .fللتابع  اً دور  T وعندئذ نسمّي  
)من  fونقول إنّ التابع    , )XF K  إذا وُجِدتْ قيمة دوريّ هو تابع ،T  من∗

+ℝ   كان
  دورياً.−Tتابعاً  f عندها التابع

xفمثلاً التابع  � x x x = −  ֏ بكل عدد  قرنالذي يx  منℝ جزأه الكسري ،
 دوري. −1 هو تابع

 

x x֏
0 1

1

 

الأعداد الصحيحة :  ه عن مجموعةبعُدَ  ℝمن  xبكل عدد  قرنوكذلك التابع الذي ي �
{ }( , ) inf :d x x n n= − ∈ℤ ℤ  دوري، إذ نتحقّق بسهولة −1هو أيضاً تابع

)صحةَ العلاقة  )( , ) min ,1d x x x= −ℤ.  
 1

2

( , )x d x֏ ℤ

0 1
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)تابعاً من  fإذا كان  , )F Kℝ  وعرفّنا  
{ }: , ( ) ( )fP t x f x f x t= ∈ ∀ ∈ = +ℝ ℝ  

)من زمرة جزئية  fP كانت ),+ℝ التابع  كان. وf  دورياً إذا كان{ }0fP لاً . فمث≠
sin 2P π= ℤ وP =X ℚ، وقد عرفّنا ( ) 1x =X  عندماx ∈ ℚ و( ) 0x =X 

x\عندما  ∈ ℝ ℚ.  
  

) من f . وليكن التابعℝمجموعة جزئية من  X لتكن .تعريف 6-1. , )XF ℝ .  
 إذا وفقط إذا كان متزايد fالتابع  نّ نقول إ �

   2
1 2 1 2 1 2( , ) , ( ) ( )x x X x x f x f x∀ ∈ ≤ ⇒ ≤  

   إذا وفقط إذا كان ناقصمت fالتابع  نقول إنّ  �
2

1 2 1 2 1 2( , ) , ( ) ( )x x X x x f x f x∀ ∈ ≤ ⇒ ≥  
 إذا كانإذا وفقط  تماماً  متزايد fالتابع  نقول إنّ  �

 2
1 2 1 2 1 2( , ) , ( ) ( )x x X x x f x f x∀ ∈ < ⇒ <  

 كانإذا وفقط إذا   ناقصٌ تماماً مت fالتابع  نقول إنّ  �

2
1 2 1 2 1 2( , ) , ( ) ( )x x X x x f x f x∀ ∈ < ⇒ >  

 إذا كان متزايداً أو متناقصاً. مطرد fالتابع  نقول إنّ  �

  .مطرد تماماً متباينٌ، إلاّ أنّ العكس غير صحيحمن الواضح أنّ كل تابع  .ملاحظة ����

)من  f التابعمثلاً، ف , )F ℝ ℝالصيغة. المعرّف ب ( )f x x=  عندما{ }0,1x  بالصيغةو  ∌
( ) 1f x x= }عندما  − }0,1x   :الآتيانظر الشكل  هو تابع متباين وغير مطرّد. ∋

 

1

( )x f x֏

1

0

  
  ولكن سنرى لاحقاً أنّ العكس صحيح إذا كان التابع تابعاً مستمراًّ على مجال.
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  ملاحظات 7-1.

)من  fنلاحظ أنهّ إذا كان  � , )XF ℝ   ًكانتابعاً متزايدا ( )f− اً متناقص . 

)من  gو f وإذا كان � , )XF ℝ  تابعين متزايدين وكانتλ  عنصراً من∗
+ℝ  كان 

f g+ وfλ ن. يمتزايد 

  .وكذلك فإنّ ناتج تركيب تابعين متزايدين أو متناقصين تابع متزايد �

  وناتج تركيب تابع متزايد مع آخر متناقص تابع متناقص. �

)من تابعاً  f . وليكنمامجموعة غير خالية  X لتكن .تعريف 8-1. , )XF ℝ .  

 يحُقّق ℝمن  Aعددٌ إذا وفقط إذا وُجِدَ  محدود من الأعلى fالتابع  نقول إنّ  �

, ( )x X f x A∀ ∈ ≤  

 يحُقّق ℝمن  Aعددٌ إذا وفقط إذا وُجِدَ  الأدنىمحدود من  fالتابع  نقول إنّ  �

, ( )x X f x A∀ ∈ ≥  

 يحُقّق ℝمن  Aعددٌ ا وفقط إذا وُجِدَ إذ محدود fالتابع  نقول إنّ  �

, ( )x X f x A∀ ∈ ≤  
  .ℂأيضاً في حالة التوابع التي تأخذ قيمها في نافذٌ هذا التعريف و   

)من  fفي حالة  , )XF ℝ،   

sup بالرمزنرمز  �
X

f  إلى المقدار{ }sup ( ) :f x x X∈ من ℝ . 

inf وكذلك نرمز بالرمز �
X
f  إلى المقدار{ }inf ( ) :f x x X∈  منℝ. 

  عندئذفيكون 
f محدوداً من الأعلى  ⇔ sup

X

f ∈ ℝ  

f محدوداً من الأدنى  ⇔ inf
X
f ∈ ℝ  
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من  gو fان ، وليكن التابعℝ مجموعة جزئية غير خالية من X لتكن .مبرهنة 9-1.
( , )XF ℝ العدد ، وλ  من∗

+ℝ.  
)كان محدوداً من الأعلى   f إذا كان � )f− كانمن الأدنى، و  اً محدود  

( )inf sup
X X

f f− = −  

f كان  محدودين من الأعلى gو fإذا كان  � g+ وfλ كانن من الأعلى، و يمحدود  
( )sup sup sup

X X X

f g f g+ ≤ +     

)    و )sup sup
X X

f fλ = λ  

  كانمن الأعلى، و  اً محدود fg كانمحدودين من الأعلى وموجبين   gو fإذا كان  �
( )sup sup sup

X X X

fg f g≤ ⋅  

  الإثبات
 مباشر نتركه تمريناً للقارئ.ق تحق  �  

fن يبينّ التابعا .ملاحظة ����
x x֏ 1و

g
x x−֏ المعرفان على [ ]0,1X ه عموماً ليس أنّ  =

  .ةالسابق برهنةالمالواردتين في المتراجحتين  من هنالك مساواة في أيٍ 

  النهايات 2.

نقطة لاصقة  ℝمن  a، ولتكن ℝمجموعة جزئية غير خالية من  Aلتكن  .تعريف 1-2.
)تابعاً من  f ، وكذلك ليكن Aموعةاب , )AF ℝ ّنقول إن .f يقبل ℓ  منℝ  ًنهاية 

  ذا وفقط إذا تحقق الشرطإ aعند 

  ( ), ( ), ( )W V a f V A W∀ ∈ ∃ ∈ ∩ ⊂V Vℓ  ( )L  

نقطة لاصقة  ℝمن  a، ولتكن ℝمجموعة جزئية غير خالية من  Aلتكن  .مبرهنة 2-2.
) تابعاً من f ، وكذلك ليكنA اموعةب , )AF ℝ .إذا قبَِلَ التابع f   ًّمن كلا ℓ و′ℓ 

ℓ=′ كان  aعند  يةً ا ℓ.  
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  الإثبات
ℓ≠′إذا كان ℓ 1 عندئذ يوجد جوارW لعنصر لℓ 2 وجوارW لعنصر ل′ℓ يحُقّقان 

1 2W W∩ = ). وبناءً على التعريف ∅ )L  1يوجد جوارانV  2وV لعنصرل a يحُقّقان   

1 1( )f V A W∩ 2   و    ⊃ 2( )f V A W∩ ⊂  

1 كان  لـمّاو  2V V∩  جواراً للنقطةa موعةاللاصقة با A 1، كان 2V V A∩ ∩ ≠ ∅ 
1في  xونستنتج أنه يوجد عنصر  2V V A∩ 1 ، ومن ثمَّ ∩ 2( )f x W W∈ ، وهذا يناقض  ∩

1كون التقاطع  2W W∩  ًومنه خاليا .′=ℓ ℓ.  �  

limلنا المبرهنة السابقة إدخال الرمز  تيحت ����
a
f  أو

,
lim ( )

x a x A
f x

→ ∈
عند  f دلالة على اية 

  ، عندما تكون هذه النهاية موجودة.aالنقطة 

ونلاحظ من ناحية أخرى أنّ تعريف النهاية الوارد آنفاً يضم في آنٍ واحد تسعة تعاريف وذلك تبعاً 
aلكوْن  = aأو  ∞− ∈ ℝ  أوa = =وكذلك تبعاً لكوْن  ∞+ −∞ℓ أو ∈ℓ ℝ 

=أو  +∞ℓ ًفمثلا . 

aفي حالة  � ∈ ℝ  و∈ℓ ℝ  يكافئ التعريف( )L الشرط التالي  

  ,
0, 0, ( )

x A
f x

x a

∈ ∀ε > ∃η > ⇒ − < ε
− < η

ℓ    

aفي حالة  � ∈ ℝ و= +∞ℓ  يكافئ التعريف( )L الشرط التالي  
,

, 0, ( )
x A

f x
x a

∈ ∀Ω ∈ ∃η > ⇒ > Ω
− < η

ℝ  

ℓ∋في حالة  � ℝ وa = )يكافئ التعريف  ∞+ )L الشرط التالي  
,

0, , ( )
x A

f x
x

∈ ∀ε > ∃ω ∈ ⇒ − < ε
> ω 

ℝ ℓ  

=في حالة  � +∞ℓ وa = )يكافئ التعريف    ∞+ )L الشرط التالي  
,

, , ( )
x A

f x
x

∈ ∀Ω ∈ ∃ω ∈ ⇒ > Ω
> ω 

ℝ ℝ  

)ونترك للقارئ مهمة صياغة التعريف  )L .في بقية الحالات  
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نقطة لاصقة  ℝمن  a، ولتكن ℝمجموعة جزئية غير خالية من  Aلتكن  .تعريف 3-2.
)تابعاً من  f ، وكذلك ليكنA اموعةب , )AF ℂ ّنقول إن .f يقبل ℓ  منℂ  ًاية

Re لَ قبَِ إذا وفقط إذا  aعند  f  العددReα = ℓ اية عند a  قبَِلَ وIm f  العدد
Imβ = ℓ  اية عندa بالتعريف. وعندئذ يكون لدينا  

lim i
a
f = α + β = ℓ  

  ونلاحظ أنّ هذا الأمر يُكافئ  

  ( )0, , ( )V a x V A f x∀ε > ∃ ∈ ∈ ∩ ⇒ − < εV ℓ  ( )L  

نقطة لاصقة  ℝمن  aولتكن ، ℝمجموعة جزئية غير خالية من  Aلتكن  .مبرهنة 4-2.
)تابعاً من  f وليكن ،A اموعةب , )AF Kإذا قبَِلَ التابع . f  ايةℓ  تنتمي إلىK 

  : . أيaلعنصر ل ه يكون محدوداً في جوارٍ فإنّ  a عند

( ), : ( )V a M x V A f x M+∃ ∈ ∃ ∈ ∈ ∩ ⇒ ≤V ℝ  

  الإثبات
)يكفي للإثبات أنّ نطبّق التعريف  )L  1بأخذε 1Mثمُ نضع  = = + ℓ.  �  

من  Aلتكن  : مبرهنة 5-2. خالية  غير  جزئية  ولتكن ℝمجموعة   ،a  منℝ  لاصقة نقطة 
)من  تابعاً  f وليكن ،A اموعةب , )AF K . عندئذ يكون هناك تكافؤ بين الخاصتين

  : التاليتين

  .aاية عند  fإنّ للتابع  �

) إنّ للمتتالية � )( )n nf x ∈ℕ اية ، أياً كانت المتتالية( )n nx ∈ℕ  التي حدودها من
  .a وتسعى إلى Aعناصر 

   وفي حالة تحقق إحدى الخاصتين السابقتين يكون

,
lim ( ) lim ( )n

x a x A n
f x f x

→ ∈ →∞
=  

) وذلك أياً كانت المتتالية )n nx ∈ℕ  التي حدودها من عناصرA وتسعى إلى a.  
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  الإثبات
⇐� lim لنفترض أنّ  �

a
f = ℓ لتكن .( )n nx ∈ℕ  متتالية منA  إلى تسعىa نريد أن .

limنثبت أنّ  ( )n
n

f x
→∞

= ℓ.  ليكنW لعنصرجواراً ل ℓ  يوجد  عندئذ  جوارV 
)يحُقّق  a لعنصرل )x V A f x W∈ ∩ ⇒ limكان   لـمّاو . ∋ n

n
x a

→∞
=  ،

0 يحُقّق، ℕفي  0n عددٍ في  دو جاستنتجنا و  nn n x V> ⇒   ، ومن ثمَّ ∋

0 ( )nn n f x W> ⇒ ∈  
limوهذا ما يثبت أنّ    ( )n

n
f x

→∞
= ℓ.  

⇐� )لتكن  � )n nx ∈ℕ متتالية من A تسعى إلى a ،نضع لlim ( )n
n

f x
→∞

= ℓ . لتكن و
)متتالية أخرى  )n ny ∈ℕ  منA إلى تسعى a.  نعرّف متتالية جديدة( )n nz ∈ℕ  منA 

2nبوضع  nz x= 2و 1n nz y+ )انت ك  لـمّا. ℕمن  nوذلك أياً كان  = )n nz ∈ℕ 
)، كان للمتتالية aتسعى إلى  Aمتتالية من  )( )n n

f z ∈ℕ  ّاية، وينجم عن ذلك أن
)للمتتاليتين الجزئيتين منها  )2( )n n

f z ∈ℕ و( )2 1( )n n
f z + ∈ℕ  النهاية نفسها. ومنه

lim ( )n
n

f y
→∞

= ℓ .  
limقق يحُ  ℓذا نكون قد أثبتنا وجود عنصر  ( )n

n
f a

→∞
= ℓ  أياً كانت المتتالية

( )n na ∈ℕ  من عناصرA  وتسعى إلىa.  
 ℓ لعنصرل 0W. إذن يوجد جوار aاية له عند   ℓيقبل  لا fلنفترض جدلاً أنّ التابع 

)0     يحُقق ), : ( )V a x V A f x W∀ ∈ ∃ ∈ ∩ ∉V  
1نعرف، أياً كان  n≤ الجوار ،nV لعنصرل a  :كما يلي  

] [

] [

] [

1 1

, : ,

, : ,

, : .

n n n

n a

V a a a

n a

 +∞ = +∞= − + ∈
 −∞ − = −∞

ℝ  

nVينتمي إلى nuفنجد عندئذ عنصراً    A∩ ق01 ويحُق, ( )nn f u W∀ ≥ . وهذا ∌
)تتالية الم يناقض كون )n nu ∈ℕ من عناصر A تسعى إلى a ، قوإذن ،هي تحق، 

lim ( )n
n

f u
→∞

= ℓ يقبل التابع. وعليه f العنصر ℓ  اية له عندa.  �  
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)تابعاً من  f ، وليكنℝمجموعة جزئية غير خالية من  Aلتكن :  تعريف 6-2. , )AF K .
  إذا وفقط إذا تحقق الشرطان: ℝمن  a عند نهاية من اليمين ℓ يقبل fنقول إنّ 

[موعة نقطة لاصقة باa النقطة  � [, ,aA A a→ = ∩ +∞.  
aA,على اموعة  f مقصورهو  gإذا كان  � كان   →

,

lim ( )
a

x a

x A

g x

→
→

∈

= ℓ.  

limونرمز إلى هذه النهاية في حال وجودها بالرمز 
a
f

+
)أو   )f a+.  

  إذا وفقط إذا تحقق الشرطان:  ℝمن  aعند نهاية من اليسار ℓ يقبل f نقول إنّ 

[نقطة لاصقة باموعة  aالنقطة  � [, ,aA A a← = ∩ −∞.  
aA,على اموعة  f مقصور hإذا كان  � كان   ←

,

lim ( )
a

x a

x A

h x

←
→

∈

= ℓ.  

limونرمز إلى هذه النهاية في حال وجودها بالرمز 
a
f

−
)أو   )f a−.  

نقطة  ℝمن  a، ولتكن ℝمجموعة جزئية غير خالية من  Aلتكن  .Cauchy مبرهنة 7-2.
)تابعاً من  f وليكن ،A اموعةلاصقة ب , )AF K . إن الشرط اللازم والكافي حتى يقبل
f تنتمي إلى  ايةK  عندa هو  

20, ( ), ( , ) ( ) ( ) ( )V a x x V A f x f x′ ′∀ε > ∃ ∈ ∈ ∩ ⇒ − < εV  

  الإثبات
limلنفترض أنّ  �

a
f = ∈ Kℓ 0. ولتكن < ε  يوجد جوارV لعنصرل a يحُقّق   

( )
2

x V A f x
ε

∈ ∩ ⇒ − <ℓ  
  ومنه

2( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x V A f x f x f x f x′ ′ ′∈ ∩ ⇒ − ≤ − + − < εℓ ℓ  

)وبالعكس، لتكن  � )n nx ∈ℕ  متتالية من عناصرA  تسعى إلىa 0. ولتكن < ε يوجد، 
  يحُقّق a لعنصرل Vوار بمقتضى الفَرْض، ج

2( , ) ( ) ( ) ( )x x V A f x f x′ ′∈ ∩ ⇒ − < ε 
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0 يحُقّق ℕفي  0n عدداً  ونجد nn n x V> ⇒ limلأن  ∋ n
n

x a
→∞

   إذن. =

0 ( ) ( )n mm n n f x f x> > ⇒ − < ε  
)فالمتتالية  )( )n nf x ∈ℕ متتالية كوشي في K،  هي إذن متقاربة. لقد أثبتنا أنّ للمتتالية

( )( )n nf x ∈ℕ  اية فيK أياً كانت المتتالية ،( )n nx ∈ℕ  التي حدودها من عناصرA  وتسعى
  �  2-5.بناءً على المبرهنة  aيقبل اية منتهية عند  f. وهذا ما يثبت أنّ aإلى 

نقطة لاصقة  ℝمن  a، ولتكن ℝمجموعة جزئية غير خالية من  Aلتكن  .مبرهنة 8-2.
)من تابعاً  f وليكن ،A اموعةب , )AF ℝ . ّنفترض أنlim

a
f = ∈ℓ ℝ.  

[إذا كان  1. [,c ∈ −∞ ℓ  فيوجد جوارV لعنصرل a قيحُق  
( )x V A c f x∈ ∩ ⇒ <  

[إذا كان  2. [,d ∈ +∞ℓ  فيوجد جوارV لعنصرل a قيحُق  
( )x V A f x d∈ ∩ ⇒ <  

[إذا كان  3. [,d ∈ +∞ℓ و] [,c ∈ −∞ ℓ  فيوجد جوارV لعنصرل a قيحُق 

( )x V A c f x d∈ ∩ ⇒ < <  
  الإثبات

[ من الإثبات واضح لأنّ كلاًّ  [,c [و  ∞+ [,d−∞ و] [,c d لعنصرجوار ل ℓ.  �  

نقطة لاصقة  ℝمن  a، ولتكن ℝمجموعة جزئية غير خالية من  Aلتكن  .نتيجة 9-2.
)تابعاً من  f وليكن ،A اموعةب , )AF ℝ ّنفترض أن .lim

a
f = ∈ℓ ℝ.  

 يحُقّق aلعنصرل Vجوار يوجد ولنفترض أنه ، ℝمن  cلتكن  1.

, ( )x V A c f x∀ ∈ ∩ ≤  
cعندئذ  ≤ ℓ.  

  يحُقّق aلعنصرل Vجوار يوجد ولنفترض أنه ، ℝمن  dلتكن  2.
, ( )x V A f x d∀ ∈ ∩ ≤  

  .d≤ℓ عندئذ
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إنّ إثبات المبرهنات التالية واضح وبسيط انطلاقاً من مثيلاا المتعلّقة بالمتتاليات وذلك 
رضها للقارئ دون إثبات تاركين مهمة كتابة لهذا السبب سنع 2-5.المبرهنة الأساسية  لاستفادة منبا

  تفاصيل هذه البراهين تمريناً له.

نقطة لاصقة  ℝمن  a، ولتكن ℝمجموعة جزئية غير خالية من  Aلتكن  .مبرهنة 10-2.
)توابع من  hو gو f ولتكن ،A اموعةب , )AF ℝ ّنفترض أن .  

� lim
a
g = ℓ   وlim

a
h = ℓ حيث ∈ℓ ℝ.  

   يحُقّق a لعنصرل Vيوجد جوار   �
, ( ) ( ) ( )x V A h x f x g x∀ ∈ ∩ ≤ ≤  

  .aعند  ايةً  ℓيقبل  fإذن 

نقطة لاصقة  ℝمن  a، ولتكن ℝمجموعة جزئية غير خالية من  Aلتكن  .مبرهنة 11-2.
)من  ابعينت gو f كنيول ،A اموعةب , )AF ℝ ّنفترض أن .  

� lim
a
g = +∞.  

, يحُقّق a لعنصرل Vيوجد جوار   � ( ) ( )x V A g x f x∀ ∈ ∩ ≤.  

  .aاية عند  ∞+يقبل  fإذن 

نقطة لاصقة  ℝمن  a، ولتكن ℝمجموعة جزئية غير خالية من  Aلتكن  .مبرهنة 12-2.
)من  ابعينت gو f كنيول ،A اموعةب , )AF K . ّالأعداد وأخيراً نفترض أنλ وℓ 

  .K تنتمي إلى ℓ′و 
� lim 0 lim 0

a a
f f= ⇔ =.  

�  lim lim
a a
f f= ⇒ =ℓ ℓ.  

�  ( ) ( )lim lim lim( )
a a a
f g f g′ ′= ∧ = ⇒ + λ = + λℓ ℓ ℓ ℓ.  

	  ( ) ( )lim lim lim
a a a
f g f g′ ′= ∧ = ⇒ = ⋅ℓ ℓ ℓ ℓ.  


0لا ينعدم و fإذا كان    ≠ ℓ   1 كان 1lim lim
a a
f

f
= ⇒ =ℓ

ℓ
.  
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نقطة لاصقة  ℝمن  a، ولتكن ℝمجموعة جزئية غير خالية من  Aلتكن  .مبرهنة 13-2.
)من  ابعينت gو f كنيول ،A اموعةب , )AF ℝ .عندئذ  

lim، و محدوداً من الأدنى gإذا كان  �
a
f =   كان  ∞+

lim( )
a
f g+ = +∞  

limو  محدوداً من الأدنى بثابت موجب تماماً، gإذا كان  �
a
f =   كان  ∞+

lim
a
f g = +∞  

  
)ليكن  .مبرهنة 14-2. , )a b  2عنصراً من

ℝ  يحُقّقb a>وليكن ، f  الفضاء تابعاً من
] [( , , )a bF ℝ ّنفترض أن .f تابع متزايد. عندئذ  

  ويكون: bداً من الأعلى، فإنهّ يقبل اية منتهية عند محدو  fإذا كان  �
] [{ }lim sup ( ) : ,

b
f f x x a b= ∈  

  أي: bاية له عند ∞+محدوداً من الأعلى، فإنهّ يقبل  fإذا لم يكن  �
lim
b
f = +∞  

  ويكون: aمحدوداً من الأدنى، فإنهّ يقبل اية منتهية عند  fإذا كان  �
] [{ }lim inf ( ) : ,

a
f f x x a b= ∈  

  أي: aاية له عند  ∞−محدوداً من الأدنى، فإنهّ يقبل  fيكن إذا لم  	
lim
a
f = −∞  

  
نقطة  ℝمن  a، ولتكن ℝ مجموعتين جزئيتين غير خاليتين من Bو Aلتكن  .مبرهنة 15-2.

)تابعاً من  f ، وليكنA اموعةلاصقة ب , )AF ℝ وg  تابعاً من( , )BF K ،مع 
( )f A B⊂عندئذ .  

limإذا كانت النهاية  �
a
f b=  ًكانت ،  موجودةb موعةنقطة لاصقة باB.  

limإذا كانت النهايتان  �
a
f b= وlim

b
g c=   كانموجودتين  

lim ( )
x a

x A

g f x c
→
∈

=�  
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  الاستمرار 3.

، وأخيراً ليكن Aعنصراً من  aكن ي، ولℝمجموعة جزئية غير خالية من  Aلتكن  .تعريف 1-3.
f  تابعاً من( , )AF K ّنقول إن .f عند  رمستمa  إذا قبَل التابعf  اية عندa ،

  : الشرطوهذا يُكافئ 

,
0, 0, ( ) ( )

x A
f x f a

x a

∈ ∀ε > ∃η > ⇒ − < ε
− < η

  

نّ :ملاحظة  � limيقتضي هذا الشرطمن الواضح أ ( )
a
f f a=ض وجود  ،. وبالعكس لنفتر

limنهاية ال
a
f = ℓ . 0لتكن و < ε  0إذن يوجد < η يحُقّق   

( ) ( ) ( )x A x a f x∈ ∧ − < η ⇒ − < εℓ  

aكان   لـمّاو  A∈  0وa a− = < η أنّ  استنتجنا( )f a − < εℓثمَّ لا بدُّ أن  . ومن
)يكون  )f a = ℓ  ّلأنε .ًعدد كيفيّ موجب تماما  

 ىأنّ جميع المبرهنات المتعلّقة بالنهايات تبق ن هذا التعريفم تجين
  لاحقاً. ستفيد منهصحيحة عند دراسة الاستمرار وهذا ما سن

، وأخيراً ليكن Aعنصراً من  aكن ي، ولℝمجموعة جزئية غير خالية من  Aلتكن  .يفتعر  2-3.
f  تابعاً من( , )AF Kتابعل. نقول إنّ ل f عند انقطاعاً من النوع الأوّلa  إذا تحقّقت

  الشروط:
  .aليس مستمراً عند  fالتابع  �

[ ةفي حال(. aاية منتهية من اليسار عند  fيقبل التابع � [,A a∩ −∞ ≠ ∅(.  

[ ةفي حال(. aاية منتهية من اليمين عند  fيقبل التابع � [,A a∩ +∞ ≠ ∅(.  
ولم يكن  aإذا لم يكن مستمراً عند  aعند  النوع الثاني انقطاعاً من fلتابع ونقول إنّ ل

  .a له انقطاع من النوع الأوّل عند
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  أسمينا المقدار: aو اية منتهية من اليسار عند  aاية منتهية من اليمين عند f إذا قبَِلَ 
( ) ( ) ( )f a f a f a+ −σ = −  

  . aعند  f التابع قفزة
 

a

( )f a−

( )f a+

( )f a

 
( )f aσ

انقطـــاع مـــن النـــوع الأوّل 

f

     

 

a

( )f a−

( )f a

انقطــاع مــن النــوع الثــاني 

f

  

[وإذا كان  [: ,f a b → ℝ  ًاية منتهية من اليمين متزايداً تابعا اية منتهية من  ،فإنهّ يقبلو
[من  cاليسار عند كلّ نقطة  [,a b ويكون  2-14.، انظر المبرهنة( ) 0f cσ من  cاً كان أيّ  ≤

] [,a b ، تتحقق المساواة إذا وفقط إذا كان وf  مستمراً عندc.  

 

c

( )f c−

( )f c+

( )f c

f

a b  

[إذا كان وكذلك الأمر،  [: ,f a b → ℝ  ًاية منتهية من اليمينفإنّ  متناقصاً تابعا اية  ،ه يقبلو
[من  cمنتهية من اليسار عند كلّ نقطة  [,a b،  ويكون( ) 0f cσ [من  cأياً كان  ≥ [,a b ،

  .cمستمراً عند  fإذا كان تتحقق المساواة إذا وفقط و 

)تابعاً من  fليكن و ، ℝمجموعة جزئية غير خالية من  Aتكن ل .تعريف 3-3. , )AF K .قول ن
.ونرمز بالرمز Aمن  aإذا كان مستمراً عند كل نقطة  A مستمر على fإنّ 

( , )C A K  إلى مجموعة التوابع المستمرةّ علىA.   
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)ليكن  .عريفت 4-3. , )a b  2عنصراً من
ℝ  يحُقّقb a> ،وليكن f تابعاً من 

([ , ], )a bF K ّنقول إن .f  ًعلى  مستمر قِطعَيّا[ ],a b  َإذا وُجِدn  في∗ℕ وعناصر ،
0( )k k na ≤ ]من اال  ≥ ],a b  التاليين ينق الشرطتحق :  

�  0 1 1n na a a a a b−= < < < < =⋯.  
[1مستمرٌ على اال  fالتابع   � , [i ia a  iaويقبل اية منتهية من اليمين عند  +

1ia واية منتهية من اليسار عند }من  iاً كان وذلك أيّ  + }0, , 1n −… .
[1على اال المفتوح  fوهذا يكافئ قولنا إنّ مقصور التابع  , [i ia a يقبل التمديد  +

]1 إلى تابع مستمرٍ على اال , ]i ia a اموعة  من iالدليل  أياً كان +
{ }0, , 1n −….  

  تابع مستمرٍ قِطعَِيّاً. يظُهر الشكل التالي مثالاً على منحني
 

3a b=2a1a0a a= 0

x

y

  

]التابع المستمرّ قِطعَياًّ على مجال  .ملاحظة ���� ],a b تابع تنتمي جميع انقطاعاته إلى النوع الأوّل. هو  

، وأخيراً ليكن Aعنصراً من  aكن ي، ولℝمجموعة جزئية غير خالية من  Aلتكن  .مبرهنة 5-3.
f  تابعاً من( , )AF K  مستمراًّ عندa . عندئذ يكون التابعf  محدوداً في جوار للنقطة
a.  

وأخيراً ليكن ، Aعنصراً من  aكن ي، ولℝمجموعة جزئية غير خالية من  Aلتكن  .مبرهنة 6-3.
f  وg  تابعين من( , )AF K ستمريّن عندم a من التوابع  . عندئذ يكون كلf 
Reو f وIm f وf وf g وf g+ λ،  في حالةλ ∈ K ، تابعاً مستمراًّ عند

a ، وإذا كانf  لا ينعدم عند أية نقطة منA  1 كان

f
  .aأيضاً عند  اً مستمرّ  
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 ،A، تكون مجموعة التوابع المستمرةّ على ℝمجموعة جزئية غير خالية من  Aلتكن  .مبرهنة 7-3.
) التي نرمز إليها , )C A K ، جبراً جزئياً من جبر التوابع( , )AF K .إذا كانف f وg 

λوكان  ،Aتابعين مستمريّن على  ∈ K  ، كانf g+ λ وf gن على ي مستمرّ ينتابع
A وإذا كان .f تابعاً مستمراً على A 1كان   هاولا ينعدم عند أية نقطة من

f
على  اً مستمرّ  

A.  

تابعاً من  f، وليكن ℝمجموعتين جزئيتين غير خاليتين من  Bو Aلتكن  .مبرهنة 8-3.
( , )AF ℝ وg  تابعاً من( , )BF K  مع( )f A B⊂ إذا كان .f  مستمراًّ عندa 

)مستمراًّ عند  g وكان، Aمن  )b f a B= gعندئذ التابع  كان،  ∋ f�  مستمراً عند
a.  

تابعاً من  f ، وليكنℝمجموعتين جزئيتين غير خاليتين من  Bو Aلتكن  .مبرهنة 9-3.
( , )C A ℝ وg  تابعاً من( , )C B K مع ( )f A B⊂ التابع يكون . عندئذg f� 

  .Aمستمراً على 

  مبرهنة القيمة الوسطى 4.

]ليكن  .توطئة 1-4. ]: 0,1f → ℝ  قتابعاً مستمراًّ يحق( )1 0f )و < )0 0f < .
[في اال  يوجدعندئذ  ) يحُقّق θ عددٌ  0,1] ) 0f θ =.  

  الإثبات

)لنعرّف المتتاليتين  )n na ∈ℕ و( )n nb ∈ℕ  المن عناصر ا[   على الوجه التالي: 0,1[
0نضع أوّلاً  � 0a 0و   = 1b =. 

 فإننا نحسب المقدار معرفّين nbو naوإذا كان  �
2

n na b+
γ  بعاً لإشارةونناقش تِ  =

)المقدار  )f γ :  
)  إذا كان � ) 0f γ 1naعرفّنا    ≥ + = γ    1وn nb b+ =.  

)ا كان وإذ � ) 0f γ 1nعرّفنا    < na a+ 1nbو    = + = γ. 



 254 التوابع لمتحوّل حقيقي 

 

  ويوضّح الشكل التالي هذا الإنشاء.
 

na nb1na +

1nb +

( ) 0f γ ≤
 

     

 

na

nb1na + 1nb +

( ) 0f γ >
 

  

  صحةَ الخواص التالية: ،ℕمن  nبالتدريج على  ،يمكننا أن نتحقق بسهولة

1 1

, ( ) 0

, ( ) 0

,

, 2

n

n

n n n n

n
n n

n f a

n f b

n a a b b

n b a

+ +

−

∀ ∈ ≤

∀ ∈ ≥

∀ ∈ ≤ ≤ ≤

∀ ∈ − =

ℕ

ℕ

ℕ

ℕ

�

�

�

	

  

)نستنتج من ذلك أنّ المتتاليتين  )n na ∈ℕ و( )n nb ∈ℕ  النهاية من متجاورتان، فهما متقاربتانθ 
0 وهي تنتمي إلى نفسها 0[0,1] [ , ]a b= كان التابع   لـمّا. وf  مستمراًّ عندθ ، نجد بجعل فإننا
n  اية فيأنّ  �و �تسعى إلى اللا( ) 0 ( )f fθ ≤ ≤ θ  وهذا يكافئ( ) 0f θ . وبوجه =

[خاص يكون  [0,1θ   �  المطلوب.إثبات ، ويتم ∋

f:، وليكن ℝ مجالاً غير تافه من Iليكن .مبرهنة 2-4. I → ℝ  تابعاً مستمراًّ. إذا كان
( , )a b  عنصراً منI I×  وكانγ  عنصراً من( ), ( )f a f b 

  ال ، فيوجدفي ا] [0,1 
)يحُقّق :  θعددٌ  )( )1f a b− θ + θ = γ.  

  الإثبات
0وكان  ، عددين حقيقيّين bو aلنلاحظ أنهّ إذا كان  1t≤    كان  ≥

min( , ) (1 ) max( , )a b t a tb a b≤ − + ≤  

1)أي إنّ  )t a t b−   : لنا تعريف التابع تيح. وهذا ما يbو aين قع بيعدد حقيقي  +

: [0,1] , ( ( ))g t f a t b a→ + − − γℝ ֏  

0,1] تابعٌ مستمرٌ على gإنّ  )ويحقق ، [ )0 0g )و > )1 0g  لتوطئةى ابمقتض، ، إذن نجد<
[ينتمي إلى اال  θ عدداً  ،السابقة ) يحُقّق 0,1] ) 0g θ =.  �  
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f:، وليكن ℝ مجالاً غير تافه من I ليكن .نتيجة 3-4. I → ℝ  تابعاً مستمراًّ. عندئذ يكون
( )f I  ًفي مجالاℝ.  

  الإثبات
)لنضع  )J f I=:نريد أن نثبت الخاصة التالية .  

] [( , ) , ,x y J J x y x y J∀ ∈ × < ⇒ ⊂  
  �   بالضبط فحوى المبرهنة السابقة. ولكن هذا هو

  
   ، أيّ واحدة من الصيغ المتكافئة الثلاث السابقة.مبرهنة القيمة الوسطىنسمّي   ����

  أمثلة 4-4.

f:، وليكن ℝ مجالاً غير تافه من I ليكن � I → ℝ  موعةتابعاً مستمراًّ. نفترض أنّ ا
( )f I  منتهية، عندئذ يكون التابع مجموعةf  .ًثابتا 

)لأنّ  )f I  مجال يحتوي على أكثر من ائيّة. قيمتينمجال، وكل يكون مجموعة لا  

f:ن ، وليكℝ مجالاً غير تافه من I ليكن � I → ℝ  في تابعاً مستمراًّ. نفترض أنهّ يوجد
[ ]Xℝ  كثير حدود P ويحُقّق 1 درجته أكبر أو تساوي  

, ( ( )) 0x I P f x∀ ∈ =  
  ثابتاً.  fعندئذ يكون التابع 

}يكون  ،في هذه الحالة ،لأنهّ }( ) : ( ) 0f I a P a⊂ ∈ =ℝ  ولكثير الحدودP  عدد
  منته من الجذور.

:ليكن  � [0,2]f → ℝ قتابعاً مستمراًّ، يحُق ( )0 0f )و = )2 4f . عندئذ =
]ينتمي إلى  αيوجد عدد  )ويحُقّق  0,1] 1) ( ) 2f fα + − α =.  

  في الحقيقة، لنتأمّل التابع المستمرّ 
: [0,1] , ( ) ( 1) ( ) 2g g x f x f x→ = + − −ℝ  

   نلاحظ أنّ عندئذ 
( ) ( )0 1 0g g+ =  
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) إمّا أن يكون � )0 0g 0α وعندها يمكن أن نأخذ = =. 
)أو يكون  � )0 0g )وهذا يقتضي أنّ  ≠ ) ( )0 1 0g g . ومن ثمَّ يوجد، >

[ينتمي إلى  αاستناداً إلى مبرهنة القيمة الوسطى، عدد  )ويحُقق  0,1] ) 0g α = 
)أو  1) ( ) 2f fα + − α =. 

  وهذه المناقشة تثبت المطلوب.

f: ليكن � + →ℝ ℝ  ّ0تابعاً مستمراًّ، ولنفترض أن, ( ) 0x f x∀ ≥ النهاية  وأنّ  ،≤
( )

lim
x

f x

x→+∞
]ينتمي إلى  ℓعدداً  وتساوي ،موجودة عددٌ  ℝ+في  عندئذ يوجد. 0,1]

β  يحُقّق( )f β = β .  

)في الحقيقة، إذا كان  )0 0f ). لنفترض إذن أنّ انتهى الإثبات = )0 0f ولنتأمّل  <
  التابع المستمرّ 

: , ( ) ( )g g x x f x+ → = −ℝ ℝ  

) فنلاحظ أنّ  )0 0g 1كان   لـمّا. و >

2

+
<
ℓ

ℓ  ّفي  وجديفإنه+ℝ  ٌعددα يحُقّق  

( ) 1
,

2

f x
x

x

+
∀ ≥ α <

ℓ  

  وهذا يقتضي
( ) 1

, ( ) 1 0
2

f x
x g x x x

x

  −∀ ≥ α = ⋅ − > >  

ℓ  

)إذن  )0 0g )و > ) 0g α . ومن ثمَّ يوجد، استناداً إلى مبرهنة القيمة الوسطى، عدد <
β  ينتمي إلى+ℝ ويحُقّق ( ) 0g β )أو  = )f β = β.  

  الاستمرار والمجموعات المتراصّة 5.

تابعاً من  f ، وليكنℝمن  غير خاليةو  متراصّةمجموعة جزئية  Xلتكن  .مبرهنة1-5.
( , )C X ℝ موعةعندئذ تكون ا .( )f X متراصّة، وبوجه خاص يكون التابع f  ًمحدودا

   .Xعلى اموعة  ويبلغ حدّيه الأعلى والأدنى
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  الإثبات

)لتكن  � )n ny ∈ℕ  متتالية من( )f X عندئذ نجد، أياً كان ،n  منℕ ًعنصرا ،nx  فيX 
)يحُقق  )n nf x y= موعة  لـمّا.وكانت ا Xمتراصّة، أمكننا أن نستخلص من المتتالية 

( )n nx ∈ℕ متتالية جزئية ( )( )n nxϕ ∈ℕ  ن عنصرممتقاربة x ي إلى ينتمX ومن ثمَّ تتقارب .
)المتتالية )( )( )n n

f xϕ ∈ℕ
) من العنصر  )f x لأنّ التابع f  أي تتقارب المتتالية .مستمر

( )( )n nyϕ ∈ℕ  الجزئية من( )n ny ∈ℕ ن عنصرٍ م( )y f x=  ينتمي إلى( )f X موعةفا .
( )f X  متراصةمجموعة. 

)اموعة  � )f X  ا متراصّة، فالتابعمحدودة، لأf  موعةمحدود على اX لنعرّف إذن .
inf ( )m f X= ًنجد،  بناءً على تعريف الحدّ الأدنى، عنصرا . ny  من( )f X يحُقّق  

 1
nm y m

n
≤ ≤ 1وذلك أياً كان   + n≤.  

)لاصقة باموعة المغلقة  mفالنقطة  )f X ومنه ،( )m f X∈في  . أي يوجدA عنصر α 
) يحُقّق ) min ( )f f Xα ويحُقّق  Aينتمي إلى  β . ونبرهن بأسلوب مماثل على وجود=

( ). max ( )f f Xβ =  �  

) ليكن .نتيجة 2-5. , )a b 2منℝ  قيحُقa b<وليكن ، f  تابعاً من[ ]( ), ,C a b ℝ .
] عندئذ تكون اموعة ]( ),f a b :مجالاً مغلقاً ومحدوداً، أي   

[ ]( ) [ ], ,f a b m M=   
 وقد رمزنا

[ ],
min
a b

m f=  و
[ ],
max
a b

M f=.  

) ليكن .مثال 3-5. , )a b 2منℝ  قيحُقa b<وليكن ، f  تابعاً من[ ]( ), ,C a b ℝ .
  نفترض أنّ 

[ ], , ( ) 0x a b f x∀ ∈ >  
∗في عندئذ يوجد 

+ℝ  ٌعددβ يحُقّق  
[ , ], ( ) 0x a b f x∀ ∈ ≥ β >  

  يبلغ حده الأدنى وهذا الحدّ موجب تماماً. fوذلك لأنّ 
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  والاطّرادستمرار الا 6.
f:، وليكن ℝ غير تافه من مجالاً  Iليكن  .مبرهنة 1-6. I → ℝ اً مطرّداً تماماً. نضع ابعت

( )A f I=ونعرّف التطبيق ،  :: , ( )f I A x f x→ɶ   : ، فيكون عندئذ֏
  تقابلٌ. fɶالتطبيق  �
1fللتطبيق    � −ɶ  جهة اطرّادf .نفسها  

  الإثبات
  متزايد تماماً دون الإنقاص من عموميّة الإثبات. fيمكننا أن نفترض أنّ التطبيق  �
  مطرّداً تماماً يقتضي كونه متبايناً. fواضحة. إذ إن كون  النقطة الأولى �
1لتكن  � 2( , )y y  2عنصراً منA  ق1يحُق 2y y<1 إذن . نعرّف

1 1( )x f y−= ɶ 
1و

2 2( )x f y−= ɶ  2. فإذا كان 1x x≤ نجم عن تزايد f  ّأن 

2 2 1 1( ) ( )y f x f x y= ≤ = 

1. نستنتج من  ذلك  أنّ خُلفٌ وهذا  2x x<  ّ1أو أن 1
1 2( ) ( )f y f y− −<ɶ ɶ .التطبيق ف

1f −ɶ اماً.متزايد تم  �  
ال. لكن إذا  مجلقد رأينا أنّ مبرهنة القيمة الوسطى تنصّ على أنّ صورة مجال وفق تابع مستمر هي 

كان التابع المدروس، إضافة إلى استمراره، مطرّداً تماماً أمكننا أن نكون أكثر دقّة في استنتاجنا كما 
  الآتية.توضّح المبرهنة 

f:، وليكن ℝ غير تافه من مجالاً  Iليكن  .مبرهنة 2-6. I → ℝ مطرّداً مستمراًّ و اً ابعت
). عندئذ يمكننا تعيين صورة تماماً  )f I   يأتيكما:  

  :متزايد تماماً  fحالة  �

I  [ ],a b  [ [,a b  ] ],a b  ] [,a b  

( )f I  ( ), ( )f a f b 
   ( ), lim

b
f a f

−

 
 
 

  ( )lim ,
a
f f b

+

 
  

  lim , lim
ba

f f
−+

 
  

  

  :متناقص تماماً  fحالة    �

I  [ ],a b  [ [,a b  ] ],a b  ] [,a b  

( )f I  ( ), ( )f b f a 
   lim , ( )

b
f f a

−

 
 
 

  ( ), lim
a

f b f
+

 
  

  lim , lim
b a
f f

− +

 
  

  



 الاستمرار والاطّراد 259

 

  الإثبات
]إنّ حالة  � ],I a b=  ة.  3-2.نتيجة مباشرة من المبرهنةا متشاأمّا بقيّة الحالات فإثباتا 

]متزايد تماماً و fالمثال حالة لنثبت على سبيل  � [,I a b=.  
]عنصراً من  yليكن  [( ),f a b إذن يوجد ،x  ينتمي إلى[ [,a b  يحُقّق( )f x y= ،وعندئذ .

  كان لدينا   bو xأيّ عددٍ يقع تماماً بين  tإذا اخترنا 

,

( ) ( ) ( ) sup lim
ba b

a x t f a f x f t f f
− 

 

≤ < ⇒ ≤ < ≤ =  

)ومنه  ), lim
b

y f a f
−

 
∈  
 

.  

)عنصراً من  y وبالعكس، إذا كان ), lim
b

f a f
−

 
 
 

، استنتجنا من كون 
[ [,
sup lim

ba b

f f
−

أنهّ  =

]يوجد في  [,a b  ٌعددt  يحُقّق( )y f t<كون ومن   مبرهنة القيمة الوسطى ، وعندئذ نستنتج من
( ) ( )f a y f t≤ ]ينتمي إلى اال  xهو صورة عددٍ  y، أنّ > ],a t  المحتوى في[ [,a b إذن .

]لقد أثبتنا أنّ  [( ),y f a b∈ومنه .  

( ), ( ), lim
b

f a b f a f
−

   =     
  

  �  النتيجة المرجوّة.وهي 

   .نجد في المبرهنة التالية خاصّة مهمّة أخرى للتوابع المطرّدة

f:ليكن  .مبرهنة 3-6. I → ℝ  تابعاً مطرّداً على مجال غير تافهI موعةعندئذ إذا كانت ا .
( )J f I=  مجالاً كان التابعf .ًّمستمرا  

  الإثبات

إذا  fبالتابع  −fمتزايدٌ، على أن نستبدل  fنفترض دون الإقلال من عموميّة الإثبات أنّ التابع 
  دعت الحاجة.

supa، أي Iلا يساوي الحدّ الأعلى للمجال  Iعنصراً من  aليكن  � I< .كان   لـمّا
، إذن aبقيم أكبر من  aإلى  x، عندما تسعى ℓمتزايداً قبَِل هذا التابع اية، ولتكن  fالتابع 
( )f a+=ℓ وبسبب تزايد التابع .f  يكون لدينا( )f a≥ℓ. 
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)أنّ  لنفترض جدلاً  )f a>ℓ عندئذ مهما تكن .x  منI  يتحقّق الاقتضاءان  
( )x a f x> ⇒ ≥ ℓ     و( ) ( )x a f x f a≤ ⇒ ≤  

)أيةّ قيمة واقعة بين  fإذن لا يأخذ التابع  )f a وℓ .  
supaكان   لـمّاولكن  I<  وجدنا فيI  ًعنصراb  يكون

)وهذا يقتضي أنّ  aأكبر تماماً من  ) ( )f a f b≤ ≤ℓ.  
)فإذا تذكّرنا أنّ  )J f I=  مجال يحتوي على العنصرين

( )f a و( )f b  ّاستنتجنا أن  
( ), ( ), ( ) ( )f a f a f b f I   ⊂ ⊂   ℓ  

)يأخذ جميع قيم اال  fأي إنّ  ),f a 
 ℓ  خُلفٌ.وهذا  

)وعليه لا بدُّ أن يكون  ) ( )f a f a+= =ℓ ّإذن لقد أثبتنا أن .f مستمرٌ من اليمين  عند كل
supمختلفة عن  Iنقطة من  Iجال ، وهو بوجه خاص مستمرٌ عند الحد الأدنى للمI  إذا كان

  هذا الحدّ عنصراً من هذا اال.
infمختلفة عن  Iعند كلّ نقطة من  مستمر من اليسار fونبرهن بأسلوب مماثل أنّ  � I .

 �  .Iعلى  fتابع فنكون بذلك قد أثبتنا استمرار ال

  ونأتي الآن إلى المبرهنة المهمّة التالية، وهي المبرهنة الأساسيّة في هذه الفقرة.

f: . وليكنℝ مجالاً غير تافه من I ليكن .ةمبرهن 4-6. I → ℝ  .ًتابعاً مستمراً ومطرّداً تماما
)عندئذ يكون  )J f I=  مجالاً منℝويكون التابع العكسيّ للتابع ،  

: , ( )f I J x f x→ɶ ֏  
  .Jمستمراً على 

  الإثبات
)واموعة  Iتقابلاً بين  fɶمتباينٌ لأنهّ مطرّدٌ تماماً. إذن يعُرّف التابع  fالتابع  )f I J=  التي

1اً . وأخير fهي مجالٌ بسبب استمرار التابع 
f
−ɶ  هو تابعٌ مطرّدٌ تماماً وصورته( )

1
f J I
−

=ɶ  هي
  �  4-2.مجالٌ. إذن هو تابعٌ مستمر بناءً على المبرهنة 

1f الرمز عادة نستعمل   ���� ,1 ابعدلالة على الت − ( )J x f x−→ ɶℝ ، و نسمّيه تجاوزاً ֏
  .fلتابع ل التابع العكسي

 

a b

( )f a

ℓ

I

J

( )f b
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f:، وليكن ℝ غير تافه  من مجالاً  Iليكن  .مبرهنة 5-6. I → ℝ مستمراًّ ومتبايناً اً ابعت
  .مطرّداً تماماً  fدئذ يكون عن

  الإثبات
)لنتأمّل اموعة  ){ }, :x y I I x y= ∈ × <A ّلكي نثبت أن .f  مطرّدٌ تماماً علينا أن

)نبرهن أنّ المقدار  ) ( )f y f x− نائيّة يحُافظ على إشارة ثابتة عندما تتحوّل الث( ),x y  فيA .
)لنثبّت إذن عنصراً  ),a b  منA وليكن .( ),x y  منA عندئذ نتأمّل التابع  

( )( ) ( )( ): [0,1] , 1 1t f t b ty f t a txϕ → − + − − +ℝ ֏  

). فإذا كان [0,1]تابعٌ مستمر على  ϕمن الواضح أنّ  ) ( )1 0 0ϕ ϕ وجب، بمقتضى مبرهنة  >
[في  القيمة الوسطى، أن نجد ) يحُقّق θعدداً  0,1] ) 0ϕ θ اقتضى  متبايناً  fكان   لـمّا. و =

)الشرطُ  ) 0ϕ θ   المساواة  =
( ) ( )b y b a x a+ θ − = + θ −  

  وهذا يؤدّي إلى التناقض 

0 (1 )( ) ( ) 0b a x y< − θ − = θ − <  
)نستنتج إذن أنّ  ) ( )1 0 0ϕ ϕ (1) ، أي إنّ للمقدار< ( ) ( )f y f xϕ = )إشارة  − )0ϕ 

)نفسها وذلك أياً كان  , )x y  منA وهذا يثبت الاطراد التام للتابع .f.  �  

، كان بالضرورة متبايناً. وما أثبتناه Aعلى مجموعة  مطرّداً تماماً تابعاً  fإذا كان  .لاحظةم 6-6.
مستمراًّ ومتبايناً  fمجالاً وكان  Aآنفاً هو أنّ العكس يكون صحيحاً إذا كانت اموعة 

   عليه.

,. عندئذ يكون التابع ℕ∗من  nليكن  .مثال 7-6. nx x+ +→ℝ ℝ تابعاً مستمراًّ  ֏
. إذن هو يعُرّف ∞+عند  ∞+إلى  ويسعى 0عند  0ومتزايداً تماماً ويأخذ القيمة 

  : n، ويكون تقابله العكسي هو تابع الجذر من المرتبة ℝ+إلى  ℝ+تقابلاً من 

, n
x x+ +→ℝ ℝ ֏  

  استناداً إلى ما سبق. مستمر  وهو من ثمَّ تابعٌ   
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  الاستمرار المنتظم 7.

)ن متابعاً  f . وليكنℝمجموعة جزئية غير خالية من A لتكن. تعريف1-7. , )AF K نقول .
  :تيإذا وفقط إذا تحقق الشرط الآ Aمستمر بانتظام على  fإنّ 

2( , )
0, 0, ( ) ( )

x y A
f x f y

x y

∈ ∀ε > ∃η > ⇒ − < ε
− < η

  

  :يأتيالذي نذكر به فيما  Aعلى  fلنقارن هذا التعريفَ بتعريف استمرار التابع   

, 0, 0, ( ) ( )
y A

x A f x f y
x y

∈ ∀ ∈ ∀ε > ∃η > ⇒ − < ε
− < η

ɶ
ɶ

  

 xو  εبكلٍ من ηɶفي تعريف الاستمرار المنتظم، في حين تتعلّق  ε العددتتعلّق فقط ب ηنرى أنّ 
  في تعريف الاستمرار. لذلك ننبه القارئ إلى ضرورة عدم الخلط بين المفهومين.

  بوضوح من ملاحظة التعريفين السابقين: الآتيةوكذلك تنتج المبرهنة 

)تابعاً من  f . وليكنℝغير خالية من  مجموعة جزئية A: لتكن مبرهنة  2-7. , )AF K  إذا .
  . Aفإنه يكون مستمراً على  Aمستمراًّ بانتظام على  fكان 

  لنتأمّل التابع المستمرّ  .عموماً  طأعكس المبرهنة السابقة خ بين المثال التالي أنّ ي  ����
2: ,f x x→ℝ ℝ ֏  

0 إيجادمستمراًّ بانتظام لأمكننا  fلو كان  < η تحُقّق   
  2 2 2( , ) , 1x y x y x y∀ ∈ − < η ⇒ − <ℝ  ( )∗  

1yولكن إذا اخترنا = η 1و
2

x
η

= +η  ، أولى  لدينا من جهةكانx y− < η ومن جهة ،
  ثانية

2
2 2 1 1

4
x y

η
− = + >  

)ناقض و هذا ي   ليس مستمراًّ بانتظام. fويثبت أنّ  ∗(
  .ولكن هناك حالة خاصة يكون فيها عكس المبرهنة السابقة صحيحاً، وهي مبيّنة فيما يلي
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. ℝ من متراصّةمجموعة جزئية غير خالية و A لتكن .Borel-Heine بوريل-هاينه مبرهنة3-7.
)تابعاً من  fوليكن  , )AF Kإذا كان . f مستمراًّ على A  مستمراً بانتظام على  كان
A.  

  الإثبات
00. يوجد إذن Aس مستمراًّ بانتظام على لي fلنفترض أنّ  < ε تحُقّق   

  ( ) ( )2
0

1, ( , ) , ( ) ( )n n n n n nn x y A x y f x f yn
∗∀ ∈ ∃ ∈ − < ∧ − >εℕ  ( )∗  

ϕ:تطبيقاً متزايداً تماماً  وجدنامتراصّة،  Aكانت اموعة   لـمّاو  →ℕ ℕ المتتالية الجزئية  يجعل
( )( )n nxϕ ∈ℕ  عنصر من تتقاربx  ينتمي إلىA ّولأن .lim ( ) 0n n

n
x y

→∞
−   ،  يكون:=

( ) ( )lim limn n
n n

y x xϕ ϕ
→∞ →∞

= =  
  ، يكونx مستمر عند f ولأنّ التابع

( ) ( )lim ( ) lim ( ) ( )n n
n n

f y f x f xϕ ϕ
→∞ →∞

= =  
  وهذا يثبت أنّ 

( )( ) ( )lim ( ) ( ) 0n n
n

f y f xϕ ϕ
→∞

− = 

) ،من ثمَّ  ،ويناقض   لدينا إذ ∗(
( ) ( ) 0, ( ) ( )n nn f x f y∗
ϕ ϕ∀ ∈ − > εℕ  

  �  .Aبانتظام على مستمراًّ  fإذن لابدّ أن يكون 

)تابعاً من  f. وليكن ℝ مجموعة جزئية غير خالية من Aلتكن  .تعريف 4-7. , )AF K نقول .
0بثابت  A على Lipschitz شرط لبِشتزيحققُ  fإنّ التابع  K<  إذا وفقط إذا تحقق

  الشرط التالي:
( , ) , ( ) ( )x y A A f x f y K x y∀ ∈ × − ≤ −  

:1يحقّق ، فمثلاً  ,
1 | |

f x
x

→
+

ℝ ℝ   ، لأن1شرط لبِشيتز بثابت قدره  ֏

( )( ) ( )( )

| | | |
( ) ( )

1 | | 1 | | 1 | | 1 | |

y x y x
f x f y y x

x y x y

− −
− = ≤ ≤ −

+ + + +
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على  تنبع أهميّة التوابع التي تحقّق شرط لبِشتز على مجموعة ما من أا تكون مستمرةّ بانتظام   ����
، فالتابع طأذه الخاصّة خ. إلاّ أنّ عكس ه)هذا تحققٌ مباشر من التعريف(هذه اموعة، 

: [0,1] ,f x x→ ℝ   مستمر بانتظام، دون أن يحقق شرط لبِشتز. ֏

:لنثبت أنّ التابع . مثال 5-7. ,f x x+ →ℝ ℝ   مستمر بانتظام. ֏
  نلاحظ أولاً صحةَ المتراجحة:

 ( )
2 1

( , ) 1, ,
2

x y
x y x y x y

x y

−
 ∀ ∈ +∞ − = ≤ − 

+
  �  

0لتكن  < ε .[0,2]كان التابع   لـمّا : [0,2] ,f x x→ ℝ  المتراصّ اال مستمراً على  ֏
[0, 0بانتظام. إذن توجد  اً مستمرّ  كان،  [2 < ηɶ تحُقّق   

  ( )
2

( , ) [0,2] ,x y x y x y∀ ∈ − < η ⇒ − < εɶ  
  

,min(1لنضع  , 2 )η = η εɶولتكن . ( , )x y 2من( )∗+ℝ ق الشرطتحُق x y− < η ،
  عندئذ :
,0]إلى اال  yو xإمّا أن ينتمي � 
وعندها يكون لدينا، بناءً على  [2  

x y− < ε  
[ في اال yأو x أو يكون أحد العنصرين � ] فيكونان معاً في اال ∞+,2] [1,+∞ 

1ηلأنّ    يكون � . واستناداً إلى≥
1

2 2
x y x y

η
− ≤ − < ≤ ε  

  إذن
( , )x y x y x y+ +∀ ∈ × − < η ⇒ − < εℝ ℝ  

  .ℝ+على  وهذا يثُبت الاستمرار المنتظم للتابع 
الآتية، التي نترك إثباا  كان بالإمكان إثبات الخاصّة السابقة انطلاقاً من المتراجحة  .ملاحظة �

  للقارئ:

( , ) ,x y x y x y+ +∀ ∈ × − ≤ −ℝ ℝ  
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  اتـتمرين

Jاحسب النهايات التالية في حال وجودها 1. التمرين :  

 
 

1 1 1

0 0

1

10

. lim , . lim , . lim ,

. lim , . lim , . lim ,

x x xx x x

x
x

xx x x
x

x x x

xx x

x x x

+→ →+∞ →

→+∞ → →+∞

               

  +  
  −      

� � �

� � �

  

( )
( )

( )

2

3/4 44

. lim 1 1

. lim 1 ( 1)

. lim

. lim 1 1

x

x

x

x

x x x x x

x x x

x x x x x

x x x

→+∞

→+∞

→+∞

→+∞

+ + − + −

+ + − +

  + + + −   

+ − −

�

�

	




  

  الحـل

   لنلاحظ أنّ  �
1 1 1

0,1 , 1x
x x x

 
   ∀ ∈ − < ≤    

  

  إذن
1

0,1 , 1 1x x x
x

 
   ∀ ∈ − < ≤    

  

وعليه 
0

lim 1/ 1
x

x x
→

  = .  

  من جهة أخرى �
1

1, 0x x
x

 
 ∀ > =
  

  

limإذن  1/ 0
x

x x
→∞

  = .  
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  كان  لـمّا �
1 1 1

0,1 ,x x x
xx x

 
   ∀ ∈ − < ≤    

  

استنتجنا أنّ 
0

lim 1/
x

x x
+→

  = +∞ .  

limاستنتجنا أنّ  �في  x/1 المقدارب xإذا استبدلنا  � / 1
x

x x
→∞

  = .  

  نجد ،x المقدارفي  بعد ضرب البسط والمقام �بالاستفادة من  ،أيضاً  �
1

10
lim 1x

x
x

x

x→

  +   =
  −  

  

   لدينا nه في حالة عدد طبيعي موجب تماماً لنلاحظ من جهة أولى أنّ  �
1
2

1
2

( )1 1
2 2 1 1

2 2
1
2

( ) ( )
n n

nn

n n
n n

nn

+

 +  

+ +
= + ≥ +

 +  

  

إذن 
1
2

1
2

( )1
2

1
2

( )
lim

n

nn

n

n

+

 +→∞   

+
= +∞

 +  

 لدينا من جهة ثانية :. ولكن 
   

lim 1
n

nn

n

n→∞
 وعليه .=

limأنّ النهاية نستنتج 
x

xx

x

x
 →+∞    

  غير موجودة. 

)لنضع  � ) 1 1f x x x x x= + + − + 1xفي حالة  −   كان لدينا  لـمّا. <

1 1 1 1

1 1
( )

1 1
1 2

1 1 1 1
1 1 2

1 1 1 1x x
x x x x

x x
f x

x x x x

x x x x x x

x + −

+ − −
=

+ + + + −

= ⋅
+ + − + + + + −

= ⋅ ⋅
+ + − + + +

  

1استنتجنا أنّ 
lim ( )

2x
x f x

→∞
⋅ =.  
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  وهنا أيضاً لدينا �
2

2

2

1 1
1 1
1

1 1 1
1 1

x
x x x

x x x

x xx

−
+ + − − =

+ + + +

= −

+ + + +

  

)إذن  )2lim 1 1 1
x

x x x
→∞

+ + − − = −.  

)لنعرّف  	 )g x x x x x x= + + +   عندئذ يكون لدينا  −

1
( )

1 1

x x
x x x xg x

x x x x x x x x

x

+
++ +

= =
+ + + + + +

+ +

  

1ومنه 
lim ( )

2x
g x

→∞
=.  


هنا نستفيد من المطابقة  
4 4

3 2 2 3

a b
a b

a a b ab b

−
− =

+ + +
0فإذا كان   b a< < 

  استنتجنا أنّ 
4 4 4 4

3 34 4

a b a b
a b

a b

− −
≤ − ≤  

  وعليه
3/4 3/4

3/4 44

3/4 3/4
( 1 1)

2( 1) 2( 1)

x x
x x x

x x
≤ + − − ≤

+ −
  

    أو
3/4 3/4

3/4 441 1 1 1
1 ( 1 1) 1

2 2
x x x

x x

− −     + ≤ + − − ≤ −        
  

  ومنه 
3/4 44 1

lim ( 1 1)
2x

x x x
→∞

+ − − =  

  ú  .ويكتمل حل التمرين
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Jالآتيةادرس استمرار التوابع  2. التمرين:  

2

. : , ( ) .

. : , ( ) .

:
. : , ( )

: \

cos :
. : , ( )

sin : \

f f x x x x

g g x x x x

x x
h h x

x x

x x
k k x

x x

   → = + −   

 → = + −  

 ∈→ =  ∈
 ∈→ =  ∈

ℝ ℝ

ℝ ℝ

ℚ
ℝ ℝ

ℝ ℚ

ℚ
ℝ ℝ

ℝ ℚ

�

�

�

�

  

  الحـل

ℝ\ نعلم أنّ تابع الجزء الصحيح مستمر على � ℤ كذلك يكون التابع   إذنfعنصراً  . لنتأمّل
x k=  منℤ عندئذ يكون لدينا  

lim ( ) 1 1
x k

f x k k
−→

= − + limو   = ( ) 0
x k

f x k k
+→

= + =  

  .ℝمستمر على  f التابع إذن
)هنا لدينا  � ) ( )g x x x f x = − +   إذنg  موعةمستمرٌ فقط على ا\ℝ ℤ.  
a{0,1}لنلاحظ أوّلاً أنهّ في حالة  � 2aن يكو  ∌ a≠ وعليه فإن النتيجتين التاليتين  

2lim ( )
x a
x

h x a
→
∈

=
ℚ

lim  و    ( )
x a
x

h x a
→
∉

=
ℚ

  

limتقتضيان عدم وجود النهاية  ( )
x a

h x
→

  .aغير مستمر عند  hوالتابع  

  كان  لـمّاة أخرى من جه
1,1 , ( )x h x x ∀ ∈ − ≤   

  . وكذلك فإنّ المتراجحة 0مستمرٌ عند  hاستنتجنا أنّ التابع 
0,2 , ( ) 1 3 1x h x x ∀ ∈ − ≤ −   

  أيضاً. 1مستمرٌ عند  hأنّ التابع تتيح لنا أن نستنتج 
مستمرٌ فقط على اموعة  kبأسلوب مماثل لما سبق نجد أنّ التابع  �

4
π π+ Z.  ú  
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Jجميع الت 3. التمرين وابععين :f →ℝ ℝ :قة للشروط المطلوبة في كلٍ من الحالات التاليةالمحق  
,ق ، ويحقّ 0مستمر عند  fالتابع  � (2 ) ( )cosx f x f x x∀ ∈ =ℝ.  
,ق مستمر، ويحقّ  fالتابع  � (2 1) ( )x f x f x∀ ∈ + =ℝ.  
)2ق مستمر، ويحقّ  fالتابع  � , ) , ( ) ( ) ( )x y f x y f x f y∀ ∈ + = +ℝ.  
  ؟ هل يمكن أن نستعيض عن الاستمرار في الحالة الأخيرة بشرط أضعف  

  الحـل

0تابعاً يحُقق الشرط المذكور، وليكن  f ليكن � x≠ سنبرهن بالتدريج على العدد .n  ّأن  
sin

, ( )
2 2 sin(2 )n n n

x x
n f x f

x−

 ∀ ∈ = ⋅  
ℕ  

0في الحقيقة، إنّ هذه النتيجة واضحة في حالة  n= صحّتها عند قيمة . لنفترضn عندئذ .
  يكون لدينا استناداً إلى فرضْ التدريج ما يلي:

1 1
cos

2 2 2n n n

x x x
f f

+ +

         =               
  

  ومنه

1 1 1 1 1

1 1 1

sin
( )

2 2 sin(2 )
sin

cos
2 2 2 cos(2 )sin(2 )

sin

2 2 sin(2 )

n n n

n n n n n

n n n

x x
f x f

x

x x x
f

x x

x x
f

x

−

+ + + − − − −

+ + − −

 = ⋅  
     = ⋅        
 = ⋅  

  

  تسعى إلى اللااية نجد nوجعل  0عند  fوبالاستفادة من استمرار 
sin

( ) (0)
x

f x f
x

= ⋅  

 تابع من الشكل وبالعكس كل  
sin

: 0
: ,

: 0

x
x

f x x
x

λ

λ

λ

 ≠→  =

ℝ ℝ ֏  

λحيث  ∈ ℝق الشرط المذكور. فمجموعة التوابع المطلوبة هييحُق ، { }:fλ λ ∈ ℝ.  
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f: ليكن � →ℝ ℝ  ق  −1تابعاً مستمرّاً عند2)و يحُق 1) ( )f x f x+  x أياً كانت =
1u. إذا استبدلنا ℝمن    نجد أنّ  x العددب −

, (2 1) ( 1)u f u f u∀ ∈ − = −ℝ  
:لنعرّف إذن التابع الجديد  , ( ) ( 1)g g u f u→ = −ℝ ℝ  عندئذ يكونg 0مستمراًّ عند 

  ويكون لدينا
, (2 ) ( )u g u g u∀ ∈ =ℝ  

  أنّ  nعندئذ تسمح لنا الخاصّة السابقة أن نبرهن بالتدريج على  ℝمن  xلتكن 

, ( )
2n

x
n g x g

 ∀ ∈ =   
ℕ  

)تسعى إلى اللااية نستنتج أنّ  nوبجعل  ) (0)g x g= إذن .  
, ( ) ( 1)x f x f∀ ∈ = −ℝ  

  وبالعكس كل تابع ثابت يحُقق الخاصّة المذكورة.
f:ليكن  � →ℝ ℝ  ق الخاصّةتابعاً يحُق  

  2( , ) , ( ) ( ) ( )x y f x y f x f y∀ ∈ + = +ℝ  ( )A  

)بين الزمرة  مري ز  لٌ تشاك fمن الواضح أنّ  � , )+ℝ  ّونفسها، وعليه فإن  
  (0) 0f =  �  

  , ( ) ( )x f x f x∀ ∈ − = −ℝ 
  
)العلاقة  إلىونبرهن، استناداً    )A وبالتدريج على ،n  ّأن  

, , ( ) ( )n x f nx n f x∗∀ ∈ ∀ ∈ = ⋅ℕ ℝ  
  استنتجنا أنّ  
و �فإذا استفدنا من 

, , ( ) ( )n x f nx n f x∀ ∈ ∀ ∈ = ⋅Z ℝ  
)وينتج من ذلك، بتطبيق هذه النتيجة مرة على    , / )q px q  ومرةّ على( , )p x ّأن ،  

*, , , ( ) ( )
px

q p x q f f px p f x
q

 ∀ ∈ ∀ ∈ ∀ ∈ ⋅ = = ⋅  
Zℕ ℝ  

,*  أو , , ( )
p p

q p x f x f x
q q

 ∀ ∈ ∀ ∈ ∀ ∈ ⋅ = ⋅  
Zℕ ℝ  
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  أي
, , ( ) ( )r x f r x r f x∀ ∈ ∀ ∈ ⋅ = ⋅Q ℝ  

f:وعليه لقد أثبتنا أنّ كل تابع    →ℝ ℝ  ق الشرطيحُق( )A ق أيضاً الشرطيحُق  
  ( , ) , ( ) ( )r x f r x r f x∀ ∈ × ⋅ = ⋅Q ℝ  �  

f:لنفترض أنّ  � →ℝ ℝ ق الشرطتابع يحُق ( )A:ق أيضاً الشرط الإضافي التاليويحُق ،  

]محدود على مجال مغلق غير تافه  f التابع”   , ]a b حيث a b<“  ( )B  

نعرّفُ إذن 
[ , ]

sup
a b

M f=و ،[ , ]I a b b a= − . Iمن  xعنصراً  . ونتأمّل−

]من  zو  yذ يوجد عنصران عندئ , ]a b يحُقّقان x y z= −.  
  في الحقيقة يمكننا أن نأخذ

� y x a= zو  + a=  0في حالةb a x− ≥ ≥،  
yو � x b= zو  + b=  0في حالة x a b≥ ≥ −.  

  لديناعندئذ يكون 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2f x f y f z f y f z M= − ≤ + ≤  

  أي
  sup 2

I

f M≤ �  

)تكن . ول0عدداً حقيقياً مختلفاً عن  xليكن  )n nr ∈ℝ من الأعداد  متناقصةة متتالي

xعى إلى سالعاديةّ ت

b a−
، يكن ℕمن  n. عندئذ، مهما تكن 

n

x
I

r
  ، وعليه∋

, 2
n

x
n f M

r

  ∀ ∈ ≤   
ℕ  

  وجدنا ∞+تسعى إلى  nوجعلنا  �. وإذا استفدنا من �تناداً إلى وذلك اس
2

( )
M

f x x
b a

≤
−
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0xوهي متراجحة صحيحة أيضاً في حالة  x هذه المتراجحة على . نطبّق= y−  مكان

x  2فنجد، بوضعM
K

b a
=

−
  ، أنّ 

2( , ) , ( ) ( )x y f x f y K x y∀ ∈ − ≤ −ℝ  

) ، ولنتأمّل متتاليةعدداً حقيقيّاً  xليكن  )n nr ∈ℕ د العاديةّ تسعى إلى من الأعداx .
  بملاحظة أنّ 

( ) ( 1) (1)n n nf r f r r f= =  

  نرى أنّ  ،الاستفادة من المتراجحة السابقةب، و �وذلك استناداً إلى 

, ( ) (1)n nn f x r f K x r∀ ∈ − ≤ −ℕ  

)وجدنا أنّ  ∞+تسعى إلى  nفإذا جعلنا  ) (1)f x x f= ⋅.   
  

)إذن مجموعة التوابع التي تحُقّق الشرطين  )A و( )B صيغةهي مجموعة التوابع من ال 
x xλ֏ ق . ونشير هنا إلى أنهّ توجد توابع تحُق( )A  دون أن تكون من هذا النمط. كما

عند نقطة، أو كونه مطرّداً على مجال جزئي من  f من الشرطين: استمرار نشير إلى أن كلاًّ 
ℝ  يقتضي الشرط( )B.  ú  

J4. التمرين  

f: أعطِ مثالاً على تابع  � →ℝ ℝ  ّ2ق غير ثابت ويحق, ( ) ( )x f x f x∀ ∈ =ℝ.  
f:أثبت أنه إذا كان   � →ℝ ℝ  منتابعاً مستمراً عند ويحقق الشرط ، 1و 0 كل

2, ( ) ( )x f x f x∀ ∈ =ℝ  اً ثابت كان .  
  الحـل

  إنّ التابع المعرّف بالعلاقة �
1 : 0

: , ( )
0 : 0

x
f f x

x

 =→ =  ≠
ℝ ℝ  

,2يحُقق الخاصّة  ( ) ( )x f x f x∀ ∈ =ℝ .وهو تابع غير ثابت  
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0ليكن  � x<  عندئذ يكون لدينا، بالتدريج علىn،  
2, ( ) ( )

n

n f x f x∀ ∈ =ℕ  
)أنّ  1عند  fنجد مستفيدين من استمرار  ∞+تسعى إلى  nوبجعل  ) (1)f x f= أمّا .

,فيقتضي أنّ  0عند  fاستمرار  ( ) (1)x f x f+∀ ∈ =ℝ .  
0وأخيراً، في حالة  x> لدينا ،( )2( ) ( ) 1f x f x f=  fأيضاً. نستنتج من هذا أنّ التابع  =

  ú  المطلوب.إثبات تابع ثابتٌ. وبذا يكتمل 

Jأعطِ مثالاً على تابع 5. التمرين :f →ℝ ℝ نقطة من يةغير مستمرٍ عند أ ℝعلى أن ، 
fيكون  f� مستمراً علىℝ.  

g:ثمُّ أعطِ مثالاً عن تابع  →ℝ ℝ  ّيحُقّق أن g g� نقطة من  يةغير مستمر عند أℝ 
gو g g� �  على مستمر ℝ.  

  الحـل

  لنتأمّل التابع
2 : \{0}

: , ( )
0 : \{0}

x
f f x

x

 ∈→ =  ∉

Q

Q
ℝ ℝ  

0fومع ذلك فإن  ℝنقطة من  ةغير مستمر عند أيّ  fعندئذ نرى بسهولة أنّ  f =�.  

  تابع وكذلك إذا تأمّلنا ال
0 : {0,1}

: , ( ) 1 :

2 : \{0,1}

x

g g x x

x

 ∈→ = ∉ ∈

Q

� Q�

ℝ ℝ  

  فإننا نرى بسهولة أنّ 

1 : \{0,1}
: ,

0 : \{0,1}

x
g g x

x

 ∈→  ∉

Q

Q
� ℝ ℝ ֏  

0g. ولكنّ ℝنقطة من  ةوهو تابع غير مستمر عند أيّ  g g =�   ú  .الإثبات.وبذا يكتمل �
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J6. التمرين  
f:أعطِ مثالاً على تابع  � →ℝ ℝ  مستمر علىℝ ،موعةوا ( )f ℝ  ٌمفتوحٌ  مجال 

  .ومحدود
f:أعطِ مثالاً على تابع  � →ℝ ℝ  مستمر علىℝ ،موعةوا ( )f ℝ  ٌمغلقٌ  مجال 

  .ومحدود
:أعطِ مثالاً على تابع  � 0,1f   →  ℝ  0,1مستمر على  ، موعةوا ( 0,1 )f     ٌمجال 

  .محدودو  مفتوحٌ 
  حـلال

:التابع  � ,
1 | |

x
f x

x
→

+
ℝ ℝ )، ويحُقق ℝعلى  مستمرٌ  ֏ ) ] 1, 1[f = − +ℝ.  

التابع  �
2

: ,
1

x
f x

x
→

+
ℝ ℝ 1 ، ويحُققℝعلى  مستمرٌ  ֏ 1

2 2
( ) ,f  = −  ℝ.  

:1التابع  � ]0,1] , (1 ) sinf x x
x

→ − ⋅ℝ   ، ويحُقق [0,1[هو تابع مستمر على  ֏

(]0,1]) ] 1, 1[f = − +  
  ú  .ةالمطلوب وهي التوابع

Jليكن  7. التمرين( , )a b  2عنصراً منℝ  يحُقّقa b<وليكن . : , ,f a b a b   →     ًتابعا
a,في  وجديمستمراً. أثبت أنه  b    ٌ0عددx 0 يحُقّق 0( )f x x=.  

  حـلال

)في حالة  )f a a=  أو( )f b b= المطلوب وضوحاً. لذلك سنفترض أننا في غير هذه  يتحقّق
:نئذ نتأمل التابع حيالحالة،  [ , ] , ( ) ( )g a b g x f x x→ = −ℝ  تحقّق بسهولة أنّ التابع وg 

)تابع مستمرٌ وأن  ) 0g a )و < ) 0g b ]ينتمي إلى  0x عددٌ  إذن لا بدُّ أن يكون هناك > , ]a b 
)0 ويحُقّق ) 0g x   ú  .الإثبات وذلك استناداً إلى مبرهنة القيمة الوسطى. وبذا يكتمل =
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Jليكن 8. التمرين f وg النفترض أن [0,1] تابعين حقيقيين مستمرين على ا .  
(0) (1) 0f g= (1)  و   = (0) 1f g= =  

  هأثبت أنّ 
, [0,1], ( ) ( )x f x g xλ λ+∀ ∈ ∃ ∈ =ℝ  

  الحـل

0λفي حالة  0يمكن أن نأخذ  = 0x 0فيكون  = 0( ) ( )f x g xλ= .  
0لتكن  λ< : ولنتأمّل التابع  

: [0,1] , ( ) ( ) ( )h h x f x g xλ→ = −ℝ  
(0)ويحُقق  ،[0,1]على مستمرٌ  تابعٌ  hالتابع فنرى أنّ  0h λ= − (1)و > 1 0h = > .

)يحُقّق  [0,1]في  xλإذن استناداً إلى مبرهنة القيمة الوسطى، يوجد  ) 0h xλ . وبذا يكتمل =
  ú  .تالإثبا

Jليكن 9. التمرين ( , )p q  2من∗
+ℝ ، يكنلو : [0,1]f → ℝ  الشرط ق تابعاً مستمراً يحق

(0) (1)f f≠ 0,1في  وجدي. أثبت أنه    ٌ0 عددx يحُقّق  

0(0) (1) ( ) ( )pf qf p q f x+ = +  
  الحـل

  لنتأمّل التابع 
(0) (1)

: [0,1] , ( ) ( )
pf qf

h h x f x
p q

+
→ = −

+
ℝ  

  ويحُقق  [0,1]تابع مستمرٌ على  hفنرى أنّ 

( )2
2

(1) (1) (0) (1) 0
( )

pq
h h f f

p q
= − − <

+
  

)0 يحُقّق [0,1]في  0xلوسطى، يوجد إذن استناداً إلى مبرهنة القيمة ا ) 0h x . وهذا يثبت =
  ú  المطلوب.
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Jليكن 10. التمرين p عدداً من∗ℕوليكن ، : 0,1f   →  ℝ  الشرط  قتابعاً مستمراً يحق

(0) (1)f f= 10,1في وجد ي. أثبت أنه
p

 
 −
  

  يحُقّق 0xعددٌ  

0 0
1 ( )f x f x
p

  + =  
  

  الحـل

1pحالة  0واضحة ويمكننا أن نأخذ  = 0x = .  
2pلنفترض إذن أنّ  }عنصراً من  kحين يكون  ،. ولنعرّف≤ }1, , 1,p   المقدار …−

1
k

k kf f
p p

δ
   +   = −       

  

  عندئذ يكون لدينا
1

0

(1) (0) 0
p

k
k

f fδ

−

=

= − =∑  

  وعليه
0إمّا أن يكون  � 0δ 0وعندئذ تحُقق قيمة  = 0x   الخاصّة المطلوبة. =

0وإمّا أن يكون  � 0δ وعندها يكون لدينا  ≠
1

2
0 0

1

0
p

k
k

δ δ δ

−

=

= −  ℓفيوجد عدد  ∑>

1ق ق يحُ  p≤ <ℓ 0و 0δ δ <
ℓ

  . ومن ثمَّ فإنّ التابع
1 1

: 0,1 , ( )h x f x f x
p p

    − → + −     
ℝ ֏  

(0)تابعٌ مستمرٌ ويحُقق  0h h
p

  ⋅ <  
ℓال  طى، يوجدـاستناداً إلى مبرهنة القيمة الوس ،. إذنفي ا

10,1
p

 
 −
  

)0يحُقّق  0xعددٌ   ) 0h x   . وهذا يثبت المطلوب.=

تمر سولنفترض أنهّ مهما يكن التابع الم، [0,1[عنصراً من  αفي الحقيقة، ليكن  ����
: [0,1]f → ℝ  (0)الذي يحقق (1)f f=0,1]في  ، يوجد ]α−  ٌ0 عددx قيحُق 

0 0( ) ( )f x f xα+ 1من الشكل  αعندئذ لا بدُّ أن تكون  =
p

p حيث  ∗∈ ℕ وهذا ما .

  .نبرهن عليه فيما يلي
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  ولنتأمّل التابع المستمر، [0,1[عنصراً من  αليكن 

2 2: [0,1] , ( ) sin sin
x

f f x xα α

π π

α α

     → = −        
ℝ  

(0)فنرى أنّ  (1) 0f fα α=   ، وأنّ =
2[0,1 ], ( ) ( ) sinx f x f xα α

π
α α α

α

 ∀ ∈ − + − =   
  

0,1]في  نجدوعليه حتىّ  ]α−  ً0 عدداx 0 يحُقّق 0( ) ( )f x f xα+ ، يجب أن يكون =

sin 0
π

α

  =  
pα/1، أو أن يكون  pحيث = ∗∈ ℕ.  ú  

Jليكن 11. التمرين I مجالاً غير خالٍ من ℝ . وليكن:f I → ℝ  .ًتابعاً مستمراً ومتباينا
  تابع مطرّد تماماً. fأثبت أن 

ϕ:ليكن  .تطبيق →ℝ ℝ  تابعاً متناقصاً تماماً، أثبت أنه لا يوجد تطبيق مستمر
:f →ℝ ℝ يحُقّق f f ϕ=�.  

  الحـل

). ليكن f يجب علينا إثبات الاطراد التام للتابع , )a b  2عنصراً منI يحُقّق a b< وليكن .
( , )x y  2عنصراً منI يحُقّق x y<ثمُّ لنتأمّل التابع .  

: [0,1] , ((1 ) ) ((1 ) )t f t b ty f t a txϕ → − + − − +ℝ ֏  
(1). فإذا كان [0,1]تابعٌ مستمر على  ϕمن الواضح أنّ  (0) 0ϕ ϕ وجب، بمقتضى مبرهنة  >
) يحُقّق θ عدداً  ]0,1[في  أن نجد القيمة الوسطى، ) 0θϕ متبايناً فإن الشرط  fكان   لـمّا.و =

( ) 0θϕ )يقتضي  = ) ( )b y b a x aθ θ+ − = +   ، وهذا يؤدّي إلى التناقض: −
0 (1 )( ) ( ) 0b a x yθ θ< − − = − <  

(1)نستنتج إذن أنّ  (0) 0ϕ ϕ (1) ، أي إنّ للمقدار< ( ) ( )f y f xϕ =  ϕ(0)إشارة  −
)ت ذلك أياً كانو نفسها  , )x y 2 منI قّقتحُ  التي x y<لتابع. وهذا يثبت الاطراد التام ل f.  

ϕ:يكن ل →ℝ ℝ  تابعاً متناقصاً تماماً، ولنفترض أنهّ يوجد تطبيق مستمرf  منℝ  إلىℝ 
f يحُقّق f ϕ=� عندئذ يكون .f  ّمستمراًّ ومتبايناً لأن ϕ  متباينٌ، واستناداً إلى ما سبق يكون

f التابع لا بدُّ أن يكون هذا ىمطرّداً تماماً، وعل f fϕ = متزايداً تماماً، وهذا نقيض الفرْض.  �
fيحُقق  fلا يوجد تابع مستمرٌ  لذا f ϕ=�.  ú  



ي : النهايات والاستمرارالتوابع لمتحوّل حقيق  278 

  

Jليكن 12. التمرين :f →ℝ ℝ  ّقتابعاً مستمراً يحق lim limf f
+∞ −∞

= = نه . أثبت أ∞+

,0 يحُقّق 0x عددٌ  ℝفي  وجدي ( ) ( )x f x f x∀ ∈ ≥ℝ.  

  الحـل

limكان   لـمّا ( )
x

f x
→−∞

=   يحُقّق  1x عددٌ حقيقي دجيو إنهّ ف ∞+

  1, ( ) (0)x x f x f∀ < >  �  
limولأن  ( )

x
f x

→+∞
=   يحُقّق 2xحقيقي  يوجد كذلك عددٌ  ،∞+

  2, ( ) (0)x x f x f∀ > >  
  
1لا يحُقّق أياًّ من المتراجحتين السابقتين استنتجنا أنّ  0ولأنّ العدد  20x x≤ ≤.  

 

(0)f

0( )f x

O
0x

2x1x

  
1تابعاً مستمراًّ على اال المغلق والمحدود  fكان   لـمّا 2[ , ]x x  ،استنتجنا أنهّ يبلغ حدّه الأدنى عليه

1ينتمي إلى  0xفيوجد عددُ  2[ , ]x x  يحُقّق  
  1 2 0[ , ], ( ) ( )x x x f x f x∀ ∈ ≥  �  

(0)0وبوجه خاص  ( )f f x≥  ّ1لأن 20 [ , ]x x∈.  
  ة :ولنناقش الحالات الآتي ℝمن  xلنتأمّل الأن عدداً 

1xإذا كان  � x<   0كان( ) (0) ( )f x f f x>  .�بالاستفادة من  ≤
1إذا كان  � 2x x x≤ )0كان   ≥ ) ( )f x f x≥  بالاستفادة من
. 
2xإذا كان  � x<   0كان( ) (0) ( )f x f f x>  .�بالاستفادة من  ≤

,0 وعليه فإنّ  ( ) ( )x f x f x∀ ∈ ≥ℝوهذا يثبتُ المطلوب ..  ú  
  

Jليكن  13. التمرين+:f →ℝ ℝ  ًيحُ تابعاً مستمرا ق قlim (0)f f
+∞

 f التابع . أثبت أنّ =

  .ℝ+يبلغ حديه الأعلى والأدنى على 
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  الحـل

:لنتأمّل التطبيق  [0,1[ ,
1

x
x

x
ϕ +→

−
ℝ   ، ولنعرّف֏

( ) : 0 1
: [0,1] , ( )

(0) : 1

f x x
g g x

f x

ϕ ≤ <→ =  =

�
ℝ  

  عندئذ يكون

1
lim ( ) lim ( ) (0) (1)
x x

g x f x f g
→ →∞

= = =  
فهو يبلغ حدّيه الأعلى والأدنى   [0,1]ى اال المغلق والمحدود لتابعاً مستمراًّ ع gومن ثمَّ يكون 

  يحُقّقان [0,1]من  1xو 0xعلى هذا اال. وعليه يوجد عددان 
0

[0,1]

( ) supg x g=     1   و
[0,1]

( ) infg x g=  

(0)لأنّ  ]0,1]ينتميان إلى  1xو 0xويمكننا أن نفترض أنّ  (1)g g= ولكنّ التابع.ϕ  تقابل
  إذن ،]0,1]و ℝ+بين 

0
0

[0,1]0

( ) sup sup
1

x
f g x g f

x
+

   = = =   −  ℝ

  

1   و 
1

[0,1]
1

( ) inf inf
1

x
f g x g f

x +

   = = =   −  ℝ
  

  ℝ.  ú+يبلغ حدّيه الأعلى والأدنى على  fوهذا يثُبتُ أنّ التابع 

J14. التمرين  

) . ولتكنℝ مجموعة متراصّة في A لتكن 1. )n nx ∈ℕ و( )n ny ∈ℕ  متتاليتين منA أثبت .
ϕ: يق متزايد تماماً أنه يوجد تطب →ℕ ℕ ين الجزئيتينالمتتاليت يجعل ( )( )n nxϕ ∈ℕ 

)و )( )n nyϕ ∈ℕ .متقاربتين  

f:. وليكن ℝمجموعة  متراصّة في  Aلتكن  2. A A→  قتطبيقاً يحق  

  ( , ) , ( ) ( )x y A A x y f x f y∀ ∈ × − ≤ −  �  

) أثبت أنّ    , ) , ( ) ( )x y A A x y f x f y∀ ∈ × − = التابع  استنتج صيغة ثمُ . −
f.  
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  الحـل

θ:مجموعة متراصّة استنتجنا وجود تطبيق متزايد تماماً  Aكانت   لـمّا 1. →ℕ ℕ المتتالية  يجعل
)الجزئيّة  )( )n nxθ ∈ℕ عنصر  تتقارب منx  فيA ّولأن .( )( )n nyθ ∈ℕ  موعة المتراصّة متتالية فيا

A،  ًيوجد أيضاً تطبيق متزايد تماما:ψ →ℕ ℕ المتتالية الجزئيّة  يجعل( )( )n nyθ ψ ∈� ℕ
تتقارب  

). ولكنّ المتتالية Aفي  yعنصر  من )( )n nxθ ψ ∈� ℕ
هي متتالية جزئيّة من المتتالية المتقاربة  

( )( )n nxθ ∈ℕ فهي تسعى أيضاً إلى x وعليه إذا عرفّنا .ϕ θ ψ= تطبيقاً متزايداً تماماً  ϕكان   �
  إلى نفسها ويحُقق  ℕمن 

( )lim n
n

x x Aϕ→∞
= )و    ∋ )lim n

n
y y Aϕ→∞

= ∈  
)كنيل 2. , )x y  عنصراً منA A×،  ولنعرّف( )n nx ∈ℕ و( )n ny ∈ℕ من Aيلي: كما  

0 1

0 1

, , ( )

, , ( )
n n

n n

x x n x f x

y y n y f y

+

+

= ∀ ∈ =
= ∀ ∈ =

ℕ

ℕ
  

ϕ:عندئذ نجد استناداً إلى ما سبق تطبيقاً متزايداً تماماً  →ℕ ℕ  ًوعنصرا( , )a b  فيA A× 
  يحُقّق

( )lim n
n

x a Aϕ→∞
= )   و    ∋ )lim n

n
y b Aϕ→∞

= ∈  

  وعليه يكون
( )( 1) ( )lim 0n n

n
x xϕ ϕ+→∞

− )و    = )( 1) ( )lim 0n n
n

y yϕ ϕ+→∞
− =  

)فإذا عرفّنا  ) ( 1) ( )n n nλ ϕ ϕ= +   :ℕمن  nوأياً كانت  �كان لدينا استناداً إلى   −
( ) ( 1) ( )

( 1) ( )

( ) ( 1) ( )
( 1) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

n n n
n n

n n n
n n

f x x f x f x x x

f y y f y f y y y

λ ϕ ϕ
ϕ ϕ

λ ϕ ϕ
ϕ ϕ

+
+

+
+

− ≤ − = −

− ≤ − = −
  

)كان   لـمّاومن جهة ثانية،  ) 1nλ   أمكننا أن نكتب ≤
( ) ( )

( ) ( )

( 1) ( ) ( 1) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

n n

n n

n n n n

f x f y f x f y

f x x x y y f y

x y x x y y

λ λ

λ λ

ϕ ϕ ϕ ϕ+ +

− ≤ −

≤ − + − + −

≤ − + − + −

  

)استنتجنا أنّ  ∞+تسعى إلى  nفإذا جعلنا  ) ( )f x f y x y− ≤ يثُبتُ  �مع وهذا  −
  المساواة المطلوبة.
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 عددٌ  Aفي  أي يوجد ،فإنهّ يبلغ حدّه الأدنى عليها Aمستمراًّ على اموعة المتراصّة  f كان  لـمّا
0x  0يحُقّقmin ( )

A
f f x= لنعرّف .minAα maxAβو =   . عندئذ يكون لدينا=

0 0

0 0

( ) ( )

( ) ( )

f f x x

f f x x

α α

β β

− = −
− = −

  

)0   وعليه ) ( ) 2f f xβ α β α β α− = − = + −.  
2وبالتربيع والإصلاح نجد أنّ 

0 0( ) 0x xα β αβ− + + 0xأي  = α=  0أوx β= .  
0xفي حالة  � α=  يكونmin ( )

A
f f α= ّوينتج من ذلك أنه  

, ( ) ( ) ( ) ( )x A f x f f x f x xα α α α∀ ∈ − = − = − = −  
)وبوجه خاص يكون  ) ( )f fβ α β α− = )،  ولكن − )f Aα )و  ∋ )f Aβ   إذن .∋

0 ( ) ( ) 0f fβ β α α≥ − = − ≥  
)وعليه فإنّ  )f α α= َّومن ثم ،, ( )x A f x x∀ ∈ =.  

0xأمّا في حالة  � β= يكون فmin ( )
A

f f β=، ّوينتج من ذلك أنه  
, ( ) ( ) ( ) ( )x A f x f f x f x xβ β β β∀ ∈ − = − = − = −  

)يكون وبوجه خاص  ) ( )f fα β β α− = )،  ولكن − )f Aα )و  ∋ )f Aβ   إذن ∋
0 ( ) ( ) 0f fα β β α≥ − = − ≥  

)وعليه فإنّ  )f β α= َّومن ثم ،, ( )x A f x xβ α∀ ∈ = + −.  
f:، وكان ℝموعة متراصّة في مج Aإذا كانت  .النتيجة A A→  قفإمّا  �تابعاً مستمراًّ يحُق

,أن يكون  ( )x A f x x∀ ∈ ,، وإمّا أن يكون = ( )x A f x xβ α∀ ∈ = + حيث  ،−
α وβ  هما الحدّان الأدنى والأعلى للمجموعةA.  ú  

Jلتكن  15. التمرينA  مجموعة  متراصّة فيℝ وليكن .:f A A→  قتطبيقاً يحق  

( , ) , ( ) ( )x y A A x y f x f y x y∀ ∈ × ≠ ⇒ − < −  

) تحُققوحيدة  x قيمة Aفي  أثبت أنه توجد )f x x=.  أثبت أيضاً أن المتتالية التدريجية
( )n nx ∈ℕ  0المعرفّة بالعلاقاتx A∈  1و( )n nf x x النقطة الثابتة  منتتقارب  =+

  .fللتابع  xالوحيدة 
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  الحـل

:لنتأمّل التابع المستمرّ  , ( )g A t f t t→ −ℝ متراصّة  Aكانت اموعة   لـمّا، ֏
  يحُقق α عنصر Aفي  أي يوجد A يبلغ حدّه الأدنى على gاستنتجنا أنّ 

min ( )
A

m g g α= =  
0mفإذا كان  )استنتجنا أنّ  ≠ )f α α≠  يكونوعليه  

( ( )) ( ( )) ( ) ( )m g f f f f f mα α α α α≤ = − < − =  
0mوهذا تناقض واضح. إذن لا بدُّ أن يكون  )أي  = )f α α=.  

)لنفترض أنّ  )f β β=  ّوأنβ α≠ عندئذ يكون لدينا  
( ) ( )f fβ α β α β α− = − < −  

) يحُقق xعنصر وحيد  Aفي وهذا تناقض أيضاً، إذن يوجد  )f x x=.  
)لنعرّف المتتالية  )n na ∈ℕ  بالعلاقةn na x x=   عندئذ يكون لدينا −

1, ( ) ( )n n n nn a f x f x x x a+∀ ∈ = − ≤ − =ℕ  
) المتتالية نرى أنّ وعليه  )n na ∈ℕ  لنرمز بالرمز  .ةبمتتالية متناقصة وذات حدود موجبة، فهي متقارℓ 

  إلى ايتها :
lim n

n
a

→∞
=ℓ  

)ومتتالية جزئيّة  zعنصر  Aفي  من ناحية أخرى يوجد )( )n nxϕ ∈ℕ  من( )n nx ∈ℕ  تسعى إلىz 
  متراصّة. إذن Aلأنّ اموعة 

( )lim n
n

a z xϕ→∞
= = −ℓ  

  ولكن لدينا أيضاً 

( )

( ) 1 ( ) 1

( ) lim ( )

lim lim

n
n

n n
n n

f z x f x x

x x a

ϕ

ϕ ϕ

→∞

+ +→∞ →∞

− = −

= − = = ℓ
  

zفإذا كان  x≠   كان لدينا  
( ) ( ) ( )f z x f z f x z x= − = − < − =ℓ ℓ  

zوهذا تناقض إذن لا بُدّ أن يكون  x=  َّ0ومن ثم=ℓ  ّأي إنlim n
n

x x
→∞

، وبذا يتم =

  ú  .الإثبات
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Jليكن 16. التمرين : 0,f  +∞ →  ℝ .ً0 ه عند قيمة معطاةنفترض أنّ  تابعاً مستمرا a< 

)يتحقّق الشرط )lim ( ) ( )
x

f x a f x
→+∞

+ − = ℓ.  ّأثبت أن ( )
lim

x

f x

x a→+∞
=
ℓ.  

  ؟ “مستمر f” بالشرط “متزايد f” هل يمكن استبدال الشرط

  الحـل

ε0لتكن     يحُقّق xε عددٌ  ،استناداً إلى الفرْض ، ℝ+في  عندئذ يوجد >

  ( ) ( )
2

x x f x a f xε

ε
≥ ⇒ + − − <ℓ  �  

]مستمر على اال المتراص  fولكنّ التابع  , ]x x aε ε   إذن يمكننا أنّ نعرّف +

[ , ]

sup
x x a

M f
ε ε

ε
+

=  

1ثمُّ نضع  2 /X x a Mε ε ε ε
 = + +  . نرمز أخيراً بالرمز وxk  إلى( )/x x aε

 − .  
Xلتكن  xε   كان  لـمّا. >

( )
1

( ) ( ) ( ( 1) ) ( )
xk

x x
m

f x f x k a k f x m a f x ma
=

− − − = − − − − −∑ℓ ℓ  

  استنتجنا أنّ 

1

( ) ( ) ( ( 1) ) ( )
xk

x x
m

f x k f x k a f x m a f x ma
=

− ≤ − + − − − − −∑ℓ ℓ  

xxومن كوْن  �ولكن إذا استفدنا من  x k a x aε ε≤ − ≤   استنتجنا أنّ  +

( )
2x xf x k M kε

ε
− ≤ +ℓ  

  وعليه يكون
( )

2 2 2x x

Mf x

k k

ε ε ε ε
ε− ≤ + ≤ + =ℓ  

X الشرط استفدنا من أنّ  وقد xε 2يقتضي  > /xk Mε ε≥ قيمةتبعاً لاختيارنا ل Xε .
  وهكذا نكون قد أثبتنا أنّ 

( )
lim

x
x

f x

k→∞
= ℓ  
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limومن ناحية أخرى، من الواضح أنّ  ( / ) 1/x
x

k x a
→∞

  ، نستنتج إذن أنّ =
( )

lim
x

f x

x a→∞
=
ℓ.  

قيقة لم نستفدْ من الاستمرار نا في الحشرط كونه متزايداً لأنّ  fيمكن أن نستبدل بشرط استمرار  ����
]محدوداً على اال  fنستنتج من ذلك كوْن ل إلاّ  , ]x x aε ε +.  ú  

Jليكن 17. التمرين +: 0,f  +∞ →  ℝ  .ً1 ه عند قيمة معطاةنفترض أنّ تابعاً متزايدا a<  

) يتحقّق الشرط )lim ( ) ( )
x

f ax f x
→+∞

− = ℓ . ّأثبت أن ( )
lim

ln lnx

f x

x a→+∞
=
ℓ.  

  الحـل

lnbلنضع  a=  ولنعرّف التابع المتزايد: , ( ) ( )tg g t f e→ =ℝ ℝ عندئذ يكون لدينا  

, ( ) ( ) ( ) ( )t tt g t b g t f ae f e∀ ∈ + − = −ℝ  

)وعليه فإنّ  )lim ( ) ( )
t

g t b g t
→∞

+ − = ℓ ّوبالاستفادة من نتيجة التمرين السابق نجد أن .  
( )

lim
t

g t

t b→∞
=
ℓ  

ln)فإنّ  من ثمَّ و  )
lim

ln lnx

g x

x a→∞
=
ℓ  أو( )

lim
ln lnx

f x

x a→+∞
=
ℓ.  ú  

  

Jليكن  18. التمرين+ +:f →ℝ ℝ قتابعاً مستمراً يحق  

( , ) , ( ) ( ) ( )x y f x y f x f y∗ ∗
+ +∀ ∈ × + ≤ +ℝ ℝ  

)أثبت أنّ النهاية    )
lim

x

f x

x→+∞
موجودة وتساوي  

0

( )
inf
x

f x

x>
.  

  الحـل

inf}لنعرّف  ( )/ : 0}f x x xλ = 0. ولتكن < ε<  0عندئذ يوجد xε< قيحُق   
( )

2

f x

x

ε

ε

ε
λ< +  
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,0]ال المتراص مستمراً على اf كان   لـمّاو  ]xε أن نعرّف  أمكننا
[0, ]

sup
x

M f
ε

ε   نضعل ،=

2
max ,

M
A x ε
ε ε

ε

  =    
  

Aعندئذ، مهما تكن  xε   ، يكن لدينا: >

( )
/

( )

( ) ( )

( )
2 2

x x

x x
f x f x x x

x x

x x
f x x f x x M f x

x x

x
M f x A x x

x

ε

ε ε
ε ε

ε ε ε ε ε
ε ε

ε ε ε
ε

ε ε
λ λ ε

  

          = − +          
         ≤ − + + + ≤ +         

 ≤ + ≤ + + ≤ +  

⋯

�����������


  

0إذن مهما تكن  ε< 0 يوجد Aε< يحُقّق  
( )

,
f x

x A
x

ε λ λ ε∀ > ≤ ≤ +  

)وهذا يُكافئ قولنا إنّ  )
lim

x

f x

x
λ

→+∞
  ú   وهو المطلوب إثباته. =

Jليكن  19. التمرين: [0,1] [0,1]f :و  → [0,1] [0,1]g   قان تابعين مستمرين يحقّ  →
f g g f=� �  

0,1ل في ااأثبت أنه يوجد    ٌعدد x قيحُق ( ) ( )f x g x=.   

  الحـل

صّ  hوفق التابع  [0,1]إنّ صورة اال المترا f g= صٌ، وليكن هذا اال  المستمرّ مجالٌ  − مترا
([0,1])هو  [ , ]h m M=عندئذ يكون لدينا .  

[0,1], ( ) ( ) ( )x M g x f x g x m∀ ∈ + ≥ ≥ +  

  أنّ  nوعندئذ ينتج بالتدريج على 

1, [0,1], ( ) ( ) ( )n n nn x nM g x f x g x nm∀ ≥ ∀ ∈ + ≥ ≥ +  

  . مرةًّ  nمع نفسه  gو f كل من  تركيب اناتجبأما  ngو nfوقد عرفّنا
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1nهذه النتيجة صحيحة في حالة  ،في الحقيقة عندئذ،  n عند قيمةٍ ، وإذا افترضنا صحّتها =
  ، يكن لدينا، من جهة أولى[0,1]ن م x مهما تكن

1

1

( ) ( ( )) ( ( ))

( ( ))

( )

n n n

n

n

f x f f x nm g f x

nm f g x

nm m g x

+

+

= ≥ +

= +

≥ + +

  

  ومن جهة ثانية
1

1

( ) ( ( )) ( ( ))

( ( ))

( )

n n n

n

n

f x f f x nM g f x

nM f g x

nM M g x

+

+

= ≤ +

= +

≤ + +

  

1nوهذا يثُبت المتراجحة المطلوبة في حالة   gو f . نستنتج من هذه المتراجحة ومن كوْن+
  أنّ  [0,1]يأخذان قيمهما في 

1 1
1,n M m

n n

     ∀ ≥ ≥ − ∧ ≥        
  

0Mاستنتجنا أنّ  ∞+تسعى إلى  nفإذا جعلنا  m≥ ينتمي إلى  0العدد أي إنّ  ≤
( )[0,1]hوهذا يعني وجود عنصر ، x  ق [0,1]فييحُق ( ) ( )f x g x= . إثبات بذا يتم و
  ú   .المطلوب

Jليكن 20. التمرين :f →ℝ ℝ  تابعاً مستمراً ولنفترض أنّ النهايتينlim f
+∞

limو  f
−∞

 

  .ℝمستمر بانتظام على  f. أثبت أن ℝموجودتان في 

  الحـل

0لتكن  ε< إنّ وجود النهايتين ،lim ( )
x

f x
→+∞

limو ( )
x

f x
→−∞

يقتضي وجود عددين  

10 x< 00و x> يحُقّقان   

  0 0( ) ( ) ( ) ( )x x y x f x f y ε< ∧ < ⇒ − <  (1)  

  1 1( ) ( ) ( ) ( )x x y x f x f y ε> ∧ > ⇒ − <  (2)  
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0مستمرٌ بانتظام على اال المتراص  fولكنّ التابع  1[ 1, 1]I x x= −  η إذن يوجد عدد +
   يحُقّق ]0,1[من اال 

  ( )2( , ) , ( ) ( )x y I x y f x f yη ε∀ ∈ − < ⇒ − <  (3)  
)لتكن  , )x y  2منℝ  قتحُقx y η−   ، ولنناقش الحالات التالية:>
)2في حالة  � , )x y I∈ المتراجحة (3)استناداً إلى  تتحقّق  

( ) ( )f x f y ε− <.  
1في حالة  � 1x x+ 1أو  > 1x y+ 1xا يكون لدين > x< 1وx y<  لأنّ العدد

η  المتراجحة: (2)وعليه يكون لدينا استناداً إلى  ،]0,1[ينتمي إلى 

( ) ( )f x f y ε− <.  

0في حالة  � 1x x− 0أو  < 1x y− 0xيكون لدينا  < x>  0وx y>  ّلأن
 المتراجحة: (1)يكون لدينا استناداً إلى  لذا ،]0,1[ينتمي إلى  ηالعدد 

( ) ( )f x f y ε− <.  
) يكون لديناومن ثمَّ في جميع الحالات  ) ( )f x f y ε− وهذا يثُبتُ الاستمرار المنتظم للتابع  >

f  علىℝ.  

  لنتأمّل التابع .طريقة ثانية �
lim : 1,

: [ 1,1] , ( ) : 1, 1 ,
1 | |

lim : 1,

f x

x
g g x f x

x

f x

−∞

+∞

 = −     − → = ∈ − +     −  = +

ℝ  

]تابع مستمرٌ على اال المتراصّ  gنرى بسهولة أنّ  1, 1]− ، وهو من ثمَّ مستمرٌ بانتظام على +
  هذا اال.

0إذن مهما تكن  ε<  0يوجد η< يحُقّق   

2( , ) ] 1, 1[ , ( ) ( )u v u v g u g vη ε∀ ∈ − + − < ⇒ − <  
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)لتكن إذن  , )x y  2منℝ تحُقّق x y η−   عندئذ يحُققُ العددان >

1 | |

x
u

x
=

+
و       

1 | |

y
v

y
=

+
  

[من  1, 1[− uالشرط  + v η−   ومن ثمَّ يكون لدينا >
( ) ( ) ( ) ( )f x f y g u g v ε− = − <  

  ℝ.  úعلى  f لتابعوهذا يثُبتُ الاستمرار المنتظم ل

Jليكن  21. التمرين:f →ℝ ℝ  ًأثبت أن  .تابعاً مستمراً ودورياf مستمر بانتظام على ℝ.  

  الحـل

نّ  0لنفترض أ T< لتابع هو دورٌ لf .ن   لـمّا ص  fكا ل المترا ا ]مستمرّاً على ا ,2 ]T T− 
0استنتجنا أنهّ مستمرٌ عليه بانتظام. لتكن  ε<  إذن يوجدη  0تنتمي إلى,T    قوتحُق  

  2
( , ) ,2 , ( ) ( )x y T T x y f x f yη ε ∀ ∈ − − < ⇒ − <   ( )∗  

ن  ذ )لتكن إ , )x y  2منℝ تحُقّق x y η− xk/ولنعرّف ، > x T =   عندئذ يكون  ،
0 ة أولىهلدينا، من ج xx k T T≤ −   ومن جهة ثانية، >

2xT y k T T Tη η− < − ≤ − < + <  
0ا العددين نفإذا عرفّ xx x k T= 0و − xy y k T=   في آن واحد كان لدينا  −

2

0 0( , ) ,2x y T T ∈ −          0و 0x y η− <  
)واستناداً إلى     لا بدُ أن يكون  ∗(

0 0( ) ( ) ( ) ( )f x f y f x f y ε− = − <  

  ℝ.  úعلى  f لتابعوهذا ما يثُبتُ الاستمرار المنتظم ل

Jليكن 22. التمرين :f →ℝ ℝ تابعاً مستمراً بانتظام على ℝأثبت أنه يوجد . a وb  من
∗
+ℝ قانيحُق  

, ( )x f x a x b∀ ∈ ≤ +ℝ.  
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  الحـل

0αوجود عدد  f لتابعيقتضي الاستمرار المنتظم ل    يحُقّق <
2( , ) , ( ) ( ) 1x y x y f x f yα∀ ∈ − ≤ ⇒ − ≤ℝ  

0كن يل x< عندئذ نعرّف ،/xm x α =   فيكون لدينا  

( )
1

0

( ) (0) ( ) ( ) (( 1) ) ( )
xm

x
k

f x f f x f m f k f kα α α

−

=

− = − + + −∑  

  ستنتج أنّ نلأنّ كلّ حد من الحدود السابقة أصغر من الواحد،  و

( ) (0) 1 1x

x
f x f m

α
− ≤ + ≤ +  

0وكذلك في حالة  x> نعرّف /xm x α =   فيكون لدينا  

( )
1

0

( ) (0) ( ) ( ) ( ( 1) ) ( )
xm

x
k

f x f f x f m f k f kα α α

− −

=

− = − + − + − −∑  

  أنّ  نستنتج، لأنّ كلّ حد من الحدود السابقة أصغر من الواحد، بناءً على ذلكو 
1

( ) (0) 1 2 2x

x
f x f m x

α α
− ≤ − ≤ − = +  

  ومن ثمَّ نجد
1

, ( ) 2 (0)x f x f x
α

∀ ∈ ≤ + +ℝ  

  ú  وهذا يثُبت المطلوب. 

Jأوجد تابعاً  23. التمرين:f →ℝ ℝ  مستمراً ومحدوداً علىℝ ًدون أن يكون مستمرا ،
  بانتظام.

  الحـل

:2من الواضح أنّ التابع  , ( ) sin( )f f x x→ =ℝ ℝ  تابع مستمرٌ علىℝ  ولكنّه ليس
)انتظام عليها. فإذا تأمّلنا المتتاليتين مستمراً ب )n nx ∈ℕ و( )n ny ∈ℕ :المعرفّتين كما يلي  

2nx nπ=   و   
2

2ny n ππ= +  
)وجدنا أنّ  ) 0nf x )و = ) 1nf y limومع ذلك فإنّ  n اً كانتأيّ  = ( ) 0n n

n
y x

→∞
− = ،

  ℝ.  úليس مستمراً بانتظام على  fوهذا يثُبتُ أنّ 
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J3 أثبت أن التابع   24. التمرين: ,f x x→ℝ ℝ   .ℝبانتظام على  مستمر .֏

  الحـل

,0)لنلاحظ أوّلاً أنهّ في حالة  0) ( , )x y≠ لدينا   
3 3

33 332 2 2 23 31 3 1 3
2 4 2 4

( ) ( )

x y x y
x y

x y y y x x

− −
− = =

+ + + +
  

  إذن

3 3 4
max( , ) 1

3
x y x y x y≥ ⇒ − ≤ −  

0,1من  ε لتكن  . كان التابع   لـمّاf  ّال المتراصمستمراً بانتظام على ا[ في اال د نج ،−[2,2
3
4

0, ε     ًعددا η قيحُق   

2( , ) [ 2,2] , ( ) ( )x y x y f x f yη ε∀ ∈ − − < ⇒ − <  

)لتكن إذن  , )x y  2منℝ تحُقّق x y η−   : ولنناقش الحالات التالية، >

]من اال  yو x إذا كان العددان � )استنتجنا أنّ  −[2,2 ) ( )f x f y ε− <.  

] من خارج اال yأو xإذا كان أحد العددين  � 0استنتجنا، لأنّ  −[2,2 1η< <، 
)maxأنهّ لا بدُّ أن يكون  , ) 1x y 4وعليه  ≤

3
( ) ( )f x f y η ε− < <.  

  ℝ.  úعلى  f لتابعظم لبذا نكون قد أثبتنا الاستمرار المنت

0يمكننا بوجه عام أن نثبتَ في حالة . ملاحظة ���� 1α<   أنّ  >
1, 1 ( 1)t t tα α∀ ≥ − ≤ −  

  ومنه نستنتج صحّة المتراجحة 

( ) 2, ,x y x y x y
αα α

+∀ ∈ − ≤ −ℝ  
xنتظم للتابع التي تقتضي الاستمرار الم xα֏  على+ℝ  0في حالة 1α< <.  
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Jليكن   25. التمرين:f →ℝ ℝ  ٍ0تابعاً مستمراً عند نقطةx  منℝ ُويح ، قق  
2, ( , ) , ( ) ( ) ( )c x y f x y f x f y c∗

+∃ ∈ ∀ ∈ + − − ≤ℝ ℝ  
, يحُقّق aعددٌ حقيقي أثبت أنه يوجد    ( )x f x ax c∀ ∈ − ≤ℝ.  

  الحـل

  ضلدينا استناداً إلى الفرْ 
, (2 ) 2 ( )x f x f x c∀ ∈ − ≤ℝ  

  أنّ  nنبرهن بالتدريج على  ،وعليه

    
1

1 1

(2 ) (2 )
, ,

2 2 2

n n

n n n

f x f x c
n x

+

+ +
∀ ∈ ∀ ∈ − ≤ℕ ℝ  (1)  

تكن  مهما   ، نّه أ لك  ذ من  لعام تكن ، ℝمن  xنستنتج  ا لحدّ  ا ت  ا ذ لمتسلسلة  ا
1

1

(2 ) (2 )

2 2

n n

n n

f x f x+

+
limمتقاربة بالإطلاق وهذا يعني وجود النهاية  − 2 (2 )n n

n
f x−

→∞
. نعرّف 

  كما يلي :  ℝإلى  ℝمن  gإذن التابع 
(2 )

, ( ) lim
2

n

nn

f x
x g x

→∞
∀ ∈ =ℝ  

)وينتج من الفرضْ، أنهّ مهما تكن  , )x y  2منℝ ،ما تكن ومهn  منℕ لديناف  
(2 ( )) (2 ) (2 )

2 2 2 2

n n n

n n n n

f x y f x f y c+
− − ≤  

  تسعى إلى اللااية استنتجنا أنّ  nفإذا جعلنا 
  2( , ) , ( ) ( ) ( )x y g x y g x g y∀ ∈ + = +ℝ  (2)  

0nوبأخذ مجموع هذه المتراجحات من  (1)وبالعودة إلى 1nحتى  = m=   نجد −

    
1

1

0

(2 )
, , ( ) 2

2

mm
n

m
n

f x
m x f x c c

−
∗ − −

=

∀ ∈ ∀ ∈ − ≤ ≤∑ℕ ℝ    

  وجدناتسعى إلى اللااية  mفإذا جعلنا 
  , ( ) ( )x f x g x c∀ ∈ − ≤ℝ  (3)  
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دود في جوار هو أيضاً مح g، وعليه فإنّ 0xأنهّ محدود في جوار  0xعند نقطة  fينتج من استمرار 
0x  أنهّ إذا حقّق التابع  3.. ولقد أثبتنا في التمرين (3)وذلك استناداً إلىg  وكان  (2)الشرط

  لشرطا gالتابع  حقق محدوداً في جوار نقطةٍ 
  , ( ) (1)x g x g x∀ ∈ = ⋅ℝ    

a(1)، يوجد عدد (3)ه، استناداً إلى وعلي g= يحُقّق   
  , ( )x f x ax c∀ ∈ − ≤ℝ    

  ú  وهذا يثُبت المطلوب.

Jليكن   26. التمرين: 1, 1f  → − + ℝ ف بالعلاقة  المعرّ  طبيقالت  

, ( )
1 | |

x
x f x

x
∀ ∈ =

+
ℝ  

  .وعينّ تابعه العكسي تقابل مستمرf  أثبت أن 

  الحـل

,11هذا تمرين سهلٌ. ونجد أنّ  1 , ( )
1 | |

y
y f y

y

− ∀ ∈ − + =  −
.   ú  

Jليكن   27. التمرين( , )a b  2عنصراً منℝ  ُق يحقa b< أوجد الشرط اللازم والكافي على .
( , )a b  ُن التابعحتى يكو  

2( ) 3 2x f x x x= − +֏  
]تقابلاً بين  , ]a b و([ , ])f a b  ق هذا الشرط.ثمُ عينالتابع العكسي في حال تحق   

  الحـل

]تقابلاً بين  fحتىّ يكون  , ]a b و([ , ])f a b يلزم ويكفي أن يكون مقصور f  العلى ا[ , ]a b 
]على اال  f مستمر، فهذا يُكافئ أن يكون مقصور تابع fمتبايناً، ولأنّ  , ]a b .ًمطرّداً تماما 

3متناقص تماماً على  fلكنّ 
2
, −∞   3، ومتزايد تماماً على

2
, +∞  للازم والكافي . إذن الشرط ا

]تقابلاً بين  fحتىّ يكون التابع  , ]a b و([ , ])f a b هو  
3
2

b 3أو   ≥
2

a≤  



 تمرينـات 293

3حالة  �
2

b   : . في هذه الحالة≥

1 3 1
: ([ , ]) [ , ],

2 4
f f a b a b y y− → − +֏  

3حالة  �
2

a≤في هذه الحالة . :  

1 3 1
: ([ , ]) [ , ],

2 4
f f a b a b y y− → + +֏  

  ú  وهذا هو المطلوب. 

J5 أثبت أنّ التطبيق 28. التمرين: , 1f x x x→ + −ℝ ℝ لّ المعادلة ثمُ ح ،ابلٌ قَ ت ـَ ֏
1( ) ( )f x f x−=.  

  الحـل

  كـان من الواضح أنّ   لـمّا، و ℝتابع مستمرٌ ومتزايد تماماً على  fمن الواضح أنّ 
lim f
+∞

= lim   و   ∞+ f
−∞

= −∞  

  .ℝإلى  ℝتقابل من  fاستنتجنا أنّ 
:التابع  , ( )h x f x x→ −ℝ ℝ hهو تابع متزايد تماماً. وعليه يكون التابع  ֏ f h+�  

نّ التابع .أيضاً تابعاً متزايداً تماماً  :2 وهذا يثُبتُ أ , ( )g x f x x→ −ℝ ℝ  متزايد تماماً  ֏
  . أيضاً 

(1)بملاحظة أنّ و  0g )2هو الحل الحقيقي الوحيد للمعادلة  1نرى أنّ  = )f x x= فإذا كان .
1( ) ( )f fα α−=  ّ1استنتجنا أن( )f α− 2 هو حلّ للمعادلة( )f x x= لا بدُّ أن يكون ف

1( ) 1f α− 1α أو = 1αنستنتج أنّ . = هو الحل الحقيقي الوحيد للمعادلة  =
1( ) ( )f x f x−=.  ú  

  

Jتز هو الفرق بين تابعين متزايدين.قق شرط لبِشيحُ  حقيقي أثبت أن كل تابع 29. التمرين  

  



ي : النهايات والاستمرارالتوابع لمتحوّل حقيق  294 

  

  الحـل

f:ليكن  A → ℝ  ق شرط ليبشتز، بثابت قدرهتابعاً يحُقK ق الشرطأي يحُق  
2( , ) , ( ) ( )x y A f x f y K x y∀ ∈ − ≤ −  

  نعرّف التابعين

( )

( )

1
: , ( ) ( )

2
1

: , ( ) ( )
2

h A h x Kx f x

g A g x Kx f x

→ = +

→ = −

ℝ

ℝ

  

fفيكون لدينا من جهة أولى  h g= ، ونتحقّق بسهولة ومباشرة انطلاقاً من التعريف أنّ التابعين −
h وg .متزايدان  ú  
Jنتأمّل تابعاً  30. التمرين:f ∗

+ →ℝ ℝ ونفترض أنّ التابع ،( )x f x֏  متزايدٌ وأنّ التابع
( )f x

x
x

∗مستمرٌ على  fمتناقصٌ. أثبت أنّ التابعَ  ֏
+ℝ.  

  الحـل

من  yو xليكن  ∗عنصرين 
+ℝ ض ولنفتر نّ  .  )minأ , )x yα )maxو = , )x yβ = 

αعندئذ نستنتج من كون  β≤  ْض ما يلي :ومن الفر  

( ) ( )f fα β≤      و( ) ( )f fβ α

β α
≤  

  إذن

( ) ( )
0 ( ) ( ) 1 ( )

f
f f f

β α
β α α β α

α α

 ≤ − ≤ − = −  
  

  أو
2

( ) ( ) ( )
y x

f y f x f x
x y x y

−
− ≤

+ − −
  

  ومن ثمَّ 
, lim ( ) ( ) 0

y x
x f y f x∗

+ →
∀ ∈ − =ℝ  

∗على  fوهذا يثبت استمرار 
+ℝ.  ú  
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Jنتأمّل تابعين حقيقيّين  31. التمرينf وg ال  تمريّنسمعلى ا[ , ]a b ّونفترض أن ،  

[ , ], [ , ], ( ) ( )x a b z a b f x g z∀ ∈ ∃ ∈ =  
]في  0xأثبت أنهّ يوجد  , ]a b  0يحُقّق 0( ) ( )f x g x=.  

  الحـل

]من  xاستناداً إلى الفرْض، مهما تكن  � , ]a b  1يكن({ ( )}) [ , ]g f x a b− ∩ ≠  ، نعرّف إذن∅

1[ , ], ( ) inf( ({ ( )}) [ , ])x a b h x g f x a b−∀ ∈ = ∩  
  نستنتج أنّ  gوبالاستفادة من استمرار التابع 

  [ , ], ( ( )) ( )x a b g h x f x∀ ∈ =  
)لنفترض جدلاً أنّ التابع  � ) ( ) ( )x x f x g xλ = ]لا ينعدم على اال  ֏− , ]a b فهو إذن ،

 يحُافظ على إشارة ثابتة على هذا اال.

 لنناقش إذن حالتين :

]حالة  � , ], ( ) 0x a b xλ∀ ∈ ]، عندئذ ينتج من كون اال < , ]a b د عددٌ مجالاً متراصّاً أنهّ يوجα 
]يحُقّق  , ], ( ) 0x a b xλ α∀ ∈ ≥   ، وعليه<

[ , ], ( ) ( )x a b f x g x α∀ ∈ ≥ +  
  أو

[ , ],, ( ( )) ( )x a b g h x g x α∀ ∈ ≥ +  
  أنّ  بالتدريج وينتج من ذلك

( ) ( )1, [ , ], ( ) ( )k kk x a b g h x g h x α+∀ ∈ ∀ ∈ ≥ +ℕ  
  وبالجمع نجد

( ), [ , ], ( ) ( )nn x a b g h x g x nα∀ ∈ ∀ ∈ ≥ +ℕ  

infgmفإذا عرّفنا  g= وsupgM g=  ّاستنتجنا أن  
, g gn M m nα∀ ∈ ≥ +ℕ  

  تسعى إلى اللااية.  nونصل إلى تناقض بجعل 


]حالة   , ], ( ) 0x a b xλ∀ ∈ ]، عندئذ ينتج من كون اال > , ]a b  ٌمجالاً متراصّاً أنهّ يوجد عددα 
]يحُقّق  , ], ( ) 0x a b xλ α∀ ∈ ≤   ، وعليه>

[ , ], ( ) ( )x a b f x g x α∀ ∈ ≤ +  
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  أو
[ , ], ( ( )) ( )x a b g h x g x α∀ ∈ ≤ +  

  وينتج من ذلك أنّ 

( ) ( )1, [ , ], ( ) ( )k kk x a b g h x g h x α+∀ ∈ ∀ ∈ ≤ +ℕ  
  وبالجمع نجد

( ), [ , ], ( ) ( )nn x a b g h x g x nα∀ ∈ ∀ ∈ ≤ +ℕ  

infgmفإذا عرّفنا  g= وsupgM g=   ّكما في السابق استنتجنا أن  
, g gn m M nα∀ ∈ ≤ +ℕ  

  تسعى إلى اللااية.  nونصل إلى تناقض بجعل 
]لا بُدّ أن ينعدم على  λالتابع أنّ  
و �نستنتج من التناقضين السابقين في  , ]a b ٌأي لا بُدّ أن يوجد عدد ،

0x  0يحُقّق 0( ) ( )f x g x=.  ú  

Jوابع  أوجد جميع الت 32. التمرين:f →ℝ ℝ  ق المعادلة التابعية المستمرةّ عند الصفر وتحُق  

  2( , ) , ( 2 ( )) ( ) ( )x y f x f y f x y f y∀ ∈ + = + +ℝ  E  
  الحـل

xسنثبت أنّ مجموعة حلول المسألة تقتصر على التابعين  x֏ و
2

x
x لواضح أنّ . من ا֏−

  لثبت إذن العكس. .Eهذين التابعين حلاّن للمعادلة التابعيّة 
  .Eيحُقق المعادلة التابعيّة  fلنتأمّل تابعاً 

). بتعويض ℝمن  zليكن  � , ) ( 2 ( ), )x y z f z z= − − −   في المعادلة التابعيّة نجد −
( )2 ( ) 22 ( ) ( ) ( ) ( )( )z z zz f z z ff f f fz− − − − − +− +−=− −+  

  أو
( 2 ( ))z f z f z= − − −  

)غامرٌ أي  fوهذا ما يثُبتُ أنّ التابع  )f =ℝ ℝ.  
)إذن للمعادلة  � ) 0f x  أحد هذه الحلول. عندئذ αلولٌ، وليكن ح =

( )(0) 0 2 ( ) (0) ( ) (0)f f f f f fα α α α= + = + + = +  
0αومن ثمَّ  )هو الحل الوحيد للمعادلة  0. إذن = ) 0f x   ، أي=

( ) 0 0f x x= ⇔ =.  
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0xبتعويض ومن ثمَّ  �   في المعادلة التابعيّة التابعيّة نجد =
  ( ), 2 ( ) ( )y f f y y f y∀ ∈ = +ℝ  ( )∗  

  وعندئذ تُكتب المعادلة التابعيّة بالشكل 
( ) ( )2 ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( )f x f y f x y f y f x f f y+ = + + = +  

)في حالة  , )x y  2منℝ . 2كان التابع   لـمّاو ( )y f y֏  ّغامراً استنتجنا من المعادلة السابقة أن  
2( , ) , ( ) ( ) ( )x z f x z f x f z∀ ∈ + = +ℝ  

ة أنهّ يوجد لنستنتج من المعادلة التابعيّة السابق ℝعند نقطة من  fوهنا نستفيد من استمرار التابع 
,يحقّق  λعددٌ حقيقي  ( )x f x xλ∀ ∈ =ℝ ولكن بالعودة إلى .( 1yواختيار  ،∗( نرى  =

  أنّ 
(2 (1)) 1 (1)f f f= +  

22وهذا يُكافئ  1 0λ λ− − 2)أو  = 1)( 1) 0λ λ+ − . فلا بدُّ أن يكون =

{ }1
2

1,λ ∈ xهو أحد التابعين  f. وبذا نكون قد أثبتنا أنّ − x֏ أو
2

x
x −֏.   ú  

Jأوجد جميع التوابع   33. التمرين:f + +→ℝ ℝ : ق الشروط التاليةالتي تحُق  

( )2. ( , ) ( ) , ( ) ( ) ( )

. (2) 0

. [0,2[, ( ) 0

x y f xf y f y f x y

f

x f x

+∀ ∈ = +

=

∀ ∈ ≠

ℝ �

�

�

   

  الحـل

f:لنفترض وجود تابع  + +→ℝ ℝ .ق الشروط السابقةيحُق  
2yلنختر  �  أنّ  �فنجد بالاستفادة من  �في  =

�
0

, ( 2) ( (2)) (2) 0x f x f xf f+∀ ∈ + = =ℝ  

  إذن نستنتج أنّ 
  2, ( ) 0x f x∀ ≥ =  �  

0,2]عنصراً من  zليكن  � )عندئذ بعد تعويض  ] , ) (2 , )x y z z=  نجد �في  −

((2 ) ( )) ( ) (2 ) (2) 0f z f z f z f z z f− = − + = =  
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)كان   لـمّاو  ) 0f z )استنتجنا أنّ  �بناءً على  ≠ )(2 ) ( ) 0f z f z− . وهذا يقتضي بعد =
2)أنّ  �و �ملاحظة  ) ( ) 2z f z−   . إذن لقد أثبتنا أنّ ≤

  2
[0,2[, ( )

2
x f x

x
∀ ∈ ≥

−
    

[من  α، ولنختر عدداً ما ]0,2]عنصراً من  zومن جهة أخرى، ليكن  � ,2[z عندئذ .
)بعد تعويض  �بالاستفادة من  , ) ( , )x y z zα=  نجد أنّ  �ومن  −

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0f z f z f z f z z fα α α− = − + = ≠  
)إذن  )( ) ( ) 0f z f zα − )نستنتج أنّ  �و �. وبعد ملاحظة ≠ ) ( ) 2z f zα − < .

2إذن لقد أثبتنا أنّ 
( )f z

zα
<

−
[من  αوذلك أياًّ كانت قيمة   ,2[z فإذا جعلنا .α  تسعى

2بقيم أصغر منها استنتجنا أنّ  2إلى 
( )

2
f z

z
≤

−
  . إذن لقد أثبتنا أنّ 

2
[0,2[, ( )

2
x f x

x
∀ ∈ =

−
  

  ومن ثمَّ 
0 : 2

, ( ) 2
: [0,2[

2

x

x f x
x

x

+

 ≥∀ ∈ =  ∈ −

ℝ  

لّ الوحيد ، فهو الح�و �و �يحُقّق الشروط  آنفاً وبالعكس، نتيقن بسهولة أنّ التابع المعرّف 
 ú  للمسألة المطروحة.

Jأوجد جميع التوابع  34. التمرين:f ∗ ∗
+ +→ℝ ℝ : ق الشروط التاليةالتي تحُق  

( )2. ( , ) ( ) , ( ) ( )

. lim ( ) 0
x

x y f xf y yf x

f x

∗
+

→∞

∀ ∈ =

=

ℝ �

�
   

  الحـل

f:لنفترض وجود تابع  + +→ℝ ℝ .ق الشرطين السابقينيحُق  
/ال باستبد � ( )x f y  بالمقدارx  نجد �في 

  2 ( )
( , ) ( ) ,

( )

x f x
x y f

f y y

∗
+

 ∀ ∈ =  
ℝ  �  
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1xوبتعويض  � y= )نستنتج أنّ  � العلاقة في = (1)) (1)f f f=وبتعويض . 
(1)x y f= )نستنتج، بالاستفادة من  �في  = (1)) (1)f f f= ّ(1)، أن 1f =. 
∗عنصراً من  zليكن  �

+ℝ  يحُقّق( )f z z= عندئذ نبرهن بالتدريج على العدد .n  من
ℕ  ّأن 

2 2, ( )
n n

n f z z∀ ∈ =ℕ  
0nإنّ هذه النتيجة صحيحة في حالة    كان،  nقيمة ما ، وإذا افترضنا أّا صحيحة في حالة =

1 12 2 2 2 2 2( ) ( ( )) ( )
n n n n n n

f z f z f z z f z z
+ +
= = =  

 :الآتيتينلنناقش الحالتين 
1zحالة  � 2lim. عندئذ <

n

n
z

→∞
= 2limومنه  ∞+ ( ) 0

n

n
f z

→∞
بالاستفادة من  =

2. وهذا يناقض المساواة :� 2, ( )
n n

n f z z∀ ∈ =ℕ. 
1zحالة  �  لنكتب �. هنا نستفيد من العلاقة >

2 2

2 2

1 (1)
, ( )

( )

n n

n n

f
n f z f z

f z z

− −
  ∀ ∈ = = =   

ℕ  

2limوهنا يكون 
n

n
z−

→∞
= 2limومنه  ∞+ ( ) 0

n

n
f z−

→∞
. �بالاستفادة من  =

2المساواة : ناقض وهذا ي 2, ( )
n n

n f z z− −∀ ∈ =ℕ. 
 ، فنكون قد أثبتنا التكافؤ 1يجب أن يساوي  zنستنتج من التناقضين السابقين أنّ 

( ) 1f z z z= ⇔ =. 
∗من  xلتكن   �

+ℝ ولنضع ،( )z xf x= عندئذ . 

( ) ( ( )) ( )f z f xf x xf x z= = =  

1zإذن لا بدُّ أن يكون  1أي  =
( )f x

x
=.  

1وبالعكس، يحُقّق التابع 
x

x
 ú  .�و �وضوحاً الخاصّتين  ֏

Jيكن ل 35. التمرينm  من∗ℝالمستمرةّ . أوجد جميع التوابع :f →ℝ ℝ : قالتي تحُق  

  1
, 2 ( )x f x f x mx

m

 ∀ ∈ − =  
ℝ   mE  
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  الحـل

1mلنتأمّل أوّلاً حالة  f:. ليكن إذن = →ℝ ℝ  تابعاً مستمراًّ يحقّق  
, (2 ( ))x f x f x x∀ ∈ − =ℝ  

h:ولنعرّف التابع  →ℝ ℝ  بالعلاقة( ) 2 ( )h x x f x= −.   

fتابعٌ مستمر ومتباينٌ لأنّ  hالتابع  � h I=
ℝ

  ، فهو إذن تابعٌ مطرّدٌ تماماً. �

أن يكون متناقصاً تماماً، لأنّ هذا يقتضي أن يكون التابع  hلا يمكن للتابع  �
2f I h= −
ℝ

fمتزايداً تماماً، ومن ثمَّ أن يكون   h I=
ℝ

متناقصاً تماماً وهذا  �
 تابعٌ متزايدٌ تماماً.  hتناقضٌ واضحٌ. نستنتج إذن أنّ التابع 

suphلنفترض جدلاً أنّ  � α= < lim. فيكون ∞+ ( )
x

h x α
→∞

، ونستنتج من =

)أنّ  αعند  fاستمرار التابع  ) lim ( )
x

f f h xα
→∞

=  وهذا تناقضٌ لأنّ  �
f h I=

ℝ
α. إذن لا بدُّ أن يكون � = limومن ثمَّ  ∞+ ( )

x
h x

→∞
= +∞. 

limونبرهن بأسلوب مماثل أنّ  � ( )
x

h x
→−∞

=  ومتزايدٌ تماماً  تقابلٌ مستمرٌ  h. فالتابع ∞−

1hوكذلك يكون تابعه العكسي  .ℝإلى  ℝمن  f− =.  
 لدينا ℝمن  yو xفي حالة عددين  �

( ) ( )

( ) ( ) 2( )

( ) ( )
2

x y h x h y

f y f x y x

f y f x

y x

< ⇒ <

⇒ − < −

−
⇒ <

−

  

  إذن اموعة الجزئيّة غير الخالية
( ) ( )

:
f y f x

y x
y x

 −  ≠ ⊂  −  
ℝ  

  ، يمكننا إذن أن نعرّف حدّها الأعلى 2محدودة من الأعلى بالعدد 
( ) ( )

sup :
f y f x

y x
y x

λ
 −  = ≠  −  

  

 0ق الذي يحُق 2λ< ≤ .  
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xيحُقّقان  ℝمن  yو xفي حالة عددين  � y≠ يمكننا أن نكتب 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
1

2 ( ) 2 ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
2

( ) ( )

( ) ( )
2

( ) ( )

h f y h f xy x

y x y x

f y f x f f y f f x

y x

f f y f f xf y f x

y x f y f x

f f y f f x

f y f x
λ

−−
= =

− −
− − +

=
−

 −−  = −  − − 
 −  ≤ −   − 

  

  ومنه
2 ( ( )) ( ( )) 1

( , ) , 2
( ) ( )

f f y f f x
x y x y

f y f x λ

−
∀ ∈ ≠ ⇒ ≤ −

−
ℝ  

f:كان   لـمّاو  →ℝ ℝ  ّتقابلاً استنتجنا أن  
( ) ( )( ) ( )( ) ( )

: :
( ) ( )

f f y f f xf y f x
y x y x

y x f y f x

   − −    ≠ = ≠      − −     
  

  إذن
( ( )) ( ( ))

sup :
( ) ( )

f f y f f x
y x

f y f x
λ

 −  ≠ =  −  
  

1وبالعودة إلى ما أثبتناه سابقاً نستنتج أنّ 
2λ
λ

≤ )2أو  − 1) 0λ − وهذا يقتضي  ≥

1λأن يكون  = .  
�    لقد أثبتنا أنّ كلّ تابع مستمر:f →ℝ ℝ  ق1يحُقE  ق أيضاً الخاصّةيحُق  

2 ( ) ( )
( , ) , 1

f y f x
x y x y

y x

−
∀ ∈ ≠ ⇒ ≤

−
ℝ  

2hولكنّ التابع  � I f= −
ℝ

 لأنّ  1E يحُقق أيضاً  

1(2 )h I h h f h h I−− = = =
ℝ ℝ

� � �  
 إذن لا بدُّ أن يكون لدينا أيضاً 

2 ( ) ( )
( , ) , 1

h y h x
x y x y

y x

−
∀ ∈ ≠ ⇒ ≤

−
ℝ  
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  أو  
2 ( ) ( )

( , ) , 1
f y f x

x y x y
y x

−
∀ ∈ ≠ ⇒ ≤

−
ℝ  

�  فنكون قد أثبتنا أنّ كلّ تابع مستمر:f →ℝ ℝ  ق1يحُقE يحُقّق أيضاً الخاصّة 

2( , ) , ( ) ( )x y f y f x y x∀ ∈ − = −ℝ  
,وبوجه خاص ( ) (0)x f x x f∀ ∈ = +ℝ.  

xمن الصيغة fوبالعكس، كل تابع    x λ+֏  1يحُقّق المعادلة التابعيّةE .  

   نتيجة  �

f:مجموعة التوابع المستمرةّ  →ℝ ℝ  ّ1ق التي تحُقE  هي التوابع من الصيغةx x λ+֏.  
f:. وليكن ℝ∗من  mلنأتِ إلى دراسة الحالة العامّة الموافقة لقيمة  →ℝ ℝ  ًّتابعاً مستمرا

1. عندئذ نضع mEتابعيّة يحُقق المعادلة ال
g f

m
g: فيكون = →ℝ ℝ  ًتابعاً مستمراًّ وحلا

x، فهو إذن من الصيغة 1E للمعادلة التابعيّة x λ+֏ وعليه يأخذ ،f  الصيغة
x mx λ+֏تابع من هذه الصيغة هو حلٌ للمعادلة التابعيّة وكل .mE فهذه هي إذن ،

  mE.  úمجموعة حلول المعادلة التابعيّة 
Jدف في هذه المسألة    36. التمرينإلى إثبات الخاصّة التالية :  

f:ليكن  →ℝ ℝ  الموجبين تماماً ينْ تابعاً مستمراً ويقبل العددين الحقيقيـ  

α  وβ  أدواراً. إنّ الشرطα

β
∉ ℚ  يقتضي أنّ التابعf .ٌتابعٌ ثابت  

f:ليكن إذن →ℝ ℝ  ًتابعاً مستمراً، ويقبل العددين الحقيقيين الموجبين تماما α وβ 
  أدواراً.

)2أثبت أنّ  1. , ) , , ( ) ( )p q x f x p q f xα β∀ ∈ ∀ ∈ + + =ℤ ℝ.  

1βنفترض في هذه الفقرة أنّ  2. 2αو = =.  
.a : ّأثبت أن  

  ( , ) , , ( ( 2 1) ) ( )nn q x f x q f x∀ ∈ × ∀ ∈ + − =ℕ ℤ ℝ  
.b  اخترq استنتج أنّ التابع ياراً مناسباً و في المساواة السابقة اختf .ٌتابعٌ ثابت  
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1βنفترض في هذه الفقرة أنّ  3. αو = ∉ ℚ.  لتكنN  من∗ℕ ،الات ولنعرّفا 
1 ,k k

k N N
I − =    في حالة ، k  منNℕ، ن عندئذالات  تكوا( )

1k k N
I

≤ ≤
تجزئة  

  .]0,1]للمجال 
.a  ّبينّ أن{ }{ }: 0,1, ,D p p p Nα α = − ∈  مجموعة جزئية من اال  …

)أنّ أحد االات و . ]0,1] )
1k k N

I
≤ ≤

  .Dيحتوي على عنصرين من  

.b 2في  استنتج أنه يوجدℤ  ٌعنصر( , )N Np q العدد  يجعلN N Np q xα + = 
10المتراجحة يحُقّق  N N

x< <.  
.c  ّأثبت أن:  

( , ) , , ( ) ( )NN q x f x qx f x∗∀ ∈ × ∀ ∈ + =ℕ ℤ ℝ  
.d  أنّ :استنتج  

( ), , / ( )N NN x f x x x x f x∗  ∀ ∈ ∀ ∈ − = ℕ ℝ  
  تابعٌ ثابتٌ. fثمُّ استنتج أنّ التابع 

)2أنّ  الآن نفترض 4. , ) ( )α β ∗
+∈ ℝ و α

β
∉ ℚ ّأثبت أن ،f .ٌتابعٌ ثابت  

f:تابع  لىأعطِ مثالاً ع 5. →ℝ ℝ  أدواراً  1و  2غير ثابتٍ ويقبل العددين. 
  الحـل

من كون  1. ينتج   ، لحقيقة بع  αفي ا وراً للتا نّ  fد ,أ ( ) ( )x f x f xα∀ ∈ + =ℝ ،
xوبتطبيق ذلك على  α−  بدلاً منx  ّنستنتج أن, ( ) ( )x f x f xα∀ ∈ − =ℝ .  

  أنّ  ℕمن  nنستنتج من ذلك بالتدريج على العدد 
, ( ) ( ) ( )x f x n f x n f xα α∀ ∈ + = − =ℝ  

  أي 
, , ( ) ( )p x f x p f xα∀ ∈ ∀ ∈ + =ℤ ℝ  

أنهّ في الحقيقة دورٌ للتابع  fدوراً للتابع  β. نستنتج من كون ℤمن  pلتكن 
( )x f x pα+֏ على هذا التابع نستنتج أنّ  آنفاً ، وبتطبيق ما أثبتناه  

, , ( ) ( ) ( )q x f x p q f x p f xα β α∀ ∈ ∀ ∈ + + = + =ℤ ℝ  
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  وهكذا نكون قد أثبتنا أنّ 
2( , ) , , ( ) ( )p q x f x p q f xα β∀ ∈ ∀ ∈ + + =ℤ ℝ  

1βنفترض في هذه الفقرة أنّ  2. 2αو = =.  
. .2a  ّنلاحظ أن   

( ) ( )
0

2 1 2 1

0 2 0 2 1

2 1 ( 1) 2

( 1) 2 2( 1) 2

n n

n
n k

k n k
n

k
n k k n k k

n n
k n k n

a b

C

C C

−

=
− +

≤ ≤ ≤ + ≤

− = −

= − + −

∑
∑ ∑


���������������
 
���������������������


  

  يحُقّقان nbو naإذن يوجد عددان صحيحان

( )2 1 2
n

n na b− = +  
  ، كانℕمن  nو ℤمن  qوعليه، أياًّ كانت 

( ) ( ) (1 )2, 2 1
n

n nx f x q f x qa ab f x
 ∀ ∈ + − = + + =  

ℝ  

. .2b  لتكنx  منℝ ولنعرّف في حالة ،n  منℕ  المقدارnz التالي  

( ) ( )2 1 2 1
n n

n

q

z x x
 

= − + ⋅ −  

�������������


  

  عندئذ يكون لدينا 
  , ( ) ( )nn f z f x∀ ∈ =ℕ  ( )∗  

  كان  لـمّاومن جهة أخرى، 

( ) ( ) ( )2 1 2 1 1 2 1
n n n

x x x
   

+ ≤ + < + +        

  استنتجنا أنّ 

( )0 2 1 2
n

n
nz −≤ < + <  

limوعليه فإنّ  0n
n

z
→∞

)المساواة استنتجنا من  0مستمراً عند  fكان   لـمّا، و = أنّ  ∗(

( ) (0)f x f= والتابع .f  ّتابعٌ ثابتٌ لأنx  عنصرٌ اختياري منℝ.  
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1βنفترض في هذه الفقرة أنّ  3. αو = ∉ ℚ.  

1 ، ولنعرّف االاتℕ∗من  Nلتكن  ,k k
k N N

I − =    في حالة ، k  منNℕ، ن  عندئذتكو
)االات  )

1k k N
I

≤ ≤
  ونتأمّل اموعة .]0,1]تجزئة للمجال  

{ }{ }: 0,1, ,D p p p Nα α = − ∈  …  

. .3a  ّ0,1]من الواضح أن[D p. والتطبيق ⊃ p pα α −  ֏ موعتين يعرّف تقابلاً بينا 
{0, , }N… وD ّفهو غامرٌ وضوحاً، وهو متباينٌ لأن ،α ∉ ℚ.  إذنcard 1D N= + .

)االات  )
1k k N

I
≤ ≤

  ، لنفترض على سبيل الجدل أنّ ]0,1]تؤلف تجزئة للمجموعة  
( ), card 1N kk D I∀ ∈ ∩ ≤ℕ  

  عندئذ

1

1 card card( )
N

k
k

N D D I N
=

+ = = ∩ ≤∑  

)cardيحُقّق  Nℕفي  ℓوهذا خُلفٌ واضح. إذن لا بدُ أن نجد  ) 2D I∩ ≥
ℓ

.  

. .3b كان   لـمّاcard( ) 2D I∩ ≥
ℓ

,0}من  jو iيوجد عددان مختلفان  فإنهّ،  , }N… 
  يحُقّقان 

1
j j i i

N N
α α α α

−    ≤ − < − <   
ℓ ℓ     

  ومن ثمَّ 
1

0 ( )

N N
p q

i j j i
N

α α α   < − + − <   
�����
 
���������

  

  إذا عرفّنا  ،إذن
Np i j= Nq  و  − j iα α   = −     

Nوحقّق العدد  ℤعنصرين من  Nqو Npكان  N Nx p qα=   المتراجحة +
1

0 Nx
N

< <.  
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. .3c و 1كان العددان   لـمّاα  دورين للتابعf  أنهّ مهما تكن  1.استنتجنا اعتماداً علىx  من
ℝ وN  من∗ℕ وq  منℤ يكن  

( ) ( ) ( )1N N Nf x qx f x qp qq f xα+ = + + =  
. .3d  لتكنx  منℝ عندئذ نختار، أياًّ كانت ،N  من∗ℕ ،/ Nq x x = −    في المساواة
N/، ونعرّف  ةالسابق N Nz x x x x = −   فيكون  

, ( ) ( )NN f z f x∗∀ ∈ =ℕ  
  ، لديناNxولكن، استناداً إلى تعريف 

1
, 0 NN z

N

∗∀ ∈ ≤ ≤ℕ  

limوعليه  0N
N

z
→∞

استنتجنا أنّ  0عند  f، فإذا استفدنا من استمرار التابع =

( ) (0)f x f= والتابع ،f  ّتابعٌ ثابتٌ لأنx  عددٌ كيفي منℝ.  
  

αوأنّ  fدوران موجبان تماماً للتابع المستمرّ  βو αلنفترض أنّ  4.
γ

β
= ∉ ℚ عندئذ يكون .

)دورين للتابع المستمر  γو 1 )x f xβ֏ أنّ 3.. ونستنتج، استناداً إلى ما أثبتناه في ،
( ) (0)f x fβ   ثابتٌ. f، وهذا يعني أنّ التابع ℝمن  xكانت أياً   =

  
}لتكن  5. }22 2 : ( , )a b a b  = + ∈ ℚ ℚ. كان من الواضح أنّ   لـمّا  

   2 1 2x x   ∈ ⇔ + ∈   ℚ ℚ  
2    و 2 2x x   ∈ ⇔ + ∈   ℚ ℚ  

  استنتجنا أنّ التابع 

[ ] [ ]2 2

1 : 2
: , ( )

0 : 2

x
x

x

   ∈  → =    ∉  
ℚ ℚ

ℚ
ℝ ℝ

ℚ
1 11 11 11 1  

  ℝ.  úأدواراً. ولكنّه ليس مستمراًّ عند أيةّ نقطة من  2و 1يقبل العددين 
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Jليكن  37. التمرين: [ , ]f a b → ℝ  .ًوليكن تابعاً متزايداε .ًأثبت وجود عدداً موجباً تماما
]معرفّين على  gو hتابعين متزايدين ومستمريّن  , ]a b ويحُقّقان  

h f g≤ )   و    ≥ )
b

a

g h ε− ≤∫  

  الحـل

  بوضع : ℝإلى تابع معرّف ومتزايدٍ على كامل  fلنمدّد التابع 
( ) :

: , ( ) ( ) : [ , ]

( ) :

f b x b

f f x f x x a b

f a x a

 ≥→ = ∈ ≤

ℝ ℝ  

:، ولنعرّف التابعين ℕ∗من  nثمُّ لنختر  [ , ] ,ng a b → ℝ  و: [ , ] ,nh a b → ℝ بالعلاقتين  

( )
1/ 1

0

( ) ( )d / d

x n

n

x

g x n f t t f x u n u

+

= = +∫ ∫    

)    و )
1

1/ 0

( ) ( )d / d

x

n

x n

h x n f t t f x u n u

−

= = −∫ ∫  

تابعٌ متزايدٌ، كما  nhو ng من نّ كلاًّ أ fنستنتج من الصيغة الثانية ومن تزايد التابع  �
 :نستنتج صحّة المتراجحة 

[ , ], ( ) ( ) ( )n nx a b h x f x g x∀ ∈ ≤ ≤  

 بملاحظة أنّ  �

( )( )

1/ 1/

1/

1/

1

( ) ( ) ( )d ( )d

( )d ( )d

( ) d

y n x n

n n

y x

x y n

y x n

y

n
x

g y g x n f t t n f t t

n f t t n f t t

n f t f t t

+ +

+

+

− = −

= +

= + −

∫ ∫

∫ ∫

∫
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  نستنتج أنّ 
( )2( , ) [ , ] , ( ) ( ) ( ) ( )n nx y a b g y g x n f b f a y x∀ ∈ − ≤ − −  

  .ngوهذا يثُبتُ استمرار التابع 
]تابعٌ مستمر على  nhاثل أنّ التابع ونبرهن بأسلوب مم � , ]a b. 
]من  xفي حالة  بقي أن نتأمّل الفرق فنجد � , ]a b  ّأن 

1

0

( ) ( ) d

1 1

n n

u u
g x h x f x f x u

n n

f x f x
n n

       − = + − −           
     ≤ + − −        

∫
  

  ومن ثمَّ 

1/ 1/

1/ 1/

1/

1/

1/ 1/

0 0

1 1
( ( ) ( ))d d d

( )d ( )d

( ) ( )
( )d ( )d

( ) ( )
( )d ( )d

( ) ( )
( ) (

b b b

n n

a a a
b n b n

a n a n

a b n

a n b

n n

g x h x x f x x f x x
n n

f x x f x x

f b f a
f x x f x x

n

f b f a
f b t t f a t t

n

f b f a
f b t f a t

n

+ −

+ −
−

+

     − ≤ + − −        

= −

−
≤ + −

−
≤ + − − +

−
≤ + − − +

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

( )

( )

1/

0

) d

2
( ) ( )

n

t

f b f a
n

≤ −

∫

  

)إذن أن نختار  يكفي )2
( ) ( )n f b f a

ε
> nh، ونضع − h= وng g= الإثبات ملتكلي.ú  

  

qe  

zc  
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  التوابع لمتحول حقيقي
  الاشـتقاق

  �.ℝ مجالاً غير خالٍ وغير مؤلّف من نقطة واحدة في Iفي كل ما يلي يمثّل الرمز �

  عموميات 1.

)تابعاً من  f، وليكن Iعنصراً من  aكن يل .تعريف 1-1. , )IF K ّنقول إن .f  ٌقابل
  نسبة التغيرّ إذا وفقط إذا قبَِلَ تابع  a للاشتقاق عند

,

( ) ( )
: \{ } ,f a

f x f a
I a x

x a

−
∆ →

−
K ֏  

) . نرمز إلى هذه النهاية إن وُجِدتْ بالرمز aاية منتهية عند )f a′ أو d
( )

d

f
a
x

. ونسمّي 

,المقدار  ( )f a x∆  نسبة تغيرّ التابعf  بينa وx.  

  المعنى الهندسي للعدد المشتق

,لّ المقدارتابعاً حقيقياًّ، دَ  fذا كان التابع إ ( )f a x∆  على مَيْل الوتر[ ]AM صل بين ذي يال
) تينالنقط , ( ))A a f a و( , ( ))M x f x1), الشعاع . وعليه يكون, ( ))f a x∆  َتوجيهٍ  شعاع

)للمستقيم  )AM فإذا كان .f  قابلاً للاشتقاق عندa  المستقيم دلT  الذي شعاع توجيهه
(1, ( ))f a′  ائي للمستقيم ٍعلى وضع( )AM  عندما تقتربM  منA على الخط البياني fC 

  .fللخط البياني للتابع  Aماس في الم، فهو إذن fللتابع 

 fC

A

M

T  

 الخامسالفصل 

  www.hiast.edu.sy  المعهد العالي للعلوم التطبيقية والتكنولوجيا
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 ، أنهّ إذا حدث في حالة تابع حقيقي أن كانالمعنى الهندسي للمشتق نستنتج من هذا. ملاحظة ����
,lim ( )f a

x a
x

→
∆ = lim,أو كان  ∞+ ( )f a

x a
x

→
∆ = الاشتقاق عند  f، فعندئذ لا يقبل ∞−

a،  لخطهّ البياني يكون ولكنfC  مماس  معادلته  شاقولي( )y f a=  عند النقطة( , ( ))A a f a.  

)تابعاً من  fوليكن ، Iعنصراً من  aكن يل .تعريف 2-1. , )IF K ّنقول إن .f  قابل
[إذا وفقط إذا كان  aعند  للاشتقاق من اليمين , [I a∩ +∞ ≠   وقبَِلَ التابع  ∅

,

( ) ( )
: , ,f a

f x f a
I a x

x a

+ − ∆ ∩ +∞ →  −
K ֏  

)، نرمز إلى هذه النهاية إن وُجِدتْ بالرمز aاية منتهية عند  )f a+′ ونسمّيها مشتق f 
  .aمن اليمين عند 

التالي  تحقّق الشرطإذا وفقط إذا  aعند  قابل للاشتقاق من اليسار fونقول إنّ 
] [,I a∩ −∞ ≠   وقبَِلَ التابع، ∅

,

( ) ( )
: , ,f a

f x f a
I a x

x a

− − ∆ ∩ −∞ →  −
K ֏  

)، نرمز إلى هذه النهاية إن وُجِدتْ بالرمز aهية عند اية منت )f a−′ ونسمّيها مشتقf 
  .aمن اليسار عند 

)من  fمجالاً مفتوحاً. لكي يكون التابع  Iليكن . مبرهنة 3-1. , )IF K قابلاً للاشتقاق عند ،
a  منI،  يلزم ويكفي أن يكونf عند  قابلاً للاشتقاق من اليمين ومن اليسارa وأن ،

)يكون  ) ( )f a f a− +′   . وفي هذه الحالة يكون =′
( ) ( ) ( )f a f a f a− +′ ′ ′= =  

  الإثبات

  �  الإثبات بسيط انطلاقاً من التعريف ومتروك للقارئ.

) من f إذا كان التابع .مبرهنة 4-1. , )IF K قابلاً للاشتقاق عندa  منI،  عند اً مستمر  كان 
a.  
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  الإثبات
  كان  لـمّا

,\{ } ( ) ( ) ( ) ( )f ax I a f x f a x x a∈ ⇒ − = ∆ ⋅ −  
lim, كانت النهاية  لـمّاو  f a

a
 Mعدداً و  aللنقطة  0Vجواراً  وجدناة، بمقتضى الفَرْض، موجود ∆

∗من 
+ℝ قانيحُق  

0( )\{ } ( ) ( )x I V a f x f a M x a∈ ∩ ⇒ − ≤ −  
xهذه المتراجحة صحيحة أيضاً عند  a=ما يلي  ، نستنتج إذن:  

0 ( ) ( )x I V f x f a M x a∈ ∩ ⇒ − ≤ −  
0كن يل < ε  ًفنجد جوارا] [0 ,

M M
V V a aε ε
ε = ∩ −    يحُقّق a لعددل +

( ) ( )x I V f x f aε∈ ∩ ⇒ − ≤ ε  
  �  .aعند  f وهذا يثبت استمرار

x إنّ العكس بالطبع ليس صحيحاً فالتابع .ملاحظة ���� x֏  على مستمر ℝ  ولكنّه غير قابل
  .ℝ للاشتقاق عند أيةّ نقطة منوغير قابل  ℝ يوجد تابع مستمر على وكذلك. 0للاشتقاق عند 

تلخّص المبرهنة التالية عدداً من الخواص البسيطة لقابلية الاشتقاق، سنذكرها للقارئ تاركين له مهمة 
  صياغة الإثبات.

من  تابعين gو fليكن أخيراً ، و Kمن  λليكن و ، Iعنصراً من  aكن يل. مبرهنة 5-1.
( , )IF K َين للاشتقاق عند ، قابلaعندئذ يكون . :  

)التابع  � )f g+  ًللاشتقاق عند  قابلاa و( ) ( ) ( ) ( )f g a f a g a′ ′ ′+ = +.  
)و aللاشتقاق عند  قابلاً  fλالتابع  � ) ( ) ( )f a f a′ ′λ = λ ⋅.  
fالتابع  � g⋅  ًللاشتقاق عند  قابلاa و( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f g a f a g a f a g a′ ′ ′⋅ = +.  
1 كان،  Iلا ينعدم على  gإذا كان  �

g  ًللاشتقاق عند  قابلاa  كانو  

( ) 2

( )1 ( )
( )

g a
ag g a

′′ = −  

f، فإنّ Iلا ينعدم على  gإذا كان  �
g  قابل للاشتقاق عندa  يكونو  

( ) 2

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

f a g a f a g af
ag g a

′ ′ ′−
=  



التوابع لمتحوّل حقيقي  : الاشتقاق  312 

  

f:يقبل تابع . ملاحظة مهمّة ���� I → ℂ  الاشتقاق عندa  منI من إذا وفقط إذا قبَِلَ كل ،
Reيقي جزئه الحق f  وجزئه التخيّليIm f  الاشتقاق عندa.  

)تابعاً من  fكن ، وليℝ مجالين من Jو Iليكن. مبرهنة 6-1. , )IF ℝ وg  تابعاً من
( , )JF K يحُقّق ( )f I J⊂ لنضع .: , ( ( ))g f I x g f x→ K�  ان. إذا ك֏
f ق عند قابلاً للاشتقاa  منI ، وكانg  قابلاً للاشتقاق عند( )f a  كان g f� 

  العلاقة توتحقّق aللاشتقاق عند  قابلاً 
( ) ( ) ( ( )) ( )g f a g f a f a′ ′ ′= ⋅�  

  الإثبات

  أنّ التابعين  ، من جهة أولى،نلاحظ

,
,

( ) :
: ,

( ) :
f a

f a

x x a
I x

f a x a

∆ ≠∆ →  ′ =

ɶ ℝ ֏  

  و

, ( )
, ( )

( ) : ( )
: ,

( ( )) : ( )
g f a

g f a

x x f a
J x

g f a x f a

∆ ≠∆ →  ′ =
Kɶ ֏  

)عند  gوقابليّة اشتقاق  aعند  fمستمران بسبب قابلية اشتقاق  )f a . ونلاحظ من ناحية
  أخرى أيضاً أنّ 

( ), ( ) ,\{ }, ( ) ( ) ( )g f g f a f ax I a x f x x∀ ∈ ∆ = ∆ ⋅ ∆�
ɶ ɶ  

lim,ومن ثمَّ تكون النهاية  g f a
a
∆ )موجودة وتساوي  � ( )) ( )g f a f a′ ′⋅.  �  

f: وليكن، Iعنصراً من  aكن يل. مبرهنة اشتقاق التابع العكسي 7-1. I → ℝ  ًتابعا
)ويحققُ  a وقابلاً للاشتقاق عند ،I مستمراًّ ومطرداً تماماً على ) 0f a′ . عندئذ يكون ≠

1 “العكسيالتابع ” : ( )f f I− → ℝ  قابلاً للاشتقاق عند( )f a ويكون  
1 1

( ) ( ( ))
( )

f f a
f a

− ′ =
′
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  الإثبات
f:لقد خلطنا في هذا النص بين  I → ℝ و: ( )f I f I→ɶ هذا الأخير هو الذي إذ إن ،

1fورمزنا تجاوزاً بالرمز  ،يقبل تابعاً عكسياً  1fإلى التابع  − −ɶ ّ1. لقد أثبتنا سابقاً أنf −  مستمر
)على اال  )J f I= وله جهة اطرّاد ،f نفسها.  

  كان التابع  لـمّا
,

,

( ) :
: ,

( ) :
f a

f a

x x a
I x

f a x a

∆ ≠∆ →  ′ =

ɶ ℝ ֏  

   يحُقّق a لعددل Vجواراً  وجدنامختلفة عن الصفر،  aوقيمته عند  Iمستمراًّ على 
, ( ) 0f ax I V x∈ ∩ ⇒ ∆ ≠ɶ  

ع ومن ثمَّ يكون للتاب
,

1,
( )f a

I V x
x

∩ →
∆

ℝ ֏
ɶ

1 تساوي  aاية عند 
( )f a′

، ولأنّ 

1f )مستمر عند  − )f a  ّاستنتجنا أن 
( )

( )1lim
y f a

f y a−
→

  ، ومنه=

1( )
,

1 1lim
( )( ( ))y f a

f a
f af y−→

=
′∆ɶ

  

  كان   الـمّ و 

1

1

, ( )1
,

( )1( ) ( )
( )( ( ))

f f a

f a

f y a
y f a y

y f af y
−

−

−

−
≠ ⇒ = = ∆

−∆ɶ
  

,1أنّ  استنتجنا ( )( )

1lim
( )f f af a f a

−∆ =
′

1f ، فالتابع )قابلٌ للاشتقاق عند  − )f a ،تقه ومش

1 المساواةعندها يحقّق  1( ) ( ( ))
( )

f f a
f a

− ′ =
′

.  �  

  لمشتقالتابع ا2.

)تابعاً من  fليكن  .تعريف 1-2. , )IF K نسمّي . مشتقf  ٍنقطة التابع الذي يربط بكلx 
)قابلاً للاشتقاق، قيمة المشتق  f ، يكون عندهاIمن  )f x′. ع بالرمزونرمز إلى هذا التاب 

f dأو بالرمز  ′
d
f
x

f. فمجموعة تعريف التابع   fالتي يكون  Iمن  x هي مجموعة قيم ′
  قابلاً للاشتقاق عندها.



التوابع لمتحوّل حقيقي  : الاشتقاق  314 

  

:فمثلاً إذا كان  ,f x x→ℝ ℝ   كان،  ֏
1 : 0

: ,
1 : 0

x
f x

x
∗

>′ → − <
ℝ ℝ ֏  

ها في الفقرة تنتج المبرهنات التالية مباشرة من خواص قابليّة الاشتقاق عند نقطة التي درسنا
  السابقة.

)تابعين من  gو fليكن. مبرهنة 2-2. , )IF Kن كي، ولλ  منK ّنفترض أن .f وg 
  . عندئذ يكونI يقبلان الاشتقاق على اال

• f g+ λ قابلاً للاشتقاق على I ويكون ،( )f g f g′ ′ ′+ λ = + λ.  
• f g ق علىقابلاً للاشتقا I ويكون ،( )f g f g f g′ ′ ′= +.  

1 كان،  I لا ينعدم على gإذا كان  •
g

 كان، و Iللاشتقاق على قابلاً  

2

1 g

g g

′  ′ = −  
 

 :يأتيويمكن تعميم خاصّة الجداء كما 

2لتكن . مبرهنة 3-2. 1, , ,nf f f…  توابع من( , )IF K  قابلة للاشتقاق علىI .عندئذ يكون 
عندئذ الجداء 

1

n

kk
f f

=
  ويكون ،Iشتقاق على قابلاً للا ∏=

1 \{ }

( )
n

n

j k
j k j

f f f
= ∈

′ ′= ⋅∑ ∏
ℕ

  

)تابعاً من  f، وليكن ℝمجالين من Jو Iليكن . مبرهنة 4-2. , )IF ℝ وكذلك ليكن ،g 
)تابعاً من  , )JF K ّنفترض أن .f وg يقبلان الاشتقاق علىI وJ لي، وأنّ على التوا

( )f I J⊂ عندئذ يكون التابع .g f�  قابلاً للاشتقاق علىI ويكون  

( )g f g f f′ ′ ′= ⋅� �  



المشتقات من مراتب عليا   315  

  

  المشتقات من مراتب عليا3.
)نصطلح أن نرمز بالرمز    � )0f  إلى التابعf  وبالرمز( )1f  إلى مشتقهf ′.  

)تابعاً من  f، وليكن ℝمجالاً من Iليكن . تعريف 1-3. , )IF K ف المشتقّات المتلاحقةنعر .
)، Iمن  a، وأياً كان ℕ∗من  n: أياً كان  التالي وجهتدريجياً على ال fللتابع  )( )nf a 

)هو مشتق  1)nf )في حال وجوده. و aعند  − )nf  لتابع اهو التابع مشتق( 1)nf − .
)ونسمّي المقدار  )( )nf a لمشتقّ من المرتبة اn  للتابعf  عندa ونسمّي .( )nf 
 Iمرةّ على اال  nيقبل الاشتقاق  f . ونقول إنّ التابعfللتابع  nالمشتق من المرتبة 

)إذا كان  )nf معرفّاً على I ًوأخيراً نكتب أحيانا .d
d

n

n
f

x
)عوضاً عن   )nf.  

fو fه يمكن موعات تعريف التوابع لاحظ أنّ  f(2)و ′ f′′ أن تكون مختلفة. وأنّ وجود  =
( )( )nf a  يتطلّب أن يكون( 1)nf   .a لعنصرمع جوارٍ ل Iمعرفّاً على تقاطع  −

)تابعين من  gو fليكن. مبرهنة 2-3. , )IF Kكن ي، ولλ  منKو ،n  من∗ℕ . نفترض
  . عندئذ يكونI مرةّ على اال nيقبلان الاشتقاق  gو fأنّ 
� f g+ λ  قابلاً للاشتقاقn مرةّ علىIو ،( ) ( ) ( )( ) n n nf g f g+ λ = + λ.  
� f g  قابلاً للاشتقاقn رةّ علىمI ،علاقة  وتتحقّقLeibniz لتالية :ا  

( ) ( ) ( )

0

( )
n

n k k n k
n

k

f g C f g −

=
= ∑  

 .Iمرةّ على nللاشتقاق  لاً قاب fg كان،  Iلا ينعدم على gإذا كان  �

  الإثبات

1n. لقد عولجت حالة nبالتدريج على  �بسيطة ونتركها للقارئ. لنثبت النقطة  �النقطة  = 
1nيقبلان الاشتقاق  gو fسابقاً. لنفترض أنّ  . إذن استناداً إلى فرْض I مرّة على اال +

fالتدريج يقبل  g  الاشتقاقn  مرةّ، ويكون  

( ) ( ) ( )

0

( )
n

n k k n k
n

k

f g C f g −

=
= ∑  
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 كان  لـمّاو 
( )kf و( )n kg }من  k، أياً كان I يقبلان الاشتقاق على − }0,1, ,n… ، ع لتاباقبَِل

( ) ( )k n kf g   كانو  Iالاشتقاق على  −
( ) ( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1)( )k n k k n k k n kf g f g f g− + − − +′ = ⋅ + ⋅  

)نستنتج إذن أنّ  )( ) nf g يقبل الاشتقاق علىI تنتج العلاقة المطلوبة بملاحظة ما يلي :، و   
( ) ( 1) ( 1 1) ( ) ( 1 )

0 0

1
1 ( ) ( 1 ) ( ) ( 1 )

1 0

( 1) 1 ( ) ( 1 ) ( 1)

1

1
( ) ( 1 )

1
0

(( ) )

( )

n n
n k k n k k k n k

n n
k k

n n
k k n k k k n k
n n

k k

n
n k k k n k n

n n
k

n
k k n k
n

k

f g C f g C f g

C f g C f g

f g C C f g f g

C f g

+ + − − + −

= =
+

− + − + −

= =

+ − + − +

=
+

+ −
+

=

′ = +

= +

= + + +

=

∑ ∑

∑ ∑

∑

∑

  

1n ، إنّ حالةnأيضاً بالتدريج على  �يجري إثبات الخاصّة   gو fواضحة. لنفترض أنّ  =
1nيقبلان الاشتقاق  f/. إذن يقبل التابع I ة علىمرّ  + g  الاشتقاق علىI و ،  

2

f g f gf

g g

′ ′ ′−  =  
  

fو fكان كل من التوابع   لـمّاو  gو g و ′ ، فكل من Iال مرّة على اn يقبل الاشتقاق  ′
fالتابعين  g f g′ ، وبناءً على فرْض التدريج I رّة على االم nيقبل إذن الاشتقاق  2gو −′

)يقبل التابع  )/f g ق  ′ لاشتقا ل nا ا على ا ثمَ يقبل التابعI مرة  f/ . ومن  g لاشتقاق  ا
1n   �  .Iمرة على اال  +

)تابعاً من  f ليكن. تعريف 3-3. , )IF K� ولتكن ،n  منℕ ّنقول إن .f الصف ينتمي إلى 
n
C العلى ا I إذا وفقط إذا كان .f  قابلاً للاشتقاقn مرةّ على I وكان ،( )nf 

). ونكتب في هذه الحالة I مستمراًّ على اال , )nf C I∈ K.  
Cالصف من  fونقول إنّ   

)، و نكتب I على ∞ , )f C I∞∈ K إذا كان ، إذا وفقط
f  قابلاً للاشتقاقn مرةّ على I وذلك مهما تكن ،n  منℕأي ، :  

0

( , ) ( , )n

n

C I C I∞

≥
=K K∩  
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} من ω لتكن. رهنةمب 4-3. }∪ +∞ℕوليكن .I وJ مجالين من ℝ وليكن ،f  تابعاً من
( , )IF ℝوكذلك ليكن ، g  تابعاً من( , )JF K ّنفترض أن .f وg من الصف C ω 

)على التوالي، وأنّ  Jو I على )f I J⊂ عندئذ يكون التابع .g f� من الصفC ω 
  .I على

  الإثبات
1ωلقد عالجنا سابقاً حالة  nω. لنفترض صحة الخاصة عندما =   gو fيكن ول، ℕمن  =

1nCكما في المبرهنة ولكن من الصف )كان   لـمّا. + )g f g f f′ ′ ′= ⋅�  من ولأنّ كلاًّ  �
gو f التوابع fو ′ )نجد بناءً على فرْض التدريج أنّ  nCينتمي إلى الصف ′ )g f ينتمي إلى   �′
g ، ومن ثمَّ يكونIعلى nC الصف f� 1الصف منnC . تثبت هذه المناقشة صحّة المبرهنة +

ωتنتج حالة و  .ℕمن  ωأياً كان  =   �   مما سبق.مباشرة  ∞+

)ليكن . تعريف 5-3. , )a b  2منℝ يحُقّق b a> وليكن ،n  منℕ نقول عن تابع .f من 
([ , ], )a bF K  الصفإنهّ منn

C  ّإذا وفقط إذا وُجِدَ اً قِطعَي .p من∗ℕ  ووُجِدتْ أعداد
1 0, , ,pa a a…  منℝ تحُقّق   
� 0 1 1p pa a a a a b−= < < < < =⋯.  
[على اال  fديد مقصور التابع يمكن تم � [1,i ia a على  nC إلى تابع من الصف +

]اال  ]1,i ia a }من  iوذلك أياً كان  + }0,1, , 1p −….  

  مبرهنة رول ومبرهنة التزايدات المحدودة 4.

)ليكن  .Rolle-رول مبرهنة 1-4. , )a b  2منℝ يحُقّق a b< وليكن .: [ , ]f a b → ℝ .
]مستمر على  f نفترض أنّ  ],a bوقابل للاشتقاق على ، ] [,a b ، نفترض أيضاً أنّ و

( ) ( )f a f b= .ال  يوجد عندئذفي ا] [,a b  ٌعدد c  قيحُق( ) 0f c′ =.   

  الإثبات

]مستمراًّ على  fكان   لـمّا ],a b كان   لـمّا، و[ ],a b  مجموعة متراصّة فيℝ فإننا نجد عنصرين ،
α وβ  من[ ],a b ،قانيحُق  

[ , ]
( ) sup

a b

f fβ و    =
[ , ]

( ) inf
a b

f fα =  
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  : لنناقش الحالتين التاليتين
)إذا كان  � ) ( )f fβ = α  وجب أن يكون[ , ], ( ) ( )x a b f x f∀ ∈ = α  ويمكن أن

[أيةّ نقطة من  cنأخذ  , [a b. 

 

a bβ α  
) أمّا إذا كان � ) ( )f fβ > α أن ي نتمي أحد العنصرينفلا بد α أوβ إلى ] [,a b ّلأن ،

( )f a  يساوي( )f b.  
[إلى  αفإذا انتمى 	 [,a b العدد  حقّقc = α  لأنّ  ،ةالمطلوبالخاصّة  

( ) ( )
, 0

f z f
x a

x

− α ∈ α ⇒ ≤  − α
  

) بقيم أصغر منها نجد αتسعى إلى  xبجعل و  ) 0f ′ α ≤.   
   وكذلك

( ) ( )
, 0

f x f
x b

x

− α ∈ α ⇒ ≥  − α
  

)بقيم أكبر منها نجد  αتسعى إلى  xبجعل و  ) 0f ′ α ) إذن، ≤ ) 0f ′ α =.  
[بأسلوب مماثل نجد أنّ و  	 [,a bβ ) يقتضي ∋ ) 0f ′ β =.  

  �  وبذلك يتم إثبات المبرهنة.
)ليكن  .مبرهنة التزايدات المحدودة 2-4. , )a b من 

2ℝ يحُقّق a b< .و[ ]: ,f a b → ℝ. 
] على اً ستمرّ متابعاً  , ]a b ًللاشتقاق على  ، وقابلا
] [,a b . ال  يوجدعندئذفي ا] [,a b  ٌعدد c 
  : يحُقق 

( ) ( ) ( ) ( )f b f a b a f c′− = − ⋅  a bc

( )f a

( )f b

( )f c
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  الإثبات 
  نعرّف التابع

( ) ( )
: [ , ] , ( ) ( ) ( )

f b f a
g a b g x f x x a

b a

−
→ = − −

−
ℝ  

]مستمر على  gفنجد أنّ  ],a b  وقابلٌ للاشتقاق على] [,a b  ويحقّق  
( ) ( ) ( )g a g b f a= =  

[في اال نجد إذن  [,a b  ًعددا c  قيحُق( ) 0g c′   ، وهذا يكافئ=
  ( ) ( ) ( ) ( )f b f a b a f c′− = − ⋅  

  �    وهي النتيجة المرجوّة.

f: ليكن. نتيجة 3-4. I → K تابعاً مستمراً علىI ، 0ولتكنx  عنصراً منI ّنفترض أن .
}قابلٌ للاشتقاق عند كلّ نقطة من  fالتابع  }0\X I x= ة أنّ النهاي نفترض. و

0,
lim ( )

t x t X
f t

→ ∈
 قابلاً للاشتقاق عند f. عندئذ يكون ℓموجودة ومنتهية وتساوي  ′

0x  0يكون و( )f x′ = ℓ.  

  الإثبات

Reلنتيجة على كل من ، ثمُّ نطُبّق اℝيأخذ قيمه في  fيمكن أن نفترض أنّ  f وIm f .  

0لتكن  < ε 0تعريف النهاية، عدداً  ناءً علىنجد، ب < η قيحُق  

0( ) ( ) ( )t X t x f t′∈ ∧ − < η ⇒ − < εℓ  

0xقق عنصراً يحُ  X من x كنيل x− < ηبتطبيق مبرهنة التزايدات المحدودة على التابع .  

[ ] 0 0

0

( ( ))
: 0,1 ,

f x t x x
t

x x

+ −
ϕ → →

−
ℝ  

[في  نجد   يحُقق xθعدداً  0,1]

0
0 0

0

( ) ( )
( ( ))x

f x f x
f x x x

x x

− ′= + θ −
−
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0كان   لـمّاو  0( )xx x x+ θ 0كان و ، Xعنصراً من  − 0 0( )xx x x x+ θ − − < η 
  أنّ  ناستنتجا

0

0

( ) ( )f x f x

x x

−
− < ε

−
ℓ  

ومنه 
0

0
,lim ( )f x

x x
x

→
∆ = ℓوهذا يثبت قابلية اشتقاق . f 0 عندx، 0و( )f x′ = ℓ.  �  

f: يمكن أن يقبل تابعٌ . ملاحظة مهمّة ���� I → ℝ  0الاشتقاق عندx  منI ، دون أن تكون
النهاية 

0

0

lim ( )
x x
x x

f x
→
≠

  موجودة. ′

  فمثلاً، إذا تأمّلنا التابع

( )2 1
sin : 0,

: ,
0 : 0.

x x
xf x

x

 ≠→  =

ℝ ℝ ֏  

0xنجده قابلاً للاشتقاق عند  دون أن تكون النهاية  =
0
0

lim ( )
x

x

f x
→
≠

  موجودةً. ′

شرط لبِشتز يلزم ويكفي  f. حتىّ يحقّق Iتابعاً قابلاً للاشتقاق على مجال  fليكن . مثال 4-4.
fأن يكون المشتق    .Iمحدوداً على  ′

   الإثبات

0 عدداً  يحقّق شرط لبِشتز وجدنا fإذا كان  • M<  ّقيحُق  
2( , ) , ( ) ( )x y I f y f x M y x∀ ∈ − ≤ −  

  كان،  Iعنصراً من  0xإذا كانت ف
{ }

00 ,\ , ( )f xx I x x M∀ ∈ ∆ ≤ 

)0 ومنه )f x M′ ≤.  
 وبالعكس، لنفترض أنّ  •

, ( )x I f x M′∀ ∈ ≤  
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) العنصر أياً كان ،عندئذ , )x y  2منI الذي يحُقّق x y≠، في  يمكننا أن نجد]  θعدداً  0,1]
  يحُقّق

( ) ( )
( ( )

f y f x
f x y x M

x y

− ′= + θ − ≤
−

  

  يحقّق شرط لبِشتز. fفالتابع

   :الآتيةالخاصّة المهمّة في الحقيقة، لقد أثبتنا . ملاحظة ����

2( , )

( ) ( )
sup sup ( )

t Ix y I
x y

f y f x
f t

x y ∈∈
≠

− ′=
−

  

. ℝمجالاً غير تافه في  I ليكن .Taylor-Lagrange لاغرانج-تايلور منشور مبرهنة 5-4.
)تابعاً من  f وليكن , )IF ℝ  1يقبل الاشتقاقn  .عندئذ أياً كانI مرةّ على +

)العنصر  , )a b  2منI ق للشرطالمحق a b≠، ال  يوجدفي ا]    يحُقّق θ عددٌ  0,1]

( )( ) ( 1)
1

0

( ) ( )
( ) ( ) ( )

! ( 1)!

n k n
k n

k

f a f a b a
f b b a b a

k n

+
+

=

+ θ −
= − + −

+∑  

  الإثبات
hلنضع  b a= :نعرّف التابع ، ول− [0,1]ϕ → ℝ بالعلاقة  

( ) ( )
1

( ) 1

0

(1 ) (1 )
( )

! ( 1)!

n k n
k k n

k

t t
t f b f a th h h A

k n

+
+

=

− −
ϕ = − + −

+∑  

(0)بالشرط  Aالثابت  تعيين وقد جرى 0ϕ = .  
(0)قق يحو  [0,1]مستمرٌ وقابل للاشتقاق على  ϕنلاحظ أنّ  (1) 0ϕ = ϕ . إذن، بمقتضى =

[في اال مبرهنة رول، يوجد  ) يحُقّق θ عددٌ  0,1] ) 0′ϕ θ    . ولكن نجد بحساب بسيط أنّ =

( ) ( )1 ( 1)(1 )
( )

!

n
n nt

t h A f a th
n

+ +−′ϕ = − +  
)فالشرط  ) 0′ϕ θ   أنّ  يثبتُ  =

( 1)( ( ))nA f a b a+= + θ −  
(0)والعلاقة  0ϕ   �  .المنشودتمثل النشر  =
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تطبيقاً من  f . وليكنℝمجالاً غير تافه في  Iليكن  .لاغرانج- تايلور متراجحة نتيجة 6-4.
1nCالصف  ∗في  . نفترض أنهّ يوجدℝويأخذ قيمه في  Iعلى  +

+ℝ  ٌعدد M يحُقّق  
( 1), ( )nx I f x M+∀ ∈ ≤  

  عندئذ يكون 

( ) 1

2

0

( )
( , ) , ( ) ( )

! ( 1)!

nn k
k

k

b af a
a b I f b b a M

k n

+

=

−
∀ ∈ − − ≤

+∑  

)ليكن  .Simpson سيمبسون علاقة. تطبيق 7-4. , )a b  2عنصراً منℝ  قيحُقa b< ،
: وليكن [ , ]g a b → ℝ 5 تابعاً من الصفC  العلى ا[ , ]a b في  وجدي. عندئذ
[اال  [,a b عنصر c قيحُق:  

5
(5)( )

( ) ( ) ( ) 4 ( ) ( )
6 2 2880

b a a b b a
g b g a g a g g b g c

   − + −  ′ ′ ′− = + + −         
  

  الإثبات 
1aحيث  لنبدأ بدراسة الحالة الخاصّة = 1bو − المساعد . ولنتأمّل في هذه الحالة التابع =

: [0,1]h → ℝ المعرّف بالعلاقة  

( )
5

( ) ( ) ( ) ( ) 4 (0) ( )
3 90

x x
h x g x g x g x g g x A′ ′ ′= − − − + + − +  

)بالشرط  A وقد جرى تعيين )1 0h =.  
(0)ويحُقق  [0,1]على  1Cالصف  ينتمي إلى hكان   لـمّا (1) 0h h= ، فإنه يوجد، =

[ينتمي إلى  1θ، عدد رولبمقتضى مبرهنة  )1 ويحقق 0,1] ) 0h ′ θ   . ولكن =

( ) ( )
42

( ) ( ) 2 (0) ( ) ( ) ( )
3 3 18

x x
h x g x g g x g x g x A′ ′ ′ ′ ′′ ′′= − + − − − − +  

h  فالتابع  (0)1، ويحُقق [0,1]على  1Cمن الصف  ′ ( ) 0h h′ ′= θ ، إذن يوجد، بمقتضى =
[ينتمي إلى  2θ ، عددٌ ذاا رولمبرهنة  [10, θ 2 ويحُقّق( ) 0h ′′ θ   ولكن  .=

( ) ( )
3

(3) (3)1 2
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3 3 9

x x
h x g x g x g x g x A′′ ′′ ′′= − − − + − +  
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hأنّ  مجدّداً ونلاحظ  (0)2، ويحُقق [0,1]على  1C من الصف ′′ ( ) 0h h′′ ′′= θ ، إذن =
[ينتمي إلى اال  3θ ، عددرولثالث لمبرهنة  يوجد، بتطبيقٍ  [20, θ ويحُقّق المساواة ،

(3)
3( ) 0h θ   . ولكن=

( )(3) (4) (4)( ) ( ) ( ) 2
3

x
h x g x g x xA= − + − −  

  إذن
(4) (4)

3 3

3

( ) ( )
2

g g
A

θ − −θ
=

θ
  

  وأخيراً عند تطبيق مبرهنة التزايدات المحدودة على التابع 
(4) (4)

3: [0, ] , ( ) ( ) ( )f f x g x g xθ → = − −ℝ  
[ينتمي إلى اال  4θنجد  [30, θ 3، ويحُقّق 3 4( ) ( )f f ′θ = θ θ وهذا يكافئ .  

] [( )
(5) (5)

4 4 (5) (5)
4 4

( ) ( )
([ , ]) 1, 1

2

g g
A g g

θ + −θ
= ∈ −θ θ ⊂ − +  

[تنتمي إلى  θأي توجد  [1, 1− )(5) تحُقّق + )A g= θ ط . والشر( )1 0h  عين يالذي  =
A يكافئ  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )(5)1 1
1 1 1 4 0 ( 1)

3 90
g g g g g g′ ′ ′− − = + + − − θ  

1aحيث وهي العلاقة المطلوبة في الحالة الخاصّة  = 1bو − =.  
  :الآتي على التابع أمّا لإثبات الحالة العامّة، فيكفي أنّ نطبق ما سبق

  ( ): [ 1, 1] , ( )
2 2

a b b a
k k x g x

+ −
− + → = +ℝ  �  

ا إلى التكامل المحدود ويمكن تأجيلهرمز دراية بالذي يتطلّب  تُصاغ هذه النتيجة عادة على الوجه التالي
  حين دراسة بحث التكامل المحدود.

)ليكن . نتيجة 8-4. , )a b  2عنصراً منℝ  قيحُقa b<وليكن ، : [ , ]g a b → ℝ نتابعاً م 
]على اال  4C الصف , ]a b .ال  وجدعندئذ يفي ا] [,a b عنصرc قيحُق  

( )( )
5

(4)( )
( )d ( ) 4 ( ) ( )

6 2 2880

b

a

b a a b b a
g t t g a g g b g c

− + −
= + + −∫  

  في الحساب العددي للتكاملات. طريقة سيمبسونوتعد هذه العلاقة أساس 
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  تغيّرات التوابع 5.

Iنا بالرمز مجالاً، رمز   I نذكر بأنهّ إذا كان
�

 Iفمثلاً إذا كان  Iأكبر مجال مفتوح محتوى في  إلى 

]أحد االات  , ]a b  أو[ [,a b  أو] ],a b  أو] [,a b  كان ] [,a b I=
�

. وفيما يلي يمثل الرمز 
I  نقطة واحدة. يقتصر على لامجالاً غير خالٍ و  

) تابعاً من f ليكن. مبرهنة 1-5. , )IF ℝ.  ّنفترض أن f ع ال لىمستمرا I،  ٌوقابل

Iللاشتقاق على 
�

,وكذلك نفترض أنّ  ، ( ) 0x I f x′∀ ∈ =
�

تابعاً  f . عندئذ يكون
  .Iاال  ثابتاً على

  الإثبات
1ليكن  2( , )x x  2عنصراً منI  ق1يحُق 2x x<. في  بتطبيق مبرهنة التزايدات المحدودة نجد

] [1 2,x x  ًعدداc ، 2يحُقّق 1 2 1( ) ( ) ( ) ( ) 0f x f x x x f c′− = −   لقد أثبتنا أنّ  ، إذن=
2

1 2 1 2( , ) , ( ) ( )x x I f x f x∀ ∈ =  
  �  ثابتٌ. fفالتابع 

يمكننا أن نرى  fبتطبيق النتيجة السابقة على كل من الجزأين الحقيقي والتخيّلي للتابع . ملاحظة ����
)من تابعاً  fأنّ النتيجة السابقة تبقى صحيحة إذا كان  , )IF K.  

) تابعاً من f ليكن. مبرهنة 2-5. , )IF ℝ.  ّنفترض أن f على ال مستمرا I  ٌوقابل

Iللاشتقاق على 
�

  يلزم ويكفي أن يتحقق الشرط Iمتزايداً على  f. حتى يكون 

, ( ) 0x I f x′∀ ∈ ≥
�

  
  الإثبات
Iعنصراً من  0xكن ي، ولI متزايد على fلنفترض أنّ  •

�

 كان   لـمّا. 

{ }
0

0
0 ,

0

( ) ( )
\ , ( ) 0f x

f x f x
x I x x

x x

−
∀ ∈ ∆ = ≥

−
  

أنّ  استنتجنا
0

0
0 ,( ) lim 0f x

x
f x′ = ∆ ≥.  
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1العكس، ليكن بو  • 2( , )x x  2عنصراً منI 1 يحُقّق 2x x<طبيق مبرهنة التزايدات . بت
[في المحدودة نجد  [1 2,x x  ًعنصراc ،قيحُق  

2 1 2 1( ) ( ) ( ) ( ) 0f x f x x x f c′− = − ≥ 

  �  .Iمتزايد على  fوالتابع 

) تابعاً من f ليكن. نتيجة 3-5. , )IF ℝ.  ّنفترض أن f على ال مستمرا I  ٌوقابل

Iللاشتقاق على 
�

  يلزم ويكفي أن يتحقق الشرط I اً علىمتناقص f. حتى يكون 

,    ( ) 0x I f x′∀ ∈ ≤
�

  

) تابعاً من f ليكن. مبرهنة 4-5. , )IF ℝ ّنفترض أن. f على ال  مستمراI  ٌوقابل

Iللاشتقاق على 
�

مطرداً تماماً، يلزم ويكفي ألاّ تحوي  f . حتى يكونI ومطرد على 
} اموعة  }: ( ) 0x I f x′∈   مجالاً مفتوحاً غير خالٍ. =

  الإثبات
)، إذا وفقط إذا وُجِدَ I غير مطردٍ تماماً على f يكون , )α β  2فيI قانيحُق β > α 

)و ) ( )f fβ = α كان   لـمّا، وf مطرّداً فإنّ الشرط السابق يكافئ  
] [( )2( , ) , ( ) , , ( ) ( )I x f x f∃ α β ∈ α < β ∧ ∀ ∈ α β = α  

  ما يلي: 5-1.وهذا يكافئ بمقتضى المبرهنة 

( )2( , ) , ( ) ] , [, ( ) 0I x f x′∃ α β ∈ α < β ∧ ∀ ∈ α β =  
[أو أنّ اال المفتوح وغير الخالي  [,α β  محتوى في{ }: ( ) 0x I f x′∈ =.  �  

)تابعاً من f ليكن. مبرهنة 5-5. , )IF ℝ ّنفترض أن . f قابلٌ للاشتقاق على I ق أحدويحق ،
,الشرطين  ( ) 0x I f x′∀ ∈ ,أو  < ( ) 0x I f x′∀ ∈   . عندئذ يكون التطبيق>

: ( ), ( )f I f I x f x→ɶ ֏  
1fتقابلاً، ويكون تقابله العكسيّ  −ɶ  على ق  )قابلاً للاشتقا )J f I=  همشتق ويحقق 

1   العلاقة
1

1( )f
f f

−
−

′ =
′

ɶ
ɶ�

  

1f كان  I على nCمن الصّف  fوإذا كان  −ɶ من الصّف nC علىJ.  
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  الإثبات

، ℝ مجالاً في Jتقابلاً ويكون  fɶبرهنة السابقة. ومن ثمَّ يكون مطردٌ تماماً استناداً إلى الم f التطبيق
1f أنّ  1-7.المبرهنة  اعتماداً على. ونجد على خواص التوابع المستمرةّوذلك بناءً  −ɶ  قابلٌ للاشتقاق

1. وأنّ J عند كلّ نقطة من
1

1( )f
f f

−
−

′ =
′

ɶ
ɶ�

 n. ويتحقق القارئ بسهولة وبالتدريج على 

1f كان  I على nC من الصّف fأنهّ إذا كان  ،ℕ∗من  −ɶ  من الصّفnC  علىJ.  �  

)تابعاً من  f، وليكن ℝ مجموعة جزئية غير خالية من Aلتكن . تعريف 6-5. , )IF ℝ ،
  .Aعنصراً من  aكن يوأخيراً ل

  إذا وفقط إذا aعند  قيمة عظمى محليّاً  بلغي fنقول إنّ  •
( ), ( ) ( )V a x V A f x f a∃ ∈ ∈ ∩ ⇒ ≤V  

  إذا وفقط إذا aً◌ عند صغرى محليّا بلغ قيمةي fنقول إنّ  •
( ), ( ) ( )V a x V A f x f a∃ ∈ ∈ ∩ ⇒ ≥V  

  إذا وفقط إذا aعند  قيققيمة عظمى محليّاً بالمعنى الد بلغي fنقول إنّ  •
( ), ( ) ( ) ( ) ( )V a x V A x a f x f a∃ ∈ ∈ ∩ ∧ ≠ ⇒ <V  

  إذا وفقط إذا aعند  قيمة صغرى محليّاً بالمعنى الدقيق بلغي fنقول إنّ  •
( ), ( ) ( ) ( ) ( )V a x V A x a f x f a∃ ∈ ∈ ∩ ∧ ≠ ⇒ >V  

)تابعاً من  f ليكن .- Eulerأولر هنةمبر  7-5. , )IF ℝكن ي، ولa  عنصراً منI
�

. لنفترض 
 عندمحليّاً  )صغرى ي عظمى أوأ( حدّية قيمة يبلغ هوأنّ  ،aقابلٌ للاشتقاق عند  fأنّ 
a.  عندئذ يكون( ) 0f a′ =.  

  الإثبات

ينتمي إلى  εعددٌ  لتعريف،ا. يوجد إذن ، بناءً على aعندقيمة عظمى محليّاً يأخذ  fلنفترض أنّ 
∗
+ℝ  قيحُق  

] [, ( ) ( )x I a a f x f a∈ ∩ − ε + ε ⇒ ≤  
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  كان  لـمّاو 

  ] [ ,
( ) ( )

, ( ) 0f a

f x f a
x I a a x

x a

−
∈ ∩ − ε ⇒ ∆ = ≥

−
  

)، أنّ a بقيم أصغر من aإلى x ، بأخذ النهاية عندما تسعىناستنتجا ) 0f a′ ≥.  
 

a  
  كان  لـمّاومن جهة أخرى، 

] [ ,
( ) ( )

, ( ) 0f a

f x f a
x I a a x

x a

−
∈ ∩ + ε ⇒ ∆ = ≤

−
  

)، أنّ a بقيم أكبر من aإلى  xفإننا نستنتج، بأخذ النهاية عندما تسعى ) 0f a′ . ومما سبق ≥
) نجد ) 0f a′   �  .وهي النتيجة المرجوّة، =

   تطبيق 8-5.

: ليكن [0,1]f → ℝ 1 بعاً من الصفتاCقيحُق . 
( ) ( ) ( )0 0 1 0f f f′ ′= = في  وجديعندئذ =

[اال    :يحُقّق cعددٌ  0,1[
( )

( )
f c

f c
c

′ =  

  الإثبات 
)في الحقيقة، إذا كان  )1 0f 1cن أن نأخذ أمك = . إذن يمكننا أن نفترض وينتهي الإثبات =

( )1 0f ) التابع ، على أن نستبدل< )f− التابعب f .إذا دعت الحاجة  
  كما يلي:  [0,1]صّة لنتأمّل التابع المستمرّ المعرّف على اموعة المترا  

( )/ : ]0,1]
: [0,1] : ( )

0 : 0

f x x x
g g x

x

 ∈→ =  =
ℝ  

  ، أي[0,1]من  c حدّه الأعلى عند نقطةٍ  gلا بدُّ أن يبلغ 

[0,1]
( ) max ( )

t
g c g t

∈
=  

}لنثبت أنّ  }0,1c ∉.  

 

10 c

( )f c
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1cإذا كان  •   رأينا أنّ  =

] [ ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( )
0,1 1 1

1 1 ( 1)

1
1

1

f x
x g f

x

f x f f x

f x f
f

x

∈ ⇒ ≤ =

⇒ − ≤ −

−
⇒ ≥

−

  

)اقض ن، وصلنا إلى الت1تسعى إلى  xإذا جعلنا و  ) ( )0 1 1 0f f′= ≥ لا بدُّ أن  . إذن<
1c يكون ≠.  
)ومن جهة أخرى، نلاحظ أنّ  • ) ( )(0) 0 1 1g f g= < 0cإذن  = ≠.  
[ وهي نقطة من اال cقيمة عظمى محلياً عند يبلغ  g التابعكان   لـمّا قابلاً  gكان   لـمّا، و 0,1]

[ للاشتقاق على ) ، وجب أن يكون0,1] ) 0g c′  ة تكافئ العلاقة المطلوبة.نتيج، وهذه ال=

  ملاحظات 9-5.

I\عنصراً من  aالعدد  إذا كان في المبرهنة السابقة • I
�

 أصبحت، 
]ا يبين مثال التابع نتيجتها خاطئة.كم ]: 0,1 ,f x x→ ℝ ֏ ،

1aقيمة عظمى محلياً عند  يبلغ الذي =. 

  

 aد قيمة عظمى أو صغرى محليّاً عن تابعٌ  بلغيمكن أن ي •

Iمن 
�

. كما يبينa دون أن يكون قابلاً للاشتقاق عند  
:مثال التابع  ,f x x→ℝ ℝ قيمة  يبلغُ الذي  ֏

0aصغرى محليّاً عند  =. 

Iمن  aتابعٌ قيمة عظمى أو صغرى محليّاً عند  بلغيمكن أن ي •
�

لاشتقاق لا من ا يقبلدون أن ، 
0a عند التالي .كما يبين مثال التابعaاليمين ولا من اليسار عند  =. 

  x0

y

2sin (1/ ) : 0
: ,

0 : 0

x x x
f x

x

 ≠→  =
ℝ ℝ ֏

 

x0

y

 

x10

y
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Iمن  aلا يقتضي انعدام المشتق عند  •
�

قيمة يبلغ  f لتابعاأنّ ، 
المألوف . كما يبين مثال التابع aعظمى أو صغرى محليّاً عند 

3: ,f x x→ℝ ℝ 0a ، الذي ينعدم مشتقه عند֏ = 
 .0دون أن يقبل قيمة عظمى أو صغرى محليّاً عند 

  

  التوابع المحدّبة 6.

f:تابع ال إنّ . نقول ℝمجالاً غير تافه من  Iليكن . تعريف 1-6. I → ℝ  ٌإذا وفقط  محدّب
)، مهما يكن إذا )1 2,x x  2منI،  ومهما يكنλ  من]   تحقّقت المتراجحة : ،0,1]

1 2 1 2( (1 ) ) ( ) (1 ) ( )f x x f x f xλ λ λ λ+ − ≤ + −  
  باً.محدّ  −fا كان إذا وفقط إذ مقعّرٌ ونقول إنه 

  : المعنى الهندسي للتحدب

1 إلى xالرمزفإذا رمزنا ب 2(1 )x xλ λ+ 1هي النقطة  1M، وكانت − 1( , ( ))x f x2، وM  هي
2طة النق 2( , ( ))x f x ًكانت  ، وأخيرا M  هي النقطة( , ( ))x f x،   1كانتM وM 2وM 

  .2xو xو 1x لقيمالموافقة ل fللتابع  fC البياني لخطنقاط ا

 

1 2( ) (1 ) ( )f x f x+ −λ λ

1( )f x

2( )f x

2x1x

M

�M

( )f x

x

1M

2M

fC

  

 نحنيالممن  2Mو 1M محدّباً، إذا وفقط إذا كان كل وتر واصل بين نقطتين fومن ثمَّ يكون التابع 
fC  واقعاً فوق جميع النقاطM  من المنحنيfC  1الواقعة بينM 2وM.  

 

x0

y
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)تابعاً محدّباً من  f، وليكن ℝ مجالاً غير تافه من Iليكن. مبرهنة 2-6. , )IF ℝ  ًعندئذ أيا .
)1 وأياً كانت ℕ∗من  nكانت  , , )nx x…  منnI ، 1وأياً كانت( , , )nλ λ…  من

( )n+ℝ  بحيث
1

1
n

kk
λ

=
  ، تتحقق المتراجحة∑=

( )1
1

( )
n

n

k k k kk
k

f x f xλ λ
=

=

≤∑ ∑  

  الإثبات
1n . حالةnت بالتدريج على يجري الإثبا 2n واضحة، وحالة = هي تعريف التوابع  =

  المحدّبة.
1 كني. ولnلنفترض صحّة النتيجة عند قيمة  1( , , )nλ λ )1من عنصراً  …+ )n∗ +

+ℝ  ُقّقيح 
1

1
1

n

kk
λ

+

=
1كن يل، و ∑= 1( , , )nx x 1nIمنعنصراً  …+ لنضع  .+

1

n

kk
λ µ

=
=∑ ،

kنعرّف لو 
k

λ
µ

µ
}من  k في حالة = }1, ,n… فيكون .  

1

1
1 1

(1 )
n n

k k k k n
k k

x x xλ µ µ µ

+

+
= =

= + −∑ ∑  

  ومنه

  
  �  وهو المطلوب إثباته.

)من  تابعاً  f ، وليكنℝمجالاً غير تافه من  I ليكن. مبرهنة 3-6. , )IF ℝ إنّ الخاصّتين .
  التاليتين متكافئتان:

  محدّبٌ. fالتابع   �
   الآتي يرّ غتابع نسبة الت كان،  Iمن  a اً كانأيّ   �

,

( ) ( )
: \{ } ,f a

f x f a
I a x

x a

−
∆ →

−
ℝ ֏  

  .اً متزايد

( ) ( )1

11 1

1

1
1 1

(1 ) ( )

( ) (1 ) ( ) ( )

n n

k k k k nk k

n n

k k n k k
k k

f x f x f x

f x f x f x

λ µ µ µ

µ µ µ λ

+
+= =

+

+
= =

≤ + −

≤ + − =

∑ ∑

∑ ∑
  ض التدريجبمُقتضى فرْ 
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  الإثبات
⇐� ) نتأمّل عنصراً ، ولIمن  aلتكن  � , )x y  2من( \{ })I a  يحُقّقx y< سنناقش .

  :الآتيةالحالات 


xحالة   y a< 1)عندئذ يكون . ≥ )y x aλ λ= + a حيث − y

a x
λ

−
=

−
 و، وه

]عنصر من اال    . ومن ثمَّ 0,1[
( ) ( ) (1 ) ( )f y f x f aλ λ≤ + −  

  أو
( ) ( ) ( ( ) ( ))f y f a f x f aλ− ≤ −  

, يقتضي أنّ  هذاو  ,( ) ( )f a f ax y∆ ≤ ∆.  


aحالة   x y≤ 1)عندئذ يكون . > )x y aλ λ= + x حيث − a

y a
λ

−
=

−
 ووه ،

]عنصر من اال    ثمَّ  ومن .0,1[
  ( ) ( ) (1 ) ( )f x f y f aλ λ≤ + −  

  أو
( ) ( ) ( ( ) ( ))f x f a f y f a− ≤ λ −  

,أنّ  مجدّداً  هذا يقتضيو  ,( ) ( )f a f ax y∆ ≤ ∆.  


xحالة   a y< 1). عندئذ يكون > )a x yλ λ= + y حيث − a

y x
λ

−
=

−
وهو  ،

]عنصر من اال    ثمَّ  ومن .0,1[
( ) ( ) (1 ) ( )f a f x f yλ λ≤ + −  

  وأ
0 ( )( ( ) ( )) ( )( ( ) ( ))y a f x f a a x f y f a≤ − − + − −  

  أو
   ( )( ( ) ( )) ( )( ( ) ( ))y a f x f a a x f y f a− − − ≤ − −  

,وهذا يقتضي أيضاً أنّ  ,( ) ( )f a f ax y∆ ≤ ∆.  
f,وهكذا نكون قد أثبتنا تزايد التابع  a∆.  
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⇐� )ليكن  � , )x y  2عنصراً منIيمكننا أن نفترض ، x y<  دون الإقلال من عموميّة
[عنصراً من  λكن يل .الإثبات 1) تعريفاً لنضع و  ،0,1] )z x yλ λ= + ، فيكون −

x z y< f,ن التابعكا  لـمّا. و > z∆ متزايداً على\{ }I z  ، كان, ,( ) ( )f z f zx y∆ ≤ ∆ 
  ومنه

( ) ( ) ( ) ( )f x f z f y f z

x z y z

− −
≤

− −
  

  وهذا يُكافئ على التوالي 
( ) ( ) ( ) ( )

(1 )( ) ( )

0 (1 )( ( ) ( )) ( ( ) ( ))

( ) ( ) (1 ) ( )

f x f z f y f z

y x y x

f y f z f x f z

f z f x f y

λ λ

λ λ

λ λ

− −
− ≤

− − −

≤ − − + −

≤ + −

  

  �  محدّبٌ. fفالتابع 
 f، وليكن ℝ مجالاً غير تافه من I ليكن. مبرهنة 4-6.

)تابعاً محدّباً من  , )IF ℝعندئذ يكون . f  ًقابلا
من  bسار عند كل نقطة للاشتقاق من اليمين ومن الي

I
�

)، وعندئذ أياً كان  , , )a b c  3منI ،يحُقّق 
a b c<   كان،  >

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

f b f a f c f b
f b f b

b a c b

− +− −′ ′≤ ≤ ≤
− −

  

  الإثبات

, نسبة التغير تابع كان  لـمّا

( ) ( )
: , ,f b

f x f b
I b x

x b

− − ∆ ∩ −∞ →  −
ℝ  اً ومحدود اً متزايد ֏

) من الأعلى بالعدد ) ( )f c f b

c b

−
lim,النهاية  كانت  ،وذلك بمقتضى المبرهنة السابقة، − f b

b

−∆ 
f,موجودة وتساوي الحدّ الأعلى للتابع  b

، وتتحقّق bقابل للاشتقاق من اليسار عند  f ، فالتابع∆−
  المتراجحة

,, , ( ) ( )f bx I b x f b− −  ′∀ ∈ ∩ −∞ ∆ ≤   

 
( )f a

( )f b

( )f c

a b c
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  وبوجه خاص 
( ) ( )

( )
f b f a

f b
b a

+− ′≤
−

  

  بأسلوب مماثل يكون التابعو 

,

( ) ( )
: , ,f b

f x f b
I b x

x b

+ − ∆ ∩ +∞ →  −
ℝ ֏  

) متزايداً ومحدوداً من الأدنى بالعدد ) ( )f a f b

a b

−
−

وذلك بناءً على المبرهنة السابقة. إذن النهاية  

,lim f b
b

f, موجودة وتساوي الحدّ الأدنى للتابع ∆+ b
قابل للاشتقاق من اليمين عند  f ، فالتابع∆+

bوتتحقّق المتراجحة ،  

,, , ( ) ( )f bx I b x f b+ +  ′∀ ∈ ∩ +∞ ∆ ≥   

  وبوجه خاص 

( ) ( )
( )

f c f b
f b

c b

+− ′≥
−

  

)كان   لـمّاوأخيراً  ) ( )f a f b

a b

−
−

f,عنصراً قاصراً عن جميع قيم التابع   b
  فإننا نستنتج أنّ  ∆+

( ) ( )
( )

f a f b
f b

a b

+− ′≤
−

  

b الذي يحُقّق Iمن  aر وهذه المتراجحة صحيحة أياً كان العنص a>فإذا جعلنا ، a  تسعى إلى
b  بقيم أصغر تماماً منb  وجدنا( ) ( )f b f b− +′   �  .الإثبات. وبذلك يتم ≥′

)تابعاً محدّباً من  f، وليكن ℝ مجالاً غير تافه من I ليكن. نتيجة5-6. , )IF ℝعندئذ يكون . 

f  مستمراً علىI
�

.  
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  الإثبات

 قابلاً للاشتقاق من اليمين ومن اليسار عند كل نقطة من كان،  Iتابعاً محدّباً على اال fإذا كان 

I
�

   �  د كل واحدة من هذه النقاط.مستمراً عن ،من ثمَّ كان، ، و 
  ملاحظات 6-6.
]أن يكون محدّباً على  fيمكن لتابع  � , ]a b دون أن يكون مستمراً عند a  أو عندb   كما

 ل التالي:يبينّ المثا

       [ ]
{ }

{ }

1
2 : 0,1

: 0,1 ,
0 : 0,1

x
f x

x

 ∈→  ∉
ℝ ֏  

          

 

0 1

1
2

f

  
]أن يكون محدّباً و مستمراً على  fيمكن لتابع  � , ]a b  دون أن يكون قابلاً للاشتقاق عند

a  أو عندb  :كما يبينّ المثال التالي 

       2: [ 1, 1] , 1 1f x x− + → − −ℝ ֏  

          

 

0 1

1

f

-1  
) من f ، وليكنℝمجالاً غير تافه من I ليكن. رهنةبم 7-6. , )IF ℝ  تابعاً قابلاً للاشتقاق

  . عندئذ هناك تكافؤ بين الخاصّتين: Iعلى
  محدّبٌ. fالتابع   �
fالتابع المشتق   �   متزايدٌ. ′

  الإثبات
)تابع محدّب، وليكن  fلنفترض أنّ  , )a b  2عنصراً منI يحُقّق b a> عندئذ نجد بناءً على .

  أنّ : 6-4.المبرهنة 
( ) ( )

( ) ( )
f b f a

f a f b
b a

−′ ′≤ ≤
−

  
fفالتابع    متزايدٌ. ′
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fلنفترض أنّ  ،وبالعكس )متزايدٌ. وليكن  ′ , )a b  2عنصراً منI يحُقّق b a> .نعرّف التابع 
[ ]: 0,1ϕ → ℝ  بالصيغة:  

( ) ( ) (1 ) ( ) ( (1 ) )f a f b f a bλ λ λ λ λ λϕ = + − − + −֏  

)نلاحظ أنّ ف ) ( )0 1 0ϕ = ϕ   يعُطى بالصيغة التالية :قابل للاشتقاق ومشتقه  ϕ، وأنّ =

( ) ( ) ( ) ( ) ( (1 ) )f a f b a b f a bλ λ λ′ ′ϕ = − − − + −  
[في  . وبتطبيق مبرهنة التزايدات المحدودة يوجد[0,1]ال متناقص على اϕ ′فالتابع  [,a b  ٌعدد c 
  يحُقّق :

( ) ( ) ( )( )f a f b a b f c′− = −  
  ومنه

(0) ( )( ( ) ( )) 0b a f b f c′ ′ ′ϕ = − − ≥  
  و 

(1) ( )( ( ) ( )) 0b a f a f c′ ′ ′ϕ = − − ≤  
 ϕيعُطي للتابع وهذا ما  ϕ′ينعدم عنده التابع  θ عددٌ  [0,1]في اال  جدو ينستنتج إذن أنهّ 

  : الآتيجدول التحولات 

�

0 1

0 0

λ θ

′ϕ + −

ϕ ր ց

  

,[0,1]ومنه  ( ) 0λ λ∀ ∈ ϕ   �  محدّبٌ. fتابع . وال≤

  .إنّ الخاصة التالية نتيجة واضحة مما سبق

)تابعاً من  f ، وليكنℝ مجالاً غير تافه من Iليكن. مبرهنة 8-6. , )IF ℝ  قابلاً للاشتقاق
  . عندئذ تكون الخاصتان التاليتان متكافئتين: I مرتّين على

  محدّبٌ. fالتابع   �
�  , ( ) 0x I f x′′∀ ∈ ≥.  
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  أمثلة 9-6.
[كان المشتق الثاني للتابع   لـمّا � [: 1, , ln(1 )f x x− +∞ → − +ℝ موجباً  ֏

  تماماً فإننا نستنتج أنّ التابع

,0

( )
: 0

: 1, ,
1 : 0

f

f x
x

x x
x

 ≠ ∆ − +∞ →    − =

ɶ ℝ ֏  

  متناقصٌ  الآتيمتزايدٌ، أو أنّ التابع 

] [

( )ln 1
: 0

: 1, ,
1 : 0

x
x

xx
x

+ ≠ϕ − +∞ →  =

ℝ ֏  

)لتكن إذن  � , )x y  2من∗
+ℝ ،عندئذ يكون  

0 1
x x

y x y
> > − > −

+
  

  ومن ثمَ 

ln 1 1 ln 1
x y x y x

x x y x y

+      − − ≥ ≥ +       +
  

  أو
( )/ /

1 1
x y x y x

x x
e

y y

+     + ≥ ≥ +       
  

  ومنه 
2( , ) , 1 1

x y y
xx x

x y e
y y

+
∗
+

     ∀ ∈ + ≥ ≥ +       
ℝ  

  وبوجه خاص نجد المتراجحة

( ) ( )
11 1

, 1 1
n n

n e
n n

+
∗∀ ∈ + ≥ ≥ +ℕ  

1في حالة  .ونجد فيما يلي تطبيقاً آخر على ما أثبتناه �
20 x< 1x لدينا ،≥ x− ≥ − .

 نا كتب  ϕإذا استفدنا من تناقص التابع و 

ln(1 ) ln

1

x x

x x

−
≤

− −
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  وهذا يُكافئ
( ) ( )0 ln ln 1 ln 1 lnx x x x′ ′≤ × − + − ×  

)وعلى هذا نكون قد أثبتنا أنّ التابع  )ln ln 1x x x
ψ

[المعرّف على  ֏− متزايدٌ على  0,1]
[اال  ]1

)، ولأنّ ,20 ) ( )1x xψ = ψ ]متناقصٌ على  ψاستنتجنا أنّ  − [1
2  ، وهكذا1,

)تكون  )12ψ كبر قيمة يبلغها التابع أψ  العلى ا] . إذن لقد استفدنا من التحدّب 0,1]
  :الآتيةلإثبات المتراجحة 

] [ ( ) 20,1 , 0 ln ln 1 ln 2x x x∀ ∈ < − ≤  

)1 لتكن � , , )na a…  منn∗
+ℝما سابي ، نعرف المتوسّطَين الحوالهندسي لهذه الأعداد بأ

 : ى التواليعل

  1
1( , , ) n

n

a a
A a a

n

+ +
=

⋯
…  

1  و 1( , , ) n
n nG a a a a=… ⋯  

  : دف في هذا المثال إلى إثبات المتراجحة

1 1( , , ) ( , , )n nG a a A a a≤… …  
[كان التابع   لـمّا [: 0, , lnf x x+∞ → −ℝ اً، محدّباً لأنّ مشتقه الثاني موجب تمام ֏

)1العنصر  أياً كان ،أنهاستنتجنا  , , )nλ λ…  من( )n+ℝ الذي يحُقّق 
1

1
n

k
k

λ
=

فلدينا ، ∑=

  المتراجحة

1 1

ln ln
n n

k k k k
k k

a aλ λ
= =

  − ≤ −   
∑ ∑  

  أو

11

k

n n

k k k
kk

a a
λ

λ
==

≥∑ ∏  

1ونحصل على المتراجحة المطلوبة بأخذ  2

1
n

n
λ λ λ= = = =⋯.  

ry  
vn  
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  تمرينات

Jهل يقبل التابع  1. التمرين: , cosf x x+ →ℝ ℝ   الاشتقاق عند الصفر؟ ֏

  لـالح
  نعم لأنّ الجواب هو 

2

0

sin( /2)( ) (0) 1 1

2 2/2 x

xf x f

x x
+→

 −  = − →−   
  

1 ومشتقّه 0يقبل الاشتقاق عند  fوعليه فالتابع 
(0)

2
f ′ = −.  ú  

J2. التمرين  0عين( , )a x  من+
∗×ℝ ℝ حتى يكون التابع  

0

2
0

: ]0, [
[ ,

12 : ] , [
:]0,

a x x x
x

x x x
f

 ∈∞→ 
 + ∈ +∞

+


ℝ ֏   

[ على 1Cمن الصف    [0,+∞.  
  لـالح

  أن يكون : 0xعند  fيُكافئ شرط استمرار 
2
0 012x a x+ =  

0أمّا قابليّة اشتقاقه عند هذه النقطة فتُكافئ 

0

2
2

a
x

x
= ،

 أو

2
0 04x a x=  
)0ين نجد وبالحل المشترك لجملة هاتين المعادلت , ) (8 2,2)a x   ú   . وهذا هو المطلوب.=

Jأثبت أنّ التابع 3. التمرين 

( )3 31: , | 2| | |
6

g x x x→ + −ℝ ℝ ֏  

  ه البياني.خطّ . ثم ارسم ℝعلى  2Cي إلى الصف مينت

 

1
1

12

x

y

0x
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  لـالح

  نلاحظ بسهولة أنّ 

2 4
3

3 21 4
3 3

2 4
3

2 : 2

, ( ) 2 : 2

2 : 0

2

0

0

x x x

x g x x x x

x

x

xx

 − − − < −∀ ∈ = + + + −

− ≤

−

−

≤ <

≤
 + +

< −

ℝ  

  إذن نستنتج مباشرة أنّ 

2

2 2 : 2

, ( ) 2 2 : 0

0

2

2 2 : 0

2x x

x g x x

x

x

x

x ≤ <

≤

 − − − ≤

−

− <

< −′∀ ∈ = + + −
 +

−

ℝ  

  وكذلك أنّ 

2 : 2

, ( ) 2 2 : 2 0

2

02 : 0

x

x g x xx

x

 − < −′′∀ ∈ = + −

− ≤

−

− < −

≤ <

≤




ℝ  

gلأنّ ، 3Cولكنّه لا ينتمي إلى الصف ℝعلى  2Cينتمي إلى الصف gفالتابع  لا يقبل  ′′
  ú  .−2أو  0الاشتقاق عند 

Jاحسب المشتقات من المرتبة  4. التمرينn  للتوابع:f →ℝ ℝ  فة بالعلاقاتالآتيةالمعر:  
3 2

1 3 2

( ) sin , ( ) (1 3 ) ,

( ) , ( ) cos sin .

t t

n t

f t e t f t t t e

f t t e f t t t−

= = + −

= =
  

   لـالح

) بملاحظة أنّ   � 3 i)( ) Im( )tf t e  نستنتج أنّ  =+

( ) ( 3 i) ( )

( 3 i)

( ) Im(( ) )

Im(( 3 i) )

n t n

n t

f t e

e

+

+

=

= +
  

 

1

O

2−

4/3
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 كان  لـمّاو 

i
( 3 i) 2 exp

6
n n nπ + =   

  

  استنتجنا أنّ 
( )

3

i
( ) Im 2 exp exp(( 3 i) )

6

2 sin
6

n n

n t

n
f t t

n
e t

π

π

     = +         
 = +   

  

)2لنتأمّل التابع  � ) (1 3 ) tf t t t e= +   نجد أنّ  لايبنتز ، بتطبيق علاقة−

( )
( )

( ) 2 ( )

0
2

2 ( )

0

2 2 2

2

2 2

( ) (1 3 )

(1 3 )

( 1)
(1 3 ) (1 3 ) (1 3 )

2

(1 3 ) (3 2 ) ( 1)

(1 4 ) (3 2 )

n
n k k t

n
k

t k k
n

k

t

t

t

f t C t t e

e C t t

n n
e t t n t t t t

e t t n t n n

n n n t t e

=

=

= + −

= + −

 −  ′ ′′= + − + + − + + −   

= + − + − − −

= + − + − − ⋅

∑

∑

  

  

)1لنتأمّل التابع  � ) n tf t t e−= نجد أنّ  لايبنتز، بتطبيق علاقة  

( ) 1 ( )

0
1

1

0

1

1

( ) ( )

( 1)!

( 1 )!

( 1)!

( 1)!

n
n k n k t

n
k
n
t k n k

n
k
n

t k k
n

k

f t C t e

n
e C t

n k

n
e C t

k

−

=
−

− −

=

−

=

=

−
=

− −

−
=

−

∑

∑

∑
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3لنتأمّل التابع  � 2( ) cos sinf t t t= ّنلاحظ أن ،  

21 1
( ) cos sin 2 (1 cos 4 )cos

4 8
1 1 1

cos cos5 cos 3
8 16 16

f t t t t t

t t t

= = −

= − −

  

  وعليه يكون

( ) ( ) ( )( ) 1 3 5
( ) cos cos 3 cos 5

8 2 16 2 16 2

n n
n n n nf t t t tπ π π= + − + − +  

  ú   .الإثباتبذا يتم 

Jلتكن  5. التمرينα  منℝابع، وليكن الت  

+: , lnf x x x∗ α
α →ℝ ℝ ֏  

)، يوجدْ ℕمن  nه مهما تكن أثبت أنّ  ),n na b  2فيℝ يحُقّق   
( )

+, ( ) ( ln )n n
n nx f x x a x b∗ α−

α∀ ∈ = +ℝ  
  .nبدلالة  nbو naواحسب   

  لـالح
  نجد أنّ يبنتز لابتطبيق علاقة 

( ) ( ) ( )

0
1

( ) ( ) ( )

0

1 1

0
1

0

( ) ( ) (ln )

( ) ln ( ) (ln )

( 1) ( 1) ln

( 1) ( )!
( 1) ( 1)

( 1) ( 1)
! ln ! ( 1)

!

n
n k k n k

n
k

n
n k k n k

n
k

n

n n k
k k
n n k

k
n

n n n k

k

f x C x x

x x C x x

n x x

n k
C k x

x

k
x n C x n

k

α
α

α α

α

α

α
α

α α α

α α α

α α α

−

=
−

−

=
−

− − +
−

−
=

−
− −

=

=

= +

= − − +

− −
+ − − +

 − − +  = − − 

∑

∑

∑

∑

⋯

⋯

⋯

1

0

! ln ( 1) ( 1)
n

n n n k k

k

n x C x Cα
α α

−
−

=



  = − − −    
∑
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  وضعنا حيث
( 1) ( 1)

!
m m

C
m

α

α α α− − +
=

⋯  

  ú   وهذا يعُطي النتيجة المطلوبة.
  

Jابعليكن الت 6. التمرين 
2

1
: ,

1
f x

x
→

+
ℝ ℝ ֏.  

]، في يوجد، ℕمن  nأثبت أنه أياً كان 1. ]Xℝ،   كثير حدود وحيدnP تهدرج n قيحُق  

( )

2 2

( )
, ( )

(1 ) 1

n n

n

P x
x f x

x x
∀ ∈ =

+ +
ℝ  

)أثبت أن المتتالية  2. )n nP ∈ℕ :تحقق العلاقات  
2

1

2 2
1 1

2 2

(1 ) (2 1) ,

(2 1) (1 ) 0,

(1 ) (2 1) 0

n n n

n n n

n n n

P X P n XP

P n XP n X P

X P n XP n P

+

+ −

′= + − +

+ + + + =

′′ ′+ − − + =

  

  .nPتعيين أمثال كثير الحدود تفيد في أوجد العلاقات التدريجية التي  3.
  الحل

0nالنتيجة صحيحة في حالة  1. 0يكون  إذ، = 1P  ما .  لنفترض صحّة النتيجة عند قيمة=
n فيكون ،  

1/2( ) 2, ( ) (1 ) ( )nn
nx f x x P x

− −∀ ∈ = +ℝ  
  الاشتقاق نجد أنّ بو 

3/2 1/2( 1) 2 2

3/22 2

1

2 1 2

( ) ( 2 1) (1 ) ( ) (1 ) ( )

(1 ) ( (2 1) ( ) (1 ) ( ))

( )

(1 ) 1

n nn
n n

n
n n

n

n

f x n x x P x x P x

x n xP x x P x

P x

x x

− − − −+

− −

+

+

′= − − + + +

′= + − + + +

=
+ +
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1nP عرفّنا وقد   بالصيغة +
2

1, ( ) (1 ) ( ) (2 1) ( )n n nx P x x P x n x P x+
′∀ ∈ = + − +ℝ  

2  أو
1 (1 ) (2 1)n n nP X P n XP+

′= + − +  (1)  
degوإذا افترضنا أنّ  nP n=،  وأنّ الحدّ المسَيْطِر فيnP  هوn

na X  فإنّ العلاقة السابقة تبين
1degأنّ  1nP n+ = 1nPدّ المسيطر في وأنّ الح +   هو +

1 1
1 ( 1)n n

n na X n a X+ +
+ = − +  

deg ، أنّ nنستنتج إذن، بالتدريج على  nP n=  وأنّ الحدّ المسيطر فيnP  هو( 1) !n nn X−.  

كان   لـمّا 2.
2 2

( )
(1 ) 1

x
f x

x x

−
′ =

+ +
  استنتجنا أنّ  

2, (1 ) ( ) ( )x x f x x f x′∀ ∈ + = −ℝ  
1فإذا اشتققنا طرفي هذه المساواة  n≤  وجدنالايبنتز مرةّ واستفدنا من علاقة  

2 ( 1) ( ) ( 1)

( ) ( 1)

(1 ) ( ) 2 ( ) ( 1) ( )

( ) ( )

n n n

n n

x f x nxf x n n f x

xf x nf x

+ −

−

+ + + −

= − −
  

  :ℝمن  xأياً كانت  أو
2 ( 1) ( ) 2 ( 1)(1 ) ( ) (2 1) ( ) ( ) 0n n nx f x n x f x n f x+ −+ + + + =  

)وبالعودة إلى تعريف كثيرات الحدود  )n nP ∈ℝ  ّنستنتج أن  

  2 2
1 11, (2 1) (1 ) 0n n nn P n X P n X P+ −∀ ≥ + + + + =  (2)  

  نجد (1) وبمقُارنة هذه النتيجة بالعلاقة

  2
11, n nn P n P −

′∀ ≥ = −  (3)  
)2 مرةّ واحدةً ثمُّ استبدلنا (1)فإذا اشتققنا العلاقة  1) nn P− 1nP كثير الحدودب + +

وذلك  ′
  تنتجنا أنّ اس (3)استناداً إلى العلاقة 

  2 20, (1 ) (2 1) 0n n nn X P n X P n P′′ ′∀ ≥ + − − + =  (4)  
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لنفترض أنّ  3.
0

n
k

n k
k

P b X
=

  ، فيكون لدينا بالتعويض في العلاقة السابقة:∑=

2
0 0

2

0 0

( 2)( 1) ( 1)

(2 1) 0

k k
k k

k k
k k

k k
k k

k k b X k k b X

n kb X n b X

+
≥ ≥

≥ ≥

+ + + −

− − + =

∑ ∑

∑ ∑
  

  أو

( )2
2

0

( 1)( 2) ( ) 0k
k k

k

k k b n k b X+
≥

+ + + − =∑  

  وعليه يكون لدينا
2

2

( )
,

( 2)( 1)k k

n k
k b b

k k
+

−
∀ ∈ = −

+ +
ℕ  

2ومن كوْن  ،زوجياً  2nPوإذا استفدنا من كوْن  1nP ) ومن العلاقة ،فردياً  + 1) !n
nb n= − 

  استنتجنا أنّ 

  
2

2

2
0 /2

( !) 1
( ) ( 1)

( 2 )! ( !) 4

n k n k
n k

k n

n
P X X

n k k

− −

≤ ≤

= − ⋅
− ⋅

∑  

  ú    وهي النتيجة المطلوبة.

Jليكن  7. التمرين:f →ℝ ℝ  تطبيقاً من الصفC∞ ّأثبت أن .  

( )( ) ( )1 ( )
1

( 1)d 1 1, ,
d

nn
n n

n n
n x x f fx xx x

∗ ∗ −
+

−
∀ ∈ ∀ ∈ =ℕ ℝ  

  لـالح

1nالعلاقة صحيحة في حالة    يكون، عندئذ nما للعدد ، لنفترض صحّتها عند قيمة =

( 1) ( 1)

1

( 1) ( )
1 1

1 1

1 1
( 1)

n n

n n

n n

n n

x f x x f
x x

x x f n x f
x x

+ +

−

+
− −

         =              

         = + +              
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  وبالاستفادة من فرض التدريج نجد

( 1)

( ) ( )

1 1

1 1
( ) ( 1)

1 2

( )

1

1 1 1( 1) ( 1)
( 1)

1 1( 1)( 1) ( 1)

1( 1)
( 1)

n n n
n n n

n n

n n
n n

n n

n
n

n

x f x f n f
x x xx x

n
f f

x xx x

n f
xx

+

+ +

+ +
+

+ +

+

′       − −     = + +                   
   + − −  = +        
 − + +  

1
( 1)

2

1( 1)n n

n
f

xx

+
+

+



 − =   

  

1nفي حالة  الخاصّة المطلوبةوهذا يثبت  +.   ú  

Jكن يل 8. التمرينa  من∗
+ℝ وليكن ،: [0, ]f a → ℝ 1تطبيقاً من الصفC  ق يحق 

( )0 0f )و  = ) ( ) 0f a f a′ <  

[ال في ا وجديأثبت أنه    [0,a  ٌعنصر c يحُقّق ( ) 0f c′ =.  
  لـالح

)إذا دعا الأمر، يمكننا أن نفترض أنّ  f التابعب −fباستبدال  ) 0f a )فيكون . < ) 0f a′ < .
,0[ينتمي إلى  0xوهذا يقتضي وجود  [a ويحُقّق  

0

( ) ( )
0 ( ) ( )

f x f a
x x a f a f x

x a

−
< < ⇒ < ⇒ <

−
  

,0[في  يوجدإذن  [a عنصر xɶ يحُقّق   

0 (0) ( ) ( )f f a f x= < < ɶ  
  ومن ثمَّ 

[0, ]

sup max( (0), ( ))
a

f f f a>  
ac

( )f a
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 التابع ولكنf  ٌال المتراص تابع مستمر0]على ا, ]a الأي  ،فهو يبلغ حدّه الأعلى على هذا ا
,0]اال في  يوجد ]a عنصر c  يحُقّق

[0, ]

( ) sup
a

f c f=.  

)كان   لـمّاو  ) max( (0), ( ))f c f f a>  ّ0[استنتجنا أن, [c a∈ إذن النقطة .c  نقطة حرجة
)ولا بدُّ أن ينعدم مشتقه عندها أي أن يكون  fللتابع القابل للاشتقاق  ) 0f c′ وهذه هي  .=

  ú  النتيجة المرجوّة.

Jلتكن  9. التمرينa  منℝ وليكن ،[ [: ,f a +∞ → ℝ  تطبيقاً مستمراً وقابلاً للاشتقاق
[على  [,a ) . نفترض أنّ ∞+ ) lim ( )

x
f a f x

→+∞
ي إلى ينتم c عنصر ، أثبت وجود=

[اال  [,a )يحُقّق  ∞+ ) 0f c′ =.  
  لـالح

  نتأمّل التابعل

: 0 1
: [0,1] ( ) 1

( ) : 1

x
f a x

h h x x

f a x

    + ≤ < → = − 
 =

  

 إنّ  ثمُّ . ]0,1]تابعٌ مستمرٌ وقابل للاشتقاق على  h إنّ 

1
lim ( ) lim ( ) ( ) (1)

tx
h x f t f a h

− →+∞→
= = =  

 ]0,1[ وقابل للاشتقاق على [0,1]هو تابع مستمر على اال المتراصّ  hإذن التابع 
(0)ويحُقّق (1)h h= ً0عنصرٌ  ]0,1[في  بمبرهنة رول يوجد . وعملاc 0 يحُقّق( ) 0h c′ = .

)وهذا يثبتُ أنّ  ) 0f c′ 0 حيث =

01

c
c a

c
= +

−
  ú   . بذا يتم الإثبات.

Jليكن 10. التمرين : [0,1]f → ℝ  ّقابلاً للاشتقاق. نفترض أن( ) ( )0 0 1f f′ ′< < .
[ينتمي إلى  c عددٌ  وجديأثبت أنه  )ويحُقّق  0,1] ) 0f c′ . واستنتج أنّ صورة مجالٍ =

. تُعرف هذه الخاصّة باسم وفق مشتق تابعٍ قابلٍ للاشتقاق على هذا اال هي مجالٌ أيضاً 
  .Darboux“ داربو مبرهنة”
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  لـالح
 يحُقّق c عنصرٌ  [0,1]في  . إذن يوجد[0,1]مستمرٌ على اال المتراصّ  f التابع

[0,1]
( ) minf c f=.  (0)كان   لـمّاو 0f ′  يحُقّق ]0,1[في  αاستنتجنا وجود  >

( ) (0)
0

f fα

α

−
  وعليه  >

( ) ( ) (0)f c f fα≤ <  

(1)كان   لـمّاوكذلك  0f ′ (1) يحُقّق ]0,1[في  βاستنتجنا وجود  < ( )
0

1

f f β

β

−
>

−
  وعليه  

( ) ( ) (1)f c f fβ≤ <  
c]0,1[نستنتج من ذلك أنّ  )، أي fنقطة حرجة للتابع  c، والنقطة ∋ ) 0f c′ =.  

  
f:لنتأمّل تابعاً  I → ℝ  قابلاً للاشتقاق. ولتكن( , )a b  2عنصراً منI  يحُقّق
( ) ( )f a f b′ )عنصراً من  γ، ولتكن >′ ), ( )f a f b ′ ′  . التابع نستفيد منعندئذ ψ الآتي:  

( ( ))
: [0,1] , ( )

f a t b a
t t

b a
ψ ψ γ

+ −
→ = −

−
ℝ  

  : الآتيتينمشتقّه المتراجحتين  ، ويحُقق[0,1]قابلاً للاشتقاق على  ψفيكون 
(0) ( ) 0

(1) ( ) 0

f a

f b

ψ γ

ψ γ

′ ′= − <

′ ′= − >
  

)ويحُقّق  ]0,1[ينتمي إلى  θ لى ما سبق عنصر، استناداً إإذن يوجد ) 0ψ θ′   ومن ثمَّ  =
( ( ))f a b aθ γ′ + − =  

[وهذا يثُبتُ أنّ  ( ), ( )[ ( )f a f b f I′ ′ ′⊂.  

)العنصر كن يأنهّ مهما برهناّ لقد  , )u v  من( )
2

( )f I′ يحُقّق u v<،  اليكنا ] , [u v 
)محتوى في  )f I′ ّموعة ، وهذا يبرُهنُ أنا ( )f I′ .مجال   ú  

0 1
c

( )f c
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Jليكن  11. التمرين[ [: 0,f +∞ → ℝ  عددٌ  . نفترض أنهّ توجد0تابعاً مستمراً عند c 

}ينتمي إلى  }\ 1∗
+ℝ النهاية  عنده تكون

0, 0

( ) ( )
lim

t t

f ct f t

t→ ≠

موجودة. أثبت أنّ  −

f 0لاشتقاق عند قابل ل.  
  لـالح

1لنفترض أوّلاً أنّ  c> ولنعرّف ،
0, 0

( ) ( )
lim

t t

f ct f t

t
λ

→ ≠

−
0. لتكن = ε<  عندئذ يوجد

0 η< يحُقّق   

0 ( ) ( ) (1 )t f c t f t t c tη λ ε< < ⇒ − − ≤ −  

kcبق على ومنه، بتطبيق ما س t  عوضاً عنt ّنستنتج أن ،  

1
0

( ) ( ) (1 )k k k k
t

f c t f c t c t c c t
k

η
λ ε+

< <  ⇒⇒ − − ≤ −
∈ 

ℕ
  

0kوبجمع هذه المتراجحات، من  1kإلى  = n=   ، نستنتج أيضاً أنّ −

1 1

0 0

0
( ) ( ) (1 )

n n
n k k

k k

t
f c t f t t c c c t

n

η
λ ε ε

− −

∗
= =

< <  ⇒ − − ≤ − ≤
∈ 

∑ ∑
ℕ

  

لأنّ 
0

(1 ) 1k

k

c c

∞

=

−   لااية وجدناالتسعى إلى  n. فإذا جعلنا ∑=

0 (0) ( )
1

t
t f f t t

c

λ
η ε< < ⇒ − − ≤

−
  

  إذن لقد أثبتنا 

(0) ( )
0, 0, 0

1

f f t
t

t c

λ
ε η η ε

−
∀ > ∃ > < < ⇒ − ≤

−
  

(0)وأنّ  0قابل للاشتقاق عند  fوهذا يعني أنّ 
1

f
c

λ
′ =

−
.  
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1أمّا في حالة    c< ْبوضع ض، فإنّ الفر ،u ct= يُكافئ ،  

0, 0

( / ) ( )
lim

u u

f u c f u

u c

λ

→ ≠

−
= −  

1ولأنّ  1/c> ،من الحالة السابقة أنّ  ناستنتجاf  ٌوأنّ  0اق عند للاشتق قابل  
/

(0)
1 1/ 1

c
f

c c

λ λ−
′ = =

− −
  

  ويكون 0قابلاً للاشتقاق عند  f إذن في جميع الحالات، يكون

(0)
1

f
c

λ
′ =

−
  

  ú  وبذا يتمّ الإثبات.

Jليكن  12. التمرين: [ , ]f a a− + → ℝ  2تابعاً من الصفCأثبت أنه .  
2 2

[ , ]

( ) ( )
[ , ], ( ) Sup

2 2 a a

f a f a a t
t a a f t f

a a − +

− − +
′ ′′∀ ∈ − + ≤ +  

  لـالح
2لنضع بالتعريف 

[ , ]

sup
a a

M f
−

لاغرانج يمكننا أن نكتبَ، أياً  -. استناداً إلى متراجحة تايلور=′′

]من  tكانت  , ]a a−ما يأتي ،:  
22( ) ( ) ( )( ) ( )

2

M
f t f a f t a t a t′− + − ≤ −  

  وكذلك
22( ) ( ) ( )( ) ( )

2

M
f t f a f t a t a t′− − − + ≤ +  

  وعليه يكون

( )

( )

( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

f a f a af t f t f a f t a t

f t f a f t a t

f t f a f t a t

f t f a f t a t

′ ′− − − = − − − +

′− − + −

′≤ − − − +

′+ − + −

  



: الاشتقاق التوابع لمتحوّل حقيقي  350 

  

  إذن
2 2

2

2 2
2

( ) ( )
( ) ( ) 2 ( )

2
( )

a t a t
f a f a af t M

M a t

− + +
′− − − ≤

= +

  

  وأ
2 2

2

( ) ( )
( )

2 2

f a f a a t
f t M

a a

− − +
′− ≤  

  ومنه
2 2

2

( ) ( )
( )

2 2

f a f a a t
f t M

a a

− − +
′ ≤ +  

  اجحة المطلوبة.وهذه هي المتر 

  :الآتيةقد أثبتنا أيضاً المتراجحة : ل ملاحظة ����

[ , ] [ , ] [ , ]

1
sup sup sup
a a a a a a

f f a f
a− − −

′ ′′≤ +  

:وذلك مهما كان التابع  [ , ]f a a− + → ℝ  2من الصفC.  ú  

Jليكن  13. التمرين:f +→ℝ ℝ 2ن الصف تابعاً مC ، ٍنفترض وجود عدد M يح قق 
,: لعلاقة ا ( )t f t M′′∀ ∈ ≤ℝ.  

2أثبت أنّ  1. 21
( , ) , ( ) ( ) 0

2
x y f x yf x y M′∀ ∈ + + ≥ℝ.  

,استنتج أنّ  2. ( ) 2 ( )x f x Mf x′∀ ∈ ≤ℝ.  

  لـالح

)كن يل 1. , )x y  2عنصراً منℝ. عنصرٌ  [0,1]في  نعلم استناداً إلى مبرهنة تايلور أنهّ يوجد θ 
   يحُقّق

21( ) ( ) ( ) ( )
2

f x y f x y f x y f x yθ′ ′′+ = + + +  
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)ن ولك ) 0f x y+ )و ≤ )f x y Mθ′′ +   إذن لا بدُ أن يكون ≥
210 ( ) ( )

2
f x y f x y M′≤ + +  

)21نستنتج مما سبق أنّ مميّز كثير الحدود من الدرجة الثانية  2. ) ( )
2

f x Y f x Y M′+ + 

)2، أي ℝمن  xسالبٌ مهما تكن  ( )) 2 ( ) 0f x M f x′ −   ، وعليه≥
, ( ) 2 ( )x f x M f x′∀ ∈ ≤ℝ  

  ú  وهذا هو المطلوب. 

Jليكن  14. التمرين[ ]: ,g a b → ℝ 1 تابعاً من الصفC ّأثبت أن .  

( )
1

0

( ) ( ) lim
n

n
k

b a b ag b g a g a k nn

−

→+∞
=

− −′− = +∑  

  لـالح

gكان   لـمّا صّ  ′ ]مستمراًّ على اال المترا , ]a b   0كان مستمراً بانتظام. لتكن إذن ε< يوجد ف
0 η< تحُقّق   

2( , ) [ , ] , ( ) ( )x y a b x y g x g y
b a

ε
η ′ ′∀ ∈ − < ⇒ − <

−
  

0لنعرّف  1 ( )/n b a η = + −  0، ولتكنn n≥ ثمُّ لنعرّف .k

b a
x a k

n

−
= + 

  عندئذ :

( )

( )

1

1
0
1 1

1
0 0

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

n

k k
k
n n

k k k k
k k

g b g a g x g x

b a
x x g g

n
ξ ξ

−

+
=
− −

+
= =

− = −

−
′ ′= − =

∑

∑ ∑
  

k,1عنصرٌ من  kξحيث  kx x +
 
 عملاً بمبرهنة التزايدات المحدودة. وعليه يكون ،  

( )
1 1

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n n

k k k
k k

b a b a
g b g a g x g g x

n n
ξ

− −

= =

− −
′ ′ ′− − = −∑ ∑  
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kكان   لـمّاو  k

b a
x

n
ξ η

−
− ≤ }من  kاً كانت أيّ  > }0,1, , 1n   ، استنتجنا أنّ …−

1 1

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n n

k k k
k k

b a b a
g b g a g x g g x

n n

b a n

n b a

ξ

ε
ε

− −

= =

− −
′ ′ ′− − ≤ −

−
≤ ⋅ =

−

∑ ∑
  

  وهذا يُبرهنُ أنّ 
1

0

( ) ( ) lim
n

n
k

b a b a
g b g a g a k

n n

−

→∞
=

  − −    ′− = +     
∑  

  ú  وهو المطلوب إثباته.

Jليكن 15. التمرين : [0,1]g → ℝ 1 تابعاً متزايداً من الصفCو ،: [0, ]f a → ℝ  ًتابعا
(0)ق ، ويحق 0قابلاً للاشتقاق عند  0f   . أثبت أنّ =

( )
1

1
lim (0) (1) (0)

n

n
p

p
f g f g g
n n→+∞

=

   ′ ′= −     
∑.  

: ليكن .تطبيق [0, ]f a → ℝ  (0)ق ، ويحق0تابعاً قابلاً للاشتقاق عند 0f = .
   احسب النهايتين

( )
1

1
lim

n

n
k

f
n k→+∞

= )   و   ∑+ )2
1

lim
n

n
k

k
f
n→+∞

=
∑  

  لـالح

لنعرّف 
[0,1]

supM g 0. ولتكن =′ ε<  عندئذ، بسبب قابليّة اشتقاقf  يوجد  0عند

0 η< قيحُق  :  
( )

0 (0)
f x

x f
x M

ε
η ′< < ⇒ − <  

0    أو ( ) (0)x f x f x x
M

ε
η ′≤ < ⇒ − ≤  
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0فإذا عرفّنا  1 /n M η = +   1، أصبح لدينا
0

p
g

n n
η

 ′≤ <  
مهما تكن وذلك  

0n n<تكن   ، ومهماp  من{ }0,1, ,n…وعليه .  

{ }0,1, , ,

1 1 1
(0)

p n

p p p
f g f g g
n n n n M n n n

ε ε

∀ ∈

             ′ ′ ′ ′− ≤ ⋅ ≤                     

…

  

0nوبالجمع نجد، مهما تكن  n< ّأن ،  

0 0

1 1
(0)

n n

p p

p p
f g f g
n n n n

ε
= =

       ′ ′ ′− ⋅ ≤           
∑ ∑  

  أي إنّ 

0 0

1 1
lim (0) 0

n n

n
p p

p p
f g f g
n n n n→∞

= =

           ′ ′ ′− ⋅ =              
∑ ∑  

  ولكن، استناداً إلى التمرين السابق لدينا

0

1
lim (1) (1)

n

n
p

p
g g g

n n→∞
=

     ′ = −    
∑  

  إذن

( )
0

1
lim (0) (1) (0)

n

n
p

p
f g f g g
n n→∞

=

       ′ ′= −       
∑  

  النتيجة المطلوبة. يوه
)2 باختيار ) /2g x x= و ،في الحالة الأولى( ) ln(1 )g x x= نجد أنهّ  ،في الحالة الثانية +
: التابع كنيمهما  [0, ]f a → ℝ (0)قّق يحُ الذي ، و 0للاشتقاق عند  قابلال 0f   :يكن ، =

   
2

0

(0)
lim

2

n

n
p

p f
f
n→∞

=

   ′   =    
∑   

   و
0

1
lim (0) ln2

n

n
p

f f
n p→∞

=

     ′= ⋅  +  
∑  

  ú   المطلوب.إثبات م وبذا يت
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Jليكن  16. التمرين+:f ∗ →ℝ ℝ  ًنفترض وجود عددٍ حقيقي قابلاً للاشتقاق، تابعاℓ  قيحُق

( )lim ( ) ( )
x

f x f x
→+∞

′+ = ℓ ّأثبت أن .lim ( )
x

f x
→+∞

= ℓ.  

  لـالح
  :يفبالتعر  لنضع

: , ( ) ( ) ( )g g x f x f x∗
+

′→ = +ℝ ℝ  
0لتكن  ε< 2/، ولنعرّفε ε′   : يحُقّق 0xعندئذ يوجد ، =

0 ( )x x g xε ε′ ′≤ ⇒ − ≤ ≤ +ℓ ℓ  

)ولأنّ  ) ( ( ))x xg x e e f x−    ناستنتجا =′

( ) ( ) ( )0 ( )x x xx x e e f x eε ε
′′ ′≤ ⇒ − ≤ ≤ +ℓ ℓ  

  من ذلك أنّ التابعين التاليين متزايدانينتج 
( )

( )
0

0

: , , ( ) ( )

: , , ( ) ( )

x x

x x

A x A x e f x e

B x B x e e f x

ε

ε

  ′+∞ → = − − 
  ′+∞ → = + − 

ℝ ℓ

ℝ ℓ
  

  فإذا عرفّنا
( ) 0

0 0 0min( ( ), ( )) ( ) xm A x B x f x eε′= = − −ℓ  
  استنتجنا أنّ 

( )
( )

0

0

( )

( )

x x

x x

x x e e f x m

x x e f x e m

ε

ε

′≤ ⇒ + − ≥

′≤ ⇒ − − ≥

ℓ

ℓ
  

  ومن ثمَّ 

0 ( )x xx x me f x meε ε− −′ ′≤ ⇒ − + ≤ ≤ + −ℓ ℓ  
)وعليه، إذا عرفّنا  )( )1 0max , ln 2 /x x m ε=  كان لدينا  

1 ( )x x f xε ε ε ε′ ′ ′ ′≤ ⇒ − − ≤ ≤ + +ℓ ℓ  
  أو

1 ( )x x f x ε≤ ⇒ − ≤ℓ  
limوهذا يثُبتُ أنّ  ( )

x
f x

→+∞
= ℓ.   ú  
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Jليكن  17. التمرين( , )a b  2عنصراً منℝ  يحُقّقb a>وليكن ، : [ , ]f a b → ℝ  ًتطبيقا
] على 1C من الصف , ]a b وقابلاً للاشتقاق مرتين على ] [,a b0 . أثبت أنه، أياًّ كانx 

[من  [,a b ، ْتوجد c  تنتمي إلى] [,a b وتحُقّق   
0 0

0 0
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )
2

f b f a x a x b
f x f a x a f c

b a

− − −
′′= + − +

−
  

  لـالح
[عنصراً من  0xكن يل , [a bولنتأمّل التابع ، : [ , ]a bψ → ℝ :المعطى بالصيغة  

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

2

f b f a t a t b
t f t f a t a A

b a
ψ

− − −
= − − − −

−
  

)0بالشرط  Aلثابت يتعين ا إذ ) 0xψ =.  
)0كان   لـمّا ) ( ) ( )a x bψ ψ ψ= أنهّ يوجد عددان حقيقياّن  ،بتطبيق مبرهنة رول ،استنتجنا =

1c  0من] , [a x 2وc  0من] , [x b 1 يحُقّقان 2( ) ( ) 0c cψ ψ′ ′= . وبتطبيق مبرهنة رول من =
1في  نستنتج أنهّ يوجد ′ψجديد على التابع المشتق  2] , [c c  ٌعدد c يحُقّق ( ) 0cψ′′   ن . ولك=

] , [, ( ) ( )t a b t f t Aψ′′ ′′∀ ∈ = −  
)وعليه  )A f c′′=إذن يوجد . c  ينتمي إلى] , [a b يحُقّق  

  0 0
0 0

( )( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2

x a x bf b f a
f x f a x a f c

b a

− −−
′′= + − +

−
  

  ú    وهي النتيجة المرجوّة.

Jليكن  18. التمرين( , )a h  عنصراً من+
∗×ℝ ℝ وليكن ،: [ , ]f a a h+ → ℝ  تطبيقاً من

]على  3Cالصف  , ]a a h+ أثبت أنه توجد .θ  في]    تحُقّق 0,1]
( )

3
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 12
h hf a h f a f a f a h f a h′ ′ ′′′+ = + + + − + θ  

  لـالح
: لنتأمّل التابع [0, ]hϕ → ℝ :المعطى بالصيغة  

3( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 12

f a x f a x
x f a x f a x Aϕ

′ ′+ +
= + − − +  

)بالشرط  Aيتعين الثابت  إذ ) 0hϕ =.  



: الاشتقاق التوابع لمتحوّل حقيقي  356 

  

(0)كان   لـمّا ( ) 0hϕ ϕ= ,0[ينتمي إلى  1cول أنهّ يوجد استنتجنا بتطبيق مبرهنة ر  = [h 
)1 يحُقّق ) 0cϕ′   . ولكن=

( )
21

]0, [, ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 4

x x
x h x f a x f a f a x Aϕ′ ′ ′ ′′∀ ∈ = + − − + +  

(0)إذن  0ϕ′ ,0]1أيضاً. وبتطبيق مبرهنة رول مرةّ ثانية على = ]c 2نهّ يوجدنستنتج أc  ينتمي إلى
1]0, [c  2يحُقّق( ) 0cϕ′′   . ولكن=

]0, [, ( ) ( )
2 2

x x
x h x f a x Aϕ′′ ′′′∀ ∈ = − + +  

  إذن

2( ) ( )A f a c f a hθ′′′ ′′′= + = +  

2 حيث ]0,1[
c

h
θ = )، والشرط ∋ ) 0hϕ   : يُكافئ =

( )
3

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 12
h hf a h f a f a f a h f a hθ′ ′ ′′′+ = + + + − +  

  ú  راد إثباته.  ـُوهذا هو الم

  تطبيق �

  التابع في حالة
1
10

: 1,1 , ( ) lnf f x x + → =   ℝ  
  نرى أنّ 

3

3

1 10 1 2
ln(1.1) 1

20 11 12000 (1 /10)

21 1 1

220 6000 (1 /10)

θ

θ

 = + − ⋅   +

= − ⋅
+

  

  ومن ثمَّ 

3 3

1 21 1
0.000126 ln(1.1) 0.000167

2206 11 6 10
< < − < <

× ×
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Jيكن ل 19. التمرين( , )a b  2عنصراً منℝ  يحُقّقb a>وليكن ، : [ , ]f a b → ℝ  ًتطبيقا
] على 2C من الصف , ]a b  وقابلاً للاشتقاق ثلاث مرات على] [,a b وجدي. أثبت أنه 

[في  c عنصر [,a b يحُقّق  

( )
3( )

( ) ( ) ( ) ( )
2 24

b ab af b f a b a f f c
−+′ ′′′= + − +  

  لـالح

:لنتأمّل أوّلاً تابعاً فردياً  [ 1, 1]h − + → ℝ  2من الصفC  وقابلاً للاشتقاق ثلاث مراّت على

1, 1 − +  عنصرٌ  ]0,1[في  وجديهن أنهّ . ولنبر θ يحُقّق ( )
(1) (0)

6

h
h h

θ′′′
′= +.  

   التابع [0,1]على  في الحقيقة، لنعرّف،
3

( ) ( ) (0)
6

x
x h x x h Aψ ′= − −  

(1)بالشرط  A يتعينّ الثابت إذ 0ψ  اال تابعاً قابلاً للاشتقاق على ψ التابع . فيكون=
(0) ويحُقّق [0,1] (1) 0ψ ψ= ينتمي إلى  1cإذن يوجد استناداً إلى مبرهنة رول ثابتٌ  .=
)1ويحُقّق  ]0,1[اال  ) 0cψ′ (0)، ولكن نتحقق بسهولة أيضاً أنّ = 0ψ′ إذن ينتج من  =

,0[1ينتمي إلى  2cأنهّ يوجد  ′ψتطبيق مبرهنة رول مرةّ ثانية على التابع  [c ويحُقّق 
2( ) 0cψ′′ h، ولكنّ التابع = (0)فرديٌ أيضاً إذن لا بدُّ أن يكون  ′′ 0ψ′′ وبتطبيق ثالث  =

,0[2 في θلمبرهنة رول نستنتج وجود  [c  ّقيحُق ( ) 0ψ θ′′′ )وهذا يُكافئ أنّ  = )A h θ′′′= .
(1) المعين بالعلاقة Aإذن الثابتُ  (0) /6h h A′= )يساوي  + )h θ′′′ 0,1[ حيث[θ ∈ .

  .ورة آنفاً المذكهن صحّة الخاصة بر وهذا ي
  لنأتِ إلى تمريننا، ولنضع بالتعريف:

( ) ( )2 2 2 2
: [ 1, 1] , ( ) a b a bb a b ah h x f x f x+ +− −− + → = + − −ℝ  

 θ عنصرٌ  ]0,1[في اال وجد يعندئذ يحُقق هذا التابع الخواص المذكورة في بداية هذا الحل، وعليه 
(1) يحُقّق (0) ( )/6h h h θ′ ′′′= يكافئ ذلك وجود نرى أنّ هذا  fلعودة إلى التابع . وبا+

[من  2αو 1αعددين  , [a b المساواة الآتية: يحقّقان  
3

1 2( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

2 24 2

f fa b b a
f b f a b a f

α α  ′′′ ′′′++ −′− = − + ⋅  
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fولكنّ التابع   c، إذن يوجد عدد 10يحُقّق مبرهنة القيمة الوسطى استناداً إلى نتيجة التمرين  ′′′
[ينتمي إلى  , [a b ويحُقّق  

1 2( ) ( )
( )

2

f f
f c

α α′′′ ′′′+
′′′ =  

  ú   وهذا يبرهن صحّة المساواة المطلوبة.

J20. التمرين  

]في  أثبت أنه يوجد  1. ]Xℝ  كثير حدود وحيدU  ق يحقّ  3من درجة أصغر أو تساوي  
( ) ( ) ( ) ( )0 0, 1 1, 0 0, 1 0U U U U′ ′= = = =  

]في أنه يوجد أثبت  2. ]Xℝ   كثير حدود وحيدV  قيحقّ  3من درجة أصغر أو تساوي  
( ) ( ) ( ) ( )0 0, 1 0, 0 0, 1 1V V V V′ ′= = = =  

]من  Pأثبت أن كل كثير حدود  3. ]Xℝ قيحقّ  3أصغر أو تساوي  تهدرج  
( ) (1) ( ) (1) ( ) (0) (1 ) (0) (1 )P X P U X P V X P U X P V X′ ′= + + − − −  

:ليكن  4. [0,1]f → ℝ  4من الصفC نعرّف .fP  من[ ]Xℝ بالعلاقة :  
( ) (1) ( ) (1) ( ) (0) (1 ) (0) (1 )fP X f U X f V X f U X f V X′ ′= + + − − −  

[من  xلتكن  � :، ولنعرّف التابع 0,1] [0,1]ϕ → ℝ  4من الصفC  بالعلاقة  
2 2(1 )

( ) ( ) ( )
24f

t t
t f t P t A

−
ϕ = − −  

)بالشرط  A إذ تتعينّ  ) 0xϕ =.  
[ في 1tأثبت أنه توجد • [0,x ،2وt  في] [,1x قانتحُق 

1 2( ) ( ) 0t t′ ′ϕ = ϕ =  
[في  c وجدي. واستنتج أنه ϕ′(1)و ϕ′(0)احسب  •  يحقّق 0,1]

(4)( ) 0cϕ =  
  استنتج أن �

2 2
(4)

[0,1]

(1 )
[0,1], ( ) ( ) sup

24f

x x
x f x P x f

−
∀ ∈ − ≤  

)نضع  � ) 1 3f x x= مع تحديد  2 لعددوأعطِ قيمة تقريبية ل fP . عينّ +
  الخطأ المرتكب.
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  لـالح

 P كثير الحدود  ، وكان3كثير حدود حقيقي من درجة أصغر أو تساوي  Pلنلاحظ أنهّ إذا كان 
(0)يحُقّق  (0) (1) (1) 0P P P P′ ′= = = 0P عندئذ يكون = . في الحقيقة =

كثير نية على الأقل لجذر مضاعف من المرتبة الثا 1و 0 من تقتضي الشروط المذكورة أنّ كلاًّ 
2 ، أي إنّ كثير الحدودPالحدود 2( 1)X X  ، وهذا يقتضي أنّ P يقسم 4وهو من الدرجة  −

0P degلأنّ  = 3P    2.و  1.ثبتُ هذه الخاصّة الفقرة المتعلّقة بالوحدانيّة في . تُ ≥

3إنّ  1. 2( ) 2 3U X X X= −   يحُقق الشروط المطلوبة. +

3إنّ  2. 2( )V X X X=   قق الشروط المطلوبة.يحُ  −

  لنلاحظ أوّلاً أنّ  3.
(1 ) ( ) (1 ) ( )

(0) 1 0 0 0

(1) 0 1 0 0

(0) 0 0 1 0

(1) 0 0 0 1

Q U X U X V X V X

Q

Q

Q

Q

− − −

′

′

  

  ، ولنعرّف كثير الحدود3كثير حدود لا تزيد درجته على   Pليكن إذن 
( ) ( ) (0) (1 ) (1) ( ) (0) (1 ) (1) ( )H X P X P U X P U X P V X P V X′ ′= − − − + − −  

  لة مستفيدين من الجدول السابق أنّ عندئذ نتحقّق بسهو 
(0) (0) (1) (1) 0H H H H′ ′= = = =  

degولأنّ  3H 0Hاستنتجنا مباشرة استناداً إلى المقدّمة أنّ  ≥   المساواة المطلوبة.ي ، وه=
(0)كان   لـمّا �4. ( ) (1) 0xϕ ϕ ϕ= = نجد بتطبيق مبرهنة رول مرتّين أنهّ يوجد فإننا ، =

x,0من  1tعددان  
  2وt  1,منx 

   1يحُقّقان 2( ) ( ) 0t tϕ ϕ′ ′= ، ولكن لدينا أيضاً من =
(0)جهة أخرى أنّ  (1) 0ϕ ϕ′ ′= . إذن بتطبيق مبرهنة رول ثلاث مراّت توجد ثلاثة أعداد =

1u  10من,t 
  2وu  1من 2,t t 

  3وu  2,1منt 
  تحُقّق  

1 2 3( ) ( ) ( ) 0u u uϕ ϕ ϕ′′ ′′ ′′= = =  
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1من  1vنجد عددين مجدّداً بتطبيق مبرهنة رول و  2,u u 
  2وv  2من 3,u u 

  يحُقّقان  

1 2( ) ( ) 0v vϕ ϕ′′′ ′′′= =  
1في اال  cد وبالاستفادة من مبرهنة رول مرةّ أخيرة نج 2,v v 

  (4) يحُقّق( ) 0cϕ = .  

)(4)هذا يُكافئ قولنا  �4. )A f c= بذا نكون قد أثبتنا وجود .c  ال0,1في ا 
   يحُقّق  

2 2
(4)(1 )

( ) ( ) ( )
24f

x x
f x P x f c

−
− =  

  يكون وعليه
2 2

(4)

[0,1]

(1 )
[0,1], ( ) ( ) sup

24f

x x
x f x P x f

−
∀ ∈ − ≤  

)لنلاحظ أنهّ إذا كان  �4. ) 3 1f x x=   كان  +
3 3

(0) 1, (1) 2, (0) , (1)
2 4

f f f f′ ′= = = =  

  ولكن 
(4)

7/2

81 15
( )

16(3 1)
f x

x

×
= −

+
  

4إذن 

1215

16
M   وعليه =

2 2405
[0,1], 3 1 ( ) (1 )

128fx x P x x x∀ ∈ + − ≤ −  

  حيث
2 33 3 1

( ) 1
2 4 4fP X X X X= + − +  

1وبأخذ 

3
x   نستنتج أنّ  =

77 5
2

54 32
− ≤  

  .[0,1]اال  على fPوالتقريب  fيبين الشكل التالي مدى التطابق بين التابع 
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 ( )f x

 ( )fP x

3

21

2

1

  ú  

)في الحقيقة، بدراسة تغيرات الفرق . ملاحظة � ) 1 3fx P x x− نجد أنهّ يبلغ حدّه  ֏+
0.441979xالأعلى عند  ≈ أصغر  إذن وهو 0.0129418وأنّ هذا الحدّ الأعلى يساوي تقريباً  ⋯

13من 

1000
.  

Jليكن التابع   21. التمرين
2

1
: ,

1
f x

x
→

+
ℝ ℝ ֏ .  

احسب  1.
2( , ) ,

( ) ( )
sup

x y x y

f x f y

x y∈ ≠

−

−ℝ

.  

  كانزوايا مثلث   Cو Bو Aاستنتج أنه إذا كانت  2.
3 3

cos cos cos
2 2 2 8

A B C
⋅ ⋅ ≤   

3  و 3sin sin sin
2

A B C+ + ≤  
212تتحقق المتراجحة  Pومحيطه  Sوأنه في أيّ مثلث مساحته  3 S P≤ هل هذه .

  أفضل متراجحة ممكنة ؟
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  الحل
  ، فلدينا ℝمن  xلنلاحظ أوّلاً أنهّ، مهما تكن 

2 2

2
( )

(1 )

x
f x

x

−
′ =

+
  و    

2

2 3

6 2
( )

(1 )

x
f x

x

−
′′ =

+
  

fإذن يمكننا استنتاج جدول التحوّلات التالي للتابع  ′:  

1/ 3 1/ 3

( ) 0 0

( ) 0 3 3/8 3 3/8 0

x

f x

f x

−∞ − +∞

′′ + − +

′ −ր ց ր

  

  ونستنتج من هذه الدراسة أنّ 
3 3

sup ( )
8t

f t
∈

′ =
ℝ

  

  من جهة أولى، أنّ  بالاستفادة من مبرهنة التزايدات المحدودة نستنتج،

2 ( ) ( ) 3 3
( , ) ,

8

f x f y
x y x y

x y

−
∀ ∈ ≠ ⇒ ≤

−
ℝ  

  ومن جهة ثانية، بملاحظة أنّ 

1/ 3

( ) ( 1/ 3) 3 3
lim ( 1/ 3)

81/ 3x

f x f
f

x→−

− −
′= − =

+
  

  نرى بسهولة 

2( , )

( ) ( ) 3 3
sup

8x y
x y

f x f y

x y∈
≠

−
=

−ℝ

  

  وهذا يقتضي 

2

2 2

1 1 3 3
( , ) ,

81 1
x y x y

x y
∀ ∈ − ≤ ⋅ −

+ +
ℝ  
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,0[من  ϕو θلنتأمّل الآن  [π يحُقّقان θ ϕ≠بتطبيق المتراجحة السابقة على . من  كل
cotanx θ= وcotany ϕ=  ّنجد أن  

2 2
sin( )3 3 3 3

sin sin cotan cotan
8 8 sin sin

ϕ θ
θ ϕ θ ϕ

θ ϕ

−
− ≤ − = ⋅  

  ولكن
2 2 2 2 2 2 2 2sin sin sin (sin cos ) sin (sin cos )

(sin cos cos sin ) (sin cos cos sin )

sin( ) sin( )

θ ϕ θ ϕ ϕ ϕ θ θ

θ ϕ θ ϕ θ ϕ θ ϕ

θ ϕ θ ϕ

− = ⋅ + − ⋅ +

= − ⋅ +

= − ⋅ +

  

)sinوعليه ينتج بالعودة إلى المتراجحة السابقة والاختصار على  ) 0θ ϕ−   ثمُّ الإصلاح ≠
3 3

sin sin sin( )
8

θ ϕ θ ϕ⋅ ⋅ − ≤  

θالحقيقة، هذه المتراجحة الأخيرة تبقى صحيحة في حالة  في ϕ= وبالاستفادة من كون التابع ،
sinx x֏ ويقبل العدد  اً دوريπ  ّدوراً له نرى أن  

2 3 3
( , ) , sin sin sin( )

8
θ ϕ θ ϕ θ ϕ∀ ∈ ⋅ ⋅ + ≤ℝ  

  هي زوايا مثلّث. ولنضع Cو Bو Aلنفترض الآن أنّ 

2 2

Aπ
θ = ، و −

2 2

Bπ
ϕ = −  

عندئذ يكون 
2 2

Cπ
θ ϕ+ =   ، وعليه يكون لدينا:+

3 3
cos cos cos

2 2 2 8

A B C
⋅ ⋅ ≤  

  ولكن

4 cos cos cos 4 cos cos sin
2 2 2 2 2 2

2cos sin sin
2 2 2

sin( ) sin sin

A B C A B A B

A A A
B

A B B A

+
⋅ ⋅ = ⋅ ⋅

     = ⋅ + +         
= + + +
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  إذن لقد أثبتنا أنّ 
3 3

sin sin sin
2

C B A+ + ≤  

  هو نصف قطر الدائرة المارةّ برؤوس هذا المثلّث كان Rولكن إذا كان 
22 sin sin sinS R A B C=  

  وعليه
33 4 2 sin sin sin

sin sin sin
2

3 3

RS R A B C

A B C P
R

= ⋅ ⋅ ⋅

 + + ≤ =  

  

  أو
2

54 2

P P
S

R
≤ ⋅  

  ولكن
3 3

sin sin sin
2 2

P
C B A

R
= + + ≤  

2إذن  3

36
S P≤    أو ⋅

212 3S P≤  
وتقُرأ هذه الخاصّة  وهذه أفضل متراجحة ممكنة، إذ تتحقّق المساواة في حالة مثلّث متساوي الأضلاع.

وأصغر المثلّثات  معطى مساحةً هو المثلّث المتساوي الأضلاع، بالقول إنّ أكبر المثلّثات ذات محيط
  ú  ذات مساحة معطاة محيطاً هو المثلّث المتساوي الأضلاع.

Jالمقدار   احسب   22. التمرين  
2( , )

1 1inf
x y

x y
x y∗

+∈

  + +   ℝ

.  

  لـالح

)لنعرّف، أياً كانت  , )x y  2من( )∗+ℝ المقدار  
1 1

( , )f x y x y
x y

  = + ⋅ +   
  



 تمرينـات 365

  عندئذ يكون لدينا
2

2 2

44

1 1 2
( , ) ( )

2 2

8 2 2 2

8 2

f x y x y
x y xy

x y x y

y x y x

x y x y

y x y x

x y x y

y x y x

  = + ⋅ + +   
  = + + + +   

    = + + − + + −      

      = + − + −         

  

)2وهذا يبرهن على أنّ  , ) 8f x y xساواة إذا وفقط إذا كان ، وتتحقّق الم≤ y=ومنه .  

2 2=
( , )

1 1Inf
x y

x y
x y∗ ∗

+ +∈ ×

  + +   ℝ ℝ

  

  ú   .وهي النتيجة المرجوّة

Jليكن  23. التمرينf  التابع من الصفC∞  يأتيالمعرّف كما:  
1

: , expf x
x

∗
 →   

ℝ ℝ ֏  

1أثبت أنه، أياً كانت  1. n≤ يوجد كثير حدود وحيد ،nP من [ ]Xℝ يحُقّق  
1/( )

2

( 1)
, ( ) ( )

n
xn

nn
x f x P x e

x
∗ −

∀ ∈ =ℝ  
degوبينّ أنّ  1nP n=    وأنّ  −

2
1( ) (2 1) ( ) ( )n n nP X nX P X X P X+ ′= + −  

3ثمُّ احسب  2 1, ,P P P.  
2عبرّ عن  2. ( )x x f x′֏  بدلالةf  ّواستنتج أن  

2
1 12, ( ) (2 1) ( ) ( 1) ( )n n nP X nX P Xn n n X P X+ −≥ = +∀ − −  

  ا سبق أنّ مم لاستفادةأثبت با 3.
11, ( ) ( 1) ( )n nn P X n P X+
′∀ ≥ = +  
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) أثبت أنّ  4. )

1

1
0

, !
n

k k k
n n n

k

n P X k C C X

−
∗

−
=

∀ ∈ = ∑ℕ.  

,أثبت أنّ  5. 0,
!

m
t t

m t e
m

∀ ∈ ∀ > ≥ℕ واستنتج ،  
( )1, 0, ( ) (2 1)! | | ( )n

nx f x n P xn x≥ ∀ < ≤ + ⋅ ⋅∀  
)ثمُّ احسب  )

0
lim ( )n

x
f x

−→
.  

  ليكن التابع 6.
0 : 0,

: ,
( ) : 0.

x
x

f x x

≥Φ → 
 <

ℝ ℝ ֏  

  . وبوجه خاص أثبت أنّ ∞Cمن الصف  Φأثبت أنّ   
( ), (0) 0nn∀ ∈ Φ =ℕ  

  :∞Cاستنتج من الدراسة السابقة أنّ التابع التالي من الصف  7.

0 : 0,1 ,

: , 1exp : 0,1 .
( 1)

x

x
x

x x

  ∉    Ψ →     ∈     − 

ℝ ℝ ֏  

  الحـل
)1لنلاحظ أوّلاً أنهّ إذا عرفّنا  1. ) 1P X   كان  =

1
1/

12

( 1)
, ( ) ( ) xx f x P x e

x

∗ −
∀ =∈ ′ℝ

 
  

1deg حيث 0P 1 . لنفترض إذن أنهّ في حالة= n≤ ،لدينا  
( ) 1/

2

( 1)
, ( ) ( )

n
n x

nn
x f x P x e

x

∗ −
∀ =∈ ℝ  

deg وأنّ  1nP n=   . عندئذ باشتقاق العلاقة السابقة مرةّ أخرى نستنتج أنّ −

( )

1 1
( 1) 1/ 1/ 1/

2 1 2 2 2

1
2 1/

2 2

2 ( 1) ( 1) ( 1)
( ) ( ) ( ) ( )

( 1)
(2 1) ( ) ( )

n n n
n x x x

n n nn n n

n
x

n nn

n
f x P x e P x e P x e

x x x

nx P x x P x e
x

+ +
+

+ +

+

+

− − −
′= + +

−
′= + −
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2الحدود   إذن يحُقّق كثير
1( ) (2 1) ( ) ( )n n nP X nX P X X P X+

′= +   المساواة −
1

( 1) 1/
12 2

( 1)
, ( ) ( )

n
n x

nn
x f x P x e

x

+
∗ +

++

−
∀ ∈ =ℝ  

  هو كثير الحدود الوحيد الذي يحُقّق ذلك.و 
1naXهو  nPوإذا كان الحد المسيطر في  1nPكان الحدّ المسيطر في   − )هو  + 1) nn aX+ .

1degإذن لا بدُّ أن يكون  nP n+ = .  
1nمن الدرجة  nPيوجد كثير حدود وحيد  ℕ∗من nبذا نكون قد أثبتنا أنهّ مهما تكن  − 

  يحُقّق
1/( )

2

( 1)
, ( ) ( )

n
xn

nn
x f x P x e

x
∗ −

∀ ∈ =ℝ  
)وتحُقّق المتتالية  )n n

P ∗∈ℕ
  ما يلي : 

2
1 1( ) 1, , (2 1)n n nP X n P nX P X P∗

+
′= ∀ ∈ = + −ℕ  

  وبوجه خاص لدينا
1

2

2
3

( ) 1

( ) 2 1

( ) 6 6 1

P X

P X X

P X X X

=

= +

= + +

  

  هذا ونلاحظ انطلاقاً من العلاقة التدريجيّة أنّ 

1 1(0) 1, , (0) (0)n nP n P P∗
+= ∀ ∈ =ℕ  

,مما يبررّ أنّ  (0) 1nn P∗∀ ∈ =ℕ.  
fنلاحظ اعتماداً على عبارة  2.   أنّ  ′

2, ( ) ( )x x f x f x∗ ′∀ ∈ = −ℝ  
2n في حالةمرةّ،  nفإذا اشتققنا الطرفين    ، استنتجنا أنّ ≤

2 ( ) ( ) ( )

0

, ( ) ( ) ( ) ( )
n

k k n k n
n

k

x C x f x f x∗ −

=

′∀ ∈ = −∑ℝ  

  يكون لدينا  x ، في حالة عدد حقيقي غير صفريومنه

( ) ( ) ( )
( ) ( 1) ( 2)2 ( )( ) 2 ( ) ( 1) ( ) ( )
n n n nx f x nx f x n n f x f x

− −
′ ′ ′+ + − = −  
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  أو
2 ( 1) ( ) ( 1), ( ) (2 1) ( ) ( 1) ( ) 0n n nx x f x nx f x n n f x∗ + −∀ ∈ + + + − =ℝ  

  وهذا يقتضي أنّ 
2

1 1, ( ) (2 1) ( ) ( 1) ( ) 0n n nx P x nx P x n n x P x∗
+ −∀ ∈ − + + − =ℝ  

  ومنه
2

1 12, ( ) (2 1) ( ) ( 1) ( )n n nn P X nX P X n n X P X+ −∀ ≥ = + − −  
  وبمقارنة العلاقتين التدريجيتّين 3.

2
1 1

2
1

( ) (2 1) ( ) ( 1) ( )

( ) (2 1) ( ) ( )

n n n

n n n

P X nX P X n n X P X

P X nX P X X P X

+ −

+

= + − −

′= + −

  

  نستنتج أنهّ

11, ( ) ( 1) ( )n nn P X n n P X+
′∀ ≥ = +  

  وهكذا نستنتج أنّ  4.
( ) !( 1)!

( ) ( )
( )! ( 1)!

k
n n k

n n
n k P X P X

n k n k
−

−
> ⇒ =

− ⋅ − −
  

  وبوجه خاص
( ) !( 1)!

(0)
( )! ( 1)!

k
n

n n
n k P

n k n k

−
> ⇒ =

− ⋅ − −
  

  إذن
1 1( )

0 0

(0) !( 1)!
( )

! ( )! ( 1)! !

n nk
k kn

n
k k

P n n
P X X X

k n k n k k

− −

= =

−
= =

− ⋅ − − ⋅
∑ ∑  

  أو
1

1
0

( ) !
n

k k k
n n n

k

P X k C C X

−

−
=

= ∑  
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نعلم أنهّ  5.
0

,
!

k
t

k

t
t e

k

∞

=

∀ ∈ =∑ℝ إذن  

, 0,
!

m
t t

m t e
m

∀ ∈ ∀ > ≥ℕ  

1وعليه، باستبدال 

u
,/1 نجد tبالمقدار   0, ! umm u m u e

−∀ ∈ ∀ > ≥ℕ ومنه  
1/, 0, !

mx
m x e m x∀ ∈ ∀ < ≤ℕ  

2فإذا اخترنا  1m n= )نا من عبارة استنتج + )nf  ّأن  
( )1, 0, ( ) (2 1)! ( ) | |n

nn x f x n P x x∀ ≥ ∀ < ≤ + ⋅  
   ومن ثمَّ 

( )

0
, lim ( ) 0n

x
n f x

−→
∀ ∈ =ℕ  

  ليكن التابع 6.

0 : 0
: ,

( ) : 0

x
x

f x x

 ≥Φ → 
 <

ℝ ℝ ֏  

  نستنتج من دراستنا السابقة أنّ و . ℝ∗على  ∞Cالصف ينتمي إلى  Φمن الواضح أنّ 
( ) ( )

0 0
, lim ( ) 0 lim ( )n n

x x
n x x

− +→ →
∀ ∈ Φ = = Φℕ  

  . وبوجه خاصℝعلى  ∞Cالصف ينتمي إلى  Φإذن 
( ), (0) 0nn∀ ∈ Φ =ℕ  

)ن أنّ نستنتج إذ 7. ) (1 )x x xΦ Φ ينتمي إلى الصف  ֏−
C∞  علىℝ وهذا هو تماماً التابع .Ψ  المنصوص عنه في

  التمرين.
حيث  αΨويبين الشكل البياني ااور الخط البياني للتابع 

4eα =.   ú  

1

1O

4
e Ψ
ւ
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Jلتكن   24. التمرين( ) 1k kx إلى  nAمتتالية من الأعداد الحقيقية الموجبة تماماً. نرمز بالرمز  ≤
1المتوسط الحسابي للأعداد  2, , , nx x x…،  مز وبالرnG  إلى المتوسّط الهندسي للأعداد

  نفسها. أثبت صحة المتراجحتين التاليتين:

Rado. 1 متراجحة 1. 11, ( ) ( 1) ( )n n n nn n A G n A G− −∀ > − ≥ − ⋅ −.  

). Popoviciu متراجحة 2. ) ( )
1

1

1
1,

n n
n n

n n

A A
n

G G

−
−

−
∀ > ≥.  

  لـالح

1لتكن  1. n< ولتكن  ،( , )x a  2من∗
+ℝ عندئذ نجد بمقُارنة المتوسّطين الحسابي والهندسي ،

  أنّ:

  1( 1)
0

n nx n a
xa

n

−+ −
− ≥  ( )∗  

1nGفإذا اخترنا  a− nx، و= x=  ّاستنتجنا أن  
1
1 1( 1)nn

n n n nx n G x n G−
− −− ⋅ ⋅ ≥ − −  

)1وبجمع  1) nn A   إلى طرفي المتراجحة السابقة نستنتج أنّ  −−

1 1( ) ( 1)( )n n n nn A G n A G− −− ≥ − −  
1naكذلك إذا اخترنا   2. A nxو =− x=  في(   وجدنا: ∗(

1 1/ 1/
1( ) ( )n n

n n nA A x
−

−≥  
  وهذا يُكافئ

1
1

( )
( )

n
nn

n
n

A
A

x

−
−≥  

1وبقسمة طرفي هذه العلاقة على 
1( )nnG

−
  نجد −

1

1

1

n n

n n

n n

A A

G G

−

−

−

      ≥        
  

  ú  وهي المتراجحة المطلوبة. 
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Jليكن  25. التمرين:f →ℝ ℝ  تابعاً مستمراً. أثبت أنّ التابعf ط إذا قيكون محدّباً إذا وف

)    : ق الشرطتحقّ  )2 ( ) ( )
( , ) ,

2 2

f x f yx y
x y f

++
∀ ∈ ≤ℝ.  

  لـالح
القضيّة  n�Pيقتضي هذا الشرط. لنبرهن إذن صحّة العكس. لتكن  fمن الواضح أنّ تحدب التابع 

  التالية:
)أياًّ كان  , )x y  2منℝ وأياًّ كان ،k  0,1}من, ,2 }n…  كان  

1 ( ) 1 ( )
2 2 2 2n n n n

k k k k
f x y f x f y
         + − ≤ + −               

  

)كن ي. ولnPقضيّة صحيحة استناداً إلى الفرْض. لنفترض صحّة  1Pإنّ  , )x y  2عنصراً منℝ ،
,0,1}1من اموعةعنصراً  kو ,2 }n+….  

2kفي حالة  • p=  ْض التدريج:يكون لدينا، استناداً إلى فر  

1 1

1 1

1 1 ( )
2 2 2 2

( ) 1 ( )
2 2

( ) 1 ( )
2 2

n n n n

n n

n n

k k p p
f x y f x y n

p p
f x f y

k k
f x f y

+ +

+ +

             + − = + −                      
 ≤ + −   
 = + −   

  

2في حالة  • 1k p=  ، نعرّف+

1
2 2n n

p p
u x y

 = + −   
1و   1

1
2 2n n

p p
v x y

 + + = + −   
  

  فيكون لدينا استناداً إلى فرض التدريج

( ) ( ) 1 ( )
2 2

1 1
( ) ( ) 1 ( )

2 2

n n

n n

p p
f u f x f y

p p
f v f x f y

 ≤ + −   
 + + ≤ + −   

  

  واستناداً إلى الفرض

( )
1 1

1
1 ( ) ( )

2 22 2n n

k k u v
f x y f f u f v

+ +

     +    + − = +             
≤

 
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  ومما سبق نستنتج مباشرة أنّ 

1 1 1 1
1 ( ) 1 ( )

2 2 2 2n n n n

k k k k
f x y f x f y

+ + + +

         + − + −               
≤ 

  .1n+Pوهذا يثُبتُ صحّة الخاصّة 
)كن يل , )x y  2عنصراً منℝ ،كن ولتλ  0,1من 

  2، عندئذ نضعnnk λ =   يكون لديناف  

, 1 ( ) 1 ( )
2 2 2 2

n n n n

n n n n

k k k k
n f x y f x f y∗

           ∀ ∈ + − ≤ + −               
ℕ  

lim، ومن كوْن fوبالاستفادة من استمرار  2 n
n

n
k λ−

→∞
، ∞+تسعى إلى  n، نجد، بجعل =

  أنّ 
( (1 ) ) ( ) (1 ) ( )f x y f x f yλ λ λ λ+ − ≤ + −  

  f.  úبذا نكون قد أثبتنا تحدب التابع 

Jليكن   26. التمرين:f ∗
+ →ℝ ℝ .ًتابعاً محدّبا  

)أثبت أن  1. )f x
x x֏  اية منتهية أو عندما تسعى ∞+ إلىيسعى إلى x إلى+∞.  

)أثبت أنه إذا كان  2. )
lim
x

f x
x

→+∞
= ∈ℓ ℝ ّفإن ، ( )x f x x−֏ ℓ سعى إلى ي

  .∞+إلى  xعندما تسعى  ∞−ة منتهية أو إلى اي
  الحل

  نعلم أنّ التابع 1.
( ) (1)

: 1, , ( )
1

f x f
x

x

− ∆ +∞ → ∆ =  −
ℝ  

}من  ℓعنصر  لىتابع متزايد وهو من ثمَّ يسعى إ }∪ +∞ℝولكن .  
( ) 1 (1)

1, 1 ( )
f x f

x x
x x x

 ∀ > = − ∆ +  
  

)ومنه نرى مباشرة أنّ  )
lim
x

f x

x→∞
= ℓ.  
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0لتكن  2. y<عندئذ يكون لدينا ،  
( ) ( )

( ) ( )
lim lim

1
x x

f x f y
f x f y x x

x y y

x

→∞ →∞

−
−

= =
−

−

ℓ  

)ولكنّ التابع  ) ( )f x f y
x

x y

−

−
[تابع متزايد على  ֏ , [y   إذن ∞+

( ) ( )
,

f x f y
x y

x y

−
∀ > ≤

−
ℓ  

  بذا نكون قد أثبتنا أنّ 
2( , ) , ( ) ( )x y x y f x x f y y∀ ∈ ≥ ⇒ − ≤ −ℝ ℓ ℓ  

)إذن التابع  )x f x x−֏ ℓ  اية منتهية عند  ∞−أو إلى تابع متناقص، فلا بدُّ أن يسعى إلى
  ú   المطلوب.إثبات بذا يتم و . ∞+

Jأثبت أنّ  27. التمرين( ), ln( !) ln
e

n n n
n

∗∀ ∈ ≥ℕ ّه مهما تكن . واستنتج أنα  من
∗
+ℝا تكن ، ومهمn  من∗ℕيكن ،  

1 1
1 1

( , , ) ,
nn

n n
n k k

k k

e
x x x k x

n

α
∗ α
+ α+

= =

∀ ∈ ≤ ∑∏… ℝ  

  لـالح

1لتكن  n< 1، ولتكن( , , )nx x…  من( )n∗
+ℝ في الحقيقة، بمقُارنة المتوسّطين الحسابي .

   والهندسي نجد

1 1 1

1 1 1

( !) ( !)

nn n

n n
k k kn n

k k k

x k x k x
nn n

α α

α α
= = =

= ⋅ ≤ ∑∏ ∏  

ln(1ولكن بتطبيق مبرهنة التزايدات المحدودة على التابع  )t t+֏ ّنستنتج أنه  

0, 0, , ln(1 )
1

x
x c x x

c
 ∀ > ∃ ∈ + =  +

  

  إذن 
0, ln(1 )x x x∀ ≥ + ≤  
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1وعليه، مهما يكن  n< يكن لدينا  
1 1

ln( ) ln( 1) ln 1
1 1

n n
n n

 − − = + ≤  − − 
  

  وهذا يُكافئ
1, ln ( 1)ln( 1) 1 lnn n n n n n∀ > − − − − ≤  

2n وبجمع هذه المتراجحات من nحتىّ  = m= نجد  
, ln ( 1) ln( !)m m m m m∗∀ ∈ − − ≤ℕ  

1وهذا يقتضي أنّ 

!n

e

nn
1وذلك مهما تكن  ≥ n≤إذن .  

1
1 1

nn

n
k k

k k

e
x k x

n

α
α

α+
= =

≤ ∑∏  

  ú   وهذا يثُبت المطلوب.

Jأثبت أن التابع  28. التمرينln (1 )xx e+֏  محدّب علىℝ  ّه في حالة واستنتج أنn  من
∗ℕ يكون لدينا  

1/ 1/

1
1 1

( , , ) , 1 (1 )
n nn n

n
n k k

k k

x x x x∗
+

= =

     ∀ ∈ + ≤ +        
∏ ∏… ℝ  

  لـالح

)لنعرّف  ) ln(1 )xf x e=   ، نلاحظ بالاشتقاق مرتّين أنّ ℝمن  x في حالة +

( )
1

x

x

e
f x

e
′ =

+
و     

2
( )

(1 )

x

x

e
f x

e
′′ =

+
  

0fإذن  ′′   . ℝمحدّب على  fوالتابع  ≤
)1ومهما تكن الأعداد  ،ℕ∗من nوعليه مهما تكن  , , )nx x…  من( )n∗

+ℝيكن ،  

1 2 1 2ln ln ln (ln ) (ln ) (ln )n nx x x f x f x f x
f

n n

 + + + + + +  ≤   

⋯ ⋯  
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  وهذا يُكافئ

1 1

1 (1 )
n n

n n
k k

k k

x x
= =

+ ≤ +∏ ∏  

  ú   وهي النتيجة المطلوبة.

Jليكن  29. التمرينp وq  عددين من] 1 يحُقّقان ∞+,1] 1
1

p q
+ =.  

  أثبت أنّ   1.
2 1 1

( , ) ( ) , p qx y x y x x
p q

+∀ ∈ ≤ +ℝ  

)1استنتج أنهّ أياً كان  2. , , )na a…  1و( , , )nb b…   من( )n+ℝ  ،لدينا كان   

:   lderöH متراجحة  
1/ 1/

1 1 1

p qn n n
p q

k k k k
k k k

a b a b
= = =

     ≤ ⋅        
∑ ∑ ∑  

)1استنتج أنهّ أياً كان  3. , , )na a…  1و( , , )nb b…   من( )n+ℝلدينا ، كان  

  : Minkowski متراجحة
1/ 1/ 1/

1 1 1

( )
p p pn n n

p pp
k k k k

k k k

a b a b
= = =

         + ≤ +               
∑ ∑ ∑  

)1لتكن  4. , , )na a…  من( )n+ℝ ولتكن ،t  منℝنعرّف .  
1/

1

11

1

1

1 :

max( , , ) :( , , )

: 0

min( , , ) :

tn
t
k

k

nt n

n
n

n

a tn

a a tM a a

a a t

a a t

∗

=

    ∈     = +∞= 
 = = −∞

∑ ℝ

……

⋯

…

  

  أثبت أنّ   
• 1 1lim ( , , ) ( , , )t n n

t
M a a M a a+∞

→+∞
=… ….  

• 1 1lim ( , , ) ( , , )t n n
t

M a a M a a−∞
→−∞

=… ….  
• 1 0 1

0
lim ( , , ) ( , , )t n n
t

M a a M a a
→

=… ….  
)1وأنّ التابع  • , , )t nt M a a֏   .ℝمتزايد على  …
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  لـالح

ttالتابع الأسّي  1. e֏ مهما يكن  محدّب، إذنu وv  منℝ يكن  

( )
1/

1 1 1 1
exp (1 )u v u v pu qv

q

e e e pu q v e e
p p p q

+⋅ = = ⋅ + − ⋅ ≤ +
���
���

  

uxوإذا أخذنا  e= وvy e=  وجدنافي المتراجحة السابقة  
2 1 1

( , ) ( ) , p qx y x y x y
p q

∗
+∀ ∈ ≤ +ℝ  

  .yأو  xوهذه المتراجحة تبقى صحيحة إذا انعدم 
  لنعرّف 2.

1/

1

p
n

p
k

k

aα
=

  =    
  و  ∑

1/

1

q
n

q
k

k

bβ
=

  =    
∑  

0αإذا كان  0βأو = 0αكانت المتراجحة المطلوبة صحيحة. لنفترض إذن أنّ   = ، وأنّ ≠

0β kaxمن المتراجحة السابقة مطبّقة على  .ولنستفدْ ≠
α

kby، و=
β

  عندئذ =

{ }
1 1

1,2, , ,
p q

k k k k

p q

a b a b
k n

p qαβ α β
∀ ∈ ≤ ⋅ + ⋅…  

  وبجمع هذه المتراجحات طرفاً إلى طرف نجد

1

1 1 1 1 1
1

n p q

k k p q
k

a b
p q p q

α β

αβ α β=

≤ ⋅ + ⋅ = + =∑  

  ة.المتراجحة المطلوبوهذا يقتضي 

لنعرف  3.
1

p
q

p
=

−
1، بحيث يكون  1

1
p q
+   . عندئذ نلاحظ أنّ =

1 1

1 1 1

( ) ( ) ( )
n n n

p p p
k k k k k k k k

k k k

a b a a b b a b− −

= = =

+ = + + +∑ ∑ ∑  
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  ولكن استناداً إلى متراجحة هولدر لدينا
1 1

1

1 1 1

1 1

1

1 1 1

( ) ( )

( ) ( )

n n np p
p p p

k k k k k k
k k k

n n np p
p p p

k k k k k k
k k k

a a b a a b

b a b b a b

−

= = =

−

= = =

       + ≤ ⋅ +         

       + ≤ ⋅ +         

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

  

الاختصار على إذن بالجمع و و 
1

1

( )
n p

p
k k

k

a b
=

   +    
   نجد المتراجحة المطلوبة. ∑

)1، ومهما تكن ℝمن  tلنلاحظ أوّلاً أنهّ، مهما تكن   4. , , )na a…  منn∗
+ℝلدينا ،  

  
1 1

1 1 1
, ,

( , , )t
n t n

M
a a M a a

−

   =   
…

…
  (1)  

0ترض أوّلاً أنّ لنف t s< sبأخذ هولدر  ، ولنطبّق متراجحة>
p

t
  فنجد: =

/ 1 /

/ /( )

1 1 1 1

/ /

1 /

1 1

1 ( ) (1)

1

t s t s
n n n n

t t t s t s s t
k k k

k k k k

t s t s
n n

s t s s
k k

k k

a a a

a n n a
n

−

−

= = = =

−

= =

       = ⋅ ≤ ⋅         

       ≤ ⋅ = ⋅         

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑

  

1وهذا يقتضي أنّ  1( , , ) ( , , )t n s nM a a M a a≤… 0وذلك مهما تكن  … t s< . إذن >
)1مقصور التابع  , , )t nt M a a֏ ∗على  …

+ℝ .مستمرٌ ومتزايد  
0tنجد أنهّ في حالة  (1)وبالاستفادة من  s<   يكون لدينا >

1 1 1
1

11 1
1

1
( , , )

( , , )

1
( , , )

( , , )

t n

t n

s n

s n

M a a
M a a

M a a
M a a

− −
−

− −
−

=

≤ =

…
…

…
…

  

)1إذن مقصور التابع  , , )t nt M a a֏ ∗على  …
−ℝ .ًومتزايد أيضا مستمر  
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  لنعرّف التابع

ln

1

1
: , ( ) ln k

n
t a

k

h h t e
n =

  → =    
∑ℝ ℝ  

  ، وأنّ ℝقابل للاشتقاق على  hنرى مباشرة أنّ 

ln ln

1 1

( ) lnk k

n n
t a t a

k
k k

h t e a e
= =

′ =∑ ∑  

1وبوجه خاص يكون لدينا  0 1(0) ln ln ( , , )n
n nh a a M a a′ = =⋯   . ولكن…

0

( ) (0)
(0) lim

t

h t h
h

t→

−
′ =  

   كذلكو 

1

( ) (0)
ln ( , , )t n

h t h
M a a

t

−
= …  

  إذن لقد أثبتنا أنّ 
0 1 1

0
( , , ) lim ( , , )n t n

t
M a a M a a

→
=… …  

)1وعليه نستنتج أنّ مقصور التابع  , , )t nt M a a֏   مستمرٌ ومتزايد. ℝعلى  …
1لنفترض أنّ  1( , , ) max( , , )n nM a a a a aλ∞ = =…   يكون لديناعندئذ  …

1

1

1/
1

( , , ) 1 1
0, ,1

tn t
t n k

t
k

M a a a
t

a n a nλ λ=

         ∀ > = ∈          
∑

…  

  أي
1

1/

( , , )1
0, 1t n

t

M a a
t

an λ

∀ > ≤ ≤
…  

  نستنتج مباشرة أنّ  ∞+تسعى إلى  tوبجعل 
1 1lim ( , , ) ( , , )t n n

t
M a a a M a aλ +∞

→+∞
= =… …  

  نجد مباشرة أنّ  (1)وبالاستفادة من 

1 1lim ( , , ) ( , , )t n n
t

M a a M a a−∞
→−∞

=… …  

  ú   .الإثباتوبذا يتم 
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Jيمتريةّ في المثلّثپيرالمتراجحة الإيزو 30. التمرين  

]ادرس تحدّب التابع  1. [2: 0, , tanf x xπ → ℝ ֏.  

 A. ولنرمز إلى أطوال أضلاعه المقابلة للرؤوس Cو B و A مثلثاً رؤوسه ∆ليكن  2.
على  Ĉو B̂و Â، وإلى قياس زوايا هذه الرؤوس بالرموز cو bو aبالرموز Cو Bو

  الترتيب.
  أثبت أنّ  �

� � �
tan tan tan 3

2 2 2

A B C
+ + ≥  

أثبت أنّ  ∆مساحة المثلث  S∆ تكنل �
�

2 2( ) 4 tan
2

A
a b c ∆= − + S ،

  واستنتج :
2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) 4 3a b c b c c a a b ∆+ + ≥ − + − + − + ⋅ S  

  أثبت أنّ : ∆محيط المثلّث  P∆ليكن  �
( )2 2 2 22 ( ) ( ) ( ) 12 3b c c a a b ∆∆ ≥ − + − + − + ⋅P S  

2تتحقّق المتراجحة : ∆استنتج أنهّ في أيّ مثلث  � 12 3 ∆∆ ≥P S واذكر الشرط ،
  اللازم والكافي حتى تكون هناك مساواة في المتراجحة السابقة.

  الحـل
  نلاحظ أنّ في الحقيقة،  1.

( )
22

2
0, , ( ) 1 tan 1 ( )x f x x f xπ  ′∀ ∈ = + = +    

  ومنه نستنتج على التوالي أنّ 
,0متزايدٌ تماماً على  fالتابع  �

2

π 
  

. 
موجبٌ على  fالتابع  �

2
0, π 
    ّ(0)لأن 0f =. 

fالتابع  � متزايدٌ تماماً على  ′
2

0, π 
  . 

,0تابعٌ محدّبٌ على  fوهذا يقتضي أنّ 
2

π 
  

.  
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 Bو A. ولنرمز إلى أطوال أضلاعه المقابلة للرؤوس Cو B و A مثلثاً رؤوسه ∆ليكن  2.
  على الترتيب. Cو B و Aس زوايا هذه الرؤوس بالرموز ،  وإلى قياcو bو aبالرموز Cو

تنتمي إلى  2C/و 2B/و 2A/ في الحقيقة، نستنتج من كون الأعداد �2.
2

0, π 
  ،  ومن

  أنّ  الظلابع تحدّب ت
1 1 3

tan tan tan tan tan
3 2 2 2 3 2 2 2 6 3

A B C A B C π       + + ≥ + + = =           
  

  ومنه

tan tan tan 3
2 2 2

A B C
+ + ≥  

  عندئذ ∆مساحة المثلث  S∆ تكنل �2.

( )
( )

22 2 2 2 2

2

2 cos 2

2 1 cos

4 sin 4 cos sin tan
2 2 2 2

4 tan
2

a b c b c bc A b c bc

bc A

A A A A
bc bc

A
∆

− − = + − − − +

= −

= =

= S

  

  بب تناظر الرموز نكون قد أثبتنا أنّ وبس
2 2

2 2

2 2

( ) 4 tan( /2)

( ) 4 tan( /2)

( ) 4 tan( /2)

a b c A

b c a B

c a b C

∆

∆

∆

= − +

= − +

= − +

S

S

S

  

  نجد �2.وبالجمع والاستفادة من 
2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) 4 3a b c b c c a a b ∆+ + = − + − + − + S  

  عندئذ ∆محيط المثلّث  P∆ليكن  �2.
2 2 2 2 2( ) 2( )a b c a b c ab bc ca∆ = + + = + + + + +P  

  ولكن
2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) 2( )b c c a a b a b c ab bc ca− + − + − = + + − + +  

  إذن
2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) 3( )b c c a a b a b c∆ + − + − + − = + +P  
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  نستنتج أنّ  آنفاً وبالاستفادة من المتراجحة التي أثبتناها 
( )2 2 2 22 ( ) ( ) ( ) 12 3b c c a a b∆ ∆≥ − + − + − + ⋅P S  

2تتحقّق المتراجحة  ∆نستنتج إذن أنهّ في أيّ مثلّث  �2. 12 3∆ ∆≥P S وتتحقّق المساواة ،
  متساوي الأضلاع. ∆فيها إذا وفقط إذا كان المثلّث 

تنص هذه المتراجحة، أن أكبر المثلثّات ذات محيط مُعطى مساحةً هي المتساوية الأضلاع. وأنّ أصغر 
  ú   ع أيضاً.المثلثات ذات مساحة معطاة محيطاً هي المتساوية الأضلا

Jف، أياً كانت  31. التمريننعرn  من∗ℕ وk  منnℕ المقدار ،{ }nk بالعلاقات  

{ } { }

{ } { } { }

1, !,1

1 1
, ( 2, 1)

1

n n
nn

n n n
k n n kk k k

= =

 − − = + ≥ > > − 

 

I  

}أعطِ قيم  1. }nk 5عندما n≥  1وn k≥ ≥.  

[ليكن  2. [: 1,F +∞ → ℝ تابعاً من الصفnC  مع( 1)n   . نعرف التابع≤
: , ( )tg t F e∗

+ →ℝ ℝ ֏  
  أثبت أن

  { } ( ) ( )( )

1

1, ( )
!

n
n k t kt

k

n
t g t F e ekk

∗
+

=

∀ ∈ =∑ℝ  ( )1 

}فلدينا  nℕمن  pأنه أياً كان  استنتج 3. }
1

p
n k

p

k

n
p C k

=

= ∑.   

]من كثير حدود   Qاستنتج أنه أياً كان  4. ]Xℝ  درجته أصغر منn :تتحقق العلاقة 

( ) { } ( ) ( )( )

1 1

1
0 1

! !

n nn
k k

k k

nk
Q Qkk k= =

=∑ ∑  

  ا سبق لإثبات أنمم فدْ ، استQباختيار مناسب لكثير الحدود  ،nℕمن  pلتكن  5.

  { }
1

( 1)
p

p k k n
p

k

n
C kp

−

=

= −∑  ( )2  
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)العلاقة  عملاست 6. 0لإثبات أنه مهما تكن  1( t<  1ومهما تكن n≤ لديناف  

  
( ) { }

( ) { }

1
1

1

d ( 1)
d 1 (1 )

1d exp( ) exp( )
d !

n
n t t

k
n t t k

k

n
n

t t kt
n

k

ne e
kt e e

n
e e ekt k

− −

− − +
=

=

= −
− −

=

∑

∑
  ( )3  

II  

0تكن ل t<  0و n≤ لمتسلسلتين  تقارب. أثبت ا
0 !

n
kt

k

k
e

k≥
و ∑

0

n kt

k

k e−

≥
∑ ،

1nkنصطلح أنّ  )في حالة  = , ) (0, 0)k n   ، و نعرف من ثمَّ =

( )

0 !

n
kt

n

k

k
g t e

k≥

= و   ∑
0

( ) n kt
n

k

h t k e−

≥

= ∑  

)0عبرّ عن  1. )g t  بدلالةexp( )te 0، وعن( )h t  بدلالة
1

t

t

e

e

−

−−
.  

أثبت صحة المتراجحة  2.
2

, 1
2

x xx
x e x e∀ ∈ − − ≤ℝ.  

∗من  0tلتكن  3.
+ℝ  وℓ  0من 0,

2 2

t t − 
 

  . أثبت أن 

( )
( )

2 0
0 0 1 0 2

2 0
0 0 1 0 2

3
( ) ( ) ( ) 2 2

( ) ( ) ( ) 2 2

n n n n

n n n n

t
g t g t g t g

t
h t h t h t h

+ +

+ +

+ − − ≤

+ − + ≤

ℓℓ ℓ

ℓℓ ℓ

  

∗الاشتقاق على  nhو ngالتابعان  يقبلِ  ،nواستنتج أنه، أياً كان 
+ℝ، ويحققا  

1n ng g +′ 1n و  = nh h +′ = −  
0استخلص مما سبق أنه أياً كان  4. t<  1و n≤ ّفإن ،  

( ) { }
( ) { }

1
1

1

( 1)
(1 )

1
exp( )

!

n
t

n k
n t k

k
n

t
n

k

n
eh t k e

n ktg t e ekk

−
−

− +
=

=

= −
−

=

∑

∑
  

]من  nGكثير حدود  ، يوجدْ nأثبت أنه، مهما يكن العدد الطبيعي  5. ]Xℝ  يحقق  

0

1, ( )
!

n
x k

n

k

k
x G x e x

k
−

≥

  ∀ > =    
∑  
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]من  nH، يوجد كثير حدود nأثبت أنه، مهما يكن العدد الطبيعي  6. ]Xℝ  ّق يحق  

( )
1

1
1, ( ) 1

k
n

n

k

x H x k
x≥

∀ ≥ = −∑  

)ثمُ أثبت أنّ  1)X X )يقسم  − )nH X  1أياً كانت n≤.  

)مجموع المتسلسلة  أثبت أنّ  7. )
1

1

k
n

k

mk
m

≥
)، في حالة طبيعي زوجي عددٌ  ∑+ , )m n 

  .2ℕمن 
)بدلالة  عبرّ  8. )nH X موعين عنا  

1

0

( )
n

k
n k

k

C H X
−

=
   و   ∑

1

0

( 1) ( )
n

n k k
n k

k

C H X
−

−

=

−∑  

III  
  يكن ℂمن  zو  ℕ∗من  pأثبت أنه مهما يكن  1.

0

1 1

1
n n

n

z p z
p pz

∞

=

< ⇒ =
− ∑  

 بسيطةه العناصر التالي إلى حلّل الكسر العادي  2.

( ) ( )( ) ( )
1

1 1

1 1 1 2 1
p k

pz z z kz
≤ ≤

=
∏ − − − −⋯

 

1تحُقق  ℂمن  zا سبق لتثبت أنه مهما تكن مم فدْ است 3.
z

k
  فلدينا  ،>

0

1 1

(1 )(1 2 ) (1 ) !
m

m

k m
zkz z kz k

∞

=

 +  =  
− − −    

∑⋯
  

IV  

}من  kو ℕ∗من  n لتكن }1, 2, ,n…الرمز، نرمز ب nkS  إلى عدد التوابع الغامرة من

}. أثبت أن kإلى مجموعة عدد عناصرها  nمجموعة عدد عناصرها  } n
k

n
Sk ، واذكر =

} العددَ  k!لماذا يقسِم العددُ  }nk.  
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  لـالح

.1. I  قيم  نجد في الجدول التالي{ }nk 5عندما n≥  1وn k≥ ≥.  

 1 2 3 4 5

1 1
2 1 2
3 1 6 6
4 1 14 36 24
5 1 30 150 240 120

k
n

  
.2. I  1في حالةn   الخاصّة التالية :  nPلتكن  ≤

:إذا كان  1,F  +∞ →  ℝ تابعاً من الصفnC . لتابعا ناعرفّو 
: , ( )tg t F e∗

+ →ℝ ℝ   عندئذ  ֏

  ( ) ( )

1

1
, ( ) ( )

!

n
n k t kt

k

n
t g t F e e

kk

∗
+

=

   ∀ ∈ =  
   

∑ℝ  

)صحيحة وضوحاً إذ تنصّ على أنّ  1Pفي الحقيقة، الخاصّة  ) ( )t tg t F e e′ لنفترض إذن  .=′
2nفي حالة  1n−Pصحّة الخاصّة  :، وليكن ≤ ]1, [F +∞ → ℝ تابعاً من الصفnC .

  عندئذ نستنتج من فرْض التدريج أنّ 
1

( 1) ( )

1

1 1
, ( ) ( )

!

n
n k t kt

k

n
t g t F e e

kk

−
∗ −
+

=

 −  ∀ ∈ =  
   

∑ℝ  

∗من  tوباشتقاق طرفي المساواة السابقة نستنتج أنهّ في حالة 
+ℝ لدينا  

( )

( )

1
( ) ( 1) ( 1) ( )

1
1 1

1( 1) ( )

1 1

( )

2

1 1
( ) ( ) ( )

!

1 11 1
( ) ( )

! !

11 1
( )1! !

n
n k t k t k t kt

k
n n

k tk t k t kt

k k
n

k t kt

k

n
g t F e e kF e e

kk

n n
F e e kF e e

k kk k

k n n
F e e

k kk k

−
+ +

=
− −

++

= =

=

 −  = + 
   
   − −      = +   
         
  − −  = + −   

∑

∑ ∑

∑
1

( )

1

( )
n

k t kt

k

kF e e

−

=

   
   

∑
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  ومن ثمَّ 
1

( ) ( ) ( )

2

( )

1

1 1
( ) ( ) ( ) ( )1!

1
( )

!

n
n n t nt k t kt t t

k
n

k t kt

k

k n n
g t F e e F e e F e e

k kk

n
F e e

kk

−

=

=

   − −       ′= + + +    −           
   =  
   

∑

∑

  

  . nPوهذا يثُبتُ صحّة الخاصّة 
.3. I  لتكنp  منnℕ التابع  (1). ولنختر في( ) pF x x=  فيكون( ) ptg t e= ومنه ،  

( )

1

1
( 1) ( 1)

!

p
n pt p k t kt

k

n
p e p p p k e e

kk

−

=

   = − − + 
   

∑ ⋯  

  إذن

1

p
n k

p
k

n
p C

k
=

   =  
   

∑  

.4. I  لتكنp  منnℕ ّولنفترض أن .( ) pQ X X= عندئذ  

( )

1

(0)
!

n n
k n

k

k
Q p

k=

=∑  

  و

   
( )

1 1

1

1 ( 1) ( 1)
(1)

! !

n p
k

k k
p

k
p

k

p p p kn n
Q

k kk k

n
C

k

= =

=

   − − +      =   
         

   =  
   

∑ ∑

∑

⋯

  

  نستنتج أنّ المساواة

( ) ( )

1 1

1
(0) (1)

! !

n nn
k k

k k

k n
Q Q

kk k= =

   =  
   

∑ ∑  

,1}2من  Qمحقّقة أياً كان  , , , }nX X X…  ولأنّ الطرفين خطيّان بالنسبة إلىQ أنّ  نستنتج
]من  Qلمساواة تبقى محقّقة أياً كان كثير الحدود هذه ا ]Xℝ  الذي درجته أصغر أو تساويn.  
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.5. I  لتكنp  منnℕالمساواة السابقة  . ولنضع في�( ) ( ) ( 1)pQ X Q X X= = عندئذ  −
  نستنتج مباشرة من المساواة 

� �( ) ( )

1 1

1
(0) (1)

! !

n nn k k

k k

k n
Q Q

kk k= =

   =  
   

∑ ∑  

  أنّ 
1

( 1) ( 1)
( 1)

!

p
n p k

k

p p p k n
k

pk

−

=

 − − +   − =  
   

∑
⋯  

  أو
1

( 1)
p

p k k n
p

k

n
C k

p
−

=

    = − 
   

∑  

.6. I  1في حالة
( )

1
F x

x
=

−
  يكون لدينا  

( )

1

( 1) !
( )

( 1)

k
k

k

k
F x

x +

−
=

−
)  و     )

1

t

t

e
g t

e

−

−
=

−
  

  في هذه الحالة الخاصّة بالشكل (1)إذن تُكتب العلاقة 

( )

1
1

1
1

d 1 ( 1) !

!d 1 ( 1)

1
( 1)

nn t k
kt

n t t k
k
n t

k

t k
k

e kn
e

kkt e e

en
k e

−

− +
=

−

+
=

    −    =      − −    

   = −  
  −  

∑

∑
  

0وذلك مهما تكن  t<  1ومهما تكن n≤.  
)في حالة  ) xF x e=  يكون لدينا  

( )( )k xF x e=    و  ( ) exp( )tg t e=  
  في هذه الحالة الخاصّة بالشكل (1)إذن تُكتب العلاقة 

( )
1

d 1
exp( ) exp( )

!d

nn
t t kt

n
k

n
e e e

kkt =

   =  
   

∑  

0وذلك مهما تكن  t<  1ومهما تكن n≤.  
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. II  0لتكن t< 0و n≤.  ّ1نصطلح أنnk ) في حالة = , ) (0,0)k n  ، عندئذ=

ن االمتسلسلتتتقارب 
0 !

n
kt

k

k
e

k≥
و ∑

0

n kt

k

k e−

≥
  ، نعرف من ثمَّ اعتماداً على معيار دالمبرت مثلاً  ∑

0

( )
!

n
kt

n
k

k
g t e

k≥

 و   ∑=
0

( ) n kt
n

k

h t k e−

≥

=∑  

.1. II  ّنعلم أن
0 !

k
x

k

x
e

k

∞

=

,0إذن  ∑= ( ) exp( )tt g t e∗
+∀ ∈ =ℝ .  

  كان   لـمّاومن جهة أخرى، 

1

1/1
1,

1 1 1/
k

k

x
x x

x x

∞
−

=

∀ > = =
− −

∑  

  استنتجنا أنّ 

0, ( ) 1
1

t

t

e
t h t

e

−
∗
+ −

∀ ∈ = +
−

ℝ.  

.2. II لاغرانج على أنهّ في حالة تابع -تنصّ متراجحة تايلورf  1من الصفnC   لدينا ℝعلى  +
1

( )
( 1)

0,10

(0)
, ( ) sup ( )

! ( 1)!

nn k
k n

tk

xf
x f x x f tx

k n

+

+

 ∈=  

∀ ∈ − ≤
+

∑ℝ  

1nوفي حالة  )و = ) xf x e=  ّنستنتج أن  
2

, 1
2

xx x
x e x e∀ ∈ − − ≤ℝ  

.3. II   

∗من  0tلتكن  �
+ℝ  وℓ  0من 0/2, /2t t −  .عندئذ  

( )

( )

0 0 0

0

( )
0 0 1 0

0

0

( ) ( ) ( )
!

1
!

n
k t kt kt

n n n
k

n
kt k

k

k
g t g t g t e e k e

k

k
e e k

k

+
+

≥

≥

+ − − = − −

= − −

∑

∑

ℓ

ℓ

ℓ ℓ ℓ

ℓ
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  ومن ثمَّ 

( )

0

0

0

0 0 1 0
0

2 2

0
2 2

0
2

0
2

( ) ( ) ( ) 1
!

! 2

2 !

3

2 2

n
kt k

n n n
k

n
kkt

k

n
k t

k

n

k
g t g t g t e e k

k

k k
e e

k

k
e

k

t
g

+
≥

≥
+

+

≥

+

+ − − ≤ − −

≤

≤

  ≤    

∑

∑

∑

ℓ

ℓ

ℓ

ℓ ℓ ℓ

ℓ

ℓ

ℓ

  

∗من  0tنستنتج من ذلك أنهّ في حالة 
+ℝ وn  منℕ يكون لدينا  

0 0
1 0

0

( ) ( )
lim ( )n n

n

g t g t
g t+

→

+ −
=

ℓ

ℓ

ℓ
  

∗قابلٌ للاشتقاق على  ngأي إنّ 
+ℝ  1ومشتقّه هوng +.  

∗من  0tلتكن  �
+ℝ  وℓ  0من 0/2, /2t t −  .عندئذ  

( )

( )

0 0 0

0

( )
0 0 1 0

0

0

( ) ( ) ( )

1

k t kt ktn
n n n

k
ktn k

k

h t h t h t k e e k e

k e e k

− + − −
+

≥
− −

≥

+ − + = − +

= − +

∑

∑

ℓ

ℓ

ℓ ℓ ℓ

ℓ
  

  ومن ثمَّ 

( )

0

0

0

0 0 1 0
0

2 2

0
2

2

0
2

0
2

( ) ( ) ( ) 1

2

2

2 2

ktn k
n n n

k

kktn

k

k tn

k

n

h t h t h t k e e k

k
k e e

k e

t
h

− −
+

≥

−

≥

− ++

≥

+

+ − + ≤ − +

≤

≤

  ≤    

∑

∑

∑

ℓ

ℓ

ℓ

ℓ ℓ ℓ

ℓ

ℓ

ℓ
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∗من  0tنستنتج من ذلك أنهّ في حالة 
+ℝ وn  منℕ يكون لدينا  

0 0
1 0

0

( ) ( )
lim ( )n n

n

h t h t
h t+

→

+ −
= −

ℓ

ℓ

ℓ
  

∗قابلٌ للاشتقاق على  nhأي إنّ 
+ℝ  1ومشتقّه هوnh +−.  

.4. II  ّ0نستخلص مما سبق أنg 0وh  ينتميان إلى الصفC∞  ّوأن  
( ) ( ), , ( 1)n n n

n nn g g h h∀ ∈ = = −ℕ  
0استنتجنا أنهّ في حالة  (3)فإذا استفدنا من العلاقة  t<  1و n≤ يكون لدينا  

( )
0

1

d
( ) exp( )

! d

1
exp( )

!

n n
kt t

n n
k

n
t kt

k

k
e g t e

k t

n
e e

kk

∞

=

=

= =

   =  
   

∑

∑
  

  و

0

1
1

d
( ) ( 1)

d 1

( 1)
(1 )

n t
n kt n

n n t
k

n t
n k

t k
k

e
k e h t

t e

en
k e

∞ −
−

−
=

−
−

− +
=

  = = −    − 

   = −  
  −  

∑

∑
  

.5. II  لنعرّف كثيرات الحدود( )n nG ∈ℕ  من[ ]Xℝ  : كما يلي  

0( ) 1G X و  =
1

1
, ( )

!

n
k

n
k

n
n G X X

kk

∗

=

   ∀ ∈ =  
   

∑ℕ  

0nعندئذ من الواضح أنهّ في حالة     تتحقّق المساواة =

0

1, ( )
!

n
x k

n
k

k
x G x e x

k

−

≥

  ∀ > =    
∑  

  فيكون لدينا استناداً إلى ما سبق ℕ∗من  nأمّا في حالة 

1 0

1
0, ( ) ( )

! !

t
n n

t kt e t k
n

k k

kn
t G e e e e

kk k

−

= ≥

      ∀ > = =         
∑ ∑  
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  وهذا يبرهن أنّ 

0

1, ( )
!

n
x k

n
k

k
x G x e x

k

−

≥

  ∀ > =    
∑  

.6. II  لنعرّف كثيرات الحدود( )n nH ∈ℕ  من[ ]Xℝ  : كما يلي  

0( ) 1H X X= و     −
1

, ( ) ( 1) ( 1)
n

n k k
n

k

n
n H X X X

k
∗ −

=

   ∈ = − −  
   

∀ ∑ℕ  

0nعندئذ من الواضح أنهّ في حالة    تتحقّق المساواة =

1

1
1, ( ) 1

k

n
n

k

x H x k
x≥

 ∀ ≥ = −   
∑  

  فيكون لدينا استناداً إلى ما سبق ℕ∗من  nأمّا في حالة 

1
1 1

1
0, ( 1)

1 (1 )

n t
n k n kt

n t t k
k k

en
t H k e

ke e

∞−
− −

− − +
= =

     ∀ > = − =      − −  
∑ ∑  

  وهذا يبرهن أنّ 

1

1
( 11, )

k

n
n

k

x x k
x

H
≥

 ∀ = −   
≥ ∑   

1ومن الواضح أنهّ في حالة  n≤  يقسم( 1)X X ) كثير الحدود  − )nH Xلأنهّ عندئذ ،  

1

1

( ) ( 1) ( 1)
n

n k k
n

k

n
H X X X X

k
− −

=

   = − ⋅ −  
   

∑  

.7. II  ليكن( , )m n  2منℕ ، 0عندئذ في حالةn    لدينا  <

1

1

1

( 1)
1

( 1) ( 1) ( 1)

k

n
n

k

n
n k k

k

m
k H m

m

n
m m m

k

≥

− −

=

  = +  + 

   = + ⋅ − + 
   

∑

∑

  

)وهذا يثبتُ أنّ العدد الموجب  )
1

1

k
n m

m
k

k
+

≥

nزوجي في حالة  طبيعي عددٌ  ∑ ∗∈ ℕ فهو ،

2ينتمي إلى  ∗ℕ.  
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.8. II  لتكنx  من∗
+ℝعندئذ .  

( )

0 0 1

1 0

1

1
( ) 1

1
1

1
1

pn n
n k k n k k k

n k n
k k p

pn
k n k k
n

p k

p
n

p

C H x C p
x

C p
x

p
x

λ λ

λ

λ

− −

= = ≥

−

≥ =

≥

     = −        
   = −      

 = + −   

∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑

  

1λففي حالة    نستنتج أنّ  =

0 1

2

1
( ) ( 1) 1

1
1

1

1
( ) 1

1
1

( ) ( ) 1
1

pn
k n
n k

k p

p

n

p

n

n n

C H x p
x

x
p

x x

x
H x

x x

H x H x
x

= ≥

≥

 = + −   

 = −  −  

 = − +  −  

= + −
−

∑ ∑

∑  

 ومن ثمَّ 
1

0

( )
( ) 1

1

n
k n
n k

k

H x
C H x

x

−

=

= −
−

  إذن، ∑

1

0

( )
( ) 1

1

n
k n
n k

k

H X
C H X

X

−

=

= −
−

∑  

1λوفي حالة  =   نستنتج أنّ  −

0 2

1

1
( 1) ( ) ( 1) 1

1 1
1

1
( ) ( )

pn
n k k n

n k
k p

p

n

p

n n

C H x p
x

x
p

x x

H x H x
x

−

= ≥

≥

 − = − −   

 − = −   

= −

∑ ∑

∑  
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 ومن ثمَّ 
1

0

( )
( 1) ( )

n
n k k n

n k
k

H x
C H x

x

−
−

=

−   إذن، ∑=

1

0

( )
( 1) ( )

n
n k k n

n k
k

H X
C H X

X

−
−

=

− =∑  

.1. III  1نعلم أنهّ في حالةw  لدينا >
0

1

1
n

n

w
w

∞

=

=
−

 p، وهذا يثبتُ أنهّ في حالة ∑

يتحقّق الاقتضاء التالي  ℂمن  zو ℕ∗من 
0

1 1

1
n n

n

z p z
p pz

∞

=

< ⇒ =
−

∑.  

.2. III 1علم أنهّ توجد أعداد ن( )p p kλ ≤   تحقّق ≥

1
1

1

(1 ) 1

k
p

p
p k

pz pz

λ

=
≤ ≤

=
− −

∑
∏

  

  حيث

( )

( )

1

1

1

1 /

( 1)( 2) 1( 1)

( 1)

!( )!

m

p k
p m

k

m k k

p m

m

m m m k

m

m k m

λ

≤ ≤
≠

−

−

=
∏ −

=
− − − −

−
=

−

⋯ ⋯
  

.3. III إذن، في حالة | | 1/z k<  ، يكون لدينا  

( )
( )

( )

( )

1
1

1 0

0 1

0

1 1 1
1

1 ! 1

1
1

!

1
1

!

1

!

k
pp k k
k

p
p k

k
pp k k n n
k

p n

k
pp k n k n
k

n p

n

n

C p
pz k pz

C p p z
k

C p z
k

n k
zkk

−

=
≤ ≤

∞
−

= =

∞
− +

= =

∞

=

= −
∏ − −

 = −   

  = −   

+   =  
   

∑

∑ ∑

∑ ∑

∑
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. IV لتكن n  من∗ℕ وk  منnℕالرمز، نرمز ب nkS  إلى عدد التوابع الغامرة من مجموعة عدد
) ولنرمز بالرمز nℕمن  pلتكن . kإلى مجموعة عدد عناصرها  nعناصرها  ),n pF ℕ ℕ  إلى

نرمز  pℕمن  B. في حالة مجموعة جزئيّة pℕوتأخذ قيمها في  nℕمجموعة التوابع التي منطلقها 
nبالرمز 

BS  إلى مجموعة التوابع: n pf →ℕ ℕ  وتحُقّقIm f B= في هذه الحالة ،

( ) ( )card
cardn n

BB
S = S ف الجماعةوتؤل .( )

p

n
B B∅≠ ⊂
S

ℕ
) لـة تجزئ  ),n pF ℕ ℕ ومن .

  ثمَّ 

( )( ) ( ) ( )card
card , card

p p

n n
n p B B

B B

S
∅≠ ⊂ ∅≠ ⊂

= =∑ ∑F S

ℕ ℕ

ℕ ℕ  

  إذن

1

p
n k n

p k
k

p C S
=

=∑  

.4.وكنّا قد أثبتنا في  I 5.و. I  1أنّ المساواة السابقة في حالة p n≤   تقتضي أن يكون ≥

1

( 1)
p

n p k k n
p p

k

n
S C k

p
−

=

   = − =  
   

∑  

}ه فإنّ العدد وعلي }1

!
n
kk

  ú جزءاً، وهو من ثمَّ عددٌ طبيعي. pإلى  nℕيمثل عدد تجزئات اموعة  

Jليكن 32. التمرين [ ]: ,f a b → ℝ نّ تابعاً مستمراًّ. نفترض أf  يحُقّق الشرطH  ًالتالي: أيا

]من  vو uكان العنصران  ],a b ن يحُقّقان المتراجحة االلذu v<  ُعددٌ  فيوجدλ  من
]   يحُقّق 0,1]

( )(1 ) ( ) (1 ) ( )f u v f u f vλ λ λ λ+ − ≤ + −  
  تابعٌ محدّبٌ. fأثبت أنّ التابع   

  لـالح
  لنتأمّل التابع 

( ) ( ): [0,1] , ( ) (1 ) ( ) (1 ) ( )g g t f ta t b tf a t f b→ = + − − + −ℝ  
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  ولنعرّف اموعة
{ }[0,1] : ( ) 0t g t= ∈ >A  

≠أنّ  ولنفترض جدلاً  ∅A.  
}. عندئذ Aعنصراً من  0tليكن  � }0 0,1t (0)لأنّ . ∌ (1) 0g g= =.  
)0ولأنّ   � ) 0g t اال ينتمي إلى  η، يوجد عددٌ 0tند مستمر ع gوالتابع  <

0 00,min( ,1 )t t −  يحُقّق 

0 0, , ( ) 0t t t g tη η ∀ ∈ − + >   
  إذن لقد أثبتنا أنهّ 

  , 0, ,u u uu u uη η η ∀ ∈ ∃ > − + ⊂ A A  
 . ولنعرّف العددينAعنصراً من  0tليكن  �

{ }
{ }

0 0

0 0

inf 0, : ,

sup ,1 : ,

s t s t

s t t s

α

β

   = ∈ ⊂   
   = ∈ ⊂   

A

A
  

Â  إذا كانα ∈ A  استنتجنا استناداً إلى النقطة السابقة أنهّ يوجد مجال
] , [α αα η α η− ααكان   لـمّا. و Aمحتوى في  + α η< نتجنا استناداً إلى است +

[أنهّ يوجد في اال  αتعريف  , [αα α η+  ٌعددs  0يحُقّق] , ]s t ⊂ A كان   لـمّا، و
] , [α αα η α η− + ⊂ A  ّ0أيضاً استنتجنا أن] , ]tαα η− ⊂ A،  وهذا يناقض

α. إذن يجب أن يكون αعريف ت ∉ A ّونبرهن بأسلوب مماثلٍ أن .β ∉ A  .ًأيضا
 وعليه

( ) 0g α )و      ≥ ) 0g β ≤  

Â  استناداً إلى تعريفα  توجد متتالية( )n ns ∈ℕ  تسعى إلىα  وتحُقّق
0, ] , ]nn s t∀ ∈ ⊂ Aℕ  فإذا استفدنا من استمرارg  عندns  ّاستنتجنا أن

, ( ) 0nn g s∀ ∈ ≥ℕ كان   الـمّ . وg  مستمراًّ عندα  ّاستنتجنا أن( ) 0g α ≥ .
)ونستنتج بأسلوب مماثل أنّ  ) 0g β . وبمقارنة النتيجتين السابقتين نرى أنّ ≤

( ) ( ) 0g gα β= =. 

Â وحاً من تعريف ومن جهة أخرى نرى وضα وβ  ّأن ] , [, ( ) 0t g tα β∀ ∈ >. 
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Â  1)لنتأمّل النقطتين )u a bα α= + 1)و − )v a bβ β= + . استناداً إلى −
 يحُقّق ]0,1[ينتمي إلى اال  λيوجد  ،Hالفرْض 

    ( (1 ) ) ( ) (1 ) ( )f u v f u f vλ λ λ λ+ − ≤ + −  ( )∗  

)تين اولكنّ المساو  ) 0g α )و = ) 0g β   تُكافئان =

( ) ( ) (1 ) ( )f u f a f bα α= + )و    − ) ( ) (1 ) ( )f v f a f bβ β= + −  
  إذن

( ) (1 ) ( ) ( ) (1 ) ( )f u f v f a f bλ λ δ δ+ − = + −  
   حيث

(1 ) ] , [δ λα λ β α β= + − ∈  
  وكذلك فإنّ 

(1 ) (1 )u v a bλ λ δ δ+ − = + −  
)إذن، نستنتج من المتراجحة    أنّ  ∗(

( )(1 ) ( ) (1 ) ( )f a b f a f bδ δ δ δ+ − ≤ + −  
)أي إنّ  ) 0g δ [موجباً تماماً على  gكون ناقض  . وهذا ي≥ , [α β.  

  يجب أن تكون خالية. أي  Aاموعة السابق أنّ نستنتج من التناقض 
[0,1], ( (1 ) ) ( ) (1 ) ( )t f ta t b tf a t f b∀ ∈ + − ≤ + −  

 فنكون بذلك قد أثبتنا أنّ كلّ تابع مستمر: [ , ]f a b → ℝ لشرط يحُقّق اH  ًق أيضايحق
  المتراجحة

[0,1], ( (1 ) ) ( ) (1 ) ( )t f ta t b tf a t f b∀ ∈ + − ≤ + −  
|فإذا طبّقنا هذه الخاصّة نفسها على  ,u vf  

 
aفي حالة  u v b≤ <   استنتجنا أنّ  >

[0,1], ( (1 ) ) ( ) (1 ) ( )t f tu t v tf u t f v∀ ∈ + − ≤ + −  
  ú  الإثبات. كتملتابعٌ محدّبٌ، وي fفالتابع 
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Jليكن  33. التمرينI وJ  مجالين غير تافهين منℝ ًنتأمّل تقابلا .:f I J→  ًمحدّبا
)تدريجياً متتاليتين  ومتزايداً. ثمُّ نعرّف )n nu ∈ℕ و( )n nv ∈ℕ  0باختيارu 0وv  منI 

0تحُققان  0u v≤ ُّضع و ، ثم  

( ) ( )( )
1

1
1

,
2

2

n n
n

n n
n

u v
n u

f u f v
v f

+

−
+

+
∀ ∈ =

+
=

ℕ

  

)أنّ المتتاليتين أثبت    )n nu ∈ℕ و( )n nv ∈ℕ .متجاورتان  

  الحـل

 يكن ℕمن  nمحدّباً استنتجنا أنهّ مهما تكن  fكان التابع   لـمّا �

1 1

( ) ( )
( ) ( )

2 2
n n n n

n n

u v f u f v
f u f f v+ +

 + + = ≤ =   
  

1fولأنّ  1متزايدٌ استنتجنا أنّ  − 1, n nn u v+ +∀ ∈ ≤ℕ ّ0. فإذا تذكّرنا أن 0u v≤  استنتجنا
, أنّ  n nn u v∀ ∈ ≤ℕ.  
 نستنتج من المتراجحة السابقة أنّ  �

1,
2 2

n n n n
n n

u v u u
n u u+

+ +
∀ ∈ = ≥ =ℕ  

)فالمتتالية  )n nu ∈ℕ .متزايدة  
1fو fوكذلك نستنتج من تزايد التابعين  �  لدينا ℕمن  nوالمتراجحة نفسها أنهّ في حالة  −

( )1 1 1
1

( ) ( ) ( ) ( )
( )

2 2
n n n n

n n n

f u f v f v f v
v f f f f v v− − −
+

   + +   = ≤ = =        
  

)فالمتتالية  )n nv ∈ℕ .متناقصة  
1 نستنتج مما سبق أنّ  � 1, n n n nn u u v v+ +∀ ∈ ≤ ≤ ≤ℕ ، أن تكون المتتاليتان ُفلا بد

( )n nu ∈ℕ و( )n nv ∈ℕ  .متقاربتين 

limلنضع  � n
n

uλ
→∞

limو  = n
n

v
→∞

Λ 12. عندئذ نستنتج من = n n nu u v+ = + 
λتسعى إلى اللااية أنّ  nبجعل  = Λ وهذا ما يبرهن على أنّ المتتاليتين .( )n nu ∈ℕ 

)و )n nv ∈ℕ .متجاورتان  ú  
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  الجزء الأولّمفردات دليل 
  يظهر فيها المفهوم المشار إليه ظهوراً معنوياً  التي صفحةإلى الرقم يشير ال

  
 262 ستمرار المنتظم الا

 312 اشتقاق التابع العكسي

 250 انقطاع من النوع الأوّل

 250 انقطاع من النوع الثاّني

 5 أصغر عنصر

 5 أكبر عنصر

 260 تابع العكسيال

 239 دوري تابع

 238 تابع زوجي

 238 تابع فردي

 240 تابع متزايد

 240 تابع متناقص

 329 تابعٌ محدّب

 241 تابع محدود

 241 تابع محدود من الأدنى

 242 تابع محدود من الأعلى

 250 تابع مستمر

 252 يّاً عِ تابع مستمر قِطَ 

 240 تابع مطرّد

 329 تابعٌ مقعّر

 ABEL  148تحويل 

 147 تقارب بالإطلاق ال

 CESARO  73توطئة 

 EULER  161ثابت 

 273 جبر التوابع

 152 جداء التلاف

 7 زء الصحيح الج

 13 جوار

 37,139 د العام الح

 4 حدّ أدنى

 4 حدّ أعلى

 3 حقل الأعداد الحقيقيّة

 6 خاصّة أرخميدس

 12 داخل

 239 دور

 76 سرعة التقارب

 CAUCHY  139, 246شرط 

 LIPSCHITZ  263شرط 

nصف ال
C  315 

 157 قاربة مُ ـلاعبارات ال

 3 علاقة ترتيب كلّي

 SIMPSON  322علاقة 

 LEIBNITZ  315علاقة 

 3 عنصر راجح

 3 عنصر قاصر

 13 قرص المفتوح ال

 251 قفزة تابع

 10 قيمة المطلقة ال

 317 مبرهنة التزايدات المحدودة

 255 مبرهنة القيمة الوسطى

 59 مبرهنة النقطة الثابتة

 EULER  326مبرهنة 
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 -BOLZANO مبرهنة

WEIERSTRASS 

51 

 DARBOUX   346داربومبرهنة 

 ROLLE  317مبرهنة 

 MERTENS  152مبرهنة 

 HEINE-BOREL 263مبرهنة 

 42 متتالية تسعى إلى اللااية

 37 متتالية جزئيّة

 37 متتالية عدديةّ

 55 متتالية كوشي

 38 متتالية متباعدة

 43 متتالية متزايدة

 38 متتالية متقاربة

 43 متتالية متناقصة

 38 متتالية محدودة

 43 متتالية محدودة من الأدنى

 43 متتالية محدودة من الأعلى

 43 متتالية مطرّدة

 45 متتاليتان متجاورتان

 322 نجلاغرا-متراجحة تايلور

 RIEMANN  141متسلسلة 

 139 متسلسلة عدديةّ

 139 متسلسلة متباعدة

 139 متسلسلة متقاربة

 147 متسلسلة متناوبة

 140 متسلسلة هندسيّة

 337 توسّط الحسابي الم

 337 توسّط الهندسي الم

12 ال ا 

 13 مجال مغلق

 13 مجال مفتوح

 9 مجموعة كثيفة

 65 مجموعة متراصّة

 64 مجموعة مغلقة

 11 مُنجز ـلا الحقيقي ستقيمالم

 313 ,309 شتق الم

 310 شتق من اليسار الم

 310 شتق من اليمين الم

 315 شتق من مرتبة عليا الم

 D'ALEMBERT  144معيار 

 CAUCHY  143معيار 

-TAYLORمنشور 

LAGRANGE  321 

 147 نصف التقارب   

 63 نقطة لاصقة

 47 الدنيا اية الحدود

  47اية الحدود العليا

  242اية تابع

  246اية من اليسار

  246اية من اليمين

 326 يبلغ قيمة حدّية

 326 يبلغ قيمة صغرى محليّاً 

 326 يبلغ قيمة عظمى محليّاً 

  
qwe  

agd  

zxc  
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 المعهد العالي

    للعلوم التطبيقية والتكنولوجيا

 التحليل التحليل التحليل التحليل 
 الدكتور عمران قوبا

1 

 المتتاليات والمتسلسلات العددية

 واشتقاقها استمرار التوابع

 المعهد العالي للعلوم التطبيقية والتكنولوجيا
Higher Institute for Applied Sciences and Technology 

www.hiast.edu.sy 

ا�كتور عمران قو� المركز الثاني في مسابقة انتقاء  احتل� 
أساتذة التعليم العالي على مسـتوى الجمهورية الفرنسـية 

شهادة  ، وحصل على1985في عام “ يـونأغرغاس ـ”
ليل التح اختصاصفي  ا�كتوراه في الرIضيات البحتة

 . 1990ريس عام التابعي من جامعة بيير وماري كوري في �
 

. وقد 1990ام العالي للعلوم التطبيقية والتكنولوجيا منذ ع المعهديدرّس ا�كتور قو� الرIضيات في 
وضع في هذه السلسc من الكتب العلميّة أغلب الموضوعات التي درّسها في المعهد العالي في 

دي، التفاضلية، والتحليل العقمجالات الجبر العام، والجبر الخطّي، والتحليل، والمعادلات 
والتحويلات التكاملي�ة وغيرها، وقد أغنى السلسc �لعديد من الأمثc والتطبيقات والمسائل 

 والتمرينات.

ما، أداة �مّة لكلِّ الراغبين في دراسة الرIضياّت بصفتها علماً وفناًّ قائمينَْ بذاته السلسcتمثلّ هذه 
 ة.ل الرIضيّات بصفتها أداة �مّة ومفيدة في جميع العلوم الحديثاسـتعمافي أو لأولئك الراغبين 

 
قيقية، بدراسة خواص الأعداد الح القارئ  يبدأ ، الرIضي من سلسc التحليل الأوّلفي هذا الجزء 

رارها دراسة التوابع العددية من �ة اسـتمفي والمتتاليات والمتسلسلات العددية، ثم ينطلق 
    .واشـتقاقها

ل
لي
تح

ال
 

ضي
ريا

ال
    

وبا
 ق

ن
مرا

 ع
ور
كت

لد
ا
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