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أساتذة التعليم العالي على مسـتوى الجمهورية الفرنسـية 

شهادة  ، وحصل على1985في عام “ يـونأغرغاس ـ”
ليل التح اختصاصفي  ا�كتوراه في الرIضيات البحتة

 . 1990التابعي من جامعة بيير وماري كوري في �ريس عام 
 

. وقد 1990ام العالي للعلوم التطبيقية والتكنولوجيا منذ ع المعهديدرّس ا�كتور قو� الرIضيات في 
وضع في هذه السلسc من الكتب العلميّة أغلب الموضوعات التي درّسها في المعهد العالي في 

الجبر العام، والجبر الخطّي، والتحليل، والمعادلات التفاضلية، والتحليل العقدي،  مجالات
والتحويلات التكاملي�ة وغيرها، وقد أغنى السلسc �لعديد من الأمثc والتطبيقات والمسائل 

 والتمرينات.

ما، أداة �مّة لكلِّ الراغبين في دراسة الرIضياّت بصفتها علماً وفناًّ قائمينَْ بذاته السلسcتمثلّ هذه 
 .اسـتعمال الرIضيّات بصفتها أداة �مّة ومفيدة في جميع العلوم الحديثةفي أو لأولئك الراغبين 

 
لأوّل فيدرس ا، يتابع القارئ ما بدأه في الجزء الرIضي في هذا الجزء الثاني من سلسc التحليل

التوابع المالٔوفة، والنشر المحدود، ومتتاليات التوابع ومتسلسلاتها، والتكامل بمعنى ريمان، 
 والتكاملات المعمّمة وت� التابعة لوسـيط.
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  حصراً: الاتيٓالأصلي على الشكل 
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لوجيا مؤسسة حكومية للتعليم العالي أحدثت بموجب المرســوم المعهد العالي للعلوم التطبيقية والتكنو 
علمية متميزة من ×ندسين و�حثين للإسهام  أطر، وذw بهدف إعداد 1983/ لعام 24التشـريعي رقم /

  الفاعل في عملية التطوير العلمي والتنمية في الجمهورية العربية السورية.
يمنح المعهد العالي درجة الإجازة في الهندسة في الاتصالات والمعلوماتية والنظم الإلكترونية والميكاترونيكس 
وعلوم وهندسة المواد وهندسة الطيران. يقبل المعهد العالي �راسة هذه Tختصاصات شريحة منتقاة من 

لعالي أيضاً برامج ماجسـتير أكاديمي في نظم المتفوقين في الشهادة الثانوية من الفرع العلمي. يتيح المعهد ا
الاتصالات وفي التحكم والروبوتيك وفي نظم المعطيات الكبيرة ونظم المعلومات ودعم القرار وفي علوم 

يمنح المعهد العالي درجة ا�كتوراه في الاتصالات والمعلوماتية و وهندسة المواد وعلوم وهندسة البصرæت. 
تطبيقية. تحُدث في المعهد العالي اختصاصات جديدة بحسب متطلبات سوق العمل ونظم التحكم والفيزæء ال 

  وتوºات البحث والتطوير المحلية والعالمية.

وبمختبراته ا¨هزة تجهيزاً عالياً وببنيته التحتية الفريدة في العالي التاهٔيل  الكفوءة ذات باطٔرهيمتاز المعهد 
وفعالياته العلمية اìتلفة نشاطاً  أطرهس المعهد العالي عبر ºود القطر. إلى جانب النشاط التعليمي، يمار 

حثيثاً في البحث والتطوير، إذ ينفذ مشاريع متنوعة لصالح الجهات العامة والخاصة في القطر، كما يتعاون مع 
ية ºات خارج القطر في بعض المشاريع البحثية والتطويرية. يسعى المعهد أيضاً، عبر دورات تدريبية نظر 

 فريقه العلميوعملية متاحة للقطاعين العام والخاص وللأفراد، إلى إفادة أوسع فئة من المهتمين من إمكانيات 
  ومختبراته.

اسـتكمالاً �ور المعهد العالي الرائد في مجال التعليم ونشر العلم، يحرص المعهد العالي على نشر كتب علمية 
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أغنوا بملاحظام فحوى هذا  نجميع الزملاء الذيإلى أتقدّم بالشكر العميق 
    .الكتاب، وأسهموا في إعطائه شكله النهائي هذا

 وأخص  م الفاضل الأستاذ الدكتور موفق دعبول، والسادة الأساتذة بالشكر المعل
ذا الكتاب الدكتور نبيه عودة والدكتور خالد حلاوة على قراءم المتمعّنة له

زيل أتقدم بجعليه. وأخيراً، وليس آخراً،  وعلى الملاحظات القيّمة التي أبدوها
إلى الأستاذ مروان البواب الذي دقّق الكتاب لغوياً وأسهم والامتنان  الشكر

  بملاحظاته ومقترحاته في تحسين صياغة العديد من الفقرات.
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التحليل الرياضيّ هو فرعٌ من فروع الرياضيّات يتعامل مع الأعداد الحقيقيّة والأعداد العقديةّ   
  تمرار والتكامل والتفاضل في أطرها العامّة.والتوابع، وهو يدرس مفاهيم الاس

تاريخياً، يمكن إرجاع بدايات هذا الفرع من فروع الرياضياّت إلى القرن السابع عشر، مع اختراع   
نيوتن ولايبنتز حسابيَ التفاضل والتكامل، ثمُّ تطوّرت موضوعات المعادلات التفاضليّة وتحليل فورييه، 

 التطبيقي في القرنين السابع عشر والثامن عشر، واستُعملت تقانات حسابيَ دة في العمل والتوابع المول
  التفاضل والتكامل بنجاح في تقريب العديد من المسائل المنقطعة، والمسائل المتّصلة.

طوال القرن الثامن عشر، وكان كوشي  وبقي تعريف التابع موضع نقاش ومحاورة بين الرياضيّين  
CAUCHY يل الرياضي على أسس منطقيّة صلبة بإدخاله مفهوم متتاليات كوشي، أوّل من وضع التحل

وذلك مع بداية القرن التاسع عشر. كما أرسى كوشي القواعد الصوريةّ الأساسيّة للتحليل العقدي. 
وغيرهم المعادلات التفاضليّة  FOURIERوفورييه  LIOUVILLEوليوفيل  POISSONودرسَ بواسون 

  فقي.الجزئيّة والتحليل التوا



نظريتّه في التكامل. وشهد الثلُث  RIEMANNوفي منتصف القرن التاسع عشر وضع ريمان   
الأخير من ذلك القرن إعادة التنظيم الأخيرة للمفاهيم الأساسيّة في التحليل الرياضي بجهود فايرشتراس 

WEIERSTRASSياناً إلى ، الذي رأى أنّ النظرة الهندسيّة لمفاهيم النهاية والاستمرار تقود أح
ε-استنتاجات خاطئة، فوضع ما يسمّى تعريف δ  ّم يفترضون للنهاية. وبعدها تنبّه الرياضيّون إلى أ

وجود مجموعة "متّصلة" من الأعداد الحقيقيّة دون أي إثبات لوجود هذه اموعة، فأنشأ ديدكند 
DEDEKIND  ًما سمُيّ لاحقاً باسم "مقاطع ديدكند"، وجرت في مجموعة الأعداد الحقيقيّة مستعملا

الوقت نفسه تقريباً محاولات تطوير المبرهنات المتعلّقة بتكامل ريمان، وهذا ما أدّى إلى دراسة "قياس" 
  اموعات التي تكون عليها التوابع الحقيقيّة منقطعة.

يّة التي لا تقبل الاشتقاق عند المتمثلّة بتوابع غريبة مثل التوابع الحقيق» الوحوش«وبدأت تظهر   
وبورلِ  JORDANأيةّ نقطة، أو تلك التوابع التي تملأ منحنياا الفراغ. وفي هذه الحقبة، طوّر جوردان 

BOREL  نظريّة القياس، وطوّر كانتورCANTOR  ّللمجموعات.» الساذجة«ما يعُرف اليوم بالنظرية  

ي يُصاغ باستعمال المفاهيم الجديدة في نظريةّ ومع بداية القرن العشرين صار التحليل الرياض  
 HILBERTمسألة نظريةّ القياس والتكامل، وأدخل هِلبرت  LEBESGUEاموعات، وحلّ لوبيغ 

مفهوم الفضاءات التي عُرفت فيما بعدُ باسمه لحل المعادلات التكامليّة، وكان مفهوم الفضاء الشعاعي 
  في العشرينياّت من ذلك القرن التحليل التابعي. BANACHالمنظّم في الجوّ، إذْ أنشأ باناخ 

بدأت مفاهيم التوابع المعمّمة أو التوزيعات تظهر في ايات القرن التاسع عشر، وذلك في   
ونظريةّ ريمان للمتسلسلات المثلثيّة التي هي  LAPLACE، وتحويلات لابلاس GREENإطار توابع غرين 

كثّف سبيل المثال. وقاد الاستعمال الـمُ للمُكاملة على  ليست متسلسلات فورييه لتوابع قابلة
لتحويلات لابلاس، وطرائق الحساب الرمزي إلى ما صار يعُرف بحساب العمليات. حملت هذه 

   لأنّ تعليل صحّتها كان يعتمد على متسلسلات متباعدة. ينالطرائق سمعة سيئة بين الرياضيّ 

عمّم موقعاً مركزياًّ في الرياضيّات فقد جاءت في هوم التابع الـمُ التي احتل فيها مفأمّا المرةّ الأولى   
كاملة بمعنى لوبيغ مُكافئاً لأي تابع يتفق معه اتفاقاً شبه إطار تكامل لوبيغ، إذ صار التابع القابل للمُ 

 IRACDين، إذْ راح ديراك في العشرينياّت والثلاثينيّات من القرن العشر  δأكيد. وظهر تابع ديراك 
  يتعامل مع القياس بوصفه تابعاً بالمعنى التقليدي.

وذلك في  SCHWARTZشوارتز لوران وجاء التتويج النهائي لهذه المفاهيم في نظريةّ التوزيعات ل  
اية الأربعينيّات من القرن العشرين. تكمن نقطة الضعف الأساسيّة في هذه النظريةّ في عدم إمكان 



ة المسائل اللاخطيّة في إطارها، فالتوزيعات بمعنى شوارتز لا تؤلّف جبراً، ولا يمكن حساب جداء معالج
  ضرب التوزيعات كما تُضرب التوابع.

طلابٍ سيتابعون دراستهم في إلى يهدف هذا المؤلف إلى دراسة التحليل الرياضي، وهو موجّه   
  مجالات هندسيّة، ومكوّن من خمسة أجزاء.

  : الآتيةالموضوعات  ثانيهذا الجزء الفي نعالج 

التابع الأسيّ والتابع اللوغاريتميّ ، يعرض الفصل السادس بناءً دقيقاً للتوابع المألوفة �
  والتوابع المثلثّيّة والزائديةّ وتوابعها العكسيّة.

يتضمّن الفصل السابع دراسة تفصيليّة لمقارنة التوابع في جوار نقطة، وطرائق حساب و  �
  وحساب النهايات.والمتتاليات وتطبيقات ذلك في دراسة التوابع ، دودالنشر المح

 ويدرس الفصل الثامن متتاليات ومتسلسلات التوابع من حيث أنماط التقارب المختلفة، �
أو -والشروط الواجب تحققها حتىّ تنتقل خواص استمرار أو قابليّة اشتقاق متتالية 

  توابع متقاربة إلى ايتها. - متسلسلة

ويعالج الفصل التاسع مفهومَي التوابع الأصليّة والتكامل المحدود، لتوابع تنتمي إلى صفّ  �
، ويتطرق إلى أهم طرائق حساب هذه R واسع من التوابع الحقيقيّة أسميناه الصف

  التكاملات.

را أو تباعدها، ويقارن تقا، ويتصدّى الفصل العاشر لدراسة التكاملات المعمّمة أو المعتلّة �
تقارب التكاملات المعمّمة بتقارب المتسلسلات، ثمُّ يتابع دراسة التوابع المعرفّة بتكاملات 

مبسّطة استمرارها وقابلية اشتقاقها، وذلك باستخدام صياغة من جهة متعلّقة بوسيط 
، وندرس التوابع قياسالتي نعرض لها إثباتاً بعيداً عن إطار نظرية اللمبرهنة التقارب للوبيغ، 

  .على هذه الدراسة اً تطبيقبصفتها الأولريةّ 

  



 ،هذا ويتبع كل فصل من فصول الكتاب مجموعة من التمرينات المتباينة في درجات صعوبتها
  دف إلى مساعدة الطالب على اكتساب المهارات اللازمة، واستيعاب المفاهيم المدروسة.

قصة  اسة كتاب رياضيات تختلف اختلافاً جوهرياً عن قراءةومن المفيد هنا الإشارة إلى أنّ در 
أو كتاب شعر يستمتع ما المرء جالساً على كرسي مريح، إذ لا بدُ من قلم وورقة ومنضدة  رواية أو

   ومعاناة.نعالج المادّة النظريةّ ونغُالب التمرينات حلاًّ  ،نجلس إليها

جميع  قترحة للتمارين إلاّ بعد أن يستنفدَ لذلك ننصح القارئ ألاّ يطلّع على الحلول الـمُ 
محاولات حلها، وعليه في جميع الأحوال إعادة صياغة الحلّ بلغته ليضمن الاستيعاب الكامل للمفاهيم 

  عالجة.الـمُ والأفكار 
  

ور، وأُعرب نّ ختاماً، أزُجي الشكر لجميع الزملاء الذين ساهموا في إخراج هذا الكتاب إلى ال
  فحوى هذا الكتاب. علىن يْ لّ زميل يبُدي ملاحظة أو انتقاداً بنّاءَ سلفاً عن شكري لك
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  التوابـع المألوفـة

  التابع الأسّي والتابع اللوغاريتميّ  1.

تتقارب المتسلسلة  .مبرهنة وتعريف 1-1.
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  متقاربة بالإطلاق. ∑

  : الآتيةيحقق التابع الأسيّ الخواص  .مبرهنة 2-1.
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  باتالإث

)لتكن  � , )x y  2منℝولنعرّف المتتاليتين ، ( )n na ∈ℕ و( )n nb ∈ℕ الآتيتينالعلاقتين ب : 
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)المتتاليتين  )n na ∈ℕ و( )n nb ∈ℕ .الذي عرفّناه في الفصل الثالث من الجزء الأوّل  
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  عندئذ 
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  أنّ : k العدد على في الحقيقة، نثبت بالتدريج

       { } ,
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1

, 1
1

1

,
1

1 1 1

1

( 1) ( 1)

2 2

( ) ( )

( )

k

n k
j

k

n k
j

k j
b

n n

k j
b

n n

k k k k k

n n n

−

+
=

−

=

= − − −

= + −

− +
≤ + =

∏

∏  
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exp. ويحقّق ℝ قابلٌ للاشتقاق على expالتابع الأسيّ  .مبرهنة 3-1. exp′ . ينتج من =
expذلك أنّ  ( , )C∞∈ ℝ ℝ.  
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  الإثبات

2nمن المبرهنة السابقة عند  �إذا طبّقنا المتراجحة  0xو = x− بدلاً من xن ، أمكننا أ
  نكتب

0 2
0 0 00 1 1 ( ) ( )

2
x x e

x x e x x x x−< − ≤ ⇒ − − − ≤ −  
  ومن ثمَّ 
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x x

+−
< − ≤ ⇒ − ≤ −

−
  

0وهذا يثبتُ أنّ 
0

0
exp,lim x
x

x
e∆ =.  �  

expإنّ التابع الأسيّ  .مبرهنة 4-1. : , xx e∗
+→ℝ ℝ تقابلٌ. في الحقيقة، إنّ هذا  ֏

)ين التابع تشاكل تقابليّ زمريّ ب , )+ℝ و( , )∗
+ ⋅ℝ.  

  الإثبات

∗تابع مستمر و متزايدٌ تماماً ويأخذ قيمه في  expلقد وجدنا سابقاً أنّ 
+ℝ نتيقن من . يكفي حتى

)expأن نثبت أنّ  ةالمطلوب صحة الخاصة ) ∗
+=ℝ ℝ. يثبتُ الاقتضاء  

0 1xx e x≥ ⇒ ≥ +  
limأنّ  x

x
e

→+∞
=   ن ذلك أنّ م تج. وين∞+

1lim lim lim 0x x
x

x x x
e e

e
−

→−∞ →+∞ →+∞
= = =  

)expنستنتج إذن أنّ  )ℝ  مجالٌ محتوى في∗
+ℝ ه الأدنىه الأعلى  0، حدأي  ،∞+وحد

] [exp( ) 0,= +∞ℝ.  �  

expنسمّي التابع العكسيّ للتابع  .تعريف 5-1. : ∗
+→ℝ ℝ  تابع اللوغاريتم الطبيعي، ونرمز

  .Logأو  lnإليه عادة بالرمز 

ln ينتمي التابع اللوغاريتميّ  .مبرهنة 6-1. : , lnx x∗
+ →ℝ ℝ . ∞C إلى الصف ֏

1وبوجه خاص : 
, (ln) ( )x x

x
∗
+

′∀ ∈ =ℝ.  

  الإثبات

  �  .اشتقاق التابع العكسي مبرهنة ومن ،من خصائص التابع الأسي ،تنتج هذه المبرهنة مباشرة
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  من التابعين الأسيّ واللوغاريتميّ  البياني لكل  الخط

) في حالة .تعريف 7-1. , )a b  من∗
+ ×ℝ ℝ، نكتب ba ى لدلالة ع( )exp lnb a⋅.   

}من  a فإذا كان }\ 1∗
+ℝ ،التابع أسمينا  

: , x
a x a∗

+→E ℝ ℝ ֏  
1 عندما، متزايد تماماً ∞C، وهو تقابل من الصف a التابع الأسيّ بالأساس a< ،

1ومتناقص تماماً عندما  a>ه العلاقةويحقّق مشتق .  :( ) lna aa′ = ⋅E E.  
  التابع أسمينا، عدداً حقيقياً  bوإذا كان 

: , b
b x x∗ ∗

+ +→P ℝ ℝ ֏  
، ويحقق مشتقه العلاقة ∞C، وهو أيضاً من الصف b الرفع إلى الأستابع  
1( )b bb −′ = ⋅P P.   

1aإذا كان  وأخيراً    :a بالأساساللوغاريتم تابع دلالة على  logaكتبنا عدداً موجباً    ≠
ln

log : , log ( )
lna a

x
x

a

∗
+ → =ℝ ℝ  

  .aEوهو التابع العكسي للتابع 

        
الأسيّ  لتابعلالبياني  الخط    

a
E   أسالرفع إلى  لتابعالبياني  الخط 

b
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  التوابع الزائديةّ 2.

 التابع الجيب الزائديّ نسمّي تابع  .تعريف 1-2.
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 التابع  -التجيب الزائديأو  – جيب التمام الزائديّ نسمّي تابع   
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 التابع  الظل الزائديّ نسمّي تابع   
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زوجيّ. وكذلك نتحقق  chفردياّن، وأنّ التابع  thو shنرى من التعريف السابق أنّ التابعين 
  كان  ،ℝمن  x كان  أياًّ بسهولة أنهّ، 
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. ونترك للقارئ أن ℝ+وهي متزايدة تماماً على  ،ℝعلى  ∞C الصف تنتمي إلىفالتوابع الزائديةّ 
  :الآتيةيثبت، انطلاقاً من التعريف، صحة العلاقات 

2 2ch sh , ch sh , ch sh 1t tt t e t t e t t−+ = − = − =  
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  البيانية للتوابع الزائديةّ خطوطال

   من التطبيقاتإنّ كلاًّ 

[ [

] [

sh : , sh

Ch: 1, , ch

Th: 1, 1 , th

x x

x x

x x

+

→

→ +∞

→ − +

ℝ ℝ ֏

ℝ ֏

ℝ ֏

  

بل عكسيٌ مستمرٌ ومتزايد تماماً أيضاً، نرمز إليه على التوالي تقابلٌ مستمرٌ ومتزايدٌ تماماً فله تقا
argsh وargch وargth.  

، وبوجه ∞Cمن الصف argsh، ومشتقه لا ينعدم، إذن ∞C من الصف shإنّ التابع  �
  ،ℝمن  xكان   أياًّ خاص، 

2 2

1 1
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1 sh (argsh ) 1

x
xx

x x

′ = =
′

= =
+ +

  

∗ لا ينعدم على ، ومشتقه∞C الصفإلى  Chالتابع  ينتميوكذلك  �
+ℝ إذن ،argch 

[على اال  ∞C الصف ينتمي إلى [من  xكان   أياًّ ، وبوجه خاص، ∞+,1] [1,+∞،  

2

1 1 1
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x

x x x
′ = = =

′ −
  

من  argth ، ومشتقه لا ينعدم، إذن∞Cمن الصف Thوبأسلوب مماثل نرى أنّ التابع  �
[من  xكان   أياًّ ، وبوجه خاص، ∞Cالصف [1, 1− +،  

2 2

1 1 1
(argth) ( )

(th) (argth ) 1 th (argth ) 1
x

x x x
′ = = =

′ − −
  

th x
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/2
x
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  من ناحية أخرى، نلاحظ بسهولة أنّ التابع

2: , argsh ln( 1 )x x x xϕ → − + +ℝ ℝ ֏  

كان   لـمّاوأنّ مشتقه معدوم على هذا اال، فهو إذن تابع ثابت. و  ℝقابلٌ للاشتقاق على 
(0) 0ϕ 0ϕمباشرة أنّ  جنااستنت =   ، ومنه≡

2, argsh ln( 1 )x x x x∀ ∈ = + +ℝ  

   ونترك القارئ يثبت بأسلوب مماثل أنّ 

[ [

] [

21, , argch ln( 1)

1 1
1, 1 , argth ln

2 1

x x x x

x
x x

x

∀ ∈ + +∞ = + −

+
∀ ∈ − + =

−

  

   الآتيةوكذلك يتحقق صحّةَ العلاقات 

2

2

2

2

2

2

1ch(argsh ) 1, ch( argth ) ,
1

sh( argch ) 1, sh( argth ) ,
1

1
th( argsh ) , th( argch ) ,

1

x x x
x

x
x x x

x

xxx x
xx

= + =
−

= − =
−

−
= =

+

 

  التوابع المثلّثية 3.

تتقارب المتسلسلة .مبرهنة وتعريف 1-3.
2 1

0

( 1)

(2 1)!

n n

n

x

n

∞ +

=

−

، ℝمن xكان   أياًّ بالإطلاق،  ∑+

sinونرمز إلى مجموعها بالرمز  xونسمّي التابع . sin : , sinx x→ℝ ℝ  تابع ֏

 . وكذلك تتقارب المتسلسلةالجيب
2

0

( 1)

(2 )!

n n

n

x

n

∞

=

−
، ونرمز إلى ℝمن  x كان  أياًّ بالإطلاق،  ∑

cos مجموعها بالرمز xالتابع . ونسمّي cos : , cosx x→ℝ ℝ أو  تابع جيب التمام ֏
 .التجيب
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)إذا كان  .مبرهنة 2-3. , )x y  2منℝ  ،كان  
cos( ) cos cos sin sin

sin ( ) sin cos cos sin

x y x y x y

x y x y x y

+ = −

+ = +
 

  الإثبات

) لتكن , )x y  2منℝولنعرّف المتتاليات ،  
( )n nA a ∈= ℕ  و( )n nB b ∈= ℕ  و( )n nC c ∈= ℕ  و( )n nD d ∈= ℕ  

  كما يلي:
2

2 2 1

2

2 2 1

2 1

2 2 1

2 1

2 2 1

( 1)
, 0.

(2 )!

( 1)
, 0.

(2 )!

( 1)
0, .

(2 1)!

( 1)
0, .

(2 1)!

n n

n n

n n

n n

n n

n n

n n

n n

x
a a

n

y
b b

n

x
c c

n

y
d d

n

+

+

+

+

+

+

−
= =

−
= =

−
= =

+

−
= =

+

  

)ولنعين المتتالية   )n nδ ∈∆ = ℕ العلاقة :المعرفّة ب  

A B C D∆ = ∗ − ∗  
  من الواضح أنّ 

2 1 2 1

2 1 2 1 2 1
0 0

0
n n

n k n k k n k
k k

a b c dδ

+ +

+ + − + −
= =

= − =∑ ∑  

  ومن جهة أخرى
2 2

2 2 2 2 2 2 2 1 2 2 1
0 0 0 1

2 2 2 2 2 1 2 1 2 2 1
2 2

0 1

2
2 2

2
0

( 1)

(2 )!

( 1) ( 1)
( )

(2 )! (2 )!

n n n n

n k n k k n k k n k k n k
k k k k

n nn
k k n k k k n k
n n

k k

nn n
k k n k n
n

k

a b c d a b c d

C x y C x y
n

C x y x y
n n

δ − − − − − +
= = = =

− − − − +

= =

−

=

= − = −

 −  = +    
 − − = = +   

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑
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متقاربة بالإطلاق،   ∑nδو ∑ndو ∑ncو ∑nbو ∑naكانت جميع المتسلسلات   لـمّاو 
  كان

0 0 0 0 0
n n n n n

n n n n n

a b c dδ

∞ ∞ ∞ ∞ ∞

= = = = =

                 = −                       
∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

)cos  أي ) cos cos sin sinx y x y x y+ = −  
  �  ونترك القارئ يثبتُ العلاقة الثانية بأسلوب مماثل.

  . وتتحقّق العلاقتان ℝ قابلٌ للاشتقاق على sinو cos من التابعين إنّ كلاًّ  .مبرهنة 3-3.
cos sin′ = sinو  − cos′ =.  

  الإثبات

  لنلاحظ أولاً المتراجحتين 

  
3

| |

3

| | | |
sin

! 6

n
h

n

h h
h h e

n

∞

=

− ≤ ≤∑   

  و
2

| |

2

| | | |
cos 1

! 2

n
h

n

h h
h e

n

∞

=

− ≤ ≤∑  

  أنّ   تفيدانيناللت

0
0

sin
lim 0
h

h

h h

h→
≠

−
   و    =

0
0

cos 1
lim 0
h

h

h

h→
≠

−
=  

)كان   أياًّ نجد أنهّ،  3-2.العلاقة الأولى من المبرهنة  ولكن بناءً على , )x h  من∗×ℝ ℝ،  
cos( ) cos cos 1 sin

sin cos sin
x h x h h h

x x x
h h h

+ − − −
+ = −  

  ومن ثمَّ 

0
0

cos( ) cos
lim sin
h

h

x h x
x

h→
≠

 + −  = −  
  

cosقابل للاشتقاق و cosفالتابع  sin′ = . ويثبت القارئ بأسلوب مماثل الخاصة الموافِقَة −
  �  .sinللتابع 

  .ℝعلى  ∞Cإلى الصف  cosو sin: ينتمي التابعان  نتيجة 4-3.
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2 .مبرهنة 5-3. 2, cos sin 1x x x∀ ∈ + =ℝ.  

  الإثبات

2يكفي أنّ نتأمّل التابع  2: , ( ) cos sin 1x x xϕ ϕ→ = + −ℝ ℝ ّفهو تابع ثابت لأن ،
0ϕنعدم عند الصفر. إذن ، وهو يℝ مشتقّه معدوم على =.  �  

  الخواص التالية : cosو sinيحققُ التابعان  .مبرهنة 6-3.
[تمي إلى ين ϖيوجد عدد حقيقي وحيد  � cosق يحق و  0,2] 0ϖ =.  
,0]متزايد تماماً على اال  sinالتابع  � ]ϖ  قويحقsin([0, ]) [0,1]ϖ =.  
,0]متناقص تماماً على اال  cosتابع ال � ]ϖ  قويحقcos([0, ]) [0,1]ϖ =.  
دوراً  2πدورياًّ و يقبل  cosو sin ، ويكون كل من التابعين2ϖ العددَ  πنسمّي  �

  أصغرياً له.
  الإثبات

[عدداً من اال  tلنفترض أنّ    [0,   ، فيكون6
4 1 2

0

sin 1 0
(4 1)! (4 3)(4 2)

n

n

t tt
n n n

∞
+

=

 = − > +  + + ∑  

[موجب تماماً على اال  sinفالتابع  ,0]ال متناقص تماماً على اcos ، و التابع 0,2] . من [2
cosكان   لـمّاناحية أخرى،  0   وكان =1

4 2

1

4 2

1

4 16 2 4cos 2 1 1
2 24 (4 2)! (4 3)(4 4)

1 2 11 0
3 (4 2)! (4 3)( 1)

n

n

n

n

n n n

n n n

∞
+

=
∞

+

=

 = − + − −  +  + + 

 = − − − < +  + + 

∑

∑
  

[ينتمي إلى  ϖجد عدد حقيقي وحيد أنهّ يو  استنتجنا cosق ق ويح 0,2] 0ϖ  cos، ويكون =
,0]متناقصاً تماماً على  ]ϖ ويتحقّق ،cos([0, ]) [0,1]ϖ =.  

[موجباً تماماً على  cosكان   لـمّاو  [0,ϖ  ،كانsin ال تماماً على اً متزايد0] ا, ]ϖ ولكن .
sin 0 sin، إذن =0 0ϖ 2، والعلاقة < 2cos sin 1ϖ + ϖ  أنّ  ، من ثمَّ،تثبت =
sin 1ϖ ,sin([0. نستنتج إذن أنّ = ]) [0,1]ϖ =.  



ع المألوفةـالتواب  12 

  

  الآتيومنه يمكننا أن ننشئ جدول التحولات 

0

cos 1 0

sin 0 1

t ϖ

ց

ր

  

  ، لديناℝمن  xكان   أياًّ ونلاحظ من جهة أخرى أنهّ، 

  
cos( ) cos cos sin sin sin ,

sin ( ) sin cos cos sin cos ,

x x x x

x x x x

+ ϖ = ϖ − ϖ = −

+ ϖ = ϖ + ϖ =
  ( )∗  

  ، ℝمن  xكان   أياًّ ح لنا أن نكتب، تيوهذا ما ي

cos( 4 ) sin ( 3 ) cos( 2 ) sin ( ) cos

sin ( 4 ) cos( 3 ) sin ( 2 ) cos( ) sin

x x x x x

x x x x x

+ ϖ = − + ϖ = − + ϖ = + ϖ =

+ ϖ = + ϖ = − + ϖ = − + ϖ =
  

2تابعٌ دوري ويقبل cosو sinإذن كل من  4π = ϖ دوراً له. وتسمح لنا العلاقة ( بإكمال  ∗(
,0]جدول التحولات لهذين التابعين على اال  4 ]ϖ  أتيكما ي:  

0 2 3 4

cos 1 0 1 0 1

sin 0 1 0 1 0

t ϖ ϖ ϖ ϖ

−

−

ց ց ր ր

ր ց ց ր

  

  �  .cosو  sinمن هو أصغر دورٍ لكل2π  ونستنتج من ثمَّ أنّ 

  
  .cosو sinالبيانيّان للتابعين  خطانال

  ملاحظات 7-3.

   لدينا ℝمن  tو ℕمن  nه في حالة برهنات السابقة أنّ ينتج من الم �
( )( )cos cos

2
n nt t π= )و    + )( )sin sin

2
n nt t π= +  

0

1

ϖ 2ϖ

3ϖ 4ϖ

sin x cos x
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  وكذلك ينتج من المبرهنة السابقة أنّ  �
{ }

{ }

sin 0 :

cos 0 :
2

t t k k

t t k k

= ⇔ ∈ π ∈

π= ⇔ ∈ + π ∈

ℤ

ℤ
  

} لتكن اموعة .تعريف8-3. }
2

: cos 0 \( )t t π= ∈ ≠ = + πD� ℝ ℝ ℤ  ي التابعنسم
sin

tan : ,
cos

x
x

x
→D ℝ   .تابع الظلّ ، ֏

 πدوري، ويقبل تابعٌ يلاحظ القارئ بسهولة أنّ هذا التابع 
  ه العلاقة ويحقق مشتقD،  للاشتقاق على  ، وكذلك أنهّ قابلٌ دوراً 

2
2

1
, (tan) ( ) 1 tan

cos
x x x

x
′∀ ∈ = = +D  

. وهو متزايد تماماً على كلD  على ∞Cمن الصف tan فالتابع
   . كما نتحقّق بسهولة أنّ D مجال محتوى في

( )/2
lim tan

x
x

−→ π
=  و ∞+

( )/2
lim tan

x
x

+→ −π
= −∞  

  التوابع العكسيّة للتوابع المثلّثيّة 4.

  لتوابع المثلثّيّة أنّ التابع ا ةلقد وجدنا عند دراس .مبرهنة وتعريف 1-4.
2 2Sin : [ , ] [ 1, 1], sinx xπ π− + → − + ֏  

)2sinتابع مستمر ومتزايد تماماً ويحققُ  ) 1π− = )2sinو  − ) 1π  .، فهو إذن تقابل=
  :arcsin نرمز إلى تابعه العكسيّ بالرمز

2 2arcsin : [ 1, 1] [ , ]π π− + → −  

(sin) كان  لـمّاو  ( ) cos 0x x′ = 2 اال من x في حالة < 2] , [π π− التابع  كان،  +
arcsin  ًال  تابعاقابل للاشتقاق على ا] 1, 1[−   لديناو  +

2

1 1
] 1, 1[, (arcsin) ( )

cos(arcsin ) 1
x x

x x
′∀ ∈ − + = =

−
  

[على اال  ∞Cالصف  ي إلىينتم arcsinفالتابع  1, 1[− +.  

0 2
π

2- π
x

y
tan x
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  لتوابع المثلثّيّة أنّ التابع ا ةلقد وجدنا أيضاً عند دراس .مبرهنة وتعريف 2-4.
Cos : [0, ] [ 1, 1], cosx xπ → − + ֏  

cos(0)تابع مستمر ومتناقص تماماً ويحققُ  )cosو =1 ) 1π =  .، فهو إذن تقابلٌ −
  :arccos نرمز إلى تابعه العكسيّ بالرمز

arccos : [ 1, 1] [0, ]π− + →  

  انك  لـمّاو 
]0, [, (cos) ( ) sin 0x x x′∀ ∈ π = − <  

[ للاشتقاق على اال قابلاً  arccos كان 1, 1[−    كانو  ،+

2

1 1
(arccos) ( )

sin(arccos ) 1
x

x x

− −
′ = =

−
  

arcsinومن ثمَّ فالتابع  arccosx x x+֏ التابع ثابت على ا [ 1, 1]− ، وقيمته عند +
تساوي  0

2

π يثبت المساواة الآتية، وهذا ما:  

[ 1, 1], arccos arcsin
2

x x x
π

∀ ∈ − + + =  

  
  arccosو arcsinالخطاّن البيانيان للتابعين 

  كان التابعُ   لـمّا .مبرهنة وتعريف 3-4.

2 2
Tan :] , [ , tanx xπ π− → ℝ ֏  

 اماً ويحققُ تابعاً مستمراًّ ومتزايداً تم
2

lim Tan
x

x
π→

= و ∞+
2

lim Tan
x

x
π→−

= −∞ ،

  :arctanفهو إذن تقابلٌ نرمز إلى تابعه العكسيّ بالرمز 

2 2
arctan : ] , [π π→ −ℝ  

arcsin x

x

y

2
π

2
π−

1

1−

0

x

arccos x

π

y

11− 0

/2π
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(tan)2كان   لـمّاو  ( ) 1 tan 0x x′ = + من  x في حالة <
2 2

] , [π π−كان ، arctan 
   كانو  ℝ للاشتقاق على قابلاً 

2 2

1 1
, (arctan) ( )

1 tan (arctan ) 1
x x

x x
′∀ ∈ = =

+ +
ℝ  

  .ℝعلى  ∞Cالصف ينتمي إلى  arctanومن ثمَّ فالتابع 

  
  arctanالخطّ البياني للتابع 

  :الآتيةق صحّةَ الخواص والعلاقات لقارئ يتحق ا نتركو 

( )
( )

( )

arcsin ( sin )
2 2

arccos ( cos ) 0

arctan ( tan )
2 2

x t t x x

x t t x x

x t t x x

π π

π

π π

= ⇔ = ∧ − ≤ ≤

= ⇔ = ∧ ≤ ≤

= ⇔ = ∧ − < <

  

2

2

2
2

2 2

sin(arcsin ) , cos(arcsin ) 1 , tan(arcsin )
1
1

1
sin(arccos ) 1 , cos(arccos ) , tan(arccos )

0

1
sin(arctan ) , cos(arctan ) , tan(arctan )

1 1

t
t t t t t

t

t

t
t t t t t

t

t

t
t t t t

t t

= = − =
−

≠ ↵

−
= − = =

≠ ↵

= = =
+ +

  

sin , ( arcsin 2 ) ( arcsin 2 )

cos , ( arccos 2 ) ( arccos 2 )

tan , ( arctan )

t x k x t k x t k

t x k x t k x t k

t x k x t k

π π π

π π

π

= ⇔ ∃ ∈ = + ∨ = − +

= ⇔ ∃ ∈ = + ∨ = − +

= ⇔ ∃ ∈ = +

ℤ

ℤ

ℤ

  

arctan

x

y

0

2
π

2− π

1



ع المألوفةـالتواب  16 

  

  .arctanللتابع  الآتيتيناصتين المفيدتين دراستنا للتوابع المألوفة بإثبات الخ سنختم
  .مبرهنة 4-4.

1
, arctan arctan sgn( )

2
x x x

x

π∗∀ ∈ + =ℝ  

)sgnحيث  )x  هي إشارة العددx.  
  الإثبات

  لنتأمّل التابع
1

: , arctan arctanx x
x

ϕ ∗ → +ℝ ℝ ֏  

. ℝ∗ فهو إذن ثابتٌ على كل مجال محتوى في ،حظ باشتقاق هذا التابع أنّ مشتقه يساوي الصفرنلا
كان هذا التابع فردياً ويحقق   لـمّاو 

2
(1) πϕ   فإننا نستنتج أنّ  =

1
0, arctan arctan

2
1

0, arctan arctan
2

x x
x

x x
x

π

π

∀ > + =

∀ < + = −

  

  �  وهو المطلوب.

)ليكن . مبرهنة 5-4. , )a b  2منℝ ّ1، ولنفترض أنab   . عندئذ≠

arctan : 1
1arctan arctan

sgn( ) arctan : 1
1

a b
ab

aba b
a b

b ab
ab

+ < −+ =  +π ⋅ + > −

  

)sgnحيث  )b  هي إشارة العددb.  
  الإثبات

0bولنفترض أنّ  bلنثبّت العدد  )لأن صحةَ العلاقة المطلوبة واضحة في حالة (، ≠ 0b . ثمُّ =
  لنتأمّل التابع 

1: \{ } , arctan arctan arctan
1b

x b
x x b

x b
ϕ

+
→ + −

− ⋅
ℝ ℝ ֏  

}\1للاشتقاق على  قابلٌ  ϕنلاحظ أنّ  }
b

ℝ  ّ0وأنϕ′  ϕ. نستنتج من ذلك أنّ التابع =
[1ثابت على كل من االين  , [

b
− [1و ∞ , [

b
+∞.  



مثلثيّةال وابع العكسيّة للتوابعالت 17  

  

  كان   لـمّاو 
1

lim ( ) arctan arctan ( 1 sgn( ))
2 2

1
lim ( ) arctan arctan ( 1 sgn( ))

2 2

x

x

x b b
b

x b b
b

π π
ϕ

π π
ϕ

→+∞

→−∞

= + + + = + +

= − + + = − +

  

  ننا نستنتج أنّ فإ
1

1
1

1

1

0 : ( ) ( 0)

: ( ) ( 0)
\{ }, ( )

: ( ) ( 0)

0 : ( ) ( 0)

b

b
b

b

b

x b

x b
x x

x b

x b

π
ϕ

π

 < ∧ >− < ∧ <∀ ∈ = 
 > ∧ > > ∧ <

ℝ  

  أو

1
0 : 1

\{ }, ( )
sgn( ) : 1b

xb
x x

b xb
ϕ

π

 <∀ ∈ = 
 >

ℝ  

  �  وهذه هي العلاقة المطلوبة.

  

QE  
ZC  
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  اتـتمرين

J حلّ جملة المعادلتين : 1. التمرين  
2 log 2 log 5x yy x

xy e

+ = − =
  

  الحـل

  كافئة التاليةالـمُ تُكتب الجملة بالصيغة 
ln ln

2 2 5
ln ln

ln ln 1

y x

x y

y x

 + = −
 + =

  

1x، لأنّ أو 1yو ≠ ≠،  

( )
2 1

ln ln ln ln
2

ln ln 1

y x x y

y x

 + = −

 + =

  

  وأخيراً 
ln ln 2

ln ln 1

x y

y x

 = −
 + =

  

2المعادلة  اجذر هما  lnyو lnx إذن 2 0z z− − }أي  = } { }ln , ln 1,2x y =   أو  −
{ } { }1 2, ,x y e e−=  

  ú  وهي النتيجة المرجوّة.

J حلّ المتراجحة : 2. التمرين  
ln 1 ln 2 1 ln2x x+ − + ≤  

  الحـل

1تُدرس هذه المتراجحة على 
2

\{ 1, }− −ℝ موعة بالصيغة تُكتبُ على هذه هي . وكافئةالـمُ ا  
1

ln ln2
2 1

x

x

+
≤

+
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  وهذا يُكافئ
1 1

2, 1,
2 1 2

x
x x

x

+
≤ ≠ − ≠ −

+
  

  أو
2 2 1

( 1) 4(2 1) , 1,
2

x x x x+ ≤ + ≠ − ≠ −  

  ومنه
20 15 14 3, 1x x x≤ + + ≠ −  

  وأخيراً 
0 (3 1)(5 3), 1x x x≤ + + ≠ −  

lnوعليه نستنتج أنّ مجموعة حلول المتراجحة  1 ln 2 1 ln2x x+ − +   هي : ≥
3 1
5 3

, 1 1, ,    −∞ − ∪ − − ∪ − +∞          
  ú  وهو الحل المطلوب.

J احسب النهاية : 3. التمرين  

( )

( )
lim

x

x x

xx

x

x→+∞
  

  الحـل

  لنلاحظ أنّ 

( )( )

( )( )

2

2
( )

2

( ) ( )

2

ln

( 2)ln

( )
exp ln

exp 1 ln

1
exp 1 ln

x

x x

x x x
x x x

x x

x x

x x

x x

x x
x x x x

x x
x x x

e x
e

−

−

−

= = = −

= − −

     = − −          

  

limكان   لـمّا ،وهنا ln
x

x
→+∞

=   استنتجنا أنّ  ،∞+

lim ln
x

x x
→+∞

= lim  و   ∞+ ( 2)ln
x

x x
→+∞

− = +∞.  

  وعليه يكون
lnlim x x

x
e

→+∞
= )و  ∞+ 2)lnlim x x

x
e −

→+∞
= +∞  
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  إذن

( 2)ln

1
lim 1 1

x xx e −→+∞

  − =  
  

  ومن ثمَ 
ln

( 2)ln

1
lim 1 lnx x

x xx
e x

e −→+∞

    − = +∞      
.  

  وهذا يقتضي أنّ 
ln

( 2)ln

1
lim exp 1 ln lim 0x x t

x xx t
e x e

e

−

−→+∞ →+∞

     − − = =         
  

أي 
( )

( )
lim 0

x

x x

xx

x

x→+∞
=.  ú  

J حلّ المعادلة : 4. التمرين( )
x

xx x=.  

  الحـل

  لنلاحظ أنّ 

( ) ( )

( )( )

ln ln

ln ln
2

2 ln 0

x
x x x x xx x e e

x
x x x

x x x

  = ⇔ =  
 ⇔ =   

⇔ − =

  

)إذن مجموعة حلول المعادلة  )
x

xx x=  هي{ }1,4.  ú  

J أثبت أنّ  5. التمرين  
2

0, ln(1 )
2

x
x x x x∀ > − < + <  

  الجداءواستنتج قيمة اية 

2 2 2 2

1 2 3
1 1 1 1n

n

n n n n

           Π = + + + +                    
⋯  

  إلى اللااية. n عندما تسعى  
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  الحـل

)لنضع  ) ln(1 )h x x x= − و +
2

( ) ln(1 )
2

x
g x x x= − − 0xفي حالة  + ≥. 

∗نلاحظ أنهّ على 
+ℝ لدينا  

1
( ) 1 0

1 1

x
h x

x x
′ = − = >

+ +
  

  و
21

( ) 1 0
1 1

x
g x x

x x

−
′ = − − = <

+ +
  

  . ومنهℝ−متناقصٌ تماماً على  gو ℝ+متزايدٌ تماماً على  hإذن 
0, ( ) (0) 0x h x h∀ > > ,0و    = ( ) (0) 0x g x g∀ > < =  

  وتُكافئ هاتان المتراجحتان قولنا
2

0, ln(1 )
2

x
x x x x∀ > − < + <  

1في حالة  k n≤   لدينا استناداً إلى المتراجحة السابقة : ≥
2

2 4 2 2
ln 1

2

k k k k

n n n n

 − < + <  
  

  نجد nإلى  1من  kعندما تتحوّل  وبجمع هذه المتراجحات

2 4 2

( 1) ( 1)(2 1) ( 1)
ln

2 12 2
n

n n n n n n n

n n n

+ + + +
− < Π <  

  أو

2 3

1 1 1 1 1 1
ln

2 3 2 24 12
n

n nn n
+ − − < Π < +  

  وهذا يثُبت

1أنّ 
lim ln

2n
n→+∞

Π =  

  ومن ثمَّ  
  lim n

n
e

→+∞
Π =.  ú  
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J بسّط العبارات التالية 6. التمرين :  

( )

( )

2
2

3

ch 1 1
arg ch , arg sh , arg ch 2 1

2 2

1 th ch 1
ln , arg ch 4 3 , arg th

1 th ch 1

x x
x

x

x x
x x

x x

 + −   −   

+ −
−

− +

  

  الحـل

لنلاحظ أوّلاً أنّ  	
2

ch 1
ch

2 2

x x + =   
|إذن  ، |ch 1

ch ch
2 2 2

xx x+
= = 

argزوجياً. ولكن  chاستفدنا من كوْن التابع  وقد ch  هو التابع العكسي لمقصورch 
  ، إذن ℝ+على 

| |ch 1
arg ch

2 2

xx +
=  

المساواة  نلاحظ أنّ  	
2 1

arg sh
2

x
y

x

 −   =   
 المساواةكافئ تُ  ،

2 1
sh

2

x
y

x

−
، أو =

1 1y

y
x e
x e

− = ) هذا يُكافئ، و − )( ) 0y yx e x e−− + =.  

0xفإذا كان  � lnyاستنتجنا أنّ  < x= ،  
0xوإذا كان  � )lnاستنتجنا أنّ  > )y x=   ومنه  −

2 1
arg sh sgn( )ln| |

2

x
x x

x

 −   =   
  

argلتابع ا 	 ch  1معرّف على, +∞   أنّ  مباشرةونتحقّق  
22 1 1 | | 1x x− > ⇔ >  

)2 الزوجي مشتق التابع وعند حساب ) arg ch(2 1)f x x= ,1على اال  − +∞  نجد:  

2 2 2 2 2

4 4 1
( ) 2 2arg ch ( )

(2 1) 1 4 ( 1) 1

x x
f x x

x x x x
′ ′= = = =

− − − −
  

,1 يحُقّق cينتج من ذلك أنهّ يوجد ثابت  ( ) 2arg chx f x x c∀ > = وبملاحظة ، +
1xاستمرار طرفي المساواة السابقة عند    نجد أنّ  =

21, arg ch(2 1) 2arg chx x x∀ ≥ − =  
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  نستنتج أنّ   اً زوجي fوبالاستفادة من كون التابع 
21,1 , arg ch(2 1) 2arg ch| |x x x ∀ ∉ − − = .  

  نرى مباشرة أنّ  	
21 th ch sh

,
1 th ch sh

x
x

x

x x x e
x e

x x x e−
+ +

∀ ∈ = = =
− −

ℝ  

  وعليه 
1 th

, ln
1 th

x
x x

x

+
∀ ∈ =

−
ℝ  

argالتابع  	 ch  1]معرّف على, 34ونتحقّق بدراسة التابع  ∞+] 3x x x−֏  ّأن  
34 3 1 1x x x− > ⇔ >  

)3تق التابع مش وبحساب ) arg ch(4 3 )f x x x= ,1على اال  − +∞  نجد:  
2 2

3 2 2 2 2

2

3(4 1) 3(4 1)
( )

(4 3 ) 1 (4 1) ( 1)
1

3 3argch ( )
1

x x
f x

x x x x

x
x

− −
′ = =

− − − −

′= =
−

  

,1 يحُقّق cيوجد ثابت  إذن ( ) 3arg chx f x x c∀ > = وبملاحظة استمرار طرفي ، +
1xالمساواة السابقة عند    نجد أنّ  =

31, arg ch(4 3 ) 3arg chx x x x∀ ≥ − =  
 بملاحظة أنّ  	

2ch 1
ch

2 2

x x+
2chو  = 1

sh
2 2

x x−
=  

  نستنتج مباشرة أنّ 
2ch 1

, th
ch 1 2

x x
x

x

+
∀ ∈ =

−
ℝ  

  وعليه فإنّ 
| | | |ch 1

, arg th arg th th
ch 1 2 2

x xx
x

x

 + ∀ ∈ = = −  
ℝ  

  ú  المطلوب.إثبات وبذا يتم 
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J ليكن  7. التمرينa وb ين لا يمعاً. ساويان الصفرعددين حقيقي  

)يحُققان  ϕو Aأيمَكن إيجاد  � ), ch sh chx a x b x A x∀ ∈ + = + ϕℝ ؟ 

)يحُققان  ϕو Aأيمَكن إيجاد  � ), ch sh shx a x b x A x∀ ∈ + = + ϕℝ ؟ 
 

  الحـل

 يحُققان  ϕو Aلنفترض أنهّ يوجد :  تحليل �

  , ch( ) sh( ) ch( )x a x b x A x ϕ∀ ∈ + = +ℝ  ( )∗  
 عندئذ يكون لدينا :

, ( ) ( ) 0x xx a b Ae e a b Ae eϕ ϕ− −∀ ∈ + − + − − =ℝ  
، ثمُّ ضربنا طرفي هذه ∞+تسعى إلى  xوجعلنا  −xeفإذا ضربنا طرفي هذه المساواة بالمقدار 

  ، استنتجنا أنّ ∞−تسعى إلى  xوجعلنا  xeالمساواة بالمقدار 
a b Ae

a b Ae

ϕ

ϕ−

 + =
 − =

  

chaوهذا يقتضي أن يكون  A ϕ= وshb A ϕ= َّ2، ومن ثم 2 2 0a b A− = >  
| ، أو)معاً  ساويان الصفرلا ي bو aلأنّ ( | | |a b> وجود عددين. فإذا افترضنا A وϕ 

) يحُققان |، كان ∗( | | |a b>.  
|وبالعكس، في حالة : تركيب | | |a b> نعرّف  

2 2sgn( )A a a b= arg  و   − sh
b

A
ϕ

 =   
  

shbفيكون لدينا من جهة أولى  A ϕ= 2، ومن جهة ثانية 2 2A a b= ، وينتج من ذلك −
2أنّ  2 2cha A ϕ= ولكن للعددين ،A وa  الإشارة نفسها، إذنcha A ϕ= وعندئذ .

  يكون لدينا 

, ch( ) sh( ) ch( )x a x b x A x ϕ∀ ∈ + = +ℝ  

)يحُققان  ϕو Aإذن، الشرط اللازم والكافي لنجد  ���� |هو أن تتحقّق المتراجحة  ∗( | | |a b>.  
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 يحُققان ϕو Aلنفترض أنهّ يوجد :  تحليل �

  , ch( ) sh( ) sh( )x a x b x A x ϕ∀ ∈ + = +ℝ  ( )∗∗  

 يكون لدينا : عندئذ

, ( ) ( ) 0x xx a b Ae e a b Ae eϕ ϕ− −∀ ∈ + − + − + =ℝ  
، ثمُّ ضربنا طرفي هذه ∞+تسعى إلى  xوجعلنا  −xeفإذا ضربنا طرفي هذه المساواة بالمقدار 

  ، استنتجنا أنّ ∞−تسعى إلى  xوجعلنا  xeالمساواة بالمقدار 
a b Ae

a b Ae

ϕ

ϕ−

 + =
 − = −

  

shaوهذا يقتضي أن يكون  A ϕ= وchb A ϕ= َّ2، ومن ثم 2 2 0b a A− = > ،
| أو، )معاً  ساويان الصفرلا ي bو aلأنّ ( | | |b a> عددان أنهّ يوجد. فإذا افترضنا A وϕ 

)يحُققان  |، كان ∗∗( | | |b a>.  

|وبالعكس، في حالة :  تركيب | | |b a≥ نعرّف  
2 2sgn( )A b b a= arg   و   − sh

a

A
ϕ

 =   
  

shaفيكون لدينا من جهة أولى  A ϕ= 2، ومن جهة ثانية 2 2A b a= ينتج من ذلك ، و −
2أنّ  2 2chb A ϕ= ولكن للعددين ،A وb  االإشارةإذن ذا ،chb A ϕ= وعندئذ .

  يكون لدينا 
, ch( ) sh( ) sh( )x a x b x A x ϕ∀ ∈ + = +ℝ  

)يحُققان  ϕو Aإذن، الشرط اللازم والكافي لنجد  ���� |هو أن تتحقّق المتراجحة  ∗∗( | | |b a≥.ú  

J موعين 8. التمريناحسب ا  

( )
0

ch
n

k

C kb a
=

= )و  ∑+ )
0

sh
n

k

S kb a
=

= +∑.  

  .bو aعددين حقيقيين في حالة 
C: احسب المقدارين مساعدة S+ وC S−.  
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  الحـل

  نلاحظ أنّ 

( )

( )

( 1)

2

0 0
( 1)

1
2

/2

1
2/2

1

1
sh

sh( /2)

sh

sh( /2)

n b

n n
kb a a kb

k k
n b

a

b

na

b

n

a nb

C S e e e

e
e
e

be

be

b
e

b

+

+

= =
+

++

+

+

+ = =

−
=

−

= ⋅

= ⋅

∑ ∑

  

  أنّ  ونجد بأسلوب مماثل

( )
( )

( ) ( ) ( )

0 0
1

2/2

2

sh

sh

n n
kb a k b a

k k
n

a nb

b

C S e e

b
e

− + − + −

= =
+

− −

− = =

= ⋅

∑ ∑
  

  وعليه
( ) ( )

( )

1
2 2

2

sh ch

sh

n n

b

b a b
C

+ +
)و    = ) ( )

( )

1
2 2

2

sh sh

sh

n n

b

b a b
S

+ +
=  

  ú  وهو المطلوب.
J ليكن  9. التمرينa  عدداً حقيقيّاً. حلّ المعادلة  

sh( ) sh( ) sh( 2 ) sh( 3 ) 0a a x a x a x+ + + + + + =  
  الحـل

  لقد أثبتنا في التمرين السابق
( )

( )

sh(2 )sh 3 /2
sh( ) sh( ) sh( 2 ) sh( 3 )

sh( /2)
4 sh 3 /2 ch( /2)ch

x a x
a a x a x a x

x

a x x x

+
+ + + + + + =

= +

  

2هو المعطاة وعليه فإنّ حلّ المعادلة  /3x a= − .  ú  
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J ليكن  10. التمرينa وb : ين. ادرس جملة المعادلتينعددين حقيقي  
ch ch

:
sh sh

x y a

x y b

+ =
 + =

E  

  الحـل

  لجملة المدروسة الجملة :تكافئ ا
x y

x y

e e a b

e e a b− −

 + = +
 + = −

  

xXوإذا وضعنا  e=  وyY e= صارت الجملة المدروسة  

1 1

X Y a b

a b
X Y

 + = +

 + = −

  

  وهي تُكافئ

0, 0

X Y a b

a b
XY

a b
X Y

 + = + + =
 − > >

  

|إذن ليس لهذه الجملة حلول إذا كان  |a b≤  ّلذلك سنفترض أن| |a b>.  

Xولكن يتحقق الشرطان  Y a b+ = aو  + b
XY

a b

+
=

−
 Yو Xإذا وفقط إذا كان  

  جذري المعادلة
2 ( ) 0

a b
Z a b Z

a b

+
− + + =

−
  

  ي تقبل جذرين حقيقيين إذا وفقط إذا كانوه

2 2 2( ) 4 ( 4) 0
a b a b

a b a b
a b a b

+ +
∆ = + − = − − ≥

− −
  

2وهو يُكافئ  4a b≥ |ضمن الشرط  + |a b> وفي هذه الحالة يكون الجذران الحقيقياّن .
  ا موجبان.جبين تماماً لأنّ مجموعهما وجداءهممو 
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}وعندئذ تعُطى اموعة  },X Y بالصيغة  

2 2 2 21 1
( 4), ( 4)

2 2 2 2

a b a b a b a b
a b a b

a b a b

  + + + + + − − − − − 
 − −  

  

}اموعة تعطى و  },x y  بالصيغة  

2 2 2 21 1
ln ( 4) , ln ( 4)

2 2 2 2

a b a b a b a b
a b a b

a b a b

     + + + +     + − − − − −       − −     
  

  أو

2 2( 4) ( 4)
ln , ln ,

2( ) 2( )

c c c c c c
c a b

a b a b

     + − − −     = −        − −     
  

2حلولٌ في حالة  Eوبالنتيجة، ليس للجملة  4a b< 2. وفي حالة + 4a b= تقبل  +
)حلاً واحداً  Eالجملة  , )x y  هو( )2

ln a bx y += 2 عندما، وأخيراً، = 4a b> + 
  تقبل الجملة حلّين هما

( 4) ( 4)
ln , ln

2( ) 2( )

c c c c c c

a b a b

 ± − −     − − 

∓  

2نا عرفّ وقد 2c a b= −.  ú  
J ليكن  11. التمرينy  العدداً من ا] [2 2,

π π−نعرّف . ( )( )2 4ln tan y
x π= . أثبت +

th: أنّ  tan
2 2

x y     =        
thو  sinx y=  1و

ch
cos

x
y

=.  

  الحـل

  نلاحظ أوّلاً أنّ 

1 tan
2

tan
2 4

1 tan
2

x

y

y
e

y

π

 +     = + =     −   

  

  نستنتج منها
1

tan th
2 21

x

x

y e x

e

   −  = =        +
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  كما نستنتج منها أيضاً أنّ 

( )( )

( )( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

2 22
2 22

2

2 22
2

2 2

2 2

1
2 tan

1 tan cos

1
1 tan 2 tan

cos

1 2 sin cos 1 sin

1 sin1 2 sin cos

y

y y

x

y y

y

y y

y y

e

y

y

+
+

= =

− −

+ +
= =

−−

  

  ومنه
2

2

1
sin th

1

x

x

e
y x
e

−
= =

+
  

  وأخيراً 
( )
( )

( )
( )

( ) ( )

2 2

2 2

2 2
2 2

1 tan 1 tan

1 tan 1 tan

2 2

coscos sin

y y

x x

y y

y y

e e

y

−
+ −

+ = +
− +

= =
−

  

1إذن 
ch

cos
x

y
=.  ú  

  
J حلّ المعادلة 12. التمرين ( )1

2arg ch arg shx x= −.  

  الحـل

)نعلم أنّ  )2arg ch ln 1u u u= +   ، إذن−

( )arg ch arg ch

2

2

2

1 1 1
arg ch arg sh

2 2 2

1 1 1
1

2 2 1
1

1
2

x xx x x e e

x x x
x x

x x

−
 = − ⇔ − = −  

  ⇔ − = + − −   + −

⇔ − = −
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  وبملاحظة أنّ أي حلّ للمعادلة الأخيرة يجب أن يكون أكبر من الواحد، نجد

( )
2

2 21 1
1 1 1

2 2

5

4

x x x x x

x

     − = − ⇔ − = − ∧ ≥       

⇔ =

  

  ú  وهي النتيجة المطلوبة.

J حلّ المعادلة 13. التمرين  :( ) ( )1 1
3 4arcsin arccos arccosx = −.  

  الحـل

  لنضع
1

arccos
3

α
 =   

1  و  
arccos

4
β

 =   
  

0فيكون 
2

π
α β< <   وكذلك، >

1 8 1 15
cos , sin , cos , sin

3 3 4 4
α α β β= = = =  

  نستنتج من المعادلة

arcsin , 0
2

x
π

α β
 
 = − ∈ −
  

  

  أنّ 
sin( )x α β= −  

  أي

  8 15
sin cos cos sin

12
x α β α β

−
= − =  ú  

  

J أثبت أنّ  14. التمرين   
2

( , ) 1,1 , arg th arg th arg th
1

x y
x y x y

xy

+ ∀ ∈ − + =  +
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  الحـل

1نعلم أنّ  1
arg th ln

2 1

u
u

u

 + =   − 
). ليكن  , )x y  2من

1,1 − عندئذ . 

1

1

1 1 1 1
arg th arg th ln ln

2 1 2 1
1 1
ln

2 1

11
ln arg th

2 11

x y

xy

x y

xy

x y
x y

x y

x y xy

x y xy

x y

xy

+

+

+

+

   + +  + = +     − −   
 + + + =   − − + 
 +    + = =     +  −  

  

  ú  وهي النتيجة المطلوبة.

  
J أثبت صحّة العلاقات التالية  15. التمرين :  

4 5 16
arcsin arcsin arcsin

5 13 65 2

π
+ + =  

( )
1 1

3 arctan 2 3 arctan arctan
2 3

− = +  
1 3

5 arctan 2 arctan
7 79 4

π
+ =  

  الحـل

4لنضع  	
5

arcsina 5، و=
13

arcsinb ن العددين = ينتميان إلى  bو a. من الواضح أ
اال 

2
0, π 

  إذن من جهة أولى لدينا .  
4

sin
5

a 3و  =
cos

5
a 5و =

sin
13

b 12و =
cos

13
b =  

  ومن ثمَّ 

   3 12 4 5 16
cos( )

5 13 5 13 65
a b+ = ⋅ − ⋅ =  

,0]ومن جهة ثانية  ]a b π+ 16، إذن ∋
65

arccosa b+   العلاقة المطلوبة :وهذا يُكافئ  =
16

arcsin
65 2

a b
π

+ + =  
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arctan(2كن يل 	 3)a = 0كان   لـمّا. − 2 3 1< − تنتمي  a استنتجنا أنّ  >
 إلى اال

4
0, π 

   ولكن .  

2 2

2 tan 2(2 3) 1
tan2

1 tan 1 (2 3) 3

a
a

a

−
= = =

− − −
  

ينتمي إلى اال  2a العددو 
2

0, π 
   1، إذن

2 arctan
63

a
π

= 3، ومنه =
4

a
π

=.  

1ومن جهة أخرى، لنضع 
2

arctanb 1و  =
3

arctanc   . عندئذ يكون لدينا=
1 1
3 2

1 1
3 2

tan tan
tan( ) 1

1 tan tan 1

c b
c b

c b

++
+ = = =

− − ⋅
  

ينتمي إلى  cو bكل من العددين   ولكنْ 
4

0, π 
    إذن

2
0,c b π + ∈    المساواة المطلوبة: ومنه  

3
4

c b a
π

+ = =  

1لنعرّف   	
7

arctana 3و  =
79

arctanb   . عندئذ يكون لدينا=
1 3
7 79 79 21 2

tan( )
1 3/553 550 11

a b
+ +

+ = = =
−

  

ولأنّ 
4

0 a π< و >
4

0 b π< ، استنتجنا أنّ >
2

0 a b π< + ، ومن العلاقة السابقة >
نرى أنهّ في الحقيقة لدينا 

4
0 a b π< +   يمكننا أن نكتب ومجدّداً . >

1 2
7 11 25 1

tan(2 )
1 2/77 75 3

a b
+

+ = = =
−

  

كان   لـمّاو 
2

0 2a b π< + tan(2و > ) 1a b+ استنتجنا أنّ  >
4

0 2a b π< +   منه. و >

( )
1
3

1
9

2 3
tan 4 2

41
a b

⋅
+ = =

−
  

وهنا أيضاً نلاحظ أنّ 
4

0 4 2a b π< + ، ولأنّ >
4

0 a π< 5استنتجنا أنّ  > 2a b+ 
ددٌ ينتمي إلى اال ع

2
0, π 

   ويحُقّق  

( )
3 1
4 7tan 5 2 1

1 3/28
a b

+
+ = =

−
  

فلا بدُّ أن يكون 
4

5 2a b π+   ú  . وهذا يثُبت المطلوب. =
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1كان   لـمّا .ملاحظة �
3

2 arctana b+ 5نستنتج من  = 2 2(2 )a b a a b+ = + + 
  أنّ 

1 1
arctan 2arctan

7 3 4

π
+ =  

2ونستنتج من كون 
arctan

11
a b+ 3و = 2( ) 5 2a a b a b+ + =   أنّ  +

1 2
3arctan 2arctan

7 11 4

π
+ =  

  وأخيراً أنّ 
1 2

3arctan arctan
3 11 4

π
− =  

J بسّط العبارة التالية 16. التمرين  :  
2

2

7 2 7
2 arctan arctan

1 14

x x
x

x x

− −
+

+ −
  

  الحـل

2ثير الحدود لك 14 1X X− 7 همان ان حقيقيّ اجذر  − 5 7و −2 5 . لنعرّف إذن +2
}على  }\ 7 5 2,7 5 2= − +D ℝ التابع  

2

2

7 2 7
: , ( ) 2arctan arctan

1 14

x x
f f x x

x x

− −
→ = +

+ −
D ℝ  

  ، لنحسب هذا المشتق:Dاق على مستمر وقابل للاشتق fمن الواضح أنّ 
2

2

2 2
2

2

2 2

2 2 2 2 2

2

2 2 4

7 2 7

2 1 14
( )

1 7 2 7
1

1 14

2 ( 2 14 )(1 14 ) (14 2 )(7 2 7 )

1 (7 2 7 ) (1 14 )

2 100 100
0

1 50 100 50

x x

x x
f x

x x x

x x

x x x x x x

x x x x x

x

x x x

′ − −     + − 
′ = +

+  − −  +    + − 

− − + − − − − −
= +

+ − − + + −

+
= − =

+ + +
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(0)كون   . وبالاستفادة منDثابت على كل مجال محتوى في  fإذن التابع  arctan7f   و =

lim ( ) arctan7
x

f x π
→∞

= lim  و  + ( ) arctan7
x

f x π
→−∞

= − +  

  نستنتج أنّ 
arctan7 : 7 5 2

( ) arctan7 : 7 5 2 7 5 2

arctan7 : 7 5 2

x

f x x

x

π

π

 + < −= − < < +
− + + <

  

  ú  . نكون قد بسّطنا العبارة المعطاةوبذا 
J الآتية وارسم خطوطها البيانيةلتوابع اادرس  17. التمرين :  

2

2

1
arcsin ,

2
2

arctan arctan ,
1

1 3 th
argth .

3 th

t t
t

t
t t

t
t

t
t

+ −

−
−

+

+

֏

֏

֏

�

�

�

  

  الحـل

التابع  دراسة �
21

( ) arcsin
2

t t
f t

+ −
=.  

) المعطى بالصيغة ϕ لنتأمّل أوّلاً التابع )21
( ) 1

2
t t tϕ = + وهو تابع معرّف على  ،−

[ [وقابل للاشتقاق على اال المفتوح  −[1,1 1, 1[−   إنّ وكذلك ف. +

2

1
] 1, 1[, ( ) 1

2 1

t
t t

t
ϕ

 ′∀ ∈ − + = −    −
  

  وهنا نلاحظ أنّ 
2

2 2

( ) 0 1

(1 0) ( 1 )

1
1

2

t t t

t t t

t

ϕ′ ≤ ⇔ ≥ −

⇔ > ≥ ∧ ≥ −

⇔ > ≥
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  :يأتيكما   ϕجدول تحوّلات  في كتابةنا يفيدوهذا 

 1
1 1

2

( ) 0

1 1 1
( )

2 22

t

t

t

−

′ + −

− ր ց

ϕ

ϕ

  

1ينتج من ذلك أنّ  1
2 2

([ 1,1]) ,ϕ  − ⊂ −  
.  

arcsinf نستنتج من الدراسة السابقة أنّ التابع ϕ= 
 تابع معرّف ومستمر على اال 
[ [، وهو قابل للاشتقاق على −[1,1 1, 1[−   إنّ وكذلك ف .+

2

( )
( )

1 ( )

t
f t

t

ϕ

ϕ

′
′ =

−
  

 فيعض النقاط الإضافيّة للمساعدة ، ولقد أضفنا إليه بf لتابعا تحولاتلنا كتابة جدول  تيحوهذا ي
  رسم منحنيه البياني:

1 1
1 0 1

2 2
1

( ) 1 0
2

( ) 0
6 6 4 6

t

f t

f t
π π π π

− −

′ +∞ + + + − −∞

− ր ր ր ց

  

  
21الخطّ البياني للتابع 

2
( ) arcsin t tt f t + −=֏  

1

2

1

2
−

4

π

6

π
−

1−

/6π

1
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دراسة التابع  �
2

2
( ) arctan arctan

1

t
f t t

t
= −

−
 .  

} التابع المدروس معرّف على }\ 1,1= −D ℝوهو من الصف . C∞  مجال محتوى في على كل
D ّهذا ونلاحظ بالاشتقاق أن .  

2

2 2

2

2 2

2 2 2 2 2

2

11
( )

12
1

1
2(1 ) 4 1 1

(1 ) 4 1 1

t

t
f t

tt

t

t t

t t t t

′    −′ = −
+ +   −

− +
= − =

− + + +

  

)وعليه فإنّ الفرق  ) arctant f t t−֏  مجال من ثابتٌ على كلD ّوبملاحظة أن ،  

lim ( )
t
f t π

→∞
= (0)و     − 0f limو    = ( )

t
f t π

→−∞
=  

  نستنتج مباشرة أنّ :
arctan : 1

, ( ) arctan : 1 1

arctan : 1

t t

t f t t t

t t

π

π

 + < −∀ ∈ = − < <
 − <

D  

  .fالبياني للتابع  الخطرسم يفيدنا في وهذا 

  
الخطّ البياني للتابع 

2

2

1
( ) arctan arctant

t
t f t t

−
= −֏  

4
π

11−

2
π

3
4
π

4
π−

2
π−

3
4
π−
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1دراسة التابع  � 3 th
( ) arg th

3 th

t
f t

t

+
=

+
.  

1 ، لأن التابعℝمعرّف على كامل  fالتابع  3

3

x

x
x +

+
,1يد تماماً من تقابل متزا ֏ 1 − +   إلى

lnنفسه. وفي الحقيقة، إذا كان اال  2a 1كان   =
3

tha   وعليه فإنّ  =
th th

, ( ) arg th arg th(th( ))
1 th th

a t
t f t t a t a

a t

+
∀ ∈ = = + = +

+
ℝ  

, أو ( ) ln 2t f t t∀ ∈ = +ℝ .دراسة  طرحولا تf  ّمشكلة ةأي !   ú  
J حلّ المعادلات التالية : 18. التمرين  

� ( )arctan arctan 2
4

x x
π

+ = 

� 2arcsin arcsin 1
2

x x
π

+ − =  

� ( )22arcsin arcsin 2 1x x x= − 

� ( )
7

arctan arctan 3
12

x x
π

+ = 

  الحـل

arctanحلاً للمعادلة  xليكن  � arctan(2 )
4

x x
π

+ 0عندئذ يكون  = x< ،

 ويكون 

( )tan arctan arctan(2 ) 1x x+ =  
  أو

  
2

3
1

1 2

x

x
=

−
  

22أو  3 1 0x x+ −   لأننا نريد الحل الموجب استنتجنا أنّ . و =
1
( 17 3)

4
x = −   

0لأنّ وبالعكس،  x<  ّنستنتج أنarctan arctan2x xθ = π,0عنصر من  + 
  ،

tan ولأنّ  1θ استنتجنا أنّ  =
4
πθ ، أي =

4
arctan arctan2x x π+ . فنكون قد =

1هو حلاًّ وحيداً فقط و  ثبتنا أنّ للمعادلة المدروسة حلاًّ أ
4
( 17 3)x = −.  



ع المألوفةـالتواب  38 

  

arcsinxθلنعرّف  � من اال  =
2 2
,π π −  عندئذ يكون . x حلاً للمعادلة 

2arcsin arcsin 1
2

x x
π

+ − =  

 إذا وفقط إذا كان 

( )

( )

2arcsin 1 sin arcsin cos
2 2
arccos cos

π π
θ θ θ

θ θ

= − − = −

= =
  

من  θعداد جميع الأوحلول هذه المعادلة هي 
2

0, π 
  0,1 إنّ  ، أي 

   هي مجموعة حلول المعادلة
  .المدروسة

arcsinxθلنعرّف  � من اال  =
2 2
,π π −  . عندئذ يكونx دلةحلاً للمعا 

( )22arcsin arcsin 2 1x x x= −  

 إذا وفقط إذا كان 

( ) ( )2 arcsin 2 sin cos arcsin sin2θ θ θ θ= =  

  أو

4 2

4 4

2 4

2 : ,

2 2 : ,

2 : ,

π π

π π

π π

π θ θ

θ θ θ

π θ θ

   − ∈      = ∈ −     − − ∈ − −   

  

هي الأخيرة  حلول المعادلةمجموعة و 
4 4
,π π −   ، وبالعودة إلىx  هي  المدروسةنجد أنّ حلول المعادلة

1 1

2 2
, −  

.  

7لحلّ المعادلة  �
arctan arctan 3

12
x x

π
+  نلاحظ مباشرة أنّ التابع =

: , , arctan arctan 3f t t tπ π → − + ℝ ֏  
[إلى  ℝف تقابلاً من يعر و تابع مستمر ومتزايدٌ تماماً  , [π π− ّونلاحظ مباشرة أن .  

7
(1) arctan1 arctan 3

4 3 12
f

π π π
= + = + =  

1xإذن  7هو الحل الوحيد للمعادلة  =
12

( )f x π=.  ú  
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J حلّ جملة المعادلتين : 19. التمرين  
argsh 2argsh

:
3 ln 2 ln

x y

x y

 =
 =

E  

  الحـل

  الجملةَ  E تُكافئ الجملةُ 
( )

( )
2

2

3 2

sh 2arg sh 2 1
: ,

x y y y
x y

x y

∗
+

 = = + ∈
 =

ℝ  

  وهذه بدورها تُكافئ
( )

( )
2 2 2

2
3 2

4 1
: ,

x y y
x y

x y

∗
+

 = + ∈
 =

ℝ  

  أو

( )
4

2

3

1 4 4
: ,

x x
x y

y x

∗
+

 = + ∈
 =

ℝ  

  ولكنّ التابع
4: 4 4f x x x+֏  

  ، ويحُققℝ+متزايدٌ تماماً على 
1

1
8

f
  <  

1   و   
1

4
f

  >  
  

)، للمعادلة αن يوجد حل وحيدٌ، وليكن إذ ) 1f x 1ينتمي إلى . وهو = 1
8 4
, 

   ونجد بحساب .
0.24631879αتقريبي  ≈ .  

)هو  Eفيكون الحل الوحيد للجملة  ) ( ), ,x y α α α=.  ú  
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J تمثال ارتفاعُه  20. التمرينs  موضوع على قاعدة ارتفاعهاp مسافة من القاعدة يجب على أي .
  ؟ أن يقف مُراقبٌ، طوله مهمل، ليرى التمثال تحت زاوية عُظمى

  الحـل

)ة، تعُطى الزاوية في الحقيق )xθ  ،ا التمثال التي يرُى
من مركز القاعدة،  xعندما يقف المراقب على مسافة 

  بالعلاقة

( ) arctan arctan
s p p

x
x x

θ
+

= −  

θ:لندرس إذن التابع  ∗
+ →ℝ ℝ ٌفنلاحظ أنّه قابل .

∗للاشتقاق على 
+ℝ ويحُقّق مشتقّه العلاقة  

  

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2

2 2 2 2

( )
( )

( ( ) ) ( )( )

( )( ( ) )

( )

( )( ( ) )

p p s
x

x p x p s

p x p s p s x p

x p x p s

ps p s sx

x p x p s

θ
+

′ = −
+ + +

+ + − + +
=

+ + +

+ −
=

+ + +

  

  : الآتي التحولاتجدول  θفيكون للتابع 

�

0 ( )

( ) 0

( )

x p p s

x

x

θ

θ

+ +∞

′ + −

ր ց

  

)قيمة عظمى عند  θوعليه يبلغ  )x p p s=   القيمة هي  ، وهذه+

max arctan arctan 2arctan
2

s p p p

p s p s p

π
θ

+
= − = −

+ +
  

  ú  وهي النتيجة المطلوبة.

s

p

x

( )xθ
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J التابعليكن  21. التمرين  

+

1 1
: , ln 1 1

2
f x x

x

∗
     → + ⋅ + −        

ℝ ℝ ֏  

) ولنعرّف المتتالية )
nn

S ∗∈ℕ
  كما يأتي:  

( )1
2

ln( ) ln( !)nS n n n n= + − −  

  فلدينا: ]0,1]من اال  tكان العدد الحقيقيّ   أياًّ بت أنهّ أث  1.
3

3
2

2 1 2
2 ln 2

3 1 3 1

t t
t t t

t t

+
+ ≤ ≤ +

− −
  

  فلدينا: xكان العدد الحقيقيّ الموجب تماماً   أياًّ أثبت أنهّ   2.

2

1 1
( )

12 ( 1)3(2 1)
f x

x xx
≤ ≤

++
  

  .tلمتحوّل بأخذ قيمة مناسبة ل 1. الاستفادة منيمكن 
  فإنّ  xاستنتج أنهّ مهما يكن العدد الحقيقيّ الموجب تماماً   3.

1 1 1 1 1 1
( )

6 2 1 2 3 12 1
f x

x x x x

     − ≤ ≤ −     + + +   
  

 أثبت أنّ  4.
1

( )
m

m n
k n

S S f k

−

=

− = 1m، عندما ∑ n>  في حالة. ثم استنتج أنهّ ≤

1m n>   تتحقق المتراجحة: ≤
1 1 1 1 1 1

6 2 1 2 1 12m nS S
n m n m

     − ≤ − ≤ −     + +   
  

  : يحُقّق βاستنتج أنهّ يوجد ثابت 5.

( )
1 1

6 2 1 12nS
n n

β≤ − ≤
+

  

0كان   أياًّ   n<.   واحسب!
lim

n nn

n

n e n−→+∞
  .βبدلالة  
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  الحـل

  لنتأمّل التابع 1.
31 2

: 0,1 , ( ) ln 2
1 3

t
t t t

t
ϕ ϕ

+  → = − −  −
ℝ  

  :أتيما يعلى هذا اال ويحُقّق مشتقه  ]0,1]قابل للاشتقاق على تابعٌ تابع هذا ال
4

2

2 2

2 2
( ) 2 2 0

1 1

t
t t

t t
ϕ′ = − − = ≥

− −
  

(0)تابعٌ متزايدٌ ويحُقّق  ϕوعليه، التابع  0ϕ ، وهذه هي ]0,1] على اال . فهو موجبٌ =
  المتراجحة الأولى. 
  لنتأمّل أيضاً التابع

3

2

1 2
: 0,1 , ( ) ln 2

1 3 1

t t
t t

t t
ψ ψ

+  → = − −  − −
ℝ 

  :يأتيما على هذا اال ويحُقّق مشتقه  ]0,1] هذا التابع قابل للاشتقاق على
2 4

2 2 2 2

4

2 2

2 4
( ) 2 2

1 1 3(1 )

4
0

3(1 )

t t
t

t t t

t

t

ψ′ = − − −
− − −

= − ≤
−

  

(0)ابعٌ متناقص ويحُقّق ت ψوعليه، التابع  0ψ ، وهذه هي المتراجحة ]0,1]. فهو سالب على =
  الثانية. 

∗من  xلتكن  2.
+ℝ 1، ولنضع

1 2
t

x
=

+
  حة السابقة فنجدفي المتراج 

2

2

2

1

1 1 1 1 1 1 2
1 ln 1 1

3 1 2 2 3 1
1

1 2

x
x

x x

x

         +     + ≤ + + ≤ +          +       −   + 

  

  أو

2

1 1
( )

12 (1 )3(1 2 )
f x

x xx
≤ ≤

++
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2وبملاحظة أنّ  3. 1 2 3x x+ ≤   نستنتج بسهولة من المتراجحة السابقة أنّ  +

1 1 1 1 1 1
0, ( )

6 2 1 2 3 12 1
x f x

x x x x

     ∀ > − ≤ ≤ −     + + +   
  

  
)كان   لـمّا 4. )1

2
ln ln( !)nS n n n n= + −   استنتجنا أنّ  −

1

3 1
ln( 1) ln 1 ln( 1)

2 2
1 1

ln 1 ( )
2

k kS S k k k k k

k
k f k

k

+

     − = + + − + − − +        
  += + − =  

  

kمن  kعندما تتحوّل وبجمع العلاقات السابقة طرفاً إلى طرف،  n=  1إلىk m=   ، نجد−
1

( )
m

m n
k n

S S f k

−

=

− = ∑  

1ه في حالة نستنتج مباشرة أنّ  4.واستناداً إلى  n m≤   لدينا >
1 1 1 1 1 1

6 2 1 2 1 12m nS S
n m n m

     − ≤ − ≤ −     + +   
  

)1نستنتج مماّ سبق أنّ المتتالية  5. )n nS   متقاربة لأّا تحُقّق شرط كوشي، لتكن إذن ≤
lim n
n
Sβ

→∞
=  

0nه في حالة في المتراجحة السابقة نجد مباشرة أنّ  ∞+تسعى إلى  mبجعل    لدينا <
1 1

6(2 1) 12nS
n n

β≤ − ≤
+

  

)expوإذا لا حظنا أنّ  )
!

n n

n

n e n
S

n

−

  استنتجنا أنّ  =

!
lim

n nn

n
e

n e n

β−

−→∞
=  

2eن أنّ هَ رْ يُـب ـَ β π−   وهي ،Stirling ستيرلينغ فنحصل على ما يسمّى علاقة =
!

lim 1
2n nn

n

n e nπ−→∞
=  
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   في الحقيقة، لقد أثبتنا أكثر من ذلك، إذ لدينا
1/(12 6) 1/(12 )!

2

n n

n n

n
e e

n e nπ

+

−
≤ ≤  

0nفي حالة    ضي أنّ وهذا يقت، <

2

! 1 1
1

122n n

n
O

n nn e nπ−

 = + +   
  

  ú  من علاقة ستيرلينغ. فضلوهي أ

J نعرّف المتتاليتين  22. التمرين( ) 3n nv )و  ≤ ) 3n nu   كما يلي:  ≤

3

1

ln

n

n
k

v
k k=

= ln(ln     و   ∑ )n nu n v= −  

ln(1:  فلدينا yكان العدد الحقيقيّ الموجب   أياًّ أثبت أنهّ   1. )
1

y
y y

y
≤ + ≤

+
.  

1عندما تكون  2. x< نضع ،( ) ln(ln(1 )) ln(ln )f x x x= + −.  

.i    ّأثبت أن( ) ln(1 )f x y= ln(1 حيث + 1/ )

ln

x
y

x

+
=.  

.ii  عملاست  1لإثبات أنهّ عندما مرتّين  1. ها فيالمتراجحة التي أثبتx   يكون: <

1 1
( )

(1 )ln(1 ) ln( )
f x

x x x x
≤ ≤

+ +
  

3 استنتج أنهّ عندما  3. n m≤   :  لدينا >
1 1

0
ln lnm nu u
n n m m

≤ − ≤ −  

  يحُقّق δأثبت أنهّ يوجد ثابت حقيقيّ   4.
1

n
3 0

lnn u
n n

δ⇒ ≤ − ≤≥.  

2في حالةف نعرّ  5. m≤  المقدار
2

1

1

ln

m

m
k m

I
k k= +

=   .أثبت أنّ ∑

lim ln2m
m

I
→+∞

=  
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  الحـل

  لنتأمّل التابع 1.
: , ( ) ln(1 )t t tϕ ϕ+ → = − +ℝ ℝ  

  : يأتيه ما ويحُقّق مشتقℝ  +هذا التابع قابل للاشتقاق على 
1

, ( ) 1 0
1 1

t
t t

t t
ϕ+

′∀ ∈ = − = ≥
+ +

ℝ  

(0) لديناتابعٌ متزايدٌ و  ϕ التابعفوعليه،  0ϕ ، وهذه هي المتراجحة ℝ+ . فهو موجب على=
  الأولى. 
  التابع بالمثللنتأمّل 

: , ( ) ln(1 )
1

t
t t

t
ψ ψ+ → = + −

+
ℝ ℝ  

  ويحُقّق مشتقه: ℝ+ا التابع قابل للاشتقاق علىهذ

2 2

1 1
, ( ) 0

1 (1 ) (1 )

t
t t

t t t
ψ+

′∀ ∈ = − = ≥
+ + +

ℝ  

(0) لديناتابعٌ متزايد و  ψالتابع فوعليه،  0ψ ، وهذه هي المتراجحة ℝ+ . فهو موجب على=
  ية.الثان

. .2i  1لتكن x<لدينا .  
( ) ln(ln(1 )) ln(ln )

ln ln(1 ) ln
ln

ln
1 1

ln 1 ln 1
ln

y

f x x x

x x x

x

x x

= + −

+ + −
=

     = + +        �





�





�

  

. .2ii  ّوبالاستفادة من المتراجحة السابقة نرى أن  

1 1 1 1
ln 1 ( ) ln 1

ln(1 ) ln
f x

x x x x

     + ≤ ≤ +     +    
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  ولكن بالاستفادة من المتراجحة السابقة نفسها نجد أيضاً أنّ 

1 1 1
ln 1

1 x x x

 ≤ + ≤ +  
  

  إذن
1 1

1, ( )
(1 )ln(1 ) ln

x f x
x x x x

∀ > ≤ ≤
+ +

  

  لنلاحظ أنّ  3.

1

1
ln(ln( 1)) ln(ln )

( 1)ln( 1)k ku u k k
k k

+ − = + − −
+ +

  

nه في حالة نستنتج من ذلك أنّ  k m≤   لدينا >

1

1 1
0

ln ( 1)ln( 1)k ku u
k k k k

+≤ − ≤ −
+ +

  

  وبجمع هذه المتراجحات نجد
1 1

2 0
ln lnm nn m u u
n n m m

< < ⇒ ≤ − ≤ −  

)نستنتج إذن أنّ المتتالية  4. )n nu  تحُقّق شرط كوشي فهي متقاربة ويوجدδ يحُقّق  
lim n
n
u δ

→∞
=  

2nأنهّ في حالة  في المتراجحة السابقة نجد ∞+تسعى إلى  mوبجعل    لدينا <
1

0
lnnu
n n

δ≤ − ≤  

  نلاحظ أنّ  5.
2

2

2

2ln ln ln ln

ln2

m mm

m m

m m

I v v

u m u m

u u

= −

= − − +

= + −

  

limإذن  ln2m
m

I
→∞

=.  ú  
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J ليكن  23. التمرين:f ∗ →ℝ ℝ :التابع المعرّف بالعلاقة  
2 3

5

(1 /6)sin ( /2)cos
( )

x x x x x
f x

x

+ − +
=.  

أثبت أن النهاية   
0

lim ( )
x
f x

→
   موجودة واحسبها. 

  الحـل

   نستفيد من المتراجحتين :
63 5

2 4 6

| |
sin sh| |

6 120 7 !

cos 1 ch
2 24 6!

xx x
x x x

x x x
x x

− + − ≤

− + − ≤

  

) التابعين ،ℝ∗على ، إذن إذا عرفّنا )x a x֏ و( )x b x֏ الآتيين:  
3 5

7

2 4

6

1
( ) sin

6 120

1
( ) cos 1

2 24

x x
a x x x

x

x x
b x x

x

  = − + −   
  = − + −   

  

  كانو  ،0كان هذان التابعان محدودين في جوار 
3 5

7

2 4
6

sin ( )
6 120

cos 1 ( )
2 24

x x
x x a x x

x x
x b x x

= − + +

= − + +

  

  وعليه
2 417 7 ( ) 3 ( )

( ) ( ) ( )
90 360 6

a x b x
f x a x b x x x

  −= + − + − +  
  

  نجد أنّ  0تسعى إلى  xإذن بجعل 
2 3

50

(1 )sin ( )cos
176 2lim
90x

x x
x x x

x→

+ − +
=  

  ú   وهي النهاية المطلوبة.
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  النشر المحدودمقارنة التوابع و 
 

  مقارنة التوابع في جوار نقطة 1.

 ل في هذه الفقرة تمُثA  مجموعة جزئيّة غير خالية منℝ ل، ويمث a  من  اً عنصرℝ ّنفترض أن .a 
اموعة  أي إلى Aعلى  aآثار جوارات  إلى Bنرمز بالرمز و . Aلاصقة باموعة 

{ }: ( )V A V a∩ ∈ V وبالرمز ،BF  إلى مجموعة التوابع الحقيقيةf  التي يحوي منطلق كل 
f:. أي ينتمي التابع Bمنها عنصراً من  X → ℝ  إلىBF في  إذا وُجِدتB  مجموعةB 

X قّقمعرفّاً عليها أي تحُ  fيكون  B⊃.  

 a في جوار fالتابع  على يُـهَيمِن g. نقول إنّ BFعنصرين من  gو fليكن  .تعريف 1-1.
)ونكتب  )f O g=  َإذا وفقط إذا وُجِدB  فيB،  وعددM  في∗

+ℝ قانيحُق   
, ( ) ( )x B f x M g x∀ ∈ ≤  

f يحُقق BFفي  hوهذا يكافئ وجود تابع محدود  hg=  ٍعنصر للفي جوارa.  
  فإنّ  Aلا ينعدم على اموعة  gوإذا كان   

) ( )
f

f O gg ⇔   .a) لعنصرتابع محدود في جوارٍ ل =

) (1)f f O⇔   .a) عنصرلتابع محدود في جوارٍ ل =

  مبرهنة.   2-1.

1. إذا كان BFعناصر من  gو 2fو 1fلتكن   � ( )f O g=  2وكان ( )f O g=  ّفإن
1 2 ( )f f O gλ+   .ℝمن  λوذلك أياً كانت  =

1لدينا  . إذا كانBFعناصر من  2gو 1gو 2fو 1fالتوابع  لتكن  � 1( )f O g=  وكان
2 2( )f O g=  ّ1فإن 2 1 2( )f f O g g=.  

). إذا كان BFن معناصر  hو gو fالتوابع  لتكن � )f O g= و( )g O h=  ّفإن
( )f O h=.  

 السابعالفصل 

  www.hiast.edu.sy  المعهد العالي للعلوم التطبيقية والتكنولوجيا



 50 مقارنة التوابع والنشر المحدود

  الإثبات

∗في  1Mعددٌ و ، Bفي  1Bيوجد، انطلاقاً من التعريف، �
+ℝقانيحُق ،  

1 1 1, ( ) ( )x B f x M g x∀ ∈ ≤  

∗في  2Mعددٌ و ، Bفي  2Bوكذلك يوجد 
+ℝقانيحُق ،   

2 2 2, ( ) ( )x B f x M g x∀ ∈ ≤  
1فإذا لاحظنا أنّ  2B B B∩ 1ووضعنا ، Bينتمي إلى  = 2| |M M Mλ= أمكننا أن  +

  نكتب

1 2, ( ) ( )x B f f x M g xλ∀ ∈ + ≤  
1ومن ثمَّ  2 ( )f f O gλ+ =.  

∗في  1Mعددٌ و ، Bفي  1Bالتعريف،استناداً إلى يوجد،  �
+ℝقانيحُق ،   
1 1 1 1, ( ) ( )x B f x M g x∀ ∈ ≤  

∗في  2Mعددٌ و ، Bفي  2B دوكذلك يوج
+ℝقانيحُق ،   

2 2 2 2, ( ) ( )x B f x M g x∀ ∈ ≤  

1فإذا لاحظنا أنّ  2B B B∩ 1 ووضعنا، Bينتمي إلى  = 2M M M= أمكننا أن نكتب  

1 2 1 2, ( ) ( ) ( ) ( )x B f x f x M g x g x∀ ∈ ≤  
1ومن ثمَّ  2 1 2( )f f O g g=.  

∗في  1Mعددٌ و ، Bفي  1Bيوجد، استناداً إلى التعريف،  �
+ℝقانيحُق ،  

1 1, ( ) ( )x B f x M g x∀ ∈ ≤  
∗في  2Mعددٌ و ، Bفي  2Bوكذلك يوجد 

+ℝقانيحُق ،   
2 2, ( ) ( )x B g x M h x∀ ∈ ≤  

1لاحظنا أنّ فإذا  2B B B∩ 1ووضعنا ، Bينتمي إلى  = 2M M M= أمكننا أن نكتب  
1 1 2, ( ) ( ) ( )x B f x M g x M M h x∀ ∈ ≤ ≤  

)ومن ثمَّ  )f O h=.  �
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ونكتب  aفي جوار  g أماممُهمَلٌ  f . نقول إنّ BFعنصرين من  gو f ليكن .تعريف 3-1.
( )f o g= قَ الشرط الآتيأياً كان  إذا وفقط إذا تحق :ε  من∗

+ℝ يوجد ،Bε  فيB، 
   يحُققان

, ( ) ( )x B f x g xε ε∀ ∈ ≤  
في  ξ وهذا يكافئ وجود تابع

B
F  قيحُقf gξ= lim، وa في جوار ⋅ 0

a
ξ =.  

  كان  Aلا ينعدم على اموعة  gوإذا كان   

lim 0 ( )
a

f
f o g

g
= ⇔ =.  

lim 0 (1)
a
f f o= ⇔ =.  

  .مبرهنة 4-1.
  لدينا، فℝمن  λ ، وأياً كانBFمن  hو gو fالعناصر أياً كانت  �

    ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

.

.

.

( ) ( )

(

.

) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

f o g f O g

f o g g O h f o h

f

i

ii

iiiO g g o h f o h

f io h h vg o h f g oλ

= ⇒ =

= ∧ = ⇒ =

= ∧ = ⇒ =

= ∧ = ⇒ + =

  

1 . إذا كانBFن م 2gو 1gو 2fو 1fلتكن   � 1( )f o g=  2 كانو 2( )f O g=  كان 
1 2 1 2( )f f o g g=.  

  الإثبات
∗في  2Mعددٌ و ، Bفي  2Bعلى سبيل المثال، يوجد  �لنثبت النقطة 

+ℝقانيحُق ،  
2 2 2, ( ) ( )x B f x M g x∀ ∈ ≤  

∗من  εلتكن 
+ℝفي  ، يوجدB عنصر Bε يحُقّق   

1 1, ( ) ( )x B f x g x
M

ε

ε
∀ ∈ ≤  

Bفإذا لاحظنا أنّ  B Bε∩   ، أمكننا أن نكتبBينتمي إلى  =

1 2 1 2 1 2, ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x B f x f x M g x g x g x g x
M

ε
ε∀ ∈ ≤ ≤  

1ومن ثمَّ  2 1 2( )f f o g g=.  �  
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  أمثلة 5-1.

∗من  β، وأياً كان ℝمن  αأياً كان   �
+ℝ لدينا ،( )xx o e

βα   .∞+في جوار  =
0αإنّ هذه النتيجة واضحة إذا كان x، لأنه في هذه الحالة يكون التابع ≥ xα֏  محدوداً في

limو ∞+ جوار x

x
e
β

→∞
= +∞.  

0αلنفترض أنّ  nα يحُقق n عددٌ  ℕفي  . يوجد< β< تعريف التابع الأسيّ  بناءً على. و
  يكون

1( )
1,

( 1)!

n
xx

x e
n

β
β +

∀ > ≤
+

  

  ومنه
( 1)!

1

( 1)!

n x

x

n
x x x e

x

x n

xe

β

β

α β

β

α

β

+
> ⇒ ≤ ≤

+
⇒ ≤

  

limومن ثمَّ  0x

x
x e

βα −

→∞
=.  

∗من  αأياً كان   �
+ℝ فلدينا ،ln ( )x o xα=  في جوار+∞.  

limكان   لـمّا 0t

t
te−

→∞
lim كان  ،= 0t

t
te α−

→∞
lnt:. وبإجراء تغييرٍ للمتحوّل = x=  نجد

ln
lim 0
x

x

xα→∞
  . وهذا يثبت المطلوب.=

∗من  αأياً كان   �
+ℝ  لديناln ( )x o x α−= 0جوار  في+.  

1بدال إتنتج هذه الخاصّة من السابقة ب

x
  .x المقدارب 

RY  
VN  
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  النشر المحدود 2.

 ، وأنّ ℝمن  I تافهغير  مجالٌ  A سنفترض في هذه الفقرة أنّ المجموعة
a  ٌمن  عنصرI وسنعرّف الرمزين .B وBF  في الفقرة السابقةمثلما فعلنا.  

 ،a في جوار n نشراً محدوداً من المرتبة fللتابع . نقول إنّ BFمن  ابعاً ت f ليكن .تعريف 1-2.

إذا وفقط إذا وُجِدَ كثير حدود 
0

n
k

k
k

P a X
=

=  يحُققعلى الأكثر  nمن الدرجة  ∑

( ) ( ) (( ) )nf x P x a o x a− − =   .aفي جوار  −
  نسمّي التابع

0

( ) ( )
n

k
k

k

x P x a a x a
=

− = −∑֏  

، ونرمز )a أو عند( a في جوار f للتابع nالنشر المحدود من المرتبة ، BFمن 
) إليه عادة بالرمز , )nDL f a  أو ببساطة( )nDL f .إذا لم يكن هنالك مجال للالتباس  

) قوإذا حقّ  , )nDL f a  1الشرط( ) ( , )( ) (( ) )n
nf x DL f a x O x a +− = في  −

)قلنا إنّ  a جوار , )nDL f a من المرتبة  نشر محدود بالمعنى القويn  للتابعf د نع
a.  

  ملاحظات 2-2.

 f ، كان التابعa في جوار nيقبل نشراً محدوداً من المرتبة  BFتابعاً من  f إذا كان �
  .aمستمراً عند 

، فإنهّ aفي جوار nيقبل نشراً محدوداً بالمعنى القوي من المرتبة  BFتابعاً من  f إذا كان �
 ، ولكنّ العكس خطأ. على سبيل المثال إذا كانa في جوار nتبة يقبل نشراً محدوداً من المر 
( ) 1f t t t t= + )، فإنّ 0في جوار  + )1( ) 1DL f t t= ولكنّ هذا النشر  +

   القوي.المحدود ليس نشراً محدوداً بالمعنى
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 يقبل نشراً محدوداً  BFتابعاً من  fإذا كان �
0

( , )( ) ( )
n

k
n k

k

DL f a x a x a
=

= من  ∑−

1المرتبة  n≤ في جوارa فإنهّ يقبل الاشتقاق عند ،a، 1 ويقبلa مشتقّاً له عند a .
 ولكن لا يمكن تعميم هذه الخاصّة إلى مشتقات عليا. 

  فمثلاً إذا كان

( )

3 1sin : 0

0 : 0

t t t
tf t

t

 + ≠= 
 =

  

)كان  )2( )DL f t t=  ولكن 0في جوار ،f  0لا يقبل الاشتقاق مرتّين عند.  

x تغيير المتحوّلفيد ي � a t− الة الحإلى  aمسألة النشر المحدود في جوار  رجاعإفي  ֏
0a   ن.، وهذا ما سنفعله في أغلب الأحيا=

 لقد جرت العادة أن نكتب �

( , ) (( ) )nnf DL f a o x a= + −  
) دلالة على المساواة , ) (( ) )nnf DL f a o x a− =   أن نكتبَ و . −

1( , ) (( ) )n
nf DL f a O x a += + −  

)1 عوضاً عن , ) (( ) )n
nf DL f a O x a +− = −.  

    أمثلة 3-2.

  أنّ  ع المألوفةعند دراسة التوابلقد أثبتنا . التابع الأسّي �
1

| |

0

| |
, ,

! ( 1)!

n nk
xx

k

xx
n x e e

k n

+

=

∀ ∈ ∀ ∈ − ≤
+

∑ℕ ℝ  

  ، ويكون0 في جوار nة مرتبة إذن يقبل التابع الأسيّ نشراً محدوداً من أيّ 

  1

0

( )
!

n k
x n

k

x
e O x

k
+

=

= +∑  �  

  ية هندسيّة أنّ من الواضح استناداً إلى قانون مجموع متتال تابع الظلّ العكسي. �
2 1

2
2 2

0

( )1, , ( 1)
1 1

n n
k k

k

x
n x x

x x

+

=

−
∀ ∈ ∀ ∈ = − +

+ +
∑ℕ ℝ  
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  ومن ثمَّ 

2 2 2
2

0

1, , ( 1)
1

n
k k n

k

n x x x
x

+

=

∀ ∈ ∀ ∈ − − ≤
+

∑ℕ ℝ  

   التابع ℝعلى  ، وعرفّناℕمن  nفإذا كانت 
2 1

0

( 1)
( ) arctan

2 1

n k
k

k

f x x x
k

+

=

−
= −

+∑  

   كان لدينا استناداً إلى ما سبق
2 2, ( ) nx f x x +′∀ ∈ ≤ℝ  

 يحُقق، ]0,1[من  θنجد عملاً بمبرهنة التزايدات المحدودة عدداً  ،ℝمن  x لتكنإذن 
( ) ( )f x x f xθ′=ومن ثمَّ يكون ،  

2 3, ( ) | | nx f x x +∀ ∈ ≤ℝ  
  نستنتج من هذه المناقشة أنّ 

2 1 2 3

0

( 1)
, , arctan | |

2 1

n k
k n

k

n x x x x
k

+ +

=

−
∀ ∈ ∀ ∈ − ≤

+
∑ℕ ℝ  

  ، ويكون0في جوار  nنشراً محدوداً من أية مرتبة  arctanإذن يقبل التابع 

  2 1 2 3

0

( 1)
arctan ( )

2 1

n k
k n

k

x x O x
k

+ +

=

−
= +

+∑  �  

  كننا أن نستنتج من المتراجحة السابقة أيضاً أنهّ:يم  

  ] [ 2 1

0

( 1)
1, 1 , arctan

2 1

k
k

k

x x x
k

∞
+

=

−
∀ ∈ − + =

+∑ 1  

  
∗من  n لتكن. التابع اللوغاريتمي �

ℕكنت، ول x  من] [1,−  . ثمُّ لنعرّف∞+

1
1

0

( 1)
( ) ln(1 )

1

n k
k

k

f x x x
k

−
+

=

−
= + −

+∑  

                                            
1xتبقى هذه المساواة أيضاً صحيحة في حالة  1 1xأو  = = −. 
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  نتحقق بسهولة أنّ 

] [

1

0

( )1
1, , ( ) ( )

1 1

n n
k

k

x
x f x x

x x

−

=

−
∀ ∈ − +∞ = − − =

+ +∑  

[من  x لتكن [1,− من  θ ، نجد استناداً إلى مبرهنة التزايدات المحدودة عدداً ∞+
) يحُقق، ]0,1[ ) ( )f x xf xθ′= َّومن ثم ،  

111, , ( ) max 1, | |
1

nx f x x
x

+   ∀ ∈ − +∞ ≤ ⋅    +
  

∗من  nه في حالة نستنتج من هذا أنّ 
ℕ ،1وx >   لدينا −

1
1

1

( 1) 1ln(1 ) max 1, | |
1

n k
k n

k

x x x
k x

−
+

=

−  + − ≤ ⋅  +
∑  

ln(1 إذن يقبل التابع )x x+֏ وداً بالمعنى القوي من أية مرتبةنشراً محد n في جوار 
  ، ويكون0

  
1

1

1

( 1)
ln(1 ) ( )

n k
k n

k

x x O x
k

−
+

=

−
+ = +∑  �  

  يمكننا أن نستنتج من المتراجحة السابقة أيضاً أنهّ:و   

] [
1

1

( 1)
1, 1 , ln(1 )

k
k

k

x x x
k

∞ −

=

−
∀ ∈ − + + = ∑2  

ln(1 أنّ التابع بأسلوب مماثلنثبتُ  )x x−֏  ّة يقبل نشراً محدوداً بالمعنى القوي من أي
  ، وأنّ 0 في جوار nمرتبة 

  1

1

ln(1 ) ( )
n k

n

k

x
x O x

k
+

=

− = − +∑  ’�  

  

                                            
1x تبقى هذه المساواة أيضاً صحيحة عندما 2 =.  
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هذا  كان،  a في جوار n يقبل نشراً محدوداً من المرتبة BFتطبيقاً من  fإذا كان .مبرهنة 4-2.
  .اً النشر المحدود وحيد

  الإثبات
  يحُقّقانعلى الأكثر  nمن الدرجة  Qو Pلنفترض وجود كثيريَ حدود 

( ) ( ) (( ) )nf x Q x a o x a− − = −  
)    و ) ( ) (( ) )nf x P x a o x a− − = −  

 إذن يكون

( ) ( ) (( ) )nP x a Q x a o x a− − − = −  
) نستنتج أنّ ، وبإجراء تغيير للمتحوّل a في جوار ) ( ) ( )nP t Q t o t−   ضعلن .0 في جوار =

0

n
k

k
k

R P Q c X
=

= − = ∑  

)ا ون لدينكفي ) ( )nR t o t= 0 في جوار.   
0R لنفترض على سبيل الجدل أنّ  } ولنضع ≠ }min : 0kr k c= ينتج من العلاقة . ≠

( ) ( )nR t o t=  ّلدينا 0 في جواره أن  

1 ( )n r n r
r r nc c t c t o t− −

++ + + =⋯  
0rc، وجدنا 0تسعى إلى  tوإذا جعلنا   لا بدّ أن يكون . إذنrناقض تعريف وهذا ي ،=

0R P، أو = Q=.  �  
)يقبل  BFتابعاً من  f إذا كان .مبرهنة 5-2. )nDL f  نشراً محدوداً من المرتبةn 0 في جوار ،

نّ التابع  )فإ )x f x−֏  ُيقبل( )( )nx DL f x−֏  محدوداً من المرتبة في  nنشراً 
  .0جوار 

  الإثبات
  �   بسيط ومتروك للقارئ.الإثبات 
)يقبل  f وكان BFمن  )فردياً (تابعاً زوجياً  f إذا كان .نتيجة 6-2. )nDL f  نشراً محدوداً من

)في  )الزوجية(الثوابت ذات الأدلةّ الفردية  كانت،  0 في جوار n المرتبة )nDL f .معدومة  
  الإثبات 

   �   الإثبات بسيط ومتروك للقارئ.
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   قواعد حساب النشر المحدود 3.
  �دوماً  لى هذه الحالة، إذ يمكن الرجوع إ0سنذكر القواعد في جوار  �

  :0في جوار  n، يقبلان نشرين محدودين من المرتبة BFتابعين من  2fو 1fليكن  				 1-3.

1 1( ) ( )( ) ( )nnf x DL f x o x= +  
2  و 2( ) ( )( ) ( )nnf x DL f x o x= +  

1 ، يقبل التابعℝمن  λ عندئذ، أياً كان 2f fλ+ دوداً من المرتبةنشراً مح n في جوار 
  : ويكون ،0

1 2 1 2( ) ( ) ( )n n nDL f f DL f DL fλ λ+ = +  
نشرين محدودين بالمعنى القوي، كان النشر  2fو 1fلتابعين وإذا كان النشران المحدودان ل

1 لتابعالمحدود ل 2f fλ+ .نشراً محدوداً بالمعنى القوي  
  

  :0 في جوار n، يقبلان نشرين محدودين من المرتبة BFتابعين من  gو fليكن  	 2-3.
( ) ( )( ) ( )nnf x DL f x o x= +  

)  و ) ( )( ) ( )nng x DL g x o x= +  
) أمّا، و 0 في جوار n نشراً محدوداً من المرتبة fg عندئذ يقبل التابع )nDL fg  فيساوي

)في الجداء  nمجموع جميع الحدود التي لا تزيد درجتها على  ) ( )n nDL f DL g⋅.  
نشرين محدودين بالمعنى القوي، كان النشر  gو fلتابعين وإذا كان النشران المحدودان ل

  نشراً محدوداً بالمعنى القوي. fg لتابعالمحدود ل
  

)تعريفاً  لنضع )nP DL f= و( )nQ DL g= . يوجد تابعانعندئذ u وv  منBF  قانيحُق

0
lim 0u و =

0
lim 0v   أيضاً  ، ويحققان=

( ) ( ) ( )nf x P x x u x= +  
)  و ) ( ) ( )ng x Q x x v x= +  

  يكون ومن ثمَّ 
( )( ) ( ) ( ) ( )nfg x P x Q x x w x− =  
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   حيث
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )nw x P x v x Q x u x x u x v x= + +  

و 
0

lim 0w =.  
1nX كان،  PQفي الجداء  n مجموع جميع الحدود التي لا تزيد درجتها على Sإذا كان ف اً سماق +

PQ لكثير الحدود S− من ثمَّ كان ، و  
1( ) ( ) ( ) ( )nP x Q x S x O x += +  

   ومنه نستنتج أنّ 
( )( ) ( ) ( )nfg x S x o x= +  

  شر المحدود بالمعنى القوي.حالة الن ، بأسلوب مماثل،ويثبت القارئ

   :0 في جوار n ، يقبلان نشرين محدودين من المرتبةBFتابعين من  gو fليكن  	3-3.
( ) ( )( ) ( )nnf x DL f x o x= +  

)  و ) ( )( ) ( )nng x DL g x o x= +  
)0نفترض أنّ  )(0) 0nDL g b= 0هذا يعني أنّ ( ≠

0
lim g b=  ّتعريف  ه يمكنوأن

1/g لتابع . عندئذ يقبل ا0) في جوار/f g  نشراً محدوداً من المرتبةn أمّا، 0 في جوار 
)النشر  )/nDL f g لقوى المتزايدة حتى المرتبةل عاً بَ ت ـَالقسمة  خارجَ  يساويف n كثير ل

) دودالح )nDL f كثير الحدود  على ( )nDL g.  
نشرين محدودين بالمعنى القوي، كان النشر  gو fلتابعين وإذا كان النشران المحدودان ل

f/ لتابعالمحدود ل g .نشراً محدوداً بالمعنى القوي  
  

) لنضع )nP DL f= و( )nQ DL g=.  يوجد تابعانعندئذ u وv  منBF قانيحُق 

0
lim 0u و  =

0
lim 0v   أيضاً  قانق ، ويحُ =

( ) ( ) ( )nf x P x x u x= +  
)  و ) ( ) ( )ng x Q x x v x= +  
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كون من فيعلى هذا الجوار،  يأتي، يمكننا أن نقتصر في كل ما صفرلالا ينعدم في جوار  gكان   لـمّاو 
  ثمَّ 

( ) ( )
( )

( ) ( )
nf x P x
x w x

g x Q x
− =  

   حيث
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

u x Q x v x P x
w x

g x Q x

−
=  

و 
0

lim 0w =.  
على  P كثير الحدودل nة لقوى المتزايدة حتى المرتبل تبعاً خارج وباقي القسمة  Rو Sوإذا كان 

Q،  كان  
1( ) ( )

( )
( ) ( )

nP x R x
S x x

Q x Q x
+= +  

)والتابع الكسري  )

( )

R x
x

Q x
֏  (0)لأنّ  0عند  مستمر 0Q   . إذن≠

1( )
( ) ( )

( )
nP x

S x O x
Q x

+= +  

  ونستنتج أنّ 
( )

( ) ( )
( )

nf x
S x o x

g x
= +  

  حالة النشر بالمعنى القوي.بالأسلوب نفسه،  ،نترك للقارئ أن يثبتَ 

f:ليكن  	 4-3. I → ℝ  نفترض أنّ التابع 0تابعاً معرفّاً على مجال غير تافه يحوي .f 
f ، و أنّ I يقبل الاشتقاق على   : كما يأتي  0 في جوار nيقبل نشراً محدوداً من المرتبة  ′

0

( ) ( )
n

k n
k

k

f x a x o x
=

′ = +∑  

1nنشراً محدوداً من المرتبة  fعندئذ يقبل    هو 0في جوار +
1

1 1

1

( ) (0) ( )
n

k k n

k

a
f x f x o x

k

+
− +

=

= + +∑  

fلتابعوإذا كان النشر المحدود ل  fلتابع نشراً محدوداً بالمعنى القوي، كان النشر المحدود ل ′
  اعدة نتيجة مباشرة من مبرهنة التزايدات المحدودة.إنّ هذه الق نشراً محدوداً بالمعنى القوي.
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1 ، يقبلان نشرين محدودين من المرتبةBFتابعين من  gو f ليكن 	 5-3. n≤ في جوار 
  : 0 للعدد

( ) ( )( ) ( )nnf x DL f x o x= +  

)  و ) ( )( ) ( )nng x DL g x o x= +  
)نفترض أنّ  )(0) 0nDL g هذا يعني أنّ ( =

0
(lim 0g . عندئذ يقبل التابع =

f g�  المرتبةنشراً محدوداً من n النشر  أمّا، 0 في جوار( )nDL f g� مجموعَ  يساويف 
)في  nجميع الحدود التي لا تزيد درجتها على  ) ( )n nDL f DL g�.  

نشرين محدودين بالمعنى القوي، كان النشر  gو fين لتابعوإذا كان النشران المحدودان ل
f لتابعالمحدود ل g� .نشراً محدوداً بالمعنى القوي  

  

ريناً لا يحوي إثبات هذه القاعدة أفكاراً جديدة، لذلك لن نذكر التفاصيل تاركين هذا الإثبات تم
  للقارئ. 

  
هذه القواعد في حساب النشر المحدود لبعض التوابع، لا  عمالقبل أن نعرض بعض الأمثلة على است

، التي تضمّ الآتيةوهذا ما سنفعله في الفقرة  ،بدُّ لنا من إيجاد النشر المحدود لبعض التوابع الشهيرة
  .لاغرانج الذي درسناه في فصل سابق-تذكيراً بمنشور تايلور

  

   والنشر المحدود علاقات تايلور 4.

  لنذكّر بمنشور تايلور ومتراجحة تايلور لاغرانج اللتين درسناهما عند دراسة الاشتقاق.

. ℝمجالاً غير تافه في  I ليكن .Taylor-Lagrange تايلور لاغرانج منشور – مبرهنة 1-4.
)اً من ابعت fوليكن  , )IF ℝ  1يقبل الاشتقاقn . عندئذ أياً كان I مرةّ على +
)العنصر  , )a b  2منI الذي يحقّق a b≠، عددٌ  يوجد θ  من]    يحُقق 0,1]

( ) ( 1)
1

0

( ) ( ( ))
( ) ( ) ( )

! ( 1)!

n k n
k n

k

f a f a b a
f b b a b a

k n

+
+

=

+ θ −
= − + −

+∑  
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  الإثبات
hضع لن b a= :عرّف التابع ، ولن− [0,1]ϕ → ℝ بالعلاقة  

1
( ) 1

0

(1 ) (1 )
( ) ( ) ( )

! ( 1)!

n k n
k k n

k

t t
t f b f a th h h A

k n
ϕ

+
+

=

− −
= − + −

+
∑  

(0) بالشرط A يتعينّ الثابتحيث  0ϕ  [0,1]وقابل للاشتقاق على  مستمرϕ  . نلاحظ أنّ =
(0) ققيحو  (1) 0ϕ ϕ=  المساواة يحُقّق ]0,1[في  θ عددٌ  عملاً بمبرهنة رول، يوجد . إذن،=

( ) 0ϕ θ′   . ولكن نجد بحساب بسيط أنّ =

( )1 ( 1)(1 )
( ) ( )

!

n
n nt

t h A f a th
n

ϕ + +−
′ = − +  

)فالشرط  ) 0ϕ θ′ )يثبت أنّ  = 1)( )nA f a hθ+= (0) ، والعلاقة+ 0ϕ تمثل النشر  =
  �  المطلوب.

  

من ابعاً ت f . وليكنℝمجالاً غير تافه في  Iليكن  .تايلور لاغرانج متراجحة – نتيجة2-4.
1nC الصف   يحُقّق M عددٌ  . نفترض أنهّ يوجدIعلى  +

( 1), ( )nx I f x M+∀ ∈ ≤  
  عندئذ يكون 

1( )
2

0

( )
( , ) , ( ) ( )

! ( 1)!

n nk
k

k

f a b a
a b I f b b a M

k n

+

=

−
∀ ∈ − − ≤

+∑  

  
1nC تطبيقاً من الصف f . وليكنℝلاً غير تافه في مجا Iليكن  .نتيجة 3-4. ، I على +

في  nنشراً محدوداً بالمعنى القوي من المرتبة  f عندئذ يقبل .Iمن داخل عنصراً  aكن يول
  ، ويكون aجوار 

( )

0

( )
( , )( ) ( )

!

n k
k

n
k

f a
DL f a x x a

k=

= −∑  
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  الإثبات
0وجد ي η< يحُقّق [ , ]I a aη η⊃ − )كان   لـمّا، و + 1)nf مستمراً على هذا اال فهو  +

  محدود عليه، نعرّف إذن
( 1)| ( )|

sup : [ , ]
( 1)!

nf t
M t a a

n
η η η

+   = ∈ − + 
 +  

  

]ونطبق النتيجة السابقة على اال  , ]a aη η−   ، فنجد+
( )

1

0

( )
[ , ], ( ) ( )

!

n k
nk

k

f a
x a a f x x a M x a

k
ηη η

+

=

∀ ∈ − + − − ≤ ⋅ −∑  

  يكون aجوار وعليه نستنتج أنهّ في 

  
( )

1

0

( )
( ) ( ) (( ) )

!

n k
k n

k

f a
f x x a O x a

k

+

=

= − + −∑  �  

  
  أمثلة 4-4.

  نجد المتراجحتين المهمتين: cosو sin لاغرانج على التابعين-بتطبيق متراجحة تايلور �
2 11

2 1

1

2 2
2

0

| |( 1)
, , sin

(2 1)! (2 1)!

| |( 1)
, , cos

(2 )! (2 2)!

n nk
k

k

n nk
k

k

x
n x x x

k n

x
n x x x

k n

+−
∗ −

=

+

=

−
∀ ∈ ∀ ∈ − ≤

− +

−
∀ ∈ ∀ ∈ − ≤

+

∑

∑

ℕ ℝ

ℕ ℝ

  

  :0وار في ج الآتيانوينتج منهما النشران المحدودان 

  
1

2 1 2 1

1

( 1)
sin ( )

(2 1)!

n k
k n

k

x x O x
k

−
− +

=

−
= +

−∑ 
  

  2 2 2

0

( 1)
cos ( )

(2 )!

n k
k n

k

x x O x
k

+

=

−
= +∑  ’
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 نجد المتراجحتين  chو shلاغرانج على التابعين -وكذلك بتطبيق متراجحة تايلور �

2 1
2 1

1

2 2
2

0

| |1, , sh
(2 1)! (2 1)!

| |1, , ch
(2 )! (2 2)!

n n
k

k

n n
k

k

x
n x x x

k n

x
n x x x

k n

+
∗ −

=

+

=

∀ ∈ ∀ ∈ − ≤
− +

∀ ∈ ∀ ∈ − ≤
+

∑

∑

ℕ ℝ

ℕ ℝ

 

  :0هما النشران المحدودان التاليان في جوار وينتج من

  2 1
2 1

1

sh ( )
(2 1)!

n
k

n

k

xx O x
k

−
+

=

= +
−

∑ �  

  2
2 2

0

ch ( )
(2 )!

n
k

n

k

xx O x
k

+

=

= +∑  ’�  

)عدداً من  αكن يل � \ )ℝ ℕوليكن التابع ، 

: ] 1, [ , (1 )f t t α− +∞ → +ℝ ֏  
  ، وكان∞Cمن الصف fابع كان الت  لـمّا

( )( ) ( 1) ( 1)(1 )k kf t k t αα α α −= − − + +⋯  

kCالرمز  kفإذا عرفّنا، في حالة عدد طبيعي موجب تماماً   
α  بالصيغة  

( 1) ( 1)

!k

k
C

k

α α α α− − +
=

⋯  

0 واصطلحنا أنّ    1C α   استنتجنا أنّ . =

  1

0

(1 ) ( )
n

k n
k

k

x C x O xα α +

=

+ = +∑ �  

1/2αفي حالة  فمثلاً، =    نلاحظ أنّ ، −
1/2

22 2

( 1) ( 1) 1 3 (2 1)
( 1)

! 2 !
(2 )! ( 1)

( 1)
2 ( !) 4

k
k k

k
k k

kk k

k k
C

k k
k

C
k

− α α − α − + ⋅ −
= = −

−
= − =

⋯ ⋯
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  :0في جوار  الآتيينمن النشرين المحدودين  كلاًّ نستنتج إذن    

  1
2

0

( 1)1
( )

1 4

n k
k k n
kk

k

C x O x
x

+

=

−
= +

+ ∑ 
  

  1
2

0

1 1
( )

1 4

n
k k n
kk

k

C x O x
x

+

=

= +
− ∑ ’
  

  في النشرين السابقين: xمكان  2xونجد بتعويض 

  2 2 2
22

0

( 1)1
( )

41

n k
k k n
kk

k

C x O x
x

+

=

−
= +

+
∑ ’’
  

  2 2 2
22

0

1 1
( )

41

n
k k n
kk

k

C x O x
x

+

=

= +
−

∑ ’’’
  

 كان  لـمّاو  �

2
1arcsin

1
x

x
′ =

−
    و    

2
1argsh

1
x

x
′ =

+
 

  :0في جوار  الآتيين من النشرين المحدودين فإننا نستنتج أيضاً من النشرين السابقين كلاًّ 

  
2 1

2 3
2

0

1
arcsin ( )

2 14

n k
k n
kk

k

x
x C O x

k

+
+

=

= +
+∑ �  

  
2 1

2 2 3
2

0

( 1)
ln( 1 ) ( )

2 14

n k k
k n
kk

k

x
x x C O x

k

+
+

=

−
+ + = +

+∑ ’�  

[ على اال ∞C الصف ينتمي إلى tanالتابع  � , [
2 2
π π− فهو يقبل نشراً محدوداً  +

فردياً فإنّ هذا النشر لا  tan كان التابع  لـمّا. و 0في جوار  n ة مرتبةبالمعنى القوي من أيّ 
  صيغةوي إلاّ على حدود ذات أدلةّ فردية. فهو إذن من اليحت

2 1 2 1 2 1

1

tan ( )
(2 1)!

n
k k n

k

a
x x O x

k
− − +

=

= +
−∑  

) وقد عرفّنا )(tan) (0)m
ma = .  
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2tanكان   لـمّاولكن  1 tanx x′ = 1 كان  + 1a  اشتقاق العلاقةبعد ونجد . =
2tan 1 tanx x′ =   علاقة لايبنتز أنّ  عمالمن المراّت واست 2n يساوي عدداً  +

2
(2 1) ( ) (2 )

2
0

(tan) ( ) (tan) ( )(tan) ( )
n

n k k n k
n

k

x C x x+ −

=

= ∑  

  ومن ثمَّ 

  
1

2 1
2 1 2 1 2( ) 12

0

n
k

n k n kn
k

a C a a
−

+
+ + − −

=

= ∑  

 n في حالةتدريجياً إذ تُكتب  …و 7aو 5aو 3aحساب الثوابت في  اتهذه العلاق فيدت
}من اموعة  }1,2,   : يأتيكما  3

1 2
3 2 1 1 1

1 3
5 4 1 3 4 3 1 1 3

1 3 5 2
7 6 1 5 6 3 3 6 5 1 1 5 3

1 : 2

2 : 8

3 : 12 20

n a C a a a

n a C a a C a a a a

n a C a a C a a C a a a a a

= = =

= = + =

= = + + = +

  

3ومن ثمَّ  2a 5و = 16a 7و  = 16 17a = × .  
  
  كتابة في  هذا فيدنا ي

  3 5 7 91 2 17
tan ( )

3 15 315
x x x x x O x= + + + +  �  

  وأنّ  0 مرتبة في جوار ةيقبل نشراً محدوداً بالمعنى القوي من أي th ونجد بأسلوب مماثل أنّ التابع

  3 5 7 91 2 17
th ( )

3 15 315
x x x x x O x= − + − +  ’�  

  
RY  
VN  
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  أمثلة على حساب النشر المحدود 5.

دف مراحل الحساب بوضوح  عرضُ كما ينبغي نشر محدود بعناية ودقّة بالغتين،   أيّ  يجب أن يحُسبَ 
  .اً أكثر سهولة ويسر  مراجعة الحسابات بحثاً عن أخطاء محتملة جعل

  للتابع 0في جوار  السادسةمن المرتبة  حساب نشر محدود هو : المطلوب مثال 1-5.

: , , ( ) (1 sin )
2 2

xf f x xπ π − + → = +  
ℝ  

)إذ يُكتب بالشكل  ،∞C الصف إلىالتابع  ينتمي هذا )( ) exp ln(1 sin )f x x x= + ،
  .0ة مرتبة في جوار فهو يقبل إذن نشراً محدوداً بالمعنى القوي من أيّ 

  لنضع أولاً 
( ) ln(1 sin )h x x= +  

  فيكون
( )( ) xh xf x e=  

  نلاحظ أنّ  .0 العدد في جوار h لتابعر المحدود حتى المرتبة الخامسة لشنبدأ إذن بحساب الن
2 3 4 5 61 1 1 1ln(1 sin ) sin sin sin sin sin ( )

52 3 4
x x x x x x O x+ = − + − + +  

  ومن ثمَّ 
3 51 1

5 6 120

2 2 41 1
5 3 2

3 3 51 1
5 2 3

4 4 1
5 4

5 5 1
5 5

2 3 4 5
5

(sin , 0) 1

(sin , 0)

(sin , 0)

(sin , 0)

(sin , 0)

1 1 1 1( , 0)
2 6 12 24

DL x x x

DL x x

DL x x

DL x

DL x

DL h x x x x x

= − + ×

= − × −

= − ×

= × −

= ×

= − + − +

  

2نلاحظ أنّ  ثمُّ  6( ) ( ) ( )xh x x g x O x=    حيث +
2 3 4

( ) 1
2 6 12 24

x x x x
g x = − + − +  
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  ينتج من ذلك أنّ 

4 2 6 3
2 7( ) ( )

( ) exp( ( )) 1 ( ) ( )
2 6

x g x x g x
f x xh x x g x O x= = + + + +  

  ولكن
2 2 3 4 5 61 1 1 1

6 2 6 12 24

4 2 4 5 67 1
6 12 2

6 3 6 1
6 6

2 3 4 5 6
6

( , 0) 1

( , 0)

( , 0)

71 2 1( , 0) 1
2 3 12 2

DL x g x x x x x

DL x g x x x

DL x g x

DL f x x x x x

= − + − + ×

= − + ×

= ×

= + − + − +

  

   :0في جوار  fالآتي للتابع نصل إلى النشر المحدود وأخيراً 

2 3 4 5 6 71 2 7 1
( ) 1 ( )

2 3 12 2
f x x x x x x O x= + − + − + +  

 : لنتأمّل التابع مثال 2-5.

[
1

1 : 0
: ] 1, , ( )

0 : 0

xe
x

f f x x
x

 − − ≠→ − + = 
 =

∞ℝ  

ابع الأسّي الحقيقية من كوْن الت نتج هذا فيي( نترك للقارئ أن يثبت أنّ هذا التابع تقابل متزايد تماماً،
,وأنّ  ،)محدّباً تماماً  ( ) 0x f x′∀ ∈ >ℝ ومن ثمَّ أنّ ، و f من الصف C∞  علىℝ.  

1 نستنتج من ذلك أنّ التابع العكسيّ  : ] 1, [g f −= − ∞+ → ℝ الصف  ينتمي إلىC∞ ،
تعيين النشر المحدود من هو . المطلوب 0ة مرتبة في جوار راً محدوداً بالمعنى القوي من أيّ نش لفهو يقب

  . 0في جوار  gللتابع  5 المرتبة

  يمكننا أن نكتبَ  0نعلم أنهّ في جوار  :يأتيالمبيّنة فيما يسنتبع طريقة تعيين الثوابت 

2 3 4 5 6
1 2 3 4 5( ) ( )g x a x a x a x a x a x O x= + + + + +  

)كان   لـمّاو  )g f x x=�  كان  
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6
5( , 0) ( )DL g f x O x= +�  

  : ولكن
2 3 4 51 1 1 1 1

5 12 6 120 72024

2 2 3 4 51 1 5 1
5 26 724 45

3 3 4 571 1
5 38 8 96

4 4 51 1
5 416 12

5 51
5 532

( , 0)

( , 0)

( , 0)

( , 0)

( , 0)

DL f x x x x x a

DL f x x x x a

DL f x x x a

DL f x x a

DL f x a

= + + + + ×

= + + + ×

= + + ×

= + ×

= ×

  

6ومن ثمَّ تُكتب المساواة 
5( , 0) ( )DL g f x O x=   بالشكل: �+

1 1 2 1 2 3 1 2 3 42 3 4

1 2 3 4 5 5 6

5
( ) ( ) ( )

2 6 4 24 6 8 120 72 8 16
7

( ) ( )
720 45 96 12 32

a a a a a a a a a a
x x x x

a a a a a
x x O x

+ + + + + + + + +

+ + + + + = +

  

  .الآتية فنحصل على جملة المعادلات
1

1 2

1 2 3

1 2 3 4

1 2 3 4 5

1
2

0
6 4

0
24 6 8

5
0

120 72 8 16
7

0
720 45 96 12 32

a

a a

a a a

a a a a

a a a a a

=

+ =

+ + =

+ + + =

+ + + + =

  

  أنّ بحلّها تدريجياً  نجدو 

1 2 3 4 5
4 10 136 386

2, , , ,
3 9 135 405

a a a a a= = − = = − =  

  ومن ثمَّ 
2 3 4 5 64 10 136 386

( ) 2 ( )
3 9 135 405

g x x x x x x O x= − + − + +  
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 لنتأمّل التابع :  مثال 3-5.

] [ ( )1
: 1, 1 , ( )

1

xx
f f x

x

+
− + → =

−
ℝ  

)كان   لـمّا )1( ) exp ln
1

x
f x x

x
+=
−

و هويقبل ، ∞C من الصف اً زوجيّ  اً تابع fكان   
f ومشتقه   استنتجنا أنّ ، 0ة مرتبة في جوار نشرين محدودين بالمعنى القوي من أيّ  ′

2 2 2 2
2 2

2 1 2 1
2 2

( ) 1 ( )

( ) 2 2 ( )

n n
n

n n
n

f x a x a x O x

f x a x na x O x

+

− +

= + + + +

′ = + + +

⋯

⋯

  

  نجد fولكن باشتقاق التابع 
] [1, 1 , ( ) ( ) ( )x f x f x g x′∀ ∈ − + =  

   حيث

2

2 1
( ) ln

11

x x
g x

xx

+
= +

−−
و    

2 2

4
( )

(1 )
g x

x
′ =

−
  

  كان   لـمّا .0في جوار  gلنعين إذن النشر المحدود للتابع 
1

0

1

1 1

n n
k

k

t
t

t t

+

=

= +
− −∑  

  بالاشتقاق أنّ  ناجدو 
1

2 2
0

( 1)1
( 1)

(1 ) (1 )

n
k n

k

n nt
k t t

t t

−

=

 + − = + +  −  − 
∑  

  ومن ثمَّ 
1

2 2
2 2

0

4
( ) 4( 1) ( )

(1 )

n
k n

k

g x k x O x
x

−

=

′ = = + +
−

∑  

  وأخيراً 
1

2 1 2 1

0

4( 1)
( ) ( )

2 1

n
k n

k

k
g x x O x

k

−
+ +

=

+
= +

+∑  

fكان   لـمّاو  f g′ = 2الدرجة  وذ الحد  كان  ⋅ 1p )في  + , 0)nDL f دود التي هو مجموع الح ′
2درجتها  1p )في الجداء  + , 0) ( , 0)n nDL f DL g⋅. ومنه  

2 2 2 2
0

4( 1)
2( 1)

2 1

p

p p k
k

k
p a a

k
+ −

=

+
+ =

+∑  
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)حساب الثوابت في  فيدالتي ت الآتيةنحصل من ثمَّ على العلاقات  )2 0p p
a

≥
  تدريجياً: 

0 2 2 2
1

1 2
1,

2 1

p

p p k
k

k
a a a

p k
−

=

= =
−∑  

)9فإذا أردنا تعيين  , 0)DL f  2أمكننا حساب 4 6 8, , ,a a a a من العلاقات  

0

2 0

4 0 2

6 0 2 4

8 0 2 4 6

1

2

2
3
2 4 2
5 9 3
2 3 1 1
7 10 3 2

a

a a

a a a

a a a a

a a a a a

=

=

= +

= + +

= + + +

  

8منه و  46 1024
2 4 6 83 15 315

2, , ,a a a a= = =   لنا أخيراً أن نكتب تيح، وهذا ما ي=

( ) 2 4 6 8 101 8 46 1042
1 2 ( )

1 3 15 315

xx
x x x x O x

x

+
= + + + + +

−
  

  .0في جوار 
  

  دراسة التوابع 6.

دراسة تَـتْبع و  ،إنّ أحد أهم تطبيقات دراستنا للنشر المحدود هي دراسة ورسم المنحنيات البيانيّة للتوابع
  .الآتية، إذ تمر بالنقاط دةمحد  طريقاً دف رسم خطهّ البياني  f تحولات تابع حقيقي

منحني إلى  fΓكما نرمز بالرمز   .fDز التي نرمز إليها بالرم fالتابع  مجموعة تعريفتعيين  ����
  وهو اموعة، خطهّ البيانيأو  fالتابع 

{ }2( , ) : ( ) ( ( ))f fx y x D y f xΓ = ∈ ∈ ∧ =ℝ  

فردياً، أو زوجياً أو دورياً  f من كونوذلك انطلاقاً  f البحث عن تناظرات محتملة لمنحني التابع ����
  . fD على مجموعة جزئية من اموعة f قَصْر دراسةفي  فيدوهذا ما ي، …أو 
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االات المكونة موعة تعريفه، وفي النقاط ذات الطبيعة الخاصّة حيث لا عند أطراف  fدراسة  ����
  مستمراً أو قابلاً للاشتقاق.  f يكون التابع

  دراسة المناحي المقاربة، فمثلاً  ����

x معادلته ارباً مستقيماً مق fΓيقبل المنحني   � a=  إذا كانlim
a
f = أو كان  ∞+

lim
a
f = −∞ .  

yمعادلته  مستقيماً مقارباً  fΓ ويقبل المنحني  � b=  إذا كانlim f b
+∞

أو كان  =

lim f b
−∞

=.  
y معادلته مستقيماً مقارباً  fΓقبل المنحني يو   � cx d= ) حيث + , )c d ∗∈ ×ℝ ℝ ،

) إذا كان )lim ( )
x

f x cx d
→+∞

− ) أو كان= )lim ( )
x

f x cx d
→−∞

−  ئذوعند. =

)قدار دراسة إشارة الم فيدت )x f x cx d− تحديد في  ∞−أو ∞+ في جوار ֏−
  المقارب.المستقيم  بالنسبة إلى fΓموقع المنحني 

  
ارباً، ومع ذلك يقبل التابع مستقيماً مق fΓه يمكن ألاّ يقبل تجدر الإشارة إلى أنّ 

( )f x
x

x
، عندئذ نقول إنّ ∞− أو ∞+ إلى x عندما تسعى ℓاية منتهية  ֏

yهو المستقيم الذي معادلته  قارباً منحى مُ  fΓللمنحني  x= ℓ.  
  

، وغالباً ما يجري ذلك غيراتجدول للتوعرض ذلك في أو تحولاته  f التابع غيراتدراسة ت ����
  .fبدراسة إشارة مشتق التابع 

   كنقاط الانعطافهذا الرسم وجودها ، ودراسة النقاط الخاصة التي يوحي بfΓ رسم المنحني ����
ونقاط تقاطع المنحني مع المقاربات والمحاور الإحداثية إن  –أي حيث يغير التابع جهة تقعره–

  أمكن.
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 .ح الخطوات السابقةمثالاً يوضّ  يأتينبين فيما 

)23درس تحولات التابع لن:  مثال 1-6. ) ( 1)f x x x=   البياني. خطهرسم نول −

fDمن الواضح أنّ  � = ℝ ّوأن ، 

lim ( )
x

f x
→+∞

= lim  و  ∞+ ( )
x

f x
→−∞

= −∞  

  يمكننا أن نكتب ∞−أو  ∞+ نلاحظ أنه في جوار f تابعللتعيين المناحي المقاربة ل �
1/3

2 3

2

1
( ) 1

1 1 1
1

3 9
1 1 1

3 9

f x x
x

x O
x x x

x O
x x

 = −   
   = − − +      

 = − − +   

  

1ادلته مع ∆ يقبل مستقيماً مقارباً  fΓ نستنتج إذن أنّ المنحني
3

y x= −  في جوار كل 
  في  ∆ وفوق ∞+في جوار  ∆ تحت المقارب fΓ، ويقع ∞−و ∞+من 
  .∞− ارجو 

[الاشتقاق على كلٍ من االات  fيقبل التابع  � [و ∞+,1] [و 0,1] [,   ، ويكون∞−0
2

4 23

3 2
( )

3 ( 1)

x x
f x

x x

−
′ =

−
  

) لمقدارومن ثمَّ يكون ل )f x′  3)إشارة 2)x x − .  
  
  من ناحية أخرى لديناو 

0

( )
lim
x

f x

x+→
= و  ∞−

0

( )
lim
x

f x

x−→
= و  ∞+

1

( )
lim

1x

f x

x→
= +∞

−
  

 توازيمماسات  fΓ، ولكن للمنحني 1عند  لاو  0عند لا ليس قابلاً للاشتقاق  fفالتابع 
,0)محور التراتيب عند النقطتين  ,1)و (0 0).  

  



 74 مقارنة التوابع والنشر المحدود

   تيالآ غيراتيمكننا إذن أن نضع جدول الت �
 

3

20 1
3

( ) 0

( ) 0 4/3 0

x

f x

f x

+∞ +∞ +∞
−∞

−∞ +∞

′ + − + +

−∞ − +∞
  

لة نقطة ، وتتعين فاص∆ارب يتقاطع مع المستقيم المق fΓوّليّ أنّ المنحني نلاحظ من رسمٍ أ �
231 التقاطع هذه من المعادلة

3
( 1)x x x− = ها على النقطة ، التي نحصل بحلّ −

( )1 2
9 9
,−.  

  
,0) النقطتين يوحي الخط البياني السابق أنّ  � ,1)و (0 ان المرشحتان دتان الوحيهما النقطت (0

من اموعة  xعند  fلتابع بحساب المشتق الثاني لو ، fΓ لمنحنيلتكونا نقطتي انعطاف ل
\{0,1}ℝ أنّ  نجد   

4 23

2
( )

( 1) ( 1)
f x

x x x
′′ = −

− −
  

[من االين  محدب على كلf   فالتابع [, [و ∞−0 [ومقعر على اال  0,1] [1,+∞.  

∆

fΓ

y

x

1

1

0
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  اتـتمرين
  
J النشر المحدود بجوار الصفر حتىّ المرتبة الثالثة لكل من التوابع الآتية: دْ جِ  1. التمرين  

( )

( ) ( )

1/

1/ 1/(1 )

ln(1 )
( ) ln , ( ) 1 ,

( ) 1 sin , ( ) 1 2 .

x

x x

x
f x f x x

x

f x x f x x
+

+
= = +

= + = +

� �

� �

  

  الحـل

ln(1التابع يقبل  � )
( ) 1

x
h x

x

+
= ويقبل النشر  0 التمديد إلى تابع مستمرّ في جوار −

  :الآتيالمحدود 
2 3 4

4

2 3
4

1
( ) 1 ( )

2 3 4

( )
2 3 4

x x x
h x x O x

x

x x x
O x

  = − + − − +   

= − + − +

  

(0)كان   لـمّاو  0h   استنتجنا أنّ  =
2 3 4ln(1 ) 1 1

( ) ln ln(1 ( )) ( ) ( ) ( ) ( )
2 3

x
f x h x h x h x h x O x

x

+
= = + = − + +

  ولكن
2 3

3

2 3
2

3

3
3

3

2 3

3

( ,0) 1
2 3 4

1
( , 0)

4 3 2
1

( , 0)
8 3

5
( ,0)

2 24 8

x x x
DL h

x x
DL h

x
DL h

x x x
DL f

= − + − ×

= − ×−

= − ×

= − + −

  

  إذن
2 3

4ln(1 ) 5
( ) ln ( )

2 24 8

x x x x
f x O x

x

+
= = − + − +  
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/1لنلاحظ أنّ  � ln(1 )
( ) (1 ) exp exp ( )x x
f x x e h x

x

 + = + = = ⋅  
و ه hو 

  التابع المعرّف في الحساب السابق وعليه فإنّ 
2 3

4( ) ( )
( ) 1 ( ) ( )

2 6

h x h x
f x e h x O x

  = ⋅ + + + +   
  

  ولكن
2 3

3

2 3
2

3

3
3

3

2 3
3

( ,0) 1
2 3 4

1
( , 0)

4 3 2
1

( , 0)
8 6

11 7
( ,0)

2 24 16

x x x
DL h

x x
DL h

x
DL h

e e e
DL f e x x x

= − + − ×

= − ×

= − ×

= − + −

  

  إذن
1/ 2 3 411 7

( ) (1 ) ( )
2 24 16

x e e e
f x x e x x x O x= + = − + − +  

  لنلاحظ أنّ  �

1/ ln(1 sin )
( ) (1 sin ) exp 1x x
f x x e

x

 + = + = ⋅ −   
  

  كما يأتي:  gو kلنعرّف إذن التابعين المساعدين  

( ) ln(1 sin )k x x= )     و     + )
( ) 1

k x
g x

x
= −  

 4 حتىّ المرتبة kنا نحتاج إلى منشور . ونلاحظ أنّ 0 في جوار fوأخيراً  g، ثمُّ kسننشر أوّلاً 
  .gفي عبارة  xبسبب القسمة على 

  كان  ـمّال
2 3 4

5sin sin sin
( ) ln(1 sin ) sin ( )

2 3 4

x x x
k x x x O x= + = − + − +  
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  استنتجنا أنّ 
2 3 4

3 3 3 3
5

3 4
2 3 4 5

2 3 4
5

1 1 1
( ) ( )

6 2 6 3 6 4 6

1 1 1
( )

6 2 3 3 4

( )
2 6 12

x x x x
k x x x x x O x

x x
x x x x O x

x x x
x O x

           = − − − + − − − +               
  = − − − + − +   

= − + − +

  

  إذن

  
2 3

4( )
( ) 1 ( )

2 6 12

k x x x x
g x O x

x
= − = − + − +  

  كان لدينا  لـمّاو 

  
2 3

4( ) ( )
( ) 1 ( ) ( )

2 6

g x g x
f x e g x O x

  = + + + +   
  

  استنتجنا
2 3

3

2 3
2

3

3
3

3

2 3
3

( ,0) 1
2 6 12

1
( , 0)

4 6 2
1

( , 0)
8 6

7 3
( ,0)

2 24 16

x x x
DL g

x x
DL g

x
DL g

e e e
DL f e x x x

= − + − ×

= − ×

= − ×

= − + −

  

  إذن
1/ 2 3 47 3

( ) (1 sin ) ( )
2 24 16

x e e e
f x x e x x x O x= + = − + − +  

  وهو النشر المحدود المنشود.

  لنلاحظ أنّ  �

( )1/(1 )( ) (1 2 ) exp ( )xf x x u x+= + ln(1 حيث  = 2 )
( )

1

x
u x

x

+
=

+
.  
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  ولكن
2 3 4

2 3 4

8
ln(1 2 ) 2 2 ( )

3
1

1 ( )
1

x x x x O x

x x x O x
x

+ = − + +

= − + − +
+

  

  وعليه

  2 3 420
( ) 2 4 ( )

3
u x x x x O x= − + +  

  كان لدينا  لـمّاو 

  
2 3

4( ) ( )
( ) 1 ( ) ( )

2 6

u x u x
f x u x O x= + + + +  

  استنتجنا أنّ 
3

2
3

2 2 3
3

3 3
3

2 3
3

20
( , 0) 2 4 1

3
1

( , 0) 4 16
2
1

( , 0) 8
6

( ,0) 1 2 2 0

x
DL u x x

DL u x x

DL u x

DL f x x x

= − + ×

= − ×

= + ×

= + − +

  

1)/1  إذن ) 2 4(1 2 ) 1 2 2 ( )x
x x x O x

++ = + − +  

  ú    وهو النشر المحدود المنشود.

J النشر المحدود بجوار الصفر حتى المرتبة الخامسة للتوابع الآتية: دْ جِ  2. التمرين  

( )

( )

2

1 sin

2

sin
( ) 1 1 , ( ) ln ,

( ) sin ln(1 ) , ( ) ln tan ,
4

cos
( ) , ( ) cos .

1 2 cos

x

x
f x x f x

x

f x x f x x

x
f x f x x

x x

π

α

α

+

 = + + =   
   = + = +      

−
= =

− +

� �

� �

� �
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  الحـل

)2يُكتب التابع  � ) 1 1f x x= +   :الآتيكافئ لـمُ ابالشكل  +

( )
1/2

2
1/21 1

( ) 2 1 2 1 ( )
2

x
f x h x

 + −  = + = +   
  

 حيث
21 1

( )
2

x
h x

+ −
  . ولكن0ينعدم عند  ∞Cوهو تابع من الصف  ،=

2
31 1 ( )

2 8

t t
t O t+ = + − +  

  إذن
2 4

6( ) ( )
4 16

x x
h x O x= − +  

  كذلكو 

  
2

3( ) ( )
( ) 2 1 ( ( ))

2 8

h x h x
f x O h x

  = + − +   
  

  ومنه
2

2 4 2 4
6

2 4 4
6

1 1
( ) 2 1 ( )

2 4 16 8 4 16

2 1 ( )
8 32 128

x x x x
f x O x

x x x
O x

            = + − − − +               
  = + − − +   

  

  ، نجد في جوار الصفر ما يأتيوعليه

2 2 4 62 5 2
1 1 2 ( )

8 128
x x x O x+ + = + − +  

sinلنتأمّل التابع  �
( ) ln

x
f x

x

 =   
)، نلاحظ أنّ  ) ln(1 ( ))f x h x=    حيث +

2 4
6sin

( ) ( )
6 120

x x x x
h x O x

x

−
= = − + +  

  



ع والنشر المحدودمقارنة التواب  80 

  كان  لـمّاو 
2 31

( ) ( ) ( ) ( ( ))
2

f x h x h x O h x= − +  

  استنتجنا أنّ 
2

2 4 2 4
61

( ) ( )
6 120 2 6 120

x x x x
f x O x

      = − + − − + +        
  

  أو
2 4

6sin
ln ( )

6 180

x x x
O x

x

  = − − +  
  

)ليكن  � ) ln(1 )h x x= المعطى  f لتابعحساب النشر المحدود لفيصبح المطلوب ، +
) لصيغةبا ) sin( ( ))f x h x=  ولكن0حتىّ المرتبة الخامسة في جوار .  

3 5 61 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

6 120
f x h x h x h x O x= − + +  

  إذن
2 3 4 5

5

2 2 3 4 5
5

3 3 4 5
5

5 5
5

2 3 4 5
5

1 1 1 1
( , 0) 1

2 3 4 5
11 5

( , 0) 0
12 6
3 7 1

( , 0)
2 4 6

1
( , 0)

120
1 1 1

( , 0) 0
2 6 12

DL h x x x x x

DL h x x x x

DL h x x x

DL h x

DL f x x x x x

= − + − + ×

= − + − ×

= − + × −

= ×

= − + + −

  

  وعليه نجد 
2 3 5

6sin(ln(1 )) ( )
2 6 12

x x x
x x O x+ = − + − +  

1لنضع  �
( ) ln

1

x
h x

x

 + =   − 
  نلاحظ أنّ ، ف

1 tan
( ) ln tan ln (tan )

4 1 tan

x
f x x h x

x

π   +  = + = =      −   
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 ولكن في جوار الصفر لدينا:

2 3 4 5 2 3 4 5
6

3 5 6

( ) ln(1 ) ln(1 )

( )
2 3 4 5 2 3 4 5

2 2
2 ( )

3 5

h x x x

x x x x x x x x
x x O x

x x x O x

= + − −

      = − + − + + + + + + +        

= + + +

  كان  لـمّاو 
3 5 62 2

( ) (tan ) 2 tan tan tan ( )
3 5

f x h x x x x O x= = + + +  

  استنتجنا أنّ 
3 5

5

3 3 5
5

5 5
5

3 5
5

1 2
(tan,0) 2

3 15
2

(tan ,0)
3
2

(tan ,0)
5

4 4
( , 0) 2

3 3

DL x x x

DL x x

DL x

DL f x x x

= + + ×

= + ×

= ×

= + +

  

  إذن
3 5 64 4

( ) 2 ( )
3 3

f x x x x O x= + + +  

  حظنا أنّ فإذا لا ،نشر بطريقة ثانيةلهذا احساب يمكن  .ملاحظة �

( ) ( )

2
24 4

2 3

1 2
( )

sin(2 )cos ( )tan( )

2 2

cos2 1 (1 cos2 )

2 1 (1 cos2 ) (1 cos2 ) (1 cos2 )

f x
xx x

x x

x x O x

ππ π
′ = =

++ +

= =
− −

= + − + − + −

  

  ولكن
4

2 62
1 cos2 2 ( )

3

x
x x O x− = − +  
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   إذن
2

4 4
2 2 6

4
2 4 6

2 4 6

2 2
( ) 2 1 2 2 ( )

3 3

2
2 1 2 4 ( )

3

20
2 4 ( )

3

x x
f x x x O x

x
x x O x

x x O x

         ′   = + − + − +               
  = + − + +   

= + + +

  

(0)وعليه، لأنّ  0f   أمكننا أن نستنتج من ذلك ما يأتي: =
3 5 74 4

( ) 2 ( )
3 3

f x x x x O x= + + +  

لنتأمّل  �
2

cos
( )

1 2 cos

X
F X

X X

α

α

−
=

− +
) في  )XC ّفنلاحظ أن ،  

( )

i i

i i

i i

1 ( 1) i
( 1)i

i
0

1 ( 1)i
( 1)i

i
0

1

2
1

cos
( )

( )( )

1

2 1 1

1

2 1

1

cos ( 1) cos
(cos )

1 2 cos

n n n
k k

k

n n n
k k

k

n
k n

k

X
F X

X e X e

e e

Xe Xe

X e
e X

Xe

X e
e X

Xe

n X n
k X X

X X

α α

α α

α α

α
α

α

α
α

α

α

α α
α

α

−

−

−

− − +
− +

−
=

− +
+

=

−

=

−
=

− −
  = +   − − 

= + + −

+ + − 

+ −
= +

− +

∑

∑

∑

  

  وعليه فإنّ 
5

1 5

1

( ) (cos ) ( )k

k

f x k x O xα −

=

= +∑  

النشر المحدود بالمعنى  nلقد أثبتنا أنهّ عموماً لدينا في جوار الصفر، ومهما كانت المرتبة :  ملاحظة �
  تي:القوي الآ

1

2
1

cos
(cos ) ( )

1 2 cos

n
k n

k

x
k x O x

x x

α
α

α

−

=

−
= +

− +
∑  
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1لنتأمّل التابع  � sin( ) (cos ) xf x x   . نلاحظ أنّ =+

( )( ) exp (1 sin )ln(1 (1 cos )f x x x= + − −  

  ولكن
2 4

61 cos ( )
2 24

x x
x O x− = − +  

  وكذلك
2

2 4 2 4
6

2 4 4
6

2 4
6

3
5

1
ln(cos ) ( )

2 24 2 2 24

( )
2 24 8

( )
2 12

(1 sin ) 1 ( )
6

x x x x
x O x

x x x
O x

x x
O x

x
x x O x

      = − − − − +        

= − + − +

= − + +

+ = + − +

  

  وعليه
2 3 4

6(1 sin )ln(cos ) ( )
2 2 12

x x x
x x O x+ = − − − +  

  ومن ثمَّ 
2

2 3 4 2 3
6

2 3 4 4 5
6

1
( ) 1 ( )

2 2 12 2 2 2

1 ( )
2 2 12 8 4

x x x x x
f x O x

x x x x x
O x

      = + − − − + − − +        

= − − − + + +

  

  وأخيراً 

  
2 3 4 5

1 sin 6(cos ) 1 ( )
2 2 24 4

x x x x x
x O x+ = − − + + +  

  ú    وهو النشر المحدود المنشود.
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J ايات التوابع  دْ جِ  3. التمرينعند الصفر: الآتية  

( )( )

32

4

2

ln
2 4

tan sin
( )

(cos2 cos )sin

1 2 cos 3 cos2
( )

sin 
(ln cos )

( )
(sin tan )

( ) exp sin
x

x x
f x

x x x

x x
f x

x
x

f x
x x x

f x x x x

−
=

−

+ −
=

=
−

= + −

�

�

�

�

  

  الحـل

  نلاحظ أوّلاً أنّ  �
3 3

5

3
5

2 3
2 5

3 5

tan sin ( )
3 6

( )
2

(cos2 cos )sin 2 ( )
2 6

3
( )

2

x x
x x x x O x

x
O x

x x
x x x x x O x

x O x

      − = + − − +        

= +

      − = − ⋅ − +        

= − +

  

  وعليه فإنّ 
2tan sin 1

( ) ( )
(cos2 cos )sin 3

x x
f x O x

x x x

−
= = − +

−
  

ومنه 
0

1
lim ( )

3x
f x

→
= −.  

)32البسط  وهنا نرى أنّ  � ) 1 2 cos 3 cos2g x x x= +   يحقّق −
1/32 2

2 4
2 6

4
6

( ) 3 2 sin 3(1 2 sin )

2 sin 4 sin
3 2 sin 3 1 (sin )

3 9

4 sin
(sin )

3

g x x x

x x
x O x

x
O x

= − − −

  = − − − − +   

= +
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  إذن 
32

2

4

1 2cos 3 cos2 4
( ) ( )

3sin

x x
f x O x

x

+ −
= = +  

ومن ثمَّ 
0

4
lim ( )

3x
f x

→
=.  

  وهنا نرى أنّ  �
4

2 6ln cos ( )
4

x
x O x= و  +

3
5sin tan ( )

2

x
x x O x− = − +  

  إذن 
2

2ln (cos ) 1
( ) ( )

(sin tan ) 2

x
f x O x

x x x
= = − +

−
  

ومن ثمَّ 
0

1
lim ( )

2x
f x

→
= −.  

  في هذه الحالة لدينا،  �

2 3
2

2 4 1 ( ) 3exp 1 ( )
2

x x x O x x
x x e e x O x+ ++ = = = + + +  

  ومن ثمَّ 
2

2 4 3exp sin 1 ( )
2

x
x x x O x+ − = + +  

  و

( )
2

2 4 3ln exp sin ( )
2

x
x x x O x+ − = +  

  إذن

( )
2

2 4 3ln
ln ln exp sin ( ln )

2

x x
x x x x O x x⋅ + − = +  

  نستنتج إذن أنّ 

( )
2ln

2 4 3ln
( ) exp sin 1 ( ln )

2

x x x
f x x x x O x x= + − = + +  

وعليه فإنّ 
0

lim ( ) 1
x
f x

→
=.    ú  
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J ايات التوابع  دْ جِ  4. التمرينعند  تيةالآ+∞.  
( )1/ 1 2 ln

1/ 32 6 5 4

2 3

2

( )

( ) 3

ln(1 )
( )

ln 

1 1 1
( ) 1 4 1 3 1

2 3

x

x

x

x x x

f x x

f x x e x x x

x
f x

x

f x x
x x x

+
=

= − + +

 + =   
             = + − + + +                     

�

�

�

�

  

  الحـل

1)/1نلاحظ في حالة التابع  � 2 ln )( ) xf x x   أنّ  =+
ln 1

( ) exp exp
1 2 ln 2x

x
f x e

x →∞

     = → =     +   
  

/1لندرس حالة التابع  � 32 6 5 4( ) 3x
f x x e x x x= − + +:  

1/3
3 6 5 4 2

2

2
2

2 3

2

1/2 2

2 3

2

3 1
3 1

1 3 1 1 3 1
1

3 9

2 1

3

1 1 1
1

2
1 1

2

x

x x x x
x x

x O
x xx x

x x O
x

x e x O
x x x

x x O
x

 + + = + +   
           = + + − +                  

 = + − +   

   = + + +      
 = + + +   

  

7إذن  1
( )

6
f x O

x

 = +   
  وعليه 

7
lim ( )

6x
f x

→∞
=.  
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ln(1حالة التابع  � )
( )

ln

x
x

f x
x

 + =   
  . نلاحظ هنا أنّ 

2

2

2

ln(1 ) 1 1 1 1 1
1 ln 1 1

ln ln ln
1 1

1
ln ln
ln(1 ) 1 1

ln ( ) ln
ln ln ln

1 1

ln ln

x
O

x x x x x x

O
x x x x

x
f x x x O

x x x x x

O
x x x

    +    = + ⋅ + = + ⋅ +           
 = + +   

    +    = ⋅ = +           
 = +   

  

  إذن
1 1 1 1

( ) exp 1
ln ln ln ln

f x O O
x x x x x x

       = + = + +           
  

lim ومن ثمَّ  ( ) 1
x

f x
→∞

=.  

حالـة التــابع  �
2 3

2 1 1 1
( ) 1 4 1 3 1

2 3

x x x

f x x
x x x

           = + − + + +                  

. نلاحــظ 

  هنا أنّ 

2 3 4

2 3

2

2 3

1 1
1 exp ln 1

1 1 1 1
exp

2 3
1 1 1

exp
2 3

1 1 1 1 1
1

2 2 23

x

x
x x

x O
x x x x

e O
x x x

e O
x xx x

       + = +           
     = − + +         
   = ⋅ − + +      

       = − + + − +          

2 3

1 11 1
1

2 24
e O

x x x


   = − + +      
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  ومن ثمَّ 

2 3

2

2 3

3

2 3

1 1 11 1
1 1

2 24

1 1 11 1
1 1

2 4 24 4

1 1 11 1
1 1

3 6 24 9

x

x

x

e O
x x x x

e O
x x x x

e O
x x x x

       + = − + +           

       + = − + +           ×

       + = − + +           ×

  

  وعليه فإنّ 
11 1

( )
72

e
f x O

x

 = +   
  

  إذن

  11
lim ( )

72x
f x e

→∞
=.  ú    

J الآتية. ادرس تقارب المتسلسلات المعرفّة بحدّها العامّ  5. التمرين  

( )

2

2 2

2 2

4 4

1 2 1
1 1 , tan ln ,

1

ln
cos sin 1 , ,

ln 1

2 1 , tan cos .
4 1

n n

n n

nn

ax
n n

n n

n n
u u

n nn a n n

a b b n
u e u

n n n n

n
u n n n kn u

n n

    +  = + − + = +     +   + −

        = + − + =         +     
 π π= + + − + = −  + 

  

  الحـل

المتسلسلة التي حدها العام  �
2

2

1 2
1 1

1

n n

nu
n n a

     = + − +     +   +
  . نعلم أنّ 

2 2 3

2 3

1 2 1
ln 1 ln 1 ln 1

1
2 2 1 1 1

2
1 3 1

2

n n n

O
n nn n n

O
n n n

         + = + − +          +     
         = − − − +               

 = − +   
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  إذن
2

2

2 2

1 3 1 3 1
1 exp 2 1

1

n

O e O
n n nn n

             + = − + = − +              +       
  

  ومن جهة أخرى
2 2

2

2 2 2 2 4

2 2 3

2

2 3

2 2
ln 1 ln 1 ln 1

2 (2 ) 1

2 2

2 2(1 ) 1

a a

n nn a

a a a a
O

n nn n n

a
O

n n n

     +     + = + − +          +    
     + +     = − − − +              

 + = − +   

  

  إذن
2

2 2

2
2

2

2 2(1 ) 1
1 exp 2

2(1 ) 1
1

n
a

O
nn a n

a
e O

n n

    +    + = − +          +  
  +   = − +        

  

  وعليه يكون
2 2

2

(2 1) 1
n

e a
u O

n n

 − = +   
  

2إذا وفقط إذا كان  ∑nuوتتقارب المتسلسلة  1/2a =.  

المتسلسلة التي حدها العام  �
2

2

1
tan lnn

n n
u

n n n

+
= +

−
  أنّ  . من الواضح

2

2

1 1
2, tan , ln 0

n n
n

n n n n

+
∀ ≥ ≥ ≥

−
  

  إذن 
1

2, nn u
n

∀ ≥ ≥  

  .∑nuوهذا يثُبت تباعد المتسلسلة  
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cosالمتسلسلة التي حدها العام  � sin 1

n

ax
n

a b b
u e

n n n

     = + − +        
  . نعلم أنّ 

2

2 3

2
2 2

2 2 3

2 2

2 3

2 2

2

1
cos sin 1

2

1 1
ln cos sin

22 2

1

2

1
cos sin exp

2

n

b

a b b a
O

n n n n n

a b b a b a
O

n n n nn n n

b a b
O

n n n

a b a b
e O

n n n n

 + = + − +   

           + = − − − +                
 + = − +   

   + + = − +     
2 2

2

1
1

2
b a b
e O

n n

     
  +   = − +        

  

  وعلى هذا يكون لدينا
2 2

2

( ) 2 1

2

b ax
b ax

n

a b e be
u e e O

n n

 + − = − + +   
  

2 متقاربة إذا وفقط إذا كان ∑nuإذن تكون المتسلسلة  2( ) ( 2 )b ax a b b= ∧ + وهذا  =
  يُكافئ

( ) ( )2

2 2

2 2

1 1
( , ) (0,0) ( , ) ,( )x x

x x
a b a b

+ +
= ∨ =  

المتسلسلة التي حدها العام �
( )

2

ln

ln 1

n

n

n
u

n

  =   + 
  . من الواضح أنّ 

2

2

ln( 1) 1 1
1 ln 1

ln ln
1 1

1
ln ln

ln 1 1
ln

ln( 1) ln ln

n

n n n

O
n n n n

n
O

n n n n n

 + = + +   
 = + +   

     = − +     +   
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  وعليه
1

exp
ln lnn

n
u O

n n

   = − +      
  

  إذن
2 1

exp 2 ln
ln lnn

n
n u n O

n n

   = − +      
  

2limومن ثمَّ يكون لدينا  0n
n
n u

→∞
  متقاربة. ∑nuإذن المتسلسلة  =

  
4 المتسلسلة التي حدها العام � 42 1nu n n n kn= + + −   . من الواضح أنّ +

2

2 1

2n

k
u O

n n

 − = +   
  

2kمتقاربة إذا وفقط إذا كان  ∑nuإذن المتسلسلة  =.  

tanالمتسلسلة التي حدها العام  � cos
4 1n

n
u

n n

π π = −  + 
  . هنا لدينا

2

tan cos
4 4(4 1)

1

4(4 1)

nu
n n

O
n n

π π π

π

 = − −  + 
 = − +  +  

  

  ú  متباعدة.  ∑nuوعلى هذا فإنّ 

J ادرس تقارب المتسلسلات  6. التمرينnu∑  ّيأتي:وفق ما  المعرفّة بحدّها العام  

( )2

1

sin

( 1)

( 1)

( 1)

ln( ( 1) )

n

n

n n

n

n n

u n an b

u
n

u
n

π

+

= + +

−
=

+ −

−
=

+ −

�

�

�
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  الحـل

) المتسلسلة التي حدها العام � )2sinnu n an bπ= +   . نلاحظ أنّ +

2

2

2

2 2 3

2

2

1

1
1

2 2 8

4 1

2 8

a b
n an b n

n n
a b a

n O
n n n n

a b a
n O

n n

+ + = + +

    = + + − +        
 − = + + +   

  

  ومن ثمَّ يكون لدينا
2

2

(4 ) 1
( 1) sin

2 8
n

n

a b a
u O

n n

π π  −   = − + +        
  

   :وعليه
2aفي حالة  � ∉ Z  ّنرى بسهولة أن ( )n nu ∈ℕ لا تسعى إلى الصفر، ومن ثمَّ تكون 

  متباعدة.  ∑nu المتسلسة
2أمّا في حالة  � 2a k= ∈ Z يكونف  

2

2

2

2

( ) 1
( 1) sin

2

( ) 1
( 1)

2

n k
n

n k

b k
u O

n n

b k
O

n n

π

π

+

+

  −   = − +        
 − = − +   

  

  متقاربة بمقُتضى معيار تقارب المتسلسلات المتناوبة. ∑nuوعندئذ تكون 
  

 المتسلسلة التي حدها العام �
1

( 1)

( 1)

n

n n
u

n +

−
=

+ −
  . نلاحظ أنّ 

1

2

( 1) 1

1 ( 1) /

( 1) 1

n

n n

n

u
n n

O
n n

+

 −  = ⋅    + − 
 − = +   

  

  متقاربة بمقُتضى معيار تقارب المتسلسلات المتناوبة. ∑nuوتكون 
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) المتسلسلة التي حدها العام � 1)

ln( ( 1) )

n

n n
u

n

−
=

+ −
  . نلاحظ أنّ 

1

2

2 2

( 1) 1

ln ln(1 ( 1) / )
1

ln

( 1) ( 1) 1
1

ln ln ln

( 1) 1 1

ln ln ln

n

n n

n n

n

u
n n

n

O
n n n n n

O
n n n n n

−

 − = ⋅   + −  +  

  − −   = + +        
 − = − +   

  

ناوبة والمتسلسلة متقاربة لتقارب المتسلسلة المت
1

( 1)

ln

n

n n>

−
، والمتسلسلتين ∑

2
1

1

lnn n n>
∑ 

و
2

1

1

lnn n n>
  ú  اللتين حدودهما موجبة.  ∑

J ليكن  7. التمرينα  ً1ولتكن المتتالية  ،عدداً حقيقيّاً موجباً تماما( )n nu   المعرّفة كما يلي: ≤
1

1 + 1
1

( 1)
,    1,    

( 1)

nn

n k
k

u n u u
n α

+
∗

+
=

−
∈ ∀ ≥ =

+
∑ℝ  

  .∑nuادرس تقارب المتسلسلة   
  الحـل

لنعرّف 
1

n

n k
k

S u
=

  . عندئذ يكون لدينا∑=

1

1

( 1)
, 1

( 1)

n

n nn S S
n α

+
∗

+

 −  ∀ ∈ = +   + 
ℕ  

,أنّ  nلنا أن نبرهن بالتدريج على  تيحوهذا ي 0nn S∗∀ ∈ >ℕنعرّف إذن . lnn nv S= 
  فيكون لدينا

1

( 1)
1, ( )

( 1) ( 1)
ln 1 0

n

n n n

n n

n t v v
n

n n

α

α α

−

−
∀ > = − −

 − −  = − + ≥   
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ُ أنّ  1لأنّ دراسة بسيطة تبين, ln(1 ) 0x x x∀ > − − + في  وجدي. نستنتج من ذلك أنهّ ≤

[0, يحُقّق  ،ℓ عنصر ∞+[
2
n

n

t

∞

=

=∑ ℓ ولأنّ المتسلسلة .
1

( 1)n

n nα≥

−
متقاربة استنتجنا وجود ∑

λ  في[ ,   يحُقّق ∞−[0

1 1
2

( )
n

n k k n
k

v v v v λ→− →∞
=

− = −∑  

]في  µد و أو وج , [−∞ lim يحُقّق ∞+ n
n
v µ

→∞
lim، وهذا يقتضي وجود = n

n
S

→∞
في  

+ℝ أي تقارب المتسلسلة .nu∑.  ú  

J ليكن التابع 8. التمرين  
2

2

( )
( )

( )

x x
f x e

x
λ

λ λ

λ λ

− − +
= −

+ +
  

0حتىّ يتحقّق الشرط:  0λعينّ  1.

0

( )
lim 0
x

f x

x

λ

→
=.   

0المقدار  احسب اية ثمُّ  2.

5

( )f x
x

x

λ
  في حال وجودها.عند الصفر  ֏

  الحـل

  حظ أوّلاً أنّ لنلا 1.

2

( ) 1 4

( )

xf x e

x x x

λ λ

λ λ

− −
= +

+ +
  

0وعليه فإنّ الشرط 

0

( )
lim 0
x

f x

x

λ

→
  ، يُكافئ=

0

20
0 0

4
lim 1

( )x x

λ

λ λ→
=

+ +
  

2وهذا يقتضي أنّ 
0 0 0λ λ+ 0، و≠

2
0 0

4
1

λ

λ λ
=

+
0، أي إنّ  3λ  عندما، وبالعكس =

0يكون  3λ 0نرى مباشرة أنّ  =

0

( )
lim 0
x

f x

x

λ

→
=.  
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  كان   لـمّا 2.
2

3 2

12 6
( )

12 6

x x x
f x e

x x

− − +
= −

+ +
  

  استنتجنا بإجراء قسمة إقليديةّ وفق القوى المتزايدة أنّ 
2 2 3 4 5

6

2

12 6
1 ( )

2 6 24 14412 6

x x x x x x
x O x

x x

− +
= − + − + − +

+ +
  

  وعلى هذا يكون لدينا
5 5 5

6 6
3( ) ( ) ( )

144 120 720

x x x
f x O x O x= − + = − +  

  إذن

  3

50

( ) 1
lim

720x

f x

x→
= −   ú  

J عينّ الثوابت  9. التمرينa وb وc  حتى يكون التابعf  ثمُّ عظمى، لامتناهياً في الصغر من مرتبة 
  : الآتيتينكافئاً له في جوار الصفر، وذلك في الحالتين مُ  دْ جِ 

2

2

1
( ) cos

1

ax
f x x

bx

+
= −

+
  

  و
3

2
( ) arctan

1

ax bx
f x x

cx

+
= −

+
  

  الحـل

  نلاحظ هنا أنّ  �
2

2 4 2 6 8

2

2 4 6 8

1
1 ( ) ( ) ( ) ( )

1
1 1 1

cos 1 ( )
2 24 720

ax
a b x b b a x b a b x O x

bx

x x x x O x

+
= + − + − + − +

+

= − + − +

  

1 ليكون bو aفإذا اخترنا 
12

b 1و  =
2

b a− )أي  = )5 1
12 12

( , ) ,a b =   وجدنا  −
2

6 8

2

12 5 1
cos ( )

48012

x
x x O x

x

−
− = − +

+
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  بأسلوب مماثل أنّ نجد  و �

  
34

7 915

23
5

4
arctan ( )

1751

x x
x x O x

x

+
− = − +

+
  ú  

تابع الأسي من ال لقد حسبنا في التمرينين السابقين تقريبات ممتازة بتوابع كسرية لكل  .ملاحظة �
  ديهپاتقريبات وتابع التجيب وتابع الظل العكسي. يسمّى هذا النوع من التقريبات: 

Padé approximations.  
  

J خطوطها البيانيةارسم التوابع الآتية  ادرس 10. التمرين.  

( ) ( )

( )
2

1/( 1) 3 2 1/

1/

33/( 1) 3 3

2

2

cos

( ) 1 , ( ) ,

1
( ) 2 , ( ) 2 arctan ,

( ) , ( ) 1 1,
 

( 1) cos 3
( ) arcsin , ( ) ,

cos22(1 )

arcsin
( ) , ( )= tan .

(1 )

x x

x

x x

x

f x x e f x x x e

f x e x x f x x x
x

f x xe f x x x

x x
f x f x

xx

x
f x f x x

x x

+

−

= − = −

 = + = + −   

= = + + −

+
= =

+

=
−

� �

� �

� �

	 


� �

  

  الحـل

)/1ابع الت دراسة � 1)( ) ( 1) x
f x x e

+= − .  

}\مجموعة تعريف هذا التابع هي 1}fD = −ℝ، و  

( 1)
lim ( ) 0

x
f x

−→ −
و  =

( 1)
lim ( )

x
f x

+→ −
= −∞  

1xإذن المستقيم  =  −1إلى  x عندما تسعى fللتابع  fΓ خط البيانيلمستقيم مقارب ل −
)إنّ النقطة وكذلك ف. −1بقيم أكبر من  1,  x عندما تسعى fΓلمنحني هي نقطة مقاربة ل −(0

  . ومن جهة أخرى لدينا−1بقيم أصغر من  −1إلى 

lim ( )
x

f x
→+∞

= limو    ∞+ ( )
x

f x
→−∞

= −∞  
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1وجود مُقارب مائل وذلك بإجراء نشر محدود بقوى  نتحرّى إمكانوهنا 

x
1. فنجد بوضع 

t
x

= 

  لدينا ∞−وأيضاً في جوار  ∞+أنهّ في جوار 

( )2 3

2 3

2 3

2

1 1
( ) 1 exp (1 )exp ( )

1
1 1
(1 ). 1 ( )

2
1 3 3 1

1 ( )
2 2

t
f x t t t O t

t t t

t t t O t
t

t O t x O
t x x

     = − = − − +      +   
 = − + − +   

     = − + = − +        

  

y الذي معادلته Dإذن المستقيم  x= حنيلمنمقارب ل fΓ  جوارفي و  ∞+في جوار −∞، 
  .∞−في جوار  D وفوق ∞+في جوار  Dت تح fΓ يقعو 

  نحسب المشتق فنجد  fلدراسة تغيرّات التابع 
2

1/( 1)

2

2
( )

( 1)

xx x
f x e

x

++ +
′ = ⋅

+
  

 غيراتدول الته جمن مجالي تعريفه. ومن والتابع متزايد تماماً على كل مجالٍ  fDفالمشتق موجب على 
  :الآتي

 1

( )

( ) 0

x

f x

f x

−∞ − +∞

′ + +

−∞ −∞ +∞ր ր
  

  
  يوحي لنا رسم أوّلي بوجود نقطة انعطاف، ونجد بحساب مباشر أنّ 

1/( 1)

4

3 5
( )

( 1)

xx
f x e

x

++
′′ = − ⋅

+
  

5إذن يغُير المشتق الثاني إشارته عند 
3

x = )فالنقطة  − )3/25 8
3 3
, e

−− هي نقطة انعطاف  −
  .fΓللمنحني 

  .fللتابع  fΓالخط البياني بين الشكل التالي ي
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)/1منحني التابع  1)( 1) x

x x e
+−֏   

3دراسة التابع  � 2 1/( ) ( ) xf x x x e= − .  

fD ذا التابع هيإنّ مجموعة تعريف ه
∗= ℝ، و 

0
lim ( ) 0
x

f x
−→

و  =
0

lim ( )
x

f x
+→

= −∞  

0xإذن المستقيم  بقيم  0إلى  x ، عندما تسعىfللتابع  fΓ خط البيانيلمستقيم مقارب ل =
,0)النقطة إنّ وكذلك ف. 0 منأكبر   0 إلى x عندما تسعى fΓلمنحني هي نقطة مقاربة ل (0

  . ومن جهة أخرى لدينا0بقيم أصغر من 
lim ( )
x

f x
→+∞

= limو    ∞+ ( )
x

f x
→−∞

= −∞  

 بوضعفنجد  ،−1xوجود منحن مقارب وذلك بإجراء نشر محدود بقوى  لنتحر إمكانية
1/t x= ،لدينا ∞−وأيضاً في جوار  ∞+ جوار أنهّ في  

3 2

2 3 4 5

3

2

1 1 1 1 1
( ) ( ) 1

2 6 24
1 1 1 1

2 3 8

f x x x O
x x x x x

x x O
x x

   = − + + + + +      
 = − − − +   

  

0

y

x

D

fΓ

5
3− 1−

e−

1
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3التابع الحدودي الذي معادلته  منحني Γإذن  1 1
2 3

y x x= −  لمنحنيلهو منحن مقارب  −

fΓ   يقعو ، ∞−و ∞+كل من في جوار fΓ  تحتΓ  وفوق  ∞+في جوارΓ  في جوار
−∞.  

  نحسب المشتق فنجد : fت التابع لدراسة تغيرّا
1/2( ) (3 3 1) x

f x x x e′ = − +  
  والتابع متزايد تماماً على كل مجال من مجالي تعريفه.: fDفالمشتق موجب على 

 0

( )

( ) 0

x

f x

f x

−∞ +∞

′ + +

−∞ +∞−∞ ր ր
  

  ساب مباشر أنّ يوحي لنا رسم أوّلي بوجود نقطة انعطاف، ونجد بح
1/

3 2

2
( ) (6 6 3 1)

xe
f x x x x

x
′′ = − + −  

3وبدراسة تغيرّات التابع  26 6 3 1x x x x− + نرى أنّ المشتق الثاني يغيرّ إشارته مرةّ  ֏−
x قيمةٍ  واحدة عند α=  ال1من ا

2
,1 

   ، فالنقطة( , ( ))fα α قطة انعطاف للمنحنيهي ن 

fΓ 0.626538تقريبي أنّ  بحساب. ونجدα   .fيبين الشكل التالي المنحني البياني للتابع . =

  
1/3منحني التابع  2( ) x

x x x e−֏   

0

y

x

Γ

fΓ

α 1
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)/1دراسة التّابع  � ) ( 2)x
f x e x x= + .  

[ مجموعة تعريف هذا التابع هي , 2 ] ]0, [fD = −∞ − ∪  و. ∞+

 
0

lim ( )
x

f x
+→

= +∞  

0xإذن المستقيم  بقيم  0إلى  x عندما تسعى fللتابع  fΓللخط البياني مستقيم مقارب  =
  ومن جهة أخرى لدينا .0أكبر من 

lim ( )
x

f x
→+∞

= limو    ∞+ ( )
x

f x
→−∞

= +∞  

. فنجد بوضع −1xنشر محدود بقوى  وجود منحن مقارب وذلك بإجراء وهنا نتحرّى إمكان
1/t x=  لدينا ∞−وأيضاً في جوار  ∞+أنهّ في جوار  

1/

2 2 3

2 3

2

2
( ) | | 1

1 1 1 1 1
| | 1 1

2 2
2 1 1

| | 1

1 1
sgn( )( 2)

| |

xf x x e
x

x O
x xx x x

x O
x x x

x x O
x x

= ⋅ +

        = + + + − +              
   = + + +      

 = + + +   

  

2yالذي معادلته  1Dإذن المستقيم  x=  ∞+في جوار  fΓ لمنحنيمستقيم مقارب ل +
2yالذي معادلته  2D، وكذلك فإنّ المستقيم في ذلك الجوار 1D فوق fΓويقع  x= − − 

  في ذلك الجوار.  2Dأيضاً فوق  fΓويقع  ∞−في جوار  fΓمستقيم مقارب للمنحني 

  وأنّ  fDيقبل الاشتقاق على داخل  f، نرى أنّ fلدراسة تغيرّات التابع 
1/2 2

( )
( 2)

x
x e

f x
x x x

−
′ = ⋅

+
  

  :الآتيغيرات ومنه جدول الت

 2 0 2

( ) 0

( ) 0 ( 2)

x

f x

f x f

−∞ − +∞

′ − − +

+∞ +∞ +∞ց ց ր
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)النقطة  )2, ( 2)f للتابع محليّاً  قيمة صغرىf . ،يوحي لنا رسم أوّلي بوجود نقطة انعطاف
  ونجد بحساب مباشر أنّ 

1/
2

3

2
( ) ( 4 2)

( 2) ( 2)

xe
f x x x

x x x x
′′ = + + ⋅

+ +
  

2 ونرى أنّ المشتق الثاني يغيرّ إشارته مرةّ واحدة عند 2α = − )فالنقطة  − , ( ))fα α  هي
  .fبين الشكل التالي المنحني البياني للتابع . ويfΓ نقطة انعطاف للمنحني

  
/1منحني التابع  ( 2)x

x e x x +֏   

  

دراسة التّابع  �
1

( ) 2 arctanf x x x
x

 = + −   
 .  

fD مجموعة تعريف هذا التابع هي
∗= ℝ .ولدينا  

 
0

lim ( ) 1
x

f x
−→

= و    −
0

lim ( ) 1
x

f x
+→

= −  

(0)بوضع  0عند  إلى تابع مستمرf  إذن يمكن تمديد التابع  1f =   . ومن جهة أخرى لدينا−

lim ( )
x

f x
→+∞

= limو    ∞+ ( )
x

f x
→−∞

= +∞  

fΓ

2D

1D

y

xα 0

2

2− 2
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. فنجد بوضع −1x وجود منحن مقارب وذلك بإجراء نشر محدود بقوى إمكانوهنا نبحث عن 
1/t x=  الدين ∞−وأيضاً في جوار  ∞+أنهّ في جوار  

( )

( )

3

3 2

1 sgn( )
( ) 2 arctan

2
1 sgn( )

2 ( )
2

sgn( ) sgn( )
2 ( ) ( )

2 2
sgn( ) 1 sgn( )

2 1 2
2 2

x
f x t t

t

x
t t O t

t

x x
x t O t t O t

x x
x

x

π

π

π π

π π

     = + − ⋅ −        
     = + − ⋅ − +        

     = + ⋅ − + + ⋅ +        
   = + ⋅ − + ⋅ −    2

1
O
x

   +      

  

)الذي معادلته   1Dإذن المستقيم  2) 1
2

y x
π

= + في جوار  fΓ لمنحنيمقارب ل مستقيمٌ   −

الذي معادلته  2Dوكذلك فإنّ المستقيم  ،في ذلك الجوار 1Dتحت  fΓويقع  ∞+

( 2) 1
2

y x
π

= − +  2Dفوق  fΓويقع  ∞−في جوار  fΓ لمنحنيمقارب ل مستقيمٌ   −

  في ذلك الجوار. 
  وأنّ : fDيقبل الاشتقاق على داخل  f، نرى أنّ fلدراسة تغيرّات التابع 

2 3 2

2 2 2

1 2
( ) arctan

( 1)

x x x x
f x x

x x

 + + − ′ = ⋅ +   + 
  

fوعليه لدراسة إشارة    إشارة التابع المساعد علينا دراسة ′
3 2

2 2

2
( ) arctan

( 1)

x x x
g x x

x

+ −
= +

+
  

  أنّ  gنرى باشتقاق 
2

2 3

4 ( 2 1)
( )

( 1)

x x x
g x

x

− −
′ = −

+
  

  كما يأتي  gيمكننا وضع جدول تغيرات التابع  إذن
1 2 0 1 2

( ) 0 0 0

( ) /2 (1 2) 0 (1 2) /2

x

g x

g x g gπ π

−∞ − + +∞

′ + − + −

− − +ր ց ր ց
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 اال من β يغيرّ إشارته مرةّ واحدة وذلك عند قيمةٍ  gوينتج من ذلك أنّ التاّبع 
,1 2 −∞ −  

0.6885549β، ونجد بحساب تقريبي أنّ  = − .  

  ونلاحظ أيضاً أنّ 

( ) 1 arctan 1 arctan
arctan 2 1

f x x x
x

x x x x

 + = + + −   
  

  وعليه فإنّ 

0

( ) 1
lim 2
x

f x

x→

+
=  

  .2، ومشتقّه هناك يساوي 0يقبل الاشتقاق عند  fوالتابع 
  

  يأتي:كما   fالتابع  غيراتيمكننا إذن كتابة جدول ت

( ) 0

( ) ( )

x

f x

f x f

β

β

−∞ +∞

′ − +

+∞ +∞ց ր

  

لذلك نحسب المشتق الثاني  ℝ+منحني بوجود نقطة انعطاف لمنحني التابع على يوحي رسم أوّلي لل
  فنجد  f لتابعل

( )2 2 3 4

3 2 2

2
( ) (1 ) arctan ( 3 2 )

(1 )
f x x x x x x

x x
′′ = − + − + −

+
  

0.58066235αونحصل بحساب تقريبي على فاصلة نقطة الانعطاف وهي  =.  
  

  فهي حلول المعادلة فواصلمع محور ال fΓتقاطع نقاط  فواصلأمّا 
2 2 1 0x x+ − =  

1أي  2− 2و − 1− .  
  
  .fللتابع  fCبإعطاء رسم دقيق للمنحني البياني السابقة المعطيات  فيدنات
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1منحني التابع 
2 arctanx x x
x

  + −    
֏  

  

)/2دراسة التابع � 1)( ) x xf x xe −=  

}\مجموعة تعريف هذا التابع هي 1,+1}fD = −ℝ .ولدينا  

( 1)
lim ( ) 0

x
f x

−−→
و  =

( 1)
lim ( )

x
f x

+−→
= −∞  

1xالمستقيم الذي معادلته  fللتابع  fΓ الخط البيانيإذن يقبل  = مستقيماً مقارباً في جوار  −
)في حين تكون النقطة ، −1بقيم أكبر من  −1 1,  −1نقطة مقاربة لهذا المنحني في جوار  −(0

  . وكذلك فإنّ −1بقيم أصغر من 

1
lim ( ) 0
x

f x
−→

و    =
1

lim ( )
x

f x
+→

= +∞  

y

2D

1D

1

1−

β

α x

fΓ
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1xالمستقيم الذي معادلته  fΓإذن يقبل  ، في 1بقيم أكبر من  1مستقيماً مقارباً في جوار  =
,1)حين تكون النقطة    أيضاً  لديناو . 1 قيم أصغر منب 1 نقطة مقاربة لهذا المنحني في جوار (0

lim ( )
x

f x
→+∞

= limو ∞+ ( )
x

f x
→−∞

= −∞  

د بوضع . فنج−1xوجود منحن مقارب وذلك بإجراء نشر محدود بقوى  نتحرى إمكانوهنا 
1/t x=  لدينا ∞−وأيضاً في جوار  ∞+أنهّ في جوار  

( )

( ) ( )

2

2
3

2 2

2
3 2

2

1
( ) exp

1

1 1
1

21 1

1 1
1 1

2 2

1 1
1

2

t
f x

t t

t t
O t

t t t

t t
t O t O t

t t

x O
x x

 = ⋅   −
     = ⋅ + + +     − −  
  = ⋅ + + + = + + +   

 = + + +   

  

1yالذي معادلته  Dإذن المستقيم  x=  ∞+في جوار  fΓلمنحني هو مستقيم مقارب ل +
  . ∞−في جوار  Dويقع تحت  ∞+عند  Dفوق  fΓويقع  ،∞−وكذلك في جوار 

  وأنّ  fDيقبل الاشتقاق على داخل  f، نرى أنّ fلدراسة تغيرّات التابع 
2

4 3 2
/( 1)

2 2

2 1
( )

( 1)

x xx x x x
f x e

x

−− − − +
′ = ⋅

−
  

fوعليه لدراسة إشارة    علينا دراسة إشارة التابع المساعد ′
4 3 2( ) 2 1g x x x x x= − − − +  

  أنّ  gباشتقاق  نرى
3 2

2

( ) 4 3 4 1

( ) 12 6 4

g x x x x

g x x x

′ = − − −

′′ = − −
  

  إذن
3 573 57

12 12

153 19 57 153 19 57
72 72

( ) 0 0

( )

x

g x

g x

+−

− + − −

−∞ +∞

′′ + − +

′ −∞ +∞ր ց ր
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153ولأنّ  19 57

72
0− + gاستنتجنا أنّ للتابع  > . ]1,2[اال  فييقع  β جذر حقيقي وحيد ′
[ متناقص تماماً على gوالتابع  , ]β−∞  ومتزايد تماماً على[ , [β ) فإنّ ن ثمَّ . وم∞+ )g β  هو

(1). ولكن ℝعلى  g لتابعالحدّ الأدنى ل 2 0g = − )إذن  > ) 0g β ، وعلى هذا >
  يحُققان 2αو 1α جذران حقيقيان فقط gللتابع ف

1 ,α β ∈ −∞   2  و ,α β ∈ +∞   
1على اال اً سالب gيكون التابع و  2] , [α α (0)خارجه. وبملاحظة أنّ  اً وموجب 1g ، استنتجنا =

1 أنّ  ]0,1[α 2وأنّ  ∋ ]1 [,α ∈   :fللتابع  الآتي غيراتتونحصل من ثمَّ على جدول ال، ∞+

 
1 2

1 2

1 1

( ) 0 0

( ) 0 ( ) 0 ( )

x

f x

f x f f

α α

α α

−∞ − +∞

′ + + − − +

−∞ −∞ +∞ +∞ր ր ց ց ր
  

1ونجد بحساب تقريبي أنّ  0.480534α 2و  = 2.08102α =.  
شتق الثاني بوجود ثلاث نقاط انعطاف، وللتأكّد من ذلك نحسب الم fΓيوحي رسم أوّلي للمنحني 

  فنجد أنّ  f لتابعل
2

5 4 3 2
/( 1)

2 4

6 2 4 2
( )

( 1)

x xx x x x x
f x e

x

−+ + − + −
′′ = ⋅

−
  

5وبدراسة كثير الحدود  4 3 2( ) 6 2 4 2Q x x x x x x= + + − + نستنتج وجود ثلاثة  −
  :الآتيةجذور حقيقيّة فقط لهذا التابع تمثّل قيمها فواصل نقاط الانعطاف ولها القيم التقريبيّة 

( )5.49539  ,  1.35582  ,  0.796109a b c= − = − =  
ونجد بحساب تقريبي أن فاصلة نقطة  Dيتقاطع مع المقارب  fΓ كما يتبينّ من الرسم أنّ المنحني

  . وأخيراً نلاحظ أنّ −1.75624التقاطع هذه تساوي 

1

( )
lim 0

1x

f x

x−→
=

−
و      

( 1)

( )
lim 0

1x

f x

x−→ −
=

+
  

  النقطتين المقاربتين مماس أفقي.كل من عند   اتوهذا يثبت أنّ المماس

  .رسماً دقيقاً  fΓلمنحني اهذا رسم  ح لنا كل تيي
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)/2منحني التابع  1)x xx xe −֏  

  

33ابع لتدراسة ا � 3 3( ) 1 1f x x x= + + − .  

fD مجموعة تعريف هذا التابع هي = ℝ ّإذن تكفي دراسته على ،فردي تابعٌ  التابع هذا. ولكن 

+ℝ ّوهذا ما سنفعله. نلاحظ أن ،lim ( )
x

f x
→+∞

=  وجود مكانإنبحث عن لإذن . ∞+

t/1. فنجد بوضع −1x منحن مقارب وذلك بإجراء نشر محدود بقوى x=  أنهّ في جوار+∞ 
  لدينا

( )3 1/3 3 1/3

3 6 3 6
9

6
9

5 8

( ) (1 ) (1 )

1 1 ( )
3 9 3 9

2 2 1
2 ( ) 2

9 9

f x x t t

t t t t
x O t

t
x O t x O

x x

= ⋅ + + −

  = ⋅ + − + − − +   
    = ⋅ − + = − +       

  

y

D

x2α
01−

1

fΓ

1α
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2yالذي معادلته  Dإذن المستقيم  x= لمنحنيهو مستقيم مقارب ل fΓ  في جوار+∞ ،
  .∞+عند  Dتحت  fC ويقع

}\يقبل الاشتقاق على  f، نرى أنّ fلدراسة تغيرّات التابع  1, 1}− +ℝ : ّوأن  

2

3 2 3 23 3

1 1
( )

( 1) ( 1)
f x x

x x

  ′ = ⋅ +    + − 
  

  :ℝ+ وله جدول التغيرات الآتي على ،ℝمتزايد تماماً على  fوعليه فالتابع 
 

3

0 1

( ) 0

( ) 0 2

x

f x

f x

+∞

′ + +

+∞ր ր
  

 وبملاحظة أنّ 
1

lim ( )
x
f x

→
′ = نستنتج أنّ المماس لمنحني التابع عند النقطة التي فاصلتها  ∞+

  هو مبين.هذه الدراسة برسم منحني التابع كما  تفيدنايوازي محور التراتيب.  1 تساوي

  
33نحني التابع م 3 31 1x x x+ + −֏  

D

fΓ

y

x0

3 2

1
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دراسة التابع  	
2

2

( 1)
( ) arcsin

2(1 )

x
f x

x

+
=

+
 .  

fD مجموعة تعريف هذا التابع هي = ℝ  لأنهّ مهما تكنx  منℝ فلدينا  
2

2

( 1)
0 1

2(1 )

x

x

+
≤ ≤

+
  

1xتحدث المساواة في الطرف الأيمن من المتراجحة إذا وفقط إذا كان و    . ونلاحظ أنّ =

lim ( )
6x

f x
π

→+∞
limو    = ( )

6x
f x

π

→−∞
=  

الذي معادلته  Dإذن المستقيم 
6

y
π

 ∞+في جوار  fΓ لمنحنيهو مستقيم مقارب ل =

  .∞−جواركذلك في و 
}\يقبل الاشتقاق على f، نرى أنّ fلدراسة تغيرّات التابع  1}+ℝ : ّوأن  

2 2

( 1)sgn(1 )
( ) 2

( 1) 3 2 3

x x
f x

x x x

+ −
′ = ⋅

+ + +
  

)إذن إشارة  )f x′   21تتفق مع إشارة x− . أنّ  نجد أيضاً و 

1

1
lim ( )

2x
f x

−→

′ = ،
1

1
lim ( )

2x
f x

+→

′ = −  

  : ℝعلى  f التالي للتابع غيراتنحصل من ثمَّ على جدول الت

  

  أنّ  f لتابعنجد بحساب المشتق الثاني لو . fΓ لمنحنييوحي لنا رسم أوّلي بوجود نقاط انعطاف ل
  

4 3 2

3/22 2 2

(3 6 4 4 1)sgn( 1)
( ) 4

( 1) (3 2 3)

x x x x x
f x

x x x

+ + + − −
′′ = ⋅

+ + +
  

1 1

2 2

1 1

( ) 0

( ) 0
6 2 6

x

f x

f x
π π π

−

−∞ − +∞

′ − + −

ց ր ց
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4 رسةنجد بدا 3 23 6 4 4 1x x x x x+ + +  βو αأنّ له جذرين حقيقيّين فقط  ֏−
0.197999α اهم تانالتقريبيّ  هماتاقيم 1.73777βو = =  طتينق اصلتيف نتمثّلا اوهم −

  .fΓ. ونجد فيما يلي المنحني البياني fΓالمنحني انعطاف 

  
منحني التابع 

2

2

( 1)
arcsin

2(1 )

x
x

x

+

+
֏  


cosدراسة التابع   3
( )

cos2

x
f x

x
= .  

 مجموعة تعريف هذا التابع هي
4

\{(2 1) , }fD k kπ= + ∈ℝ ℤالتابع . f  تابع زوجي ويقبل
,0] . إذن يكفي إجراء الدراسة على اموعةدوراً  2π العدد ] fDπ   . ونلاحظ أيضاً أنّ ∩

, ( ) ( ) 0fx D f x f xπ∀ ∈ + − =  
) متناظر بالنسبة إلى النقطة f وهذا يبرهن أنّ منحني التابع )

2
, 0π  ولهذا يكفي إجراء الدراسة على

 اموعة
2 2 4

[0, ] [0, ]\{ }fD
π π π∩   . نلاحظ أوّلاً أنّ يأتي. وهذا ما سنفعله فيما =

( )
4

lim ( )
x

f x
π
−

→

= و    ∞−
( )

4

lim ( )
x

f x
π
+

→

= +∞  

الذي معادلته  Dإذن المستقيم 
4

x
π

في جوار  fΓ للخط البيانيمقارب  مستقيمٌ  =
4

π.  

يقبل الاشتقاق على fونرى أنّ 
2 4

[0, ]\{ }π π  ّوأن  

2

3 cos 4 cos2
( ) sin

cos 2

x x
f x x

x

+ +
′ = − ⋅  

  الدراسة.  سالب على كل مجال من مجاليَْ  هوو 
  

xβ α1− 0 1

y

2
π

6
π

fΓ
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على  fللتابع  الآتي  غيراتونحصل من ثمَّ على جدول الت
2 4

[0, ]\{ }π π:  

 
240

( ) 0 3

( ) 1 0

x

f x

f x

π π

′ − − −

−∞ +∞ց ց
  

  : fΓونجد فيما يلي المنحني البياني 

  
cosمنحني التابع  3

cos2

x
x

x
֏  

  

arcsinدراسة التابع  �
( )

(1 )

x
f x

x x
=

−
  

fD]0,1[ مجموعة تعريف هذا التابع هي   . ونلاحظ أنّ =

1
lim ( )
x

f x
−→

= و    ∞+
0

lim ( ) 1
x

f x
+→

=.  

1xالذي معادلته  Dإذن المستقيم    .1 في جوار fΓمقارب للمنحني  مستقيمٌ  =
  

y

x

fΓ

1−

π− π

6
π

3
4
π

2
π

4
π

1

0
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  وأنّ : fDيقبل الاشتقاق على fونرى أنّ 

3/22

2 1
( ) ( )

2( )

x
f x g x

x x

−
′ = ⋅

−
  

  هو التابع المعرّف بالعلاقة  gو
(1 )

( ) arcsin
2 1

x x
g x x

x

−
= +

−
  

  أنّ  gنرى باشتقاق التابع 

2

(1 )
( ) 2

(2 1)

x x
g x

x

−
′ = −

−
  

1 كلّ من االينمتناقص تماماً على   gإذن 
2

0, 
   1و

2
,1 

  ،  ّ(0) ولأن 0g و =
2

(1)g π=، 
2)استنتجنا أنّ  1) ( )x x g x−   . ]0,1[موجب تماماً على  ֏⋅

  وأخيراً نلاحظ أنّ 

1/2

2

( ) 1 1 arcsin
(1 ) 1

1
1 1 1 ( )

6 2
2

( )
3

f x x
x

x x x

x x
O x

x

O x

−
 −  = − −   
      = + + − +           

= +

  

2ومشتقّه هناك يساوي  0إلى تابع قابل للاشتقاق عند  fإذن يمكن تمديد 

3
 .  

  
  :fالتالي للتابع  غيراتومنه جدول الت

 

2

3

0 1

( )

( ) 1

x

f x

f x

′ +

+∞ր
  

arcsin للتابع  fΓالمنحني  ااورد في الشكل ونج

(1 )

x
x

x x−
֏.  

fΓ

1

10

y

x
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دراسة التابع  �
cos

( ) tan exp(cos ln|tan |)
x

f x x x x= = ⋅   

مجموعة تعريف هذا التابع هي
2

\{ , }k
fD kπ= ∈ℝ ℤوالتابع . f دوري دورهو زوجي بعٌ تا 

2π إذن تكفي دراسته على ،
2

]0, [\{ }ππ ّنلاحظ أن .  
lim ( )
x

f x
π−→

=  و   ∞+
2

lim ( ) 1
x
f x

π→
و    =

0
lim ( ) 0
x

f x
+→

=  

x الذي معادلته Dإذن المستقيم  π=  ٌمقارب للمنحني  مستقيمfΓ في جوار π كما يمكن .
و 0إلى تابع مستمر عند  fتمديد التابع 

2
π،  (0)وذلك بوضع 0f )و = )

2
1f π =.  

  وأنّ : fD يقبل الاشتقاق على fنرى أنّ 
( )2( ) sin cot ( )f x x g x f x′ = ⋅ ⋅  

1هو التابع المعرّف بالعلاقة :  gو
2

( ) 1 lng u u u= + متزايد تماماً  gمن الواضح أنّ التابع  .+
∗على 

+ℝ  ّوأن
0

lim ( )
u
g u

→
= limو ∞− ( )

u
g u

→∞
= ∗في يوجد ف ∞+

+ℝ  عدد وحيدα 

)يحُقق  ) 0g α )ويكون  ،= ) 0g u uفي حالة  > α<، و( ) 0g u uفي حالة  < α> .
)إذا عرّفنا وعلى هذا  )1arctan

α
θ   كان لدينا  =

2

2

(cot ) 0

(0 ) ( ) (cot ) 0

x g x

x x g x

θ π θ

θ π π θ

< < − ⇒ <

< < ∨ < < − ⇒ >
  

0.108858α ونجد بحساب تقريبي أنّ    . وأخيراً نلاحظ أنّ =

( ) 2

2 2

sin( )exp cos ln tan 1( ) 1
ln tan

cos ln tan

xx xf x
x

x xx x

π

π π

−−−
= − × ×

− −
  

إذن 
2 2

( ) 1
lim
x

f x

xπ π→

−
= −∞

−
، والمماس لمنحني التابع عند

2
π .يوازي محور التراتيب  

  : لدينا +0 وكذلك نلاحظ أنهّ في جوار

( )
( ) tan

exp (cos 1)ln(tan ) exp ln
f x x

x x
x x

 = − ×   
  

إذن 
0

( )
lim 1
x

f x

x+→
  .0 ندع 1يساوي يقبل مشتقّاً من اليمين  f. والتابع =
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  :تيالآ غيراتعلى مجال الدراسة جدول الت f لمقصور يكونوعليه 

  

  .على دور fللتابع  fΓالمنحني البياني  يأتيونجد فيما 

  
cosمنحني التابع 

tan
x

x x֏  

  ú  المطلوب. هوو 
J نعرّف في حالة ل 11. التمرينx  المن ا]   كما يأتي  gو fالتابعين  −1,1]

1
( ) ln

1

x
f x

x

+
=

−
  و  

3

2

30 8
( )

15 9

x x
g x

x

−
=

−
  

قيمة  واستنتج gو f التابعينجوار الصفر لكلّ من المحدود من المرتبة السابعة في  النشر جِد  1.

 الآتيةالنهاية 
70

( ) ( )
lim
x

f x g x

x→

  .في حال وجودها −

hليكن   2. f g= ). اكتب − )h x′  بالشّكل( )

( )

P x

Q x
كثيرا حدود.   Qو Pحيث ، 

   يحُقّق ،يطُلب تعيينه ،Aواستنتج وجود ثابت حقيقيّ 
61

0, , 0 ( )
2

x h x Ax
 
  ′∀ ∈ ≤ ≤
  

  

fΓ

1

y

x
π−

2
π− 2

πθ π0

1

0
2

( ) 1 0 0

( ) 0 ( ) 1 ( )

x

f x

f x f f

πθ π θ π

θ π θ

−

′ + − −∞ −∞ − +

− +∞ր ց ց ր
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  استنتج مماّ سبق أنّ  3.
71

0, , 0 ( )
72

A
x h x x

 
 ∀ ∈ ≤ ≤
  

  

4ليكن   4.
3

lnα 9و  =
8

lnβ =.  
lnو  ln2عبرّ عن   �     .βو αبدلالة  3
)1 ليكون 2xو 1xعينّ   �   )f x α= 2و( )f x β=.  
lnو ln2 يقربّان العددين 2rو 1rيّين عددين عاد استنتج  �   ، وعينّ حدّاً أعلى 3

  للخطأ المرتكب.
  الحـل

  ، أنّ 0بإجراء قسمة وفق القوى المتزايدة نجد، في جوار  1.
3

3 5 7 9

2

30 8 2 2 6
( ) 2 ( )

3 5 2515 9

x x
g x x x x x O x

x

−
= = + + + +

−
  

  وكذلك نرى أنّ 

3 5 7 9

1
( ) ln ln(1 ) ln(1 )

1
2 2 2

2 ( )
3 5 7

x
f x x x

x

x x x x O x

+
= = + − −

−

= + + + +

  

  نجد وعلى هذا 
2 2

7

( ) ( ) 2 6 8
( ) ( )

7 25 175

f x g x
O x O x

x

−
= − + = +  

  إذن

70

( ) ( ) 8
lim

175x

f x g x

x→

−
=  

  من الواضح أنّ  2.
2 2 3

2 2 2

6

2 2 2

(30 24 )(15 9 ) 18 (30 8 )2
( )

1 (15 9 )

8

(1 )(5 3 )

x x x x x
h x

x x

x

x x

− − + −
′ = −

− −

=
− −
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  كان   لـمّاو 
2

2 2 21 1 7 49
0, , (1 )(5 3 )

2 2 82
x x x

    ∀ ∈ − − ≥ =     
  

  استنتجنا أنهّ
61 64

0, , 0 ( )
492

x h x x
 
  ′∀ ∈ ≤ ≤
  

  

64ويمكننا أخذ 

49
A =.  

) من التابعين ينتج مما سبق أنّ كلاًّ  3. )x h x֏ 7و ( )
7

A
x x h x−֏  المتزايد على ا

1

2
0, 
  

  . فهما تابعان موجبان على هذا اال. إذن0، وينعدم عند 

71
0, ,     0 ( )

72

A
x h x x

 
 ∀ ∈ ≤ ≤
  

  

lnمن الواضح أنّ  �4. 3 3 2α β= ln2وأنّ  + 2α β= +.  

1نجد بحساب بسيط أنّ  �4.

7
f α
  =  

1و 

17
f β
  =  

1 ، إذن

1

7
x 2و =

1

17
x =.  

1 إذا تأمّلنا العددين العاديين �4.

7
a g

 =   
1و 

17
b g

 =   
، ستناداً إلى ما سبقنا، اوجد 

  :الآتيتين ينلمتراجحتا

  
8

1
0

7
a Aα≤ − ≤  

  و
7

1
0

7 (17)
b Aβ≤ − ≤

⋅
  

1بأخذ  ،وعلى هذا يكون لدينا 2r a b= 2و  + 3 2r a b=   : يأتيما  ،+

7
1 8 7

7
2 8 7

2 1
0 ln2 4.54 10

7 7 (17)

3 2
0 ln 3 6.81 10

7 7 (17)

r A

r A

−

−

  ≤ − ≤ + < ×   ⋅ 
  ≤ − ≤ + < ×   ⋅ 
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   حيث

1

2

1 30 49 8 1 30 289 8 3084013
2 0.693147 065

7 15 49 9 17 15 289 9 4449291

1 30 49 8 1 30 289 8 4888045
3 2 1.098612116

7 15 49 9 17 15 289 9 4449291

r

r

   ⋅ − ⋅ −  = ⋅  + ⋅  = ≈       ⋅ − ⋅ −

   ⋅ − ⋅ −  = ⋅  + ⋅  = ≈       ⋅ − ⋅ −

  

  ú  وهذان هما التقريبان المطلوبان.

J ابعليكن لدينا الت 12. التمرين  

2( 1)( 2)
( )

2

x x x
f x

x

+ − +
=

+
  

f وتابعه المشتق fمجموعة تعريف كلّ من التابع  دْ جِ   1. ′.  

بالنسبة إلى  هذا الخط. يطُلب تحديد وضع f لتابعل fCلخط البياني د الفروع اللاائيّة لجِ   2.
  المقاربات إن وجدت.

) اكتب التابع  3. ) ( )x f x f x′֏ التابع تغيراتتابع كسريّ واستنتج جدول  صيغةب f.  

  ادرس تقاطع منحني التّابع مع المقاربات.  4.

)اكتب   5. )
3

( ) ( )x f x f x′′֏ واستنتج نقط انعطاف التابع ،تابع كسريّ  صيغةب f.  
  .fارسم المنحني البياني للتابع   6.

  الحـل

}\معرّف على  fالتابع  1. 2}fD = −ℝ ويقبل الاشتقاق على \{ 1, 2}fD ′ = − −ℝ.11

من الواضح أوّلاً أنّ  2.
2

lim ( )
x

f x
→−

= 2xمعادلته  الذي ∆1، والمستقيم ∞+ = − 
11لدينا: ∞−و ∞+كل من . كما نلاحظ أنهّ في جوار  fCلمنحني مستقيم مقارب ل

1

2

2 3

1 1 2 2
( ) 1 1 1

2 5 1
1

f x x
x x xx

x O
x x x

−       = ⋅ + − + +             
   = ⋅ − + +      
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  إذن

2 3

2

1 2 1
( ) 1

2 1
sgn( ) ( 1)

| |

f x x O
x x x

x x O
x x

   = ⋅ − + +      
 = ⋅ − + +   

  

1yالذي معادلته  ∆2إذن المستقيم  x=  ∞+ في جوار fC لمنحنيمستقيم مقارب ل −
1y الذي معادلته ∆3لمستقيم والمنحني يقع فوق مقاربه في ذلك الجوار. وكذلك ا x= − + 

  ر. والمنحني يقع فوق مقاربه في ذلك الجوا، ∞− في جوار fC لمنحنيمستقيم مقارب ل

fنجد بحساب بسيط وبملاحظة أنّ  3. f 21هو مشتق  ⋅′

2
f  ّأن  

2

2

2
, ( ) ( ) ( 3) sgn( 1) sgn( 2)

( 2)
f

x
x D f x f x x x x

x
′ ′∀ ∈ = + ⋅ + ⋅ +

+
11

  : fالتالي للتابع  غيراتونحصل من ثمَّ على جدول الت
 3 2 1

( ) 0

( ) 2 7 0

x

f x

f x

−∞ − − − +∞

′ − + − +

+∞ +∞ +∞ +∞ց ր ց ր
  

11إنّ فاصلة نقطة التّقاطع إن وجدت تحقّق المعادلة: 4.

2 21
( 1) ( 2)

2

x
x x x

x

+
− = ⋅ − +

+
11

0في حالة  ∆2 تنتمي هذه النّقطة إلى المستقيمو  1x≤ 1إذا كان  ∆3، وإلى − 0x − ≤ .  

  :الآتيتينتُكافئ المعادلة السابقة المعادلتين 
]في حالة  � 2, 1]x ∉ − −  :0x =.  
]في حالة  � 2, 1]x ∈ − −  :3 2 0x x− +  α. ولهذه المعادلة جذر حقيقي وحيد =

[ينتمي إلى اال  2, 1[− 1.52138α، وهذه قيمة تقريبيّة له: − ≈ −. 

  
  .αو 0عند النقطتين اللتين فاصلتاهما  ∆3مع المقارب  fCإذن يتقاطع المنحني 
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  نجد بحساب بسيط أنّ  5.
3 2

3

4

4 ( 2 6 6)
( ) ( )

( 2)

x x x x
f x f x

x

+ + +
′′ =

+
  

3وللتابع  22 6 6x x x x+ + ينتمي إلى اال  βجذر حقيقي بسيط واحد  ֏+
] 2, 1[− 1.19128β، وهذه قيمة تقريبيّة له: − ≈  0. إذن تمثل النقطتان اللتان فاصلتاهما −

  . fنقطتي انعطاف لمنحني التابع  βو
  

f:11 لتابعونجد فيما يلي رسم المنحني البياني ل 6.
11

  
منحني التابع 

2( 1)( 2)

2

x x x
x

x

+ − +

+
֏  

  ú  .وهو المطلوب

  

2 7

1

y

x

fC

3∆

2∆

1∆

βα3− 2− 1− 1
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J  إن وُجِدَت الآتيةاحسب النهاية  13.التمرين   

70

sin(sh ) sh(sin )
lim
x

x x

x→

−.  

  لـالح

:ينتمي التابع  � sin(sh )f x x֏  إلى الصفC∞  فهو يقبل نشراً محدوداً من أية
shكان   لـمّامرتبة. و  ( )x O x=  ّفي جوار الصفر استنتجنا أن 

3 5 7 91 1 1
sin(sh ) sh sh sh sh ( )

6 120 7 !
x x x x x O x= − + + +  

  كان  لـمّاو 
2 4 6

9sh 1 ( )
6 120 7 !

x x x
x x O x

  = + + + +   
  

  استنتجنا أنّ 
3 5 7

9

5 7
3 3 9

7
5 5 9

7 7 9

5 7
3 9

sh ( )
6 120 5040

13
sh ( )

2 120
5

sh ( )
6

sh ( )

(

1

1

6
1

120

) 0 ( )

1

504

15

0

90

x x x
x x O x

x x
x x O x

x
x x O x

x x O x

x x
f x x x O x

= + + + + ×

= + + + ×

= + + ×

= + ×

= + − − +

−

−

  

  وعليه نرى أنّ 
5 7

9sin(sh ) ( )
15 90

x x
x x O x= − − +  

)ومن جهة أخرى نلاحظ أنّ  � )
1

sh(sin ) sin sh(i )
i

x x= إذن  
5 7

9sh(sin ) ( )
15 90

x x
x x O x= − + +  
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  نجدوعلى هذا 
2

7

sin(sh ) sh(sin ) 1
( )

45

x x
O x

x

−
= − +  

  إذن

70

sin(sh ) sh(sin ) 1
lim

45x

x x

x→

−
= −  

 ú  .ةالمطلوبالنهاية  يهو 

J  هاية التالية:احسب قيمة الن 14.التمرين   
( )( )3lim arctan( 1) arctan( )

x
x x x x

→+∞
+ − −  

  الحل

0xلنلاحظ أنهّ في حالة  0لدينا   < arctan arctan( 1)
2

x x
π

< < +   إذن >

0 arctan( 1) arctan
2

x x
π

< + − <  

  و

( )
2

1 1
tan arctan( 1) arctan

1 ( 1) 1

x x
x x

x x x x

+ −
+ − = =

+ + + +
  

  وعليه فإنّ 

2

2 6

1
arctan( 1) arctan arctan

1
1 1

1

x x
x x

O
x x x

 + − =   + +
 = +   + +

  

)3arctanاستفدنا من كون وقد  ) ( )t t O t=   في جوار الصفر. وعليه  +

( )( )
3

3

2 3

2

1
arctan 1 arctan

1
1

1

x
x x x x x O

x x x

O
x

 + − − = − +   + +
 = − +   

  

  إذن
  ( )( )( )3lim arctan 1 arctan 1

x
x x x x

→+∞
+ − − = − ú 
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J  للتابع : 0في جوار  8أوجد النشر المحدود حتىّ المرتبة  15.التمرين  
2

1
( ) arctan

1

x
f x

x

 + =   − 
  

  لـالح

لنلاحظ أنّ التابع 
2

1
: 1, , ( ) arctan

1

x
f f x

x

 +  − +∞ → =     − 
ℝ  ينتمي إلى الصف

C∞أتي. ولدينا بحساب مباشر للمشتق ما ي:  

( )

2

2 4 2 4

1 2 1 2(1 )
( ) 2

1 1 61 1
1

1

x x
f x

x x xx x

x

 + −′ = ⋅ ⋅ =  −  + + − + +   − 

  

22وعليه، بإجراء قسمة وفق القوى المتزايدة لكثير الحدود  2x−  2على 41 6x x+   نجد +
2

2 4 6 8

2 4

2(1 )
2 14 82 478 ( )

1 6

x
x x x O x

x x

−
= − + − +

+ +
  

(0)ولأنّ 
4

f
π

  استنتجنا أنهّ في جوار الصفر لدينا =
2

3 5 7 91 14 82 478
arctan 2 ( )

1 4 3 5 7

x
x x x x O x

x

π +  = + − + − +  − 
  

  ú  المطلوب. هوو 
 

  في الحقيقة، يمكننا أن نفعل أكثر من ذلك. لنلاحظ أنّ  ����

( )( )

2 2

2 4 2 2 4

2

2 2

1

2 2 2 2

2(1 ) 2 2

1 6 (1 3 ) 8

2 2

1 (3 2 2) 1 (3 2 2)

1 1

x x

x x x x

x

x x

x x

ω ω

ω ω

−

−

− −
=

+ + + −

−
=

+ + + −

= −
+ +

  

1حيث  2ω = 1و + 1 2ω− = − +.  
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  ولكن

2 2 2 2

2
0

1
1 2 2 2 2

1 2
0

( 1) ( )
1 ( )

( 1) ( )
1 ( )

n
k k k n

k
n

k k k n

k

x O x
x

x O x
x

ω
ω ω

ω

ω
ω ω

ω

+

=

−
− − +

−
=

= − +
+

= − +
+

∑

∑
  

  إذن

( )
2

2 1 2 1 2 2 2

2 4
0

2(1 )
( 1) ( )

1 6

n
k k k k n

k

x
x O x

x x
ω ω+ − − +

=

−
= − − +

+ +
∑  

  وعليه فإنّ 
2 2 1 2 1

2 1 2 3

0

1
arctan ( 1) ( )

1 4 2 1

n k k
k k n

k

x
x O x

x k

π ω ω+ − −
+ +

=

 + − = + − +  − + 
∑  

J  دف في هذا التمرين إلى إثبات وجود وحساب قيم 16.التمرين :ة النهاية التالية  

0

tan(th ) th(tan )
lim

tan(sin ) sin(tan )x

x x

x x→

−
−

  

2من اال  x نضع، في حالة  1. 2] , [π π− ،1( ) th(tan )f x x=.  
1أثبت، دون حساب، وجود  � 3 5 7( , , , )a a a a  4منℝ تحُقّق  

3 5 7 9
1 1 3 5 7( ) ( )f x a x a x a x a x O x= + + + +  

2cosxللتابع  7اكتب النشر المحدود حتى المرتبة  � x֏ .في جوار الصفر  

)أثبت أنّ  � )
22

1 12 2
, , cos ( ) 1 ( )x x f x f xπ π  ′∀ ∈ − ⋅ = −  .  

1استنتج قيمة  � 3 5 7( , , , )a a a a. 

tan(thللتابع  7استنتج النشر المحدود حتى المرتبة   2. ) th(tan )x x x−֏  0في جوار .  

1أعداداً  كذلك  دْ جِ    3. 3 5 7( , , , )b b b b  4فيℝ  في جوار الصفرتحُقّق  
3 5 7 9

1 3 5 7tan(sin ) ( )x b x b x b x b x O x= + + + +  
1كذلك   دْ جِ  4. 3 5 7( , , , )c c c c  4فيℝ  جوار الصفرفي تحُقّق  

( )3 5 7 9
1 3 5 7sin(tan )x c x c x c x c x O x= + + + +  

  استنتج وجود وقيمة النهاية المطلوبة. 5.
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  لـالح

1لنلاحظ أنّ التابع  �1. 12 2
: , , ( ) th(tan )f f x xπ π − + → =   ℝ  هو تابعٌ فردي ينتمي

 5aو 3aو 1aبالمعنى القوي من أيةّ مرتبة، وعليه توجد أعدادٌ  ، فله نشرٌ محدود∞Cإلى الصف 
  تحُقّق 7aو

3 5 7 9
1 1 3 5 7( ) ( )f x a x a x a x a x O x= + + + +  

2كان   لـمّا �1. 1 cos2
cos

2

x
x

+
  :يأتي ما cosاستنتجنا من النشر المحدود للتابع  =

2 4 6
2 8

2 4 6 8

1 1 (2 ) (2 ) (2 )
cos 1 ( )

2 2 2 24 720

1 2
1 ( )

3 45

x x x
x O x

x x x O x

  = + − + − +   

= − + − +

  

يقبل الاشتقاق على  1fمن الواضح أنّ  �1.
2 2
,π π − +   وأنّ مشتقّه يحُقّق  

( )
22

1 12 2
, , cos ( ) 1 ( )x x f x f xπ π  ′∀ ∈ − = −     

1fولأنّ  �1.   يقبل نشراً محدوداً من أيةّ مرتبة استنتجنا أنّ  ′
2 4 6 8

1 1 3 5 7( ) 3 5 7 ( )f x a a x a x a x O x′ = + + + +  
  وعليه يكون لدينا من جهة أولى

2 2 4
1 1 3 1 5 3 1

6 8
7 5 3 1

1
cos ( ) (3 ) 5 3

3
2

7 5 ( )
45

x f x a a a x a a a x

a a a a x O x

 ′ = + − + − +   
 + − + − +  

  

  ومن جهة ثانية

( )
2 2 2 4 6 2 9

1 1 3 5 7

2 2 4 2 6 8
1 1 3 3 1 5

1 ( ) 1 ( ) ( )

1 2 ( 2 ) ( )

f x x a a x a x a x O x

a x a a x a a a x O x

− = − + + + +

= − − − + +
  

  أن يكون إذن يجب
1

2
3 1 1

1
5 3 1 1 33

22
7 5 3 1 3 1 545

1

3

5 3 2

7 5 2

a

a a a

a a a a a

a a a a a a a

=

− = −

− + = −

− + − = − −
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  ومن ثمَّ 

1 1a 3و = 0a 5و =

1

15
a = 7و −

1

45
a = −  

  إذن
5 7 91 1

th(tan ) ( )
15 45

x x x x O x= − − +  

  بملاحظة أنّ  2.

( )
1 1
th tan(i ) th(i th ) tan(th )

i i
x x x= =  

  نستنتج مما سبق أنّ 
5 7 91 1

tan(th ) ( )
15 45

x x x x O x= − + +  

  ومن ثمَّ 
7 92

tan(th ) th(tan ) ( )
45

x x x O x− = +  

3نعلم أنّ  3. 5 7 91 2 17
tan ( )

3 15 315
x x x x x O x= + + +   وعليه +

3 5 7 91 2 17
tan(sin ) sin sin sin sin ( )

3 15 315
x x x x x O x= + + + +  

  لكنو 
3 5 7

9

5 7
3 3 9

7
5 5 9

7 7 9

3 5 7
9

sin ( )
6 120 7 !

13
sin ( )

2 120
5

sin ( )
6

sin ( )

107
tan(sin ) ( )

6

1

1

40 7 !

3
2

15
17

315

x x x
x x O x

x x
x x O x

x
x x O x

x x O x

x x x
x x O x

= − + − + ×

= − + + ×

= − + ×

= + ×

= + − − +

  

      إذن 
3 5 7

9107
tan(sin ) ( )

6 40 7 !

x x x
x x O x= + − − +  
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  وكذلك لدينا 4.
3 5 7 91 1 1

sin(tan ) tan tan tan tan ( )
6 120 7 !

x x x x x O x= − + − +  

  وعليه
3 5 7

9

7
3 3 5 9

7
5 5 9

7 7 9

3 5 7
9

2 17
tan ( )

3 15 315
11

tan ( )
15
5

tan ( )
3

ta

1

1

6
1

120
1

7
n ( )

275
sin(tan ) ( )

6 40 7 !

!

x x x
x x O x

x
x x x O x

x
x x O x

x x O x

x x x
x x O x

= + + + + ×

= + + + ×

= + + ×

= + ×

= + − − +

−

−

  

  إذن
3 5 7

9275
sin(tan ) ( )

6 40 7 !

x x x
x x O x= + − − +  

  ومنه
7 91

tan(sin ) sin(tan ) ( )
30

x x x O x− = +  

  بالاستفادة مما سبق نستنتج أنّ  5.
2

2

2

2
( )

tan(th ) th(tan ) 445 ( )
tan(sin ) sin(tan ) 1 3

( )
30

O x
x x

O x
x x

O x

+
−

= = +
−

+

  

  ثمَّ  ومن

0

4tan(th ) th(tan )
lim

tan(sin ) sin(tan ) 3x

x x

x x→

−
=

−
  

  ú  وهي النهاية المطلوبة.
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J  لنتأمّل التابع :  17.التمرين] [
2

arcsin
: 1, 1 , ( )

1

x
f f x

x
− + → =

−
ℝ.  

[على  ∞Cينتمي إلى الصف  fأثبت أنّ التابع   1. [1, 1− +.  

1)2احسب المقدار   2. ) ( )x f x′−  بدلالةx و( )f x.  

1 ، أثبت أنهّ توجد ثوابتℕ∗من nلتكن  3. 0, , ,na a a…  ما يأتي في جوار الصفرتحقّق :  
2 2 2

0

( ) ( )
n

k n
k

k

f x a x O x +

=

′ = +∑  

1حساب في  فيدلتوجد علاقة تدريجيّة ت 2.استفدْ من نتيجة السؤال   4. 0, , ,na a a….  

2، أوجد النشر المحدود من المرتبة ℕ∗من nلتكن   5. 2n   .fللتابع  0في جوار  +

  لـالح

الحقيقة، إنّ التابع في  1.
2

arcsin
: ] 1, 1[ , ( )

1

x
f f x

x
− + → =

−
ℝ   هو جداء ضرب تابعين

[على اال  ∞Cمن الصف  1, 1[− +.  
  ونلاحظ أنّ  2.

2 2

2 2 2

2 2

1 1
] 1, 1[, ( ) arcsin arcsin

1 1
1

arcsin
1 (1 ) 1

1
( )

1 1

x f x x x
x x

x
x

x x x

x
f x

x x

′ ′ ′∀ ∈ − + = +    − −

= +
− − −

= +
− −

  

  إذن
2] 1, 1[, (1 ) ( ) 1 ( )x x f x x f x′∀ ∈ − + − = +  

fكان التابع   لـمّا 3. استنتجنا أنهّ يقبل في جوار الصفر نشراً محدوداً  ∞Cينتمي إلى الصف  ′
fكان   لـمّابالمعنى القوي من أية مرتبة. و  )ية تابعاً زوجياًّ استنتجنا أنهّ توجد متتال ′ )k ka

∈ℕ
تحُقّق  

  : يأتيما  ℕمن  nفي حالة 

2 2 2

0

( ) ( )
n

k n
k

k

f x a x O x +

=

′ = +∑  
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  تنتج إذن أنّ سن 4.

2 2 2 2 2 2

0 0

2 2 2 2
1

0 1

2 2 2
0 1

1

(1 ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

n n
k k n

k k
k k
n n

k k n
k k

k k
n

k n
k k

k

x f x a x a x O x

a x a x O x

a a a x O x

+ +

= =

+
−

= =

+
−

=

′− = − +

= − +

= + − +

∑ ∑

∑ ∑

∑

  

  وكذلك أنّ 
1

2 2 2 2

0

2 2 21

1

1 ( ) 1 ( )
2 1

1 ( )
2 1

n
k nk

k
n

k nk

k

a
x f x x O x

k

a
x O x

k

−
+ +

=

+−

=

+ = + +
+

= + +
−

∑

∑
  

1)2يه نستنتج من المساواة وعل ) ( ) 1 ( )x f x x f x′− = 0أنّ  + 1a   وأنّ  =
1

1,
2 1
n

n n

a
n a a

n

∗ −
−∀ ∈ − =

−
ℕ   

  أو

1

2
,

2 1n n

n
n a a

n

∗
−∀ ∈ =

−
ℕ  

  ومنه
2 2

2

2 ( !) 4
,

(2 )!

n n

n n
n

n
n a

n C
∀ ∈ = =ℕ  

  وأخيراً نرى أنّ  5.

2 2 2

0 2

4
( ) ( )

n k
k n

k
k k

f x x O x
C

+

=

′ = +∑  

(0)نّ ولأ 0f   نستنتج =

2 1 2 3

0 2

4
( ) ( )

(2 1)

n k
k n

k
k k

f x x O x
k C

+ +

=

= +
+

∑  

  ú  .حسابه المطلوب هوو 
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J  18.التمرين    
:ليكن   1. [0,1]f → ℝ ق الشرطينتابعاً مستمراً ومحدّباً ويحُق  

(0) 0f (1)  و   < 0f <  
) يحُقّق ]0,1[ينتمي إلى  α وحيدعدد حقيقي  يوجدأثبت أنهّ     ) 0f α =.  

,2[عدداً حقيقيّاً من اال  pليكن  2. [+∞ .  
2 أثبت أنهّ، أياً كان � n≤فيوجد عدد حقيقي وحيد ، na  اليحُقّق ]0,1[من ا 

( ) 1 0n
n na pa− + =.  

)2أثبت أنّ المتتالية    � )n na ,2 متناقصة. وأنّ  ≤ 1 2nn pa∀ ≥ < <.  
)2استنتج تقارب المتتالية  � )n na limواحسب قيمة  ≤ n

n
aλ

→∞
=.  

limنهاية أثبت أيضاً وجود ال � ( ( ))n
n

n
p a λ

→∞
⋅   واحسب قيمتها. −

  لـالح

وهو يغير إشارته على هذا اال، فلا بد أن ينعدم عليه.  [0,1]على  تابعٌ مستمرf  إنّ التابع  1.
)يحُقّق  ]0,1[ينتمي إلى  αإذن يوجد  ) 0f α = .  

، يمكننا دون الإقلال من عموميّة ]0,1[من اال  βينعدم عند نقطة أخرى  fلنفترض جدلاً أنّ 
0ض أنّ الدراسة أن نفتر  1α β< <   محدّباً ومن المساواة  f. وعندئذ نستنتج من كون التابع >

(1 ) 1β λ α λ= − ⋅ + ]0,1[حيث  ⋅
1

β α
λ

α

−
= ∈

−
   

  أنّ 
0 ( ) (1 ) ( ) (1) (1) 0f f f fβ λ α λ λ= ≤ − + = <  

)هو الجذر الوحيد للمعادلة  αوهذا خُلفٌ. إذن العدد  ) 0f x   .[0,1]في اال  =
,2[عدداً حقيقيّاً من اال  pليكن  2. [+∞ .  
)، ولنتأمّل التابع 1عدداً طبيعياً أكبر تماماً من  nكن يل �2. ) 1n

nf x x px= − على  +
(0)موجبٌ على هذا اال، وأنّ  nf. نلاحظ أنّ المشتق الثاني للتابع [0,1]اال  1 0nf = > 

(1)و 2 0nf p= − ينتمي إلى  na. إذن استناداً إلى الفقرة السابقة، يوجد عددٌ وحيدٌ >
)ويحُقّق  ]0,1[ ) 0n nf a )وبوجه خاص يكون  .= ) 0nf x ,0]في حالة  < [nx a∈ 

)و ) 0f x [في حالة  > ,1]nx a∈.  
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1naلتعيين موضع  �2.   نلاحظ أنّ  naبالنسبة إلى  +

1 1 1

1
1 1 1 1

( ) 1

( ) ( ) ( ) (1 ) 0

n
n n n n

n n n
n n n n

f a a pa

a a a a

+ + +

+
+ + + +

= − +

= − = − >
  

1nاستنتجنا أنّ  �2.في  nfة فإذا استفدنا من دراسة إشار  na a+ )2. والمتتالية > )n na ≥ 
  متناقصة.

  وبأسلوب مماثل نلاحظ أنّ 
1 1

0n n
f
p p

  = >  
2و         2

1 0nf
p p

     = − <        
  

  استنتجنا أنّ  �2.في  nfمن دراسة إشارة  داً مجدّ فإذا استفدنا 
1 2

2, nn a
p p

∀ ≥ ≤ ≤  

,2كان   لـمّافي الحقيقة،  �2. 1 ( )nn nn pa a∀ ≥ −   استنتجنا أنّ  =

1 1 2
2,

n

nn a
p p p

 ∀ ≥ − ≤   
  

2pولأنّ  )2استنتجنا أنّ المتتالية  < )n na 1متقاربة وأنّ  ≤
lim n
n
a

p→∞
=.  

  لنلاحظ أنّ  �2.
2, ( 1) ( ) ( ) (1 ( ) )n n n n n n

n n n nn p pa p a pa a∀ ≥ − = = = +  
2nفي حالة  إذن   يمكننا أن نكتب ≤

( )exp ln(1 ( ) ) 1ln(1 ( ) )
( 1) 1 ( )

( ) ln(1 ( ) )

nn
nn n n

n n n n
n n

n aa
p pa n a

a n a

+ −+
− − = × ×

+
  

1ولكن نستنتج من المتراجحة  2
na

p p
≤ limأنّ  ≥ ( ) 0n

n
n
n a

→∞
  ومن ثمَّ  =

lim ( ) 0n
n

n
a

→∞
limو      = ln(1 ( ) ) 0n

n
n
n n a

→∞
+ =  

   النهايتين الشهيرتينفإذا استفدنا من 

0

1
lim 1

x

x

e

x→

−
و  =

0

ln(1 )
lim 1
x

x

x→

+
=  
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  ستنتجنا مما سبق أنّ ا
( 1) 1 ( ) (1 ) ( 1)(1 )n n

n n n n np pa n a n paε ε− − = + = − +  
lim حيث 0n

n
ε

→∞
). وإذا عرفّنا = )1n

n np paλ =   كان لدينا  −

( )1 1n n nn

n

p
λ λ ε− = lim  و   + 0n

n
ε

→∞
=  

  وهذا يُكتب بالشكل
1

1
n n

n

n n
o

p pλ

  = − +    
  

1n الذي نستنتج منه أنّ  n n

n n
o

p p
λ

  = + +    
  أو 

1 2 1 2 1

1 1
n n n n

n n
a o

p p p p+ + +

  = + + +    
  

  ú  .وهي النتيجة المنشودة
J  19.التمرين  

  : يأتيالمعرّف كما  ∞Cالتابع من الصف  hليكن  1.

: ] ,2[ , ( ) arctan arctan(1 )
2

x
h h x x

x
−∞ → = + −

−
ℝ  

  .hبسّط عبارة التابع  �

arctanللتابع  0في جوار  4اكتب النشر المحدود من المرتبة  �
2

x
x

x−
֏.  

)arctan للتابع 0في جوار 5استنتج النشر المحدود من المرتبة  � 1)x x x −֏.  
  : يأتيالمعرّف كما  fإلى المنحني البيانيّ للتابع  fCلنرمز بالرمز  2.

: , ( ) arctan( 1)f f x x x→ = −ℝ ℝ.  
 fCد موقع حدّ عينه و ، ∞+في جوار  ∆1 اً مقارب اً مستقيم fأثبت أنّ لمنحني التابع  �

  .∞+في جوار  ∆1بالنسبة إلى 
 fCد موقع حدّ عينه و ، ∞−في جوار  ∆2 اً مقارب اً مستقيم fأثبت أنّ لمنحني التابع  �

  .∞−في جوار  ∆2بالنسبة إلى 
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g ادرس تغيرّات التابع � f )،  واستنتج أنّ للمعادلة =′ ) 0g x  حقيقياً وحيداً حلاً  =
α،  ينتمي إلى] f. ثمُ عينّ إشارة 0,1]   نقاط انعطاف؟ fCهل للمنحني  .′
  ، وارسم منحنيه البيانيّ.fاستنتج دراسة تغيرات التابع  �
[على اال  fأثبت أنّ لمقصور التابع  � [,α−∞ أي ،] [,f α−∞اً عكسيّ  اً ، تابعψ 

  . ∞Cمن الصف 
  .0 في جوار ψ لتابعل 3دود من المرتبة المحنشر ال احسب �

  الحل

  نّ قابلٌ للاشتقاق، وأ hنلاحظ أنّ  �1.

2

2 2

2 2

2

1(2 )
( )

1 (1 )
1

2
2 1

0
4 4 2 2 2

x
h x

xx

x

x x x x

−
′ = −

+ − +   − 

= − =
− + − +

  

limتابعٌ ثابتٌ، ولأنّ  hفالتابع  ( )
4x

h x
π

→−∞
   استنتجنا أنّ  =

2, arctan arctan(1 )
2 4

x
x x

x

π
∀ < + − =

−
  

21على  1بإجراء قسمة وفق القوى المتزايدة للعدد  �1.
1

2
x x−   نستتج أنّ  +

2
4

21
2

1
1 ( )

21

x
x O x

x x
= + + +

− +
  

  ومن ثمَّ 
2

41
arctan ( )

2 2 2 4

x x x
O x

x

′  = + + +  − 
  

  إذن
2 3

5arctan ( )
2 2 4 12

x x x x
O x

x
= + + +

−
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  كان   لـمّاو  �1.

2, arctan( 1) arctan
4 2

x x
x x x x

x

π
∀ < − = − +

−
  

  استنتجنا أنهّ في جوار الصفر لدينا
2 3 4

6arctan( 1) ( )
4 2 4 12

x x x x
x x O x

π
− = − + + + +  

1نستفيد من المساواة  �2.
arctan arctan

2
t

t

π
+ 0tفي حالة  = لنستنتج أنهّ في  ،<

  لدينا ∞+جوار 

( )
3

3

2 3

1 1 1
arctan 1 arctan

2 1 2 1
1/ 1

2 1 1/
1 1 1

2

x O
x x x

x
O

x x

O
x x x

π π

π

π

 − = − = − +  − −  
 = − +  −  
 = − − +   

  

  لدينا ∞+ومن ثمَّ في جوار 

2

1 1
( ) arctan( 1) 1

2
f x x x x O

x x

π  = − = − − +   
  

1الذي معادلته  ∆1إذن المستقيم 
2

y x
π

= في جوار  fCهو مستقيم مقارب للمنحني  −

  .∞+في جوار  ∆1ستقيم يقع تحت الم fCإنّ المنحني وكذلك ف ، ∞+

1وبأسلوب مماثل، نستفيد من المساواة  �2.
arctan arctan

2
t

t

π
+ = في حالة  −

0t   لدينا ∞−لنستنتج أنهّ في جوار  ،>

2 3

1 1 1
arctan( 1)

2
x O

x x x

π  − = − − − +   
  

  لدينا ∞−ومن ثمَّ، في جوار 

2

1 1
( ) arctan( 1) 1

2
f x x x x O

x x

π  = − = − − − +   
  



ع والنشر المحدودمقارنة التواب  134 

1الذي معادلته  ∆2إذن المستقيم 
2

y x
π

= − في جوار  fCهو مستقيم مقارب للمنحني  −

  .∞−في جوار  ∆2يقع فوق المستقيم  fCإنّ المنحني وكذلك ف، ∞−

gلنضع  �2. f    عندئذ =′

2
, ( ) arctan( 1)

1 ( 1)

x
x g x x

x
∀ ∈ = − +

+ −
ℝ  

  كان  xياً كان العدد الحقيقي ، أومن ثمَّ 

2 2 2 2 2

2 2( 1) 2(2 )
( )

1 ( 1) (1 ( 1) ) (1 ( 1) )

x x x
g x

x x x

− − −
′ = + =

+ − + − + −
  

  : الآتيومنه جدول التغيرات 

  
,2]موجبٌ تماماً على اال  gإذن التابع  إشارته على اال ، وهو متزايدٌ تماماً ويغيرّ ∞+]
] ,2 )، إذن للمعادلة ∞−[ ) 0g x =  حل  وحيدٌ  حقيقيα  الينتمي إلى ا] ,2 . في ∞−[

  الحقيقة، نلاحظ أنّ 

(0) 0
4

g
π

= − (1)و      > 1 0g = >  

α]0,1[إذن  0.532661α. ونجد بحساب تقريبي ∋ ≈.  
)ويكون  ) 0f x′ [في حالة  > , [x α∈ )و ∞− ) 0f x′ [في حالة  < , [x α∈ +∞.  

fونرى أنّ  2xينعدم ويغيرّ إشارته عند  ′′ ,2، إذن النقطة =
2

π    
هي نقطة انعطاف للخط  

  . fCالبياني 

  : fللتابع  الآتينستنتج من الدراسة السابقة جدول التغيرات  �2.

0 1

( ) 0

( ) 0 ( ) 0

x

f x

f x f

α

α

−∞ +∞

′ − +

+∞ +∞ց ց ր ր

  

2 4 2

2

( ) 0

( ) 1

x

g x

g x π π π−

−∞ +∞

′ + −

+ր ց
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  الآتي:ومنه الرسم البياني 

  
)الرسم البياني للتابع  )arctan 1x x x −֏  

[تابعٌ مستمر ومتناقصٌ تماماً على اال  fالتابع  �2. , [α−∞ ًفهو يعرّف تقابلا ،  
: ] , [ ] ( ), [, ( )F f x f xα α−∞ → +∞ ֏  

1Fψلنضع بالتعريف  fو ∞Cينتمي إلى الصف  fكان   لـمّا. و =− لا ينعدم على اال  ′
] , [α−∞  ّاستنتجنا أنψ  ينتمي إلى الصفC∞  العلى ا] ( ), [f α . فهو يقبل نشراً ∞+

  الذي ينتمي إلى هذا اال. 0محدوداً من أية مرتبة عند 
2لنفترض أنّ  �2. 3 4

1 2 3( ) ( )x a x a x a x O xψ = + + هو النشر المحدود من المرتبة  +
). عندئذ نستنتج من المساواة 0عند  ψالثالثة للتابع  ( ))f x xψ المحقّقة في جوار الصفر،  =

  في جوار الصفر fلتابع ومن النشر المحدود الذي وجدناه ل
2 3 4

6( ) ( )
4 2 4 12

x x x x
f x O x

π
= − + + + +  

  يأتيما 
2 3 4

1 2 3( ) ( ) ( ) ( )x a f x a f x a f x O x= + + +  
  ولكن

2 3
4

2 2 3
2 4

3 3
3 4

1

2

3

( ) ( )
4 2 4

( ) ( )
16 8

( ) ( )
64

x x x
a

a

f x O x

x x
f x O x

x
f x ax O

π

π π

π

= − + + +

= − +

−

×

+

×

×=

  

O 1

1∆

2∆ 1
2
π

fC

x

y
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  إذن يجب أن يكون
3 2

3 2 1 2 1 1

1 1
0, 0, 1

64 8 4 16 2 4
a a a a a a

π π π π
− − + = + = − =  

  ومنه

1

4
a

π
= 2و    − 3

32
a

π
3  و  = 5

4
64a

π

π

 + = −   
  

  وعليه يكون
2 3 4

3 5

4 32 4
( ) 64 ( )x x x x O x

π
ψ

π π π

 + = − + − +  
  

  ú  المطلوب. نجدوبذا 

J  ليكن التابع  20.التمرينf  2الذي علاقة ربطه

( ) x xf x x −=.  
  . وعينّ اياته عند أطراف مجال أو مجالات تعريفه. ماذا تستنتج؟f فعينّ مجموعة تعري 1.
fاكتب المشتق  2. ثم ادرس تحولات . fيطلب تعيينه بالتابع  hتابع  ضرب جداء بصيغة ′
h ال[0,1] وبينّ أنه ينعدم مرتين على ا .  

  وارسم خطهّ البياني. fادرس تحولات التابع  3.

  لـالح

2التابع  1. 2( ) exp(( )ln )x xx f x x x x x−= =  ∞Cتابعٌ معرّف ومن الصف  ֏−
∗على 

+ℝ ّكما نرى مباشرة أن .  
lim ( ) 0
x

f x
→+∞

و     =
0

lim ( ) 1
x
f x

→
=  

(0)، بوضع 0عند  إلى تابع مستمرf  إذن يمكن تمديد التابع  1f =.  

  

  من جهة أخرى،  2.

( )2, ( ) ( )ln ( ) ( ) ( )x f x x x x f x h x f x∗
+

′′∀ ∈ = − =ℝ  
h:عرفّنا  وقد ∗

+ →ℝ ℝ  بالعلاقة  
2( ) (( )ln ) (1 2 )ln 1h x x x x x x x′= − = − + −  
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  هذا ونلاحظ أنّ 
1

, ( ) 2 ln 3x h x x
x

∗
+

′∀ ∈ = − + −ℝ  

hفالتابع  ∗تابعٌ متناقصٌ تماماً على اال  ′
+ℝ ويحُقّق ،  
1( ) 1 0h e e−′ = − (1)و     < 2 0h ′ = − <  

∗فهو ينعدم على 
+ℝ  مرةّ واحدة فقط عند عددα ال ينتمي إ1لى ا[ ,1]e−.  
  :الآتيت غيراجدول الت hوعليه يكون للتابع 

  
(1)فإذا لاحظنا أنّ  0h )استنتجنا أنّ  = ) 0h α ,0[المتزايد تماماً على  hوالتابع  < ]α  يغير

إلى القيمة الوحيدة  β. لنرمز إذن بالرمز عليهإشارته على هذا اال فهو إذن ينعدم مرةّ واحدة فقط 
)التي تحُقّق  ]0,1[من اال  ) 0h β ∗ينعدم مرةّ ثانية على  hابع . الت=

+ℝ  وذلك عند العدد
0.23561β. ونجد بحساب تقريبي أنّ 1 =.  

  .fللتابع  الآتيل التغيرات من جهة أخرى، يمكننا استناداً إلى ما سبق أن نعُطي جدو  3.

0 1

( ) 0 0

( ) 1 ( ) 1 0

x

f x

f x f

β

β

+∞

′ − + −

ց ր ց

  

  وهذا هو الرسم البياني المطلوب :

  
2x الرسم البياني للتابع xx x −֏  

  ú  .دراسةتمّ التو 

1

1

O β
x

y

0 1

( ) 0

( ) ) 0

x

h x

h x h

α

α

+∞

′ + −

−∞ ( −∞ր ց ց



ع والنشر المحدودمقارنة التواب  138 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

UIO  
JkL  
M<>  



139 

  متتاليات ومتسلسلات التوابع 

  � ℂأو ℝ هو Kفي هذا البحث  �

  اتعموميّ  1.

التي  العدديةّمتتالية من التوابع . نسمّي Kخالية من  مجموعة جزئية غير Aلتكن  .تعريف 1-1.
)إلى اموعة  ℕ كل تطبيق من مجموعة الأعداد الطبيعيّة  A منطلقها , )AF K  أي

 ، ونرمز عادة إلى متتالية توابع بالرمزKوتأخذ قيمها في  A مجموعة التوابع التي منطلقها
( )n nf ∈ℕ وnf  عنصر من( , )AF K.  

). ولتكن Kمجموعة جزئية غير خالية من  A لتكن .تعريف 2-1. )n nf ∈ℕ  متتالية من
( , )AF K نقول إنّ المتتالية .( )n nf ∈ℕ تابع  من تتقارب ببساطةf  ينتمي إلى
( , )AF K ،ق الشرطإذا وفقط إذا تحق  

, lim ( ) ( )n
n

x A f x f x
→∞

∀ ∈ =  

)النهاية البسيطة لمتتالية التوابع  fونسمي  )n nf ∈ℕ و نكتب ،lim
s

n
n

f f
→∞

=.  

). ولتكن Kمجموعة جزئية غير خالية من  Aلتكن  .تعريف 3-1. )n nf ∈ℕ  متتالية من
( , )AF K نقول إنّ المتتالية .( )n nf ∈ℕ تابع  من تتقارب بانتظامf  ينتمي إلى
( , )AF K ، الصفر المتتالية  منإذا وفقط إذا تقاربت( )n n∈µ ℕ  من عناصرℝ المعرفّة ،

  العلاقة :ب

sup ( ) ( )n n
x A

f x f xµ
∈

= −  

)النهاية المنتظمة لمتتالية التوابع  fونسمي  )n nf ∈ℕ ونكتب ،lim
u

n
n

f f
→∞

=.  

تابع ما بانتظام، فهي تتقارب من من الواضح أنه إذا تقاربت متتالية من التوابع  .ملاحظة 4-1.
  التابع نفسه. منببساطة 

 الفصل الثامن
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)لمنتظم لمتتالية التوابع لندرس التقارب البسيط والتقارب ا .مثال 5-1. )n nf ∈ℕ عناصر من 
( , )+F ℝ ℝ ، يأتيالمعرفّة كما :  

: , . ( )nt
nf t n teα α−

+ +→ ∈ℝ ℝ ֏ ℝ  

)من الواضح أنّ  )n nf ∈ℕ  التابع الصفري على  منتتقارب ببساطة+ℝ يه بالرمزوالذي نرمز إل 
lim، أي �

s

n
n

f
→∞

) . ومن ثمَّ إذا تقاربت�= )n nf ∈ℕ ايتها بُ  بانتظام فلا د أن تكون� 
  أيضاً. لنضع إذن

0 0

sup ( ) sup ( )n n n
x x

f x f xµ
≥ ≥

= =  

  :الآتي غيراتيبين جدول الت

 10

( ) 0

( ) 0 0

n

n

x n

f x

f x

+∞

′ + −

  
  أنّ 

1 11
n nf n e

n

αµ − −
 = =  

  

1 ومن ثمَّ نستنتج أنه إذا كان α> كان lim 0n
n

µ
→∞

)والمتتالية ، = )n nf ∈ℕ  متقاربة بانتظام
1، أمّا إذا كان �من  α≤ ، ّالمتتالية فإن ( )n nf ∈ℕ .لا تتقارب بانتظام  

  

  
)بعض حدود المتتالية  )

nnf ∈ℕ
  α عند قيم مختلفة للوسيط 

10f10f
3f

3f 3f

1f

1f
1f

1α <1α =1α >
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) لتوابعلتكن متتالية ا .ةملاحظ6-1. )n nf ∈ℕ  من( , )AF K ّنفترض أن .( )n nf ∈ℕ  تتقارب
)من  fتابع  منببساطة  , )AF Kإذا وُجِدَتْ متتالية . ( )n nξ ∈ℕ  من عناصرA  بحيث لا

)تتقارب المتتالية التي حدها العام  ) ( )n n nf fξ ξ− فإنّ المتتالية 0 من ،( )n nf ∈ℕ  لا تتقارب
  بانتظام.

)تتالية التوابع لندرس التقارب البسيط والتقارب المنتظم لم .مثال 7-1. )n nf ∈ℕ  من( , )∗
+F ℝ ℝ ،

  :المعرّفة كما يأتي

2 2

2
: ,

1
n

nt
f t

n t
→

+
ℝ ℝ ֏  

) من الواضح أنّ  )n nf ∈ℕ  على 0التابع الثابت الذي يساوي  منتتقارب ببساطة ℝ أي ،
lim

s

n
n

f
→∞

  . ولكن�=

( ) ( )1 1
0, 1nn f

n n
∀ > − =� 

) فالمتتالية )n nf ∈ℕ .ونجد في الشكل التالي بعض حدود هذه المتتالية. لا تتقارب بانتظام  

  

)المتتالية  إنّ . نقول Kمجموعة جزئيّة غير خالية من  Aلتكن  .تعريف 8-1. )n nf ∈ℕ  من
( , )AF K تابع  من تتقارب بانتظام على كل مجموعة متراصّةf  من( , )AF K  إذا

)وفقط إذا، تقاربت المتتالية التي حدها العام  ) sup ( ) ( )n n
x K

K f x f xµ
∈

=  من −

  .Aالمحتواة في  Kالصفر، وذلك أياً كانت اموعة المتراصّة 
)نلاحظ أنّ التقارب المنتظم لمتتالية توابع  )n nf ∈ℕ  من( , )AF K  تابعمن f  ايقتضي تقار

. أمّا fمن ، وهذا بدوره يقتضي تقارا البسيط f من التابعالمنتظم على كل مجموعة متراصّة 
  .الاقتضاءان المعاكسان فهما خاطئان

1f

16f
6f 3f

O 1
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)لنتأمّل متتالية التوابع  .مثال 9-1. )n nf ∈ℕ  من( , )F ℝ ℝ : حيث  
2 1sin : 0,

: ,
0 : 0.

n

x xnxf x
x

 ≠→ 
 =

ℝ ℝ ֏  

)تتقارب )n nf ∈ℕ  على 0التابع الثابت الذي يساوي  منبانتظام على كل مجموعة متراصّة ℝ 
، أمكننا أن نجد ℝمجموعة متراصّة في  K. في الحقيقة، إذا كانت � إليه بالرمز ناالذي رمز 

0KM ] يحُقّق < , ]K KK M M⊂   ، ومن ثمَّ يكون−

2

0 | |

2

0 | |

0, ( ) sup ( )

1
sup sin

sup
| |

K

K

n n
x K

x M

K

x M

n K f x

x
nx

Mx

nx n

µ
∈

< ≤

< ≤

∀ > =

≤

≤ =

  

)ولكنّ المتتالية  )n nf ∈ℕ لأنّ �من  لا تتقارب بانتظام ،lim ( ) 1n
n

f n
→∞

=.  

) المتتالية إنّ . نقول Kمجموعة جزئيّة غير خالية من  Aلتكن  .تعريف 10-1. )n nf ∈ℕ  من
( , )AF K  قإذا وفقط إذا كان  شرط كوشي بانتظامتحق  

2( , )
0, , sup ( ) ( )n m

x A

n m
N f x f x

m m Nε
ε

ε ε
∈

∈ ∀ > ∃ ∈ ⇒ − <
≥ ≥ 

ℕ
ℕ  

) . ولتكن المتتاليةKمجموعة جزئيّة غير خالية من  A لتكن .مبرهنة 11-1. )n nf ∈ℕ  من
( , )AF Kتكون المتتالية . ( )n nf ∈ℕ  ّقت شرط كوشي متقاربة بانتظام إذا وفقط إذا حق
  بانتظام.

  الإثبات
)لنفترض أنّ المتتالية .وم الشرطلز  � )n nf ∈ℕ  تابع منمتقاربة بانتظام f  من( , )AF K .

0ولتكن  ε< نجد إذن ،N ε  فيℕ يحُقّق  

sup ( ) ( )
2n

x A

n N f x f xε

ε

∈

≥ ⇒ − <  
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   وجدنامتراجحة المثلّث  عملناومن ثمَّ إذا است
( ) ( ) sup ( ) ( )n m

x A

n N m N f x f xε ε ε
∈

≥ ∧ ≥ ⇒ − <  

)والمتتالية )n nf ∈ℕ .ق شرط كوشي بانتظامتحق  

) لنفترض أنّ المتتالية .كفاية الشرط � )n nf ∈ℕ ق شرط كوشي بانتظام. ينتج إذن أمهماه نّ تحق  
)المتتالية  حققت، Aمن  xكان  )( )n nf x ∈ℕ  من عناصرK  ،من ثمَّ فهي شرط كوشي

)تتقارب من عدد  )f x  فيK. ف التابع  وهكذايمكننا أن نعرf  :كما يأتي  

: , ( ) lim ( )n
n

f A x f x f x
→∞

→ =K ֏  

0لتكن  ε< ،نجد، استناداً إلى شرط كوشي ،N ε  فيℕ  قيحُق:  
( ) ( ) , ( ) ( )n mn N m N x A f x f xε ε ε≥ ∧ ≥ ⇒ ∀ ∈ − ≤  

  نجد ∞+تسعى إلى  m وبجعل
, ( ) ( )nn N x A f x f xε ε≥ ⇒ ∀ ∈ − ≤  

limأي إنّ 
u

n
n

f f
→∞

=.  �  

  متتاليات التوابع والاستمرار 2.

)لنتأمّل متتالية التوابع  .مثال 1-2. )n nf ∈ℕ  من( )[0,1],F ℝ ، يأتيالمعرفّة كما :  

: [0,1] , n
nf t t→ ℝ ֏  

)من الواضح أنّ  )n nf ∈ℕ  التابع  منمتتالية من التوابع المستمرةّ التي تتقارب ببساطةf  من
( )[0,1],F ℝ ق ]0,1]على  0 الذي يساويويحق ( )1 1f ليس مستمراً.  f . فالتابع=

  .اً مستمرّ تابعاً التقارب البسيط لمتتالية من التوابع المستمرةّ لا يكفي حتى تكون النهاية إذن 

 

2f

1f

nf

0 1
f

0 1

1 1



 144  متتاليات ومتسلسلات التوابع

  

 نتأمّل. ولAعنصراً من  aليكن ، و Kمجموعة جزئيّة غير خالية من  A : لتكن مبرهنة 2-2.
( )n nf ∈ℕ  متتالية من( , )AF K ّنفترض أن .  

)المتتالية   ���� )n nf ∈ℕ  من تابعمتقاربة بانتظام f  من( , )AF K.  
  .ℕمن  n ، وذلك أياً كانaعند  مستمرnf  التابع   ����

  .aعند  مستمرf  إذن التابع 
  الإثبات
0لتكن  ε< من التقارب المنتظم أنه يوجد ، ينتجm  فيℕ يحُقّق   

sup ( ) ( )
3m

x A

f x f x
ε

∈

− ≤  

0، نجد aمستمراًّ عند  mfكان   لـمّاو  η< يحُقّق   

( ) (| | ) ( ) ( )
3m mx A x a f x f a
ε

η∈ ∧ − < ⇒ − <  

|لشرط ا تحُقّقالتي  Aمن  xنستنتج من ذلك أنه أياً كانت  |x a η−    كان  >

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3
3

m m m mf x f a f x f x f x f a f a f a

ε
ε

− ≤ − + − + −

≤ × =
  

  �  .aعند  fوهذا يثبت استمرار 

). ولتكن K مجموعة جزئيّة غير خالية من A لتكن .نتيجة 3-2. )n nf ∈ℕ  متتالية من التوابع
)من  f تابع من، والمتقاربة بانتظام A المستمرةّ على , )AF K. عندئذ يكون التابع f 
  .Aمستمراً على 

) تكنول، K مجموعة جزئيّة غير خالية من A لتكن .مبرهنة 4-2. )n nf ∈ℕ  عناصر متتالية من
( , )AF K.  ّنفترض أن  

) المتتالية  ���� )n nf ∈ℕ تابع من متقاربة بانتظام على كلّ مجموعة متراصّة f  من
( , )AF K.  

  .ℕمن  n، وذلك أياً كان A على مستمرnf  التابع   ����
  .Aعلى  مستمرf  إذن التابع 
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  الإثبات
)، ولتكن Aعنصراً من  aكن يل )n nx ∈ℕ متتالية من A  تسعى إلىa موعةنعلم أنّ ا .:  

{ : } { }nK x n a= ∈ ∪ℕ  
n. لنعرف إذن Aمجموعة متراصّة محتواة في  n Kg f=  وKg f=   أي مقصور من  كلnf 

)ع . إنّ متتالية التوابK لىع fو )n ng ∈ℕ  متتالية من عناصر( , )KF K من ، متقاربة بانتظام
 عند مستمرg  ، أنّ 2-2 ةالمبرهنبمقُتضى  . ينجم عن ذلك،a عند مستمرng   ، وكلg  التابع
a كانت   لـمّا. و( )n nx ∈ℕ متتالية منK تسعى إلى a كان ،lim ( ) ( )n

n
g x g a

→∞
، وهذا ما =

limيثبت أنّ  ( ) ( )n
n

f x f a
→∞

ا ذ، وبaعند  مستمرf  . نستنتج من المناقشة السابقة أنّ =
  �  نُكمِل إثبات المبرهنة. 

)ولتكن . Kمجموعة جزئيّة غير خالية من  A لتكن .مبرهنة 5-2. )n nf ∈ℕ  متتالية من التوابع
)ينتمي إلى  f من تابعالمتقاربة بانتظام ، A المستمرةّ على , )AF K،  ولتكن( )n nξ ∈ℕ 

  . حينئذ يكونA لىإينتمي  ξ من عنصرمتقاربة  Aمتتالية من 
lim ( ) ( )n n
n

f fξ ξ
→∞

=  
  الإثبات

  لديناف، ℕمن  nفي الحقيقة، أياً كانت 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

sup ( ) ( ) ( ) ( )

n n n n n n

n n
x A

f f f f f f

f x f x f f

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ
∈

− ≤ − + −

≤ − + −
  

، والتقارب المنتظم ξعند  fونحصل من ثمَّ على النتيجة المطلوبة بالاستفادة من استمرار التابع 
)للمتتالية  )n nξ ∈ℕ  منf.  �  

) . ولتكنKمجموعة جزئيّة غير خالية من  A : لتكن مبرهنة 6-2. )n nf ∈ℕ  متتالية من
( , )AC K ، أي متتالية من التوابع المستمرةّ علىA ّنفترض أن .( )n nf ∈ℕ   تحقق شرط

) كوشي بانتظام. حينئذ تتقارب )n nf ∈ℕ  تابع منبانتظام f  ينتمي إلى( , )AC K.  

  الإثبات

  �  .2-2و 1-11 ن المبرهنتينمصحّة هذه المبرهنة مباشرة  تجتن
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: ليكن .Weierstrass يرشتراسڤا - برهنةم 7-2. [0,1]f → K .ًّعندئذ  تابعاً مستمرا
)توجد متتالية من كثيرات الحدود  )n nP ∈ℕ  من[ ]XK  قتحُق:  

[0,1]

lim sup ( ) ( ) 0n
n x

f x P x
→∞ ∈

− =  

  الإثبات
,0,1}من  kو، ℕمن  n نعرّف في حالةل , }n…  ،: كثير الحدود  

( ) (1 )k k k n k
n nB X C X X −= −  

kطة لكثيرات الحدود بعض الخواص البسي ، تمهيداً للإثبات،لندرسو 
nB  كثيرات حدودالتي تسمّى 

  .Bernstein برنشتاين
  أنّ  ذي الحديننلاحظ بالاستفادة من منشور 

0

( ) (1 )
n

k kt t n
n

k

B x e x x e
=

= − +∑  

0tومن ثمَّ بتعويض  0t، ثم بالاشتقاق وتعويض = ، وأخيراً بالاشتقاق مرتّين وتعويض =
0t   نجد =

0

0

2 2

0

( ) 1

( )

( ) ( 1)

n
k
n

k

n
k
n

k

n
k
n

k

B X

kB X nX

k B X nX n n X

=

=

=

=

=

= + −

∑

∑

∑

  

  ومنه
2

2 2

2
0 0 0 0

2 2 2

2 1
( ) ( ) ( ) ( )

1 (1 )
2

n n n n
k k k k
n n n n

k k k k

k x
x B x x B x kB x k B x
n n n

x n x x
x x x

n n n

= = = =

  − = − +  

− −
= − + + =

∑ ∑ ∑ ∑  

  لنأتِ الآن إلى إثبات المبرهنة، ولنعرّف

( )
0

( ) ( )
n

k
n n

k

k
P X f B X

n=

= ∑  

)سنثبت فيما يلي أنّ متتالية التوابع  )( )n n
x P x

∈ℕ
  .fتتقارب بانتظام من التابع  ֏
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نعرّف ، أمكننا أن محدوداً، ومن ثمَّ  f، كان [0,1]مستمراًّ على اموعة المتراصّة  f كان  لـمّا

[0,1]
sup ( )
t

M f t
∈

  .[0,1]مستمراًّ بانتظام على  f كان، وكذلك  =

0 كنيل ε< لتابعنجد، بسبب الاستمرار المنتظم ل f ً0، عددا εδ< يحُقّق   
2( , ) [0,1] , ( ) ( )

2
x y x y f x f yε

ε
δ∀ ∈ − < ⇒ − <  

2نعرّف إذن 
0 1 /( )n M εεδ

 = +   
0n ، فيكون لدينا، أياً كان n< وأياً كان x  المن ا

  ما يأتي: [0,1]

( )

( )( )
( )( ) ( )( )

0 0

0

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

k k
n n

n n
k k

n n n
k k

n
k
n

k

k k
n n

k n k n
x x

kf x P x f x B x f B x
n

kf x f B x
n

k kf x f B x f x f B x
n n

ε εδ δ

= =

=

≤ ≤ ≤ ≤
− < − ≥

− = −

= −

= − + −

∑ ∑

∑

∑ ∑

  

  ومنه

0 0

2

2
0 0

2

2
0

2 2

0

2

( ) ( ) ( ) 2 ( )
2

2
( ) ( )

2

2
( )

2

(1 )2

2 2 2

1 1
2 2

k k

n n

k

n

k k
n n n

k n k n
x x

k k
n n

k n k n
x

k
n

k n

f x P x B x M B x

M kB x x B x
n

M kx B x
n

x xM M

n n

nM

nn

ε ε

ε

δ δ

ε
δ

ε

ε ε

ε

ε

ε

δ

ε

δ

ε ε

δ δ

ε ε
ε

εδ

≤ ≤ ≤ ≤
− < − ≥

≤ ≤ ≤ ≤
− ≥

≤ ≤

− ≤ +

≤ + −

≤ + −

−
≤ + ≤ +

     ≤ + ≤ + <      

∑ ∑

∑ ∑

∑  

  بتنا أنّ بذلك نكون قد أث
0

[0,1]
sup ( ) ( )n
x

n n f x P x
∈

> ⇒ − ≤ ε  

  �  .وهي الغاية المرجوّة
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]ليكن  .ةنتيج 8-2. ]: ,f a b → K  .ًّفي توجد  حينئذتابعاً مستمرا[ ]XK   متتالية من
)كثيرات الحدود  )n nQ ∈ℕ  التتقارب بانتظام على ا[ ],a b  من التابعf.  

  الإثبات
:لنعرّف التابع المستمرّ  [0,1] , ( ( ))g t f a t b a→ + −K ، نجد بناءً على المبرهنة ֏

)السابقة متتالية  )n nP ∈ℕ التابع  من من التوابع الحدودية متقاربة بانتظامg ومن ثمَّ إذا عرفّنا .
( )( )n n
X aQ X P
b a
−=
−

)فإنّ   )n nQ ∈K  التتقارب بانتظام على ا[ ],a b التابع من 
f الإثبات. وبذلك يتم.  �  

  متتاليات التوابع وقابليّة الاشتقاق 3.

). ولتكن ℝمجالاً غير تافه من  I ليكن )n nf ∈ℕ  متتالية من التوابع المعرفّة علىI وتأخذ قيمها ،
، يسمح لنا هذا بتعريف متتالية ℕمن  n أياً كان Iقابل للاشتقاق على nfولنفترض أنّ  .Kفي 

)التوابع  )n nf ∈
′

ℕ
  سئلة:. ويمكننا هنا أن نطرح عدداً من الأ

) للمتتالية ،أو حتى المنتظم، هل يقتضي التقارب البسيط � )n nf ∈ℕ  َتقارب ( )n nf ∈
′

ℕ
  ؟

)في حال تقارب كل من المتتاليتين  � )n nf ∈ℕ و( )n nf ∈
′

ℕ
lim، هل يكون التابع  n

n
f

→∞
′ 

 التابع  مشتقlim n
n

f
→∞

  ؟ 

  في الحالة العامّة. “لا ”أنّ الجواب عن السؤالين السابقين هو الآتيةبينّ الأمثلة تُ 

  .أمثلة 1-3.

)المتتالية  � )n nf ∈ℕ أتيكما يرفّة  المع : 

1 cos( 1)
: ,

1n

n x
f x

n

− +
→

+
ℝ ℝ ֏ 

المتتالية  . ولكنّ � التابع الصفري منهي متتالية من التوابع القابلة للاشتقاق، متقاربة بانتظام 
( )n nf ∈
′

ℕ
  لا تتقارب حتى ببساطة. 
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)المتتالية � )n nf ∈ℕ  ّأتيكما يفة  المعر : 

2 1
: ,nf x x

n
→ +ℝ ℝ ֏ 

  التابع منابلة للاشتقاق، متقاربة بانتظام هي متتالية من التوابع الق
: , | |f x x→ℝ ℝ ֏  

  .0لا يقبل الاشتقاق عند  fولكنّ 

)المتتالية  � )n nf ∈ℕ   أتييكما المعرفّة: 

1
: [0,1] ,

1

n

n
xf x
n

+
→

+
ℝ ֏ 

fالتابع من هي متتالية من التوابع القابلة للاشتقاق، متقاربة بانتظام  = ) . ولكن� )n nf ∈
′

ℕ
 

  التابع : منتتقارب ببساطة 
0 : 0 1

: [0,1] ,
1 : 1

x
g x

x

≤ <→ 
=

ℝ ֏  

fومع ذلك فإنّ  g′ ≠.  

)، ولتكن ℝغير تافه في  محدوداً مجالاً  I: ليكن  مبرهنة 2-3. )n nf ∈ℕ  متتالية توابع من
( , )IF ℝ .: نضع الفرضيّات التالية  

  .Iقابل للاشتقاق على  nfالتابع ف، ℕمن  n أياً كان  �
)المتتالية   � )n nf ∈

′
ℕ

  .Iتتقارب بانتظام على  
)المتتالية  تتقارب عندها، Iمن  0xتوجد   � )0( )n nf x ∈ℕ.  

  حينئذ 
)تتقارب المتتالية    � )n nf ∈ℕ انتظام على بI تابع  منf  من( , )IF ℝ.  
,، ويحقق Iيقبل الاشتقاق على  fالتابع    � ( ) lim ( )n

n
x I f x f x

→∞
′ ′∀ ∈ =.  

  لإثباتا
  يحُقّق Mمحدوداً، يوجد عدد حقيقيI  كان اال   لـمّا

2( , ) ,x y I x y M∀ ∈ − ≤  
)لإثبات التقارب المنتظم للمتتالية  )n nf ∈ℕ .ق شرط كوشي بانتظاما تحقسنثبت أ  
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0كن يل ε< نجد، بسبب تقارب المتتالية ،( )0( )n n
f x

∈ℕ
   يحُقق 0n، عدداً 

  0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )
2n mn n m n f x f x
ε

≥ ∧ ≥ ⇒ − <  (1)  

)أمّا التقارب المنتظم للمتتالية  )n nf ∈
′

ℕ
  يحُقق 1nفيقتضي وجود عددٍ  

  1 1( ) ( ) , ( ) ( )
2n mn n m n t I f t f t
M

ε
′ ′≥ ∧ ≥ ⇒ ∀ ∈ − <  (2)  

0لنعرّف  1max( , )N n n= ولتكن ،n N≥ وm N≥ وx  منIنجد عندئذ ،  
0 0 0

0 0 0

]0,1[

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ,

( )( ( )) ,
2

.
2 2

n m n m n m n m

n m

f x f x f x f x f f x f f x

x x f f x x x

M
M

θ

ε
θ

ε ε
ε

∈ ↵

− ≤ − + − − −

′ ′< + − − + −

< + =

  

) المتتالية هذا يثبت أنّ و  )n nf ∈ℕ .ق شرط كوشي بانتظام، فهي متقاربة بانتظامنعرّف إذن التابع  تحُق
f  بالصيغة lim

u

n
n

f f
→∞

 متقاربة بانتظام علىة ه اية لمتتاليلأنّ  Iعلى  مستمر تابعٌ  f. التابع =
I ّعلى  من التوابع المستمرةI.  

  كما يلي  nϕالتابع ، ℕمن  n، ولنعرف، أياً كانت Iمن  xلتكن 
( ) ( )

: ,
: ,

( ) : .

n n

n

n

f t f x
t x

t xI t

f x t x

ϕ

 − ≠ −→ 
 ′ =

K ֏  

)إنّ المتتالية  )n nϕ ∈ℕ  هي متتالية من التوابع المستمرةّ علىI.  
0لتكن  ε<، يوجد، بسبب التقارب المنتظم للمتتالية( )n nf ∈

′
ℕ

  يحُقّق 0n، عددٌ 

  0 0( ) ( ) , ( ) ( )n mn n m n t I f t f t ε′ ′≥ ∧ ≥ ⇒ ∀ ∈ − <  (3)  

  فمن جهة أولى يكون لدينا

0 0( ) ( ) ( ) ( )n mn n m n x xϕ ϕ ε≥ ∧ ≥ ⇒ − <  
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}\من  t ومن جهة ثانية، أياً كان }I x ّه في حالة ، نجد استناداً إلى مبرهنة التزايدات المحدودة أن

0m n≥  0وn n≥  : لدينا  

( )

( )( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )

n m n m
n m

n m

f f t f f x
t t

t x

f f x t x

ϕ ϕ

θ ε

− − −
− =

−
′ ′= − + − <

  

)نستنتج من ذلك أنّ متتالية التوابع المستمرّة  )n nϕ ∈ℕ  ق شرط كوشي بانتظام فهي إذن متقاربةتحق
:تابع مستمرّ  منبانتظام  Iϕ → ℝ. ومن ثمَّ يكون  
         ( ) lim ( ) lim ( )n n

n n
x x f xϕ ϕ

→∞ →∞
′= =  

}\من  tوأياً كانت  }I x  ،كان :  
( ) ( )

( ) lim ( )n
n

f t f x
t t

t x
ϕ ϕ

→∞

−
= =

−
   

)إذن  x عند مستمرϕ  لكنّ التابع و  ) lim ( )
t x

x tϕ ϕ
→

 ، وهذا يبينّ أنّ =

( ) ( )
lim ( ) ( ) limn
n t x

t x

f t f x
f x x

t x
ϕ

→∞ →
≠

−
′ = =

−
  

limذه النقطة هي وقيمة مشتقه عند ه xقابل للاشتقاق عند  fفالتابع  ( )n
n

f x
→∞

يُكمل  . وهذا′
  �  إثبات المبرهنة. 

)، ولتكن ℝمجالاً غير تافه في  Iليكن  .نتيجة 3-3. )n nf ∈ℕ ة توابع منمتتالي ( , )IF K .
   : أتيما ينفترض 

  .Iقابل للاشتقاق على  nfالتابع ف، ℕمن  nأياً كانت    �
)المتتالية  � )n nf ∈

′
ℕ

  .Iبانتظام على كل مجموعة متراصّة في  ةتقاربم 
)المتتالية  ، تجعلIمن  0xتوجد   � )0( )n nf x ∈ℕ متقاربة.  

  حينئذ 
) تتقارب  � )n nf ∈ℕ بانتظام على كل مجموعة متراصة في I من f  من( , )IF K.  
  ، ويحقق Iيقبل الاشتقاق على  fالتابع   �

, ( ) lim ( )n
n

x I f x f x
→∞

′ ′∀ ∈ =  
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  الإثبات 
)، على كل من متتاليتي التوابع يكفي أن نطبّق المبرهنة السابقة )Re n nf ∈ℕ و( )Im n nf ∈ℕ، 

 . نترك التفاصيل تمريناً للقارئ0x، التي تحوي Iعلى جميع االات المغلقة والمحدودة الجزئية من و 
  �    .المهتمّ 

  متسلسلات التوابع 4.

) . ولتكنK مجموعة جزئية غير خالية من A لتكن .تعريف 1-4. )n nf ∈ℕ  متتالية توابع من
( , )AF K ّالمتسلسلة. نقول إن ∑ nf   متقاربة ببساطة، أو بانتظام، أو بانتظام على

) ابع، إذا وفقط إذا تقاربت متتالية التو Aكل مجموعة متراصّة من  )n nS ∈ℕ ،حيث 

0

n
n kk
S f

=
=  ،Aأو بانتظام، أو بانتظام على كل مجموعة متراصّة من  ،ببساطة ،∑

limعلى التوالي. ونسمّي  n
n

S S
→∞

لرمز ونرمز إليه با ∑nf مجموع المتسلسلة =

0 nn
f

∞

=∑.  
إذا وفقط إذا حققت المتتالية  شرط كوشي بانتظامتحقق  ∑nfونقول إنّ المتسلسلة   

( )n nS ∈ℕ شرط كوشي بانتظام، أي :  

2( , )
0, , sup ( )

n m

k
x A k n

n m
N f x

n N

+

ε
∈ε =

∈ ∀ε > ∃ ∈ ⇒ ≤ ε
> 

∑
ℕ

ℕ  

ط كوشي بانتظام. ومن ر ارب متسلسلة توابع بانتظام إذا وفقط إذا حققت شتتق .ملاحظات 2-4.
التابع  إلىناحية أخرى إذا تقاربت متسلسلة توابع بانتظام فإنّ حدّها العام يسعى بانتظام 

  الصفريّ.

) . ولتكنK مجموعة جزئية غير خالية من A لتكن .تعريف 3-4. )n nf ∈ℕ  متتالية توابع من
( , )AF Kنقول إنّ المتسلسلة . nf∑ إذا وفقط إذا، تقاربت المتسلسلة  متقاربة بالنظيم
nf sup إذ عرفّنا ∑∞ ( )n n

x A

f f x∞
∈

= ∈ ℝ.  
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) . ولتكنK مجموعة جزئية غير خالية من A لتكن .مبرهنة 4-4. )n nf ∈ℕ  متتالية توابع من
( , )AF Kالاقتضاءات التالية صحيحة . :  

)nf∑ (متقاربة بالنظيم � (nf∑   .)متقاربة بانتظام ⇐
)nf∑ (متقاربة بانتظام � (nf∑  .)متقاربة بانتظام على كل مجموعة متراصّة⇐

)nf∑ (متقاربة بانتظام علىكل مجموعة متراصّة � (nf∑   .)متقاربة ببساطة ⇐
   الإثبات

  �  الإثبات بسيط انطلاقاً من التعريف، وهو متروك للقارئ. 

، كما سنرى في تجدر الإشارة إلى أنّ جميع الاقتضاءات المعاكسة لما ورد في نص المبرهنة خطأ
  التمرينات.

  
) . ولتكنKمجموعة جزئية غير خالية من  A لتكن .مبرهنة 5-4. )n nh ∈ℕ و( )n ng ∈ℕ 

)متتاليتي توابع من  , )AF K ّنفترض أن .  
)المتتالية   � )( )n ng x ∈ℕ متناقصة، وذلك أياً كانت  حقيقيّة متتاليةx  منA.  
)المتتالية   � )n ng ∈ℕ التابع الصفري  مننتظام تتقارب با�.  
∗في  يوجد  �

+ℝ  ٌعدد M ،يحُقّق  : 

0

, , ( )
n

k
k

n x A h x M
=

∀ ∈ ∀ ∈ ≤∑ℕ  

n وقد عرفّنا ،∑nfعندئذ تكون متسلسلة التوابع  n nf g h=، .متقاربة بانتظام  

  الإثبات

) لنرمز بالرمز )nH x  موعإلى ا
0

( )
n

kk
h x

وأياً   تحويل آبل. عندئذ يكون لدينا بناءً على ∑=
)، وAمن  x كان , )n p 2من

ℕ :  

1
1 1

1 1

( ) ( ( ) ( )) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

n p n p

k k k k
k n k n

n p n p n n

f x g x g x H x

g x H x g x H x

+ +

+
= + = +

+ + + +

= −

+ −

∑ ∑  
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  ومنه

( )1 1 1 1
1

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 ( )

n p

k n n p n p n
k n

n

f x M g x g x g x g x

Mg x

+

+ + + + + +
= +

+

≤ − + +

≤

∑  

  ومن ثمَّ 
2

1
1

( , ) , sup ( ) 2 sup
n p

k n
x A Ak n

n p f x M g
+

+
∈ = +

∀ ∈ ≤∑ℕ  

قق شرط  ا تحبانتظام لأمتقاربة  ∑nfلنا أن نستنتج من ذلك أن المتسلسلة  تيحي � والشرط
  �  كوشي بانتظام.

)0لتكن  .تطبيق مهم 6-4. )n nc  عندئذ تكون صة وتسعى إلى الصفر. متتالية حقيقيّة متناق ≤
nالتوابع  ةمتتالي nc h∑  حيثi( ) nx

nh x e= م على كلّ مجال من النمط بانتظا ةمتقارب  
[2 , 2 ( 1) ]k kπ + α π + − α  

[من  α حيث [0,π، وk  منℤ.  
)iنطبّق المبرهنة السابقة على  ) nx

nh x e=و ،( )n ng x c= ًّكان   . وذلك بعد ملاحظة أنهّ، أيا
x  2]من ,2 ( 1) ]k kπ α π α+ +   :كان ،  ℕمن  nو −

i( 1/2) i /2i( 1)
i

i i /2 i /2
0

i( 1/2) i /2

1

1

2 i sin( /2)

n n x xn x
kx

x x x
k

n x x

e e e
e

e e e

e e

x

+ −+

−
=

+ −

− −
= =

− −

−
=

∑
  

   ومن ثمَّ 

i

0

1

sin( /2)

n
kx

k

e
α=

≤∑  

  4-5.بة بتطبيق المبرهنة ونحصل على النتيجة المطلو 
  

  من المبرهنات المتعلّقة بمتتاليات التوابع دون حاجة إلى أي إثبات إضافي. الآتيةنستنتج المبرهنات 
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). ولتكن Kمجموعة جزئية غير خالية من  Aلتكن  .مبرهنة 7-4. )n nf ∈K  متتالية توابع من
( , )AF K ّه، مهما تكن . نفترض أنn منℕ فالتابع nf  عند مستمرa  منA،  ّوأن
متقاربة بانتظام. عندئذ يكون مجموعها  ∑nfالمتسلسلة 

0 nn
f

∞

  .a مستمراً عند ∑=
  

) . ولتكنKخالية من  مجموعة جزئية غير A لتكن.مبرهنة 8-4. )n nf ∈ℕ  متتالية توابع من
( , )AF K ّنفترض أن . nf  على مستمرA، أياً كان n  منℕوأنّ المتسلسلة ، nf∑ 

 عندئذ يكون مجموعها .Aمتقاربة بانتظام على كل مجموعة متراصّة في 
0 nn
f

∞

=∑ 
  .Aمستمراً على 

  
) . ولتكنℝ مجالاً غير تافه I لتكن.مبرهنة 9-4. )n nf ∈ℕ  متتالية توابع من( , )IF K .

 0x عنصر Iفي  وأنهّ يوجد ،ℕمن  nأياً كانت  Iقابل للاشتقاق على nf نفترض أنّ 
)0 المتسلسلة يجعل )nf x∑ وأنّ المتسلسلةمتقاربة ، nf متقاربة بانتظام على كل  ∑′

 . عندئذ تتقارب المتسلسلةI مجموعة متراصّة في
0 nn
f

∞

بانتظام على كل مجموعة  ∑=
. ويكون مجموعها Iمتراصّة في 

0 nn
f

∞

   ويحقق ،Iقابلاً للاشتقاق على  ∑=

( )
0 0n nn n
f f

∞ ∞

= =

′ ′=∑ ∑  
  
 

RY 

VN  
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  تمرينات
J وكذلك التقارب المنتظم على كل مجموعة ، والتقارب المنتظم ،ادرس التقارب البسيط 1. التمرين

  : متراصّة لمتتاليات التوابع الآتية

2

: [0, [ , ( )
(1 )

1
: [1, [ , ( ) ln

: [0, [ , ( )

n n n

n n

nx
n n

x
f f x

n x

f f x x
n

f f x nx e−

+∞ → =
+

 +∞ → = +   
+∞ → =

ℝ

ℝ

ℝ

  

+

2 1

2 1 2

2

1

1

sin
: 0

: ,    ( )  
0 : 0

: 0,

: [0,1] ,   ( ) 2 : ,

0 : ,1

1
: 0,

: [0,1] ,   ( )
1 : ,1

n n

n

n n n n

n

n
n n

n

nx
x

f f x n x
x

n x x

f f x n x n x

x

nx x
f f x n

x x

 ≠→ =  =
   ∈      → = − + ∈      ∈    
   − ∈   → =    − ∈    

ℝ ℝ

ℝ

ℝ

  

  الحـل

)1لية التوابع دراسة متتا ���� )n nf   حيث ≤

: , ( )
(1 )

n n n

x
f f x

n x
+ → =

+
ℝ ℝ  

1حالة  بمناقشةنلاحظ  x≤  0وحالة 1x≤ 1كل على حدا أنّ   ≥ nx x≤   . إذن+

, 0 1
1 n

x
x

x
+∀ ∈ ≤ ≤

+
ℝ  

  وعليه يكون

0

1
sup ( )n
x

f x
n≥

≤  

)1إذن متتالية التوابع  )n nf   .� التابع الصفري منتتقارب بانتظام  ≤
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)1دراسة متتالية التوابع  ���� )n nf   حيث ≤
1

: [1, , ( ) ln[n nf f x x
n

 + → = +   
∞ ℝ  

:ليكن التابع  [1, , ( ) ln[f f x x→ =∞+ ℝ. عندئذ يكون لدينا  
1 1 1

1, ( ) ( ) ln 1 ln 1nx f x f x
nx n n

     ∀ ≥ − ≤ + ≤ + ≤        
  

  ومنه

1

1
sup ( ) ( )n
x

f x f x
n≥

− ≤  

)1والمتتالية  )n nf   .fالتابع  منتتقارب بانتظام  ≤
)1دراسة متتالية التوابع  ���� )n nf   حيث ≤

2: , ( ) nx
n nf f x nx e−+ → =ℝ ℝ  

  تبين أنّ  nfإنّ دراسةً بسيطةً لتحوّلات التابع 
22 4

sup ( )n n
x

e
f x f

n n
+

−

∈

 = =  ℝ

  

)1إذن المتتالية  )n nf   .� التابع الصفري منتتقارب بانتظام  ≤
)1دراسة متتالية التوابع  ���� )n nf   حيث ≤

sin
: 0

: , ( )
0 : 0

n n

nx
x

f f x n x
x

+

 >→ =  =

ℝ ℝ  

1نلاحظ بسهولة أنهّ في حالة 
0 x

n
<   يكون >

1
( )n

nx
f x x

n x n
≤ = ≤  

0وهذا صحيح أيضاً في حالة  x= 1. أمّا في حالة
x

n
  أيضاً فيكون لدينا  ≥

1 1 1
( )

1/
nf x

n x n n n
≤ ≤ =  

1وعليه يكون 

0

sup ( )n nx

f x
≥

)1. إذن متتالية التوابع ≥ )n nf   .� التابع منتتقارب بانتظام  ≤
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)1التوابع دراسة متتالية  ���� )n nf   حيث ≤
2 1

2 1 2

2

: 0

: [0,1] , ( ) 2 :

0 : 1

n

n n n n

n

n x x

f f x n x n x

x

 ≤ ≤→ = − + ≤ ≤ ≤ ≤

ℝ  

)1من الواضح أنّ المتتالية  )n nf . وهي لا تتقارب بانتظام � التابع الصفريتتقارب ببساطة نحو  ≤
)لأنّ  [0,1]على اال  )1lim n nn

f
→∞

= . ولكنّها تتقارب بانتظام على مجموعة متراصّة في ∞+

  .[0,1[اال 
)1دراسة متتالية التوابع  ���� )n nf   حيث ≤

1 1

1

0:
: [0,1] , ( )

1 : 1
n n

n n

n

xnx
f f x

xx

 ≤ ≤−→ =  ≤ ≤−
ℝ  

)1من الواضح أنّ المتتالية  )n nf   التالي: fالتابع  منتتقارب ببساطة  ≤
0 : 0

: 0,1 , ( )
1 : 0 1

x
f f x

x x

 =  → =    − < ≤
ℝ  

  ú  غير مستمر. fوهذا التقارب غير منتظم لأنّ 

J ليكن 2.التمرين f ليكن [0,1] التابعاً مستمراً على ا .( )n

nx
g x f

n

   =   
يرمز  حيث 

x  لعددإلى الجزء الصحيح ل x1 . أثبت أنّ المتتالية( )n ng  f متقاربة بانتظام من التابع ≤
  .[0,1]على اال 

  الحـل

استنتجنا أنهّ مستمر بانتظام عليه. إذن لتكن  [0,1]مستمراًّ على اال المتراصّ  fكان   لـمّا
0 ε<  0عندئذ يوجد εη<  ُقّقيح  

  2( , ) [0,1] , ( ) ( )x y x y f x f yεη ε∀ ∈ − < ⇒ − <  ( )∗  

1لنضع إذن  1/nε εη
 = +   ولتكن .n nε   ، عندئذ يكون لدينا>

[0,1], 0 1x nx nx∀ ∈ ≤ −   ≤  
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  ومن ثمَّ 
1 1

[0,1], 0
nx

x x
n n n

ε
ε

η
 

∀ ∈ ≤ − ≤ < ≤  

)واستناداً إلى    ، لا بدُ أن يكون∗(

[0,1], ( )
nx

x f x f
n

ε
   ∀ ∈ − <  

  

  أو 

[0,1]

sup ( ) ( )n
x

f x g x ε
∈

− <  

)بذا نكون قد أثبتنا التقارب المنتظم للمتتالية  )n n
g ∗∈ℕ التابع  منf.  ú  

  

J لتكن 3. التمرين ( )n nf ∈ℕ  الولنفترض أنه أياً  [0,1]متتالية من التوابع الحقيقية المعرفّة على ا ،
)المتتالية  ، تتقارب[0,1[من  aكانت  )n nf ∈ℕ  ال منبانتظامالصفر على ا [ ,1]a 

, :وأنّ  , [0,1], ( )nM n x f x M∃ ∈ ∀ ∈ ∀ ∈ ≤ℝ ℕ.  
)أثبت أنّ المتتالية  )n ng ∈ℕ المعرفّة بالعلاقة ( ) ( )n ng x x f x=  منتتقارب بانتظام 

  .[0,1]الصفر على اال 
  الحـل

0لتكن  ε< ، ْنختر ول
1

a
M

ε

ε
=

+
). عندئذ يقتضي تقارب المتتالية  )n nf ∈ℕ  المنتظم على

[ ,1]aε  وجودَ  0من nε ،يحُقّق  

[ ,1]

sup ( )n
x a

n n f x
ε

ε ε
∈

> ⇒ ≤  

n لنتأمّل إذن nε   هناك حالتان: . عندئذ[0,1]من  x، و>

0في حالة   � x aε≤   يكون لدينا ≥

( ) ( )
1n n

M
g x xf x Mx Ma

M
ε ε ε= ≤ ≤ = <

+
  

1aوفي حالة   � xε ≤   يكون لدينا أيضاً  ≥
( ) ( ) ( )n n ng x xf x f x ε= ≤ ≤  
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  يه فإنّ وعل

[0,1]

sup ( )n
x

n n g xε ε
∈

> ⇒ ≤  

)وهذا يثُبتُ التقارب المنتظم للمتتالية  )n ng ∈ℕ  التابع الصفريمن.  ú  

  

J أياً كان لنعرّف،  4. التمرينx  و [0,1]منn  من∗ℕ ،المقدار   

1

( 1)
( ) ln(1 )

n k k

n
k

x
f x x

k=

−
= + +∑  

)1أثبت أنّ  1. )n nf   .[0,1]الصّفر على اال  منمتقاربة بانتظام  ≤

  : أثبت أنّ  2.
1

1

( 1)
lim ln2

1

kn k

n
k

n

k n

−

→+∞ =

 −  =  + ∑   

  الحـل

  وأنّ  [0,1]على اال  1Cينتمي إلى الصف  nf. نلاحظ أنّ ℕمن  nلتكن  1.

1

1

1
[0,1], ( ) ( )

1

1 1 ( ) ( )

1 1 1

n
k

n
k

n n

x f x x
x

x x

x x x

−

=

′∀ ∈ = − −
+

− − −
= − =

+ + +

∑
  

  أو
[0,1], 0 ( 1) ( )n n

nx f x x′∀ ∈ ≤ − ≤  
   من التابعينينتج من ذلك أنّ كلاًّ 

( 1) ( )n
nx f x−֏   و 

1

( 1) ( )
1

n
n

n

x
x f x

n

+
− −

+
֏  

0xوينعدم عند  [0,1]تابعٌ متزايدٌ على  =ال أي. فهما إذن موجبان على هذا ا  

1 1
[0,1], 0 ( 1) ( )

1 1

n
n

n

x
x f x

n n

+
∀ ∈ ≤ − ≤ ≤

+ +
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  وهذا يقتضي أنّ 

[0,1]

1
, sup ( )

1n
x

n f x
n∈

∀ ∈ ≤
+

ℕ  

)1وعليه فإنّ المتتالية  )n nf   .[0,1]الصّفر على اال  منتتقارب بانتظام  ≤
لنضع  2.

1
n

n n
ξ

+
)دئذ تتقارب المتتالية عن = )n nξ ∈ℕ وينتج من التقارب المنتظم 1 من العدد .

)1للمتتالية  )n nf limنحو الصّفر أنّ  ≤ ( ) 0n n
n

f ξ
→∞

  أي  =
1

1

2 1 ( 1)
lim ln 0

1 1

kn k

n
k

n n

n k n

−

→∞ =

     + −     − =         + +     
∑  

  وهذا يعني أنّ 
1

1

( 1)
lim ln2

1

kn k

n
k

n

k n

−

→∞ =

 −  =  + ∑  

  ú  . وهي النتيجة المطلوبة

  

J لتكن  5. التمرينn  من∗ℕ التابع. نعرّف nf  :كما يأتي   

1 :
: , ( )

:

n

x

n n

x

x
e x n

f f x n

e x n

    − + > − → =    ≤ −

ℝ ℝ  

)متزايد واستنتج أنّ المتتالية  تابع ℝ+على  nfمقصور  أثبت أنّ  1. )n n
f ∗∈ℕ  متقاربة بانتظام

,0]الصّفر على اال  من ]a  ًوذلك أياً كان العدد الحقيقي الموجب تماماa.  
 وأنّ  nx يبلغ حدّه الأعلى عند نقطة ،موجب تابع ℝ− على nf أثبت أنّ مقصور 2.

lim 2n
n

x
→+∞

= ) . استنتج أنّ المتتالية− )n n
f ∗∈ℕ متقاربة بانتظام على −ℝ.  

  الحـل

  لنتأمّل التابع  1.

: ] , [ , ( ) ( 1)ln 1n n

x
h n h x x n

n

 − +∞ → = − − +   
ℝ  
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  وأنّ  1Cالصف  ينتمي إلى nhنجد بحساب مباشر أنّ 
1

, ( )n

x
x n h x

x n

+′∀ > − =
+

  

nhوهنا نلاحظ أنّ    لـمّا، و ℝ+ متزايد تماماً على nh ، وعليه فإنّ التابعℝ+ موجب تماماً على ′
(0)كان  0nh   . وهذا يقتضي أنّ ℝ+موجب على  nhاستنتجنا أنّ  =

1

, ln 1

n
x

x x
n

−

+

 ∀ ∈ ≥ +   
ℝ  

  أو
1

, 1

n

x x
x e

n

−

+

 ∀ ∈ ≥ +   
ℝ  

nfوعلى هذا نرى أنّ التابع  ، وهو موجب أيضاً ℝ+ متزايدٌ على nf، فالتابع ℝ+موجب على  ′
(0)على هذا اال لأنّ  0nf   . إذن=

[0, ]

0, sup ( ) ( )n n
x a

a f x f a
∈

∀ > =  

)ولكنّ المتتالية  )n nf ∈ℕ ا تتقارب بانتظام 0ببساطة نحو  متقاربةّإذن نستنتج مما سبق أ ، على كل
,0]مجال من النمط  ]a .نحو الصفر  

[أنّ له على اال  nhنلاحظ من دراسة التابع  2. , 0]n−  الآتي التغيراتجدول:  

1 0

( ) 0

( ) ( 1) 0
n

n n

x n

h x

h x h

− −
′ − +

+∞ −ց ր

  

[متناقص تماماً على اال  nhإذن التابع  , 1]n−  ، وهو يغير إشارته على هذا اال. إذن يوجد−
[في اال  , 1[n−   يحُقّق nxعدد حقيقي وحيد −

( ) 0

0 ( ) 0
n n

n n

n x x h x

x x h x

− < < ⇒ >
< < ⇒ <

  

)الحل الوحيد السالب تماماً للمعادلة هو  nxو ) 0nh x = .  
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  الخاصتين الآتيتين:نستنتج من ذلك 
1

1

1 0

0 1 0

n

x
n

n

x
n

x
n x x e

n

x
x x e

n

−

−

 − ≤ ≤ ⇒ − + ≥  
 ≤ ≤ ⇒ − + ≤  

  

[متزايد على  nfوعليه فالتابع  , ] [ , ]nn n x−∞ − ∪ [ومتناقص على  − , 0]nx .  
  ح لنا أن نكتبَ تيهذا ما يو 

sup ( )n n nf f x
−

=
ℝ

  

   ، نلاحظ بسهولة أنّ ]0,1[من اال  εلتكن 
( )( ) ln(1 ) ln(1 )nh n nε ε ε ε− = − − − + −  

ln(1فإذا اخترنا  )
1

ln(1 )
nε

ε

ε ε

 − − = +
 − − − 

  كان لدينا:  

( ) 0

0

0

n

n

n

n n h n

n x

x

n

ε ε

ε

ε

≥ ⇒ − >

⇒ − < <

⇒ − < <

  

limثبتُ أنّ وهذا ي 0n

n

x

n→∞
n. لنضع إذن =

n

x

n
ε ). عندئذ تُكافئ المعادلة = ) 0n nh x = 

  ما يلي :
( )0 ln(1 ) ln(1 )n n nn ε ε ε= − + + +  

  أو
ln(1 )

ln(1 )
n n

n
n n

x
ε ε

ε ε

+
= −

− +
  

limوعلى هذا يكون لدينا  2n
n

x
→∞

= limلأنّ  − 0n
n

ε
→∞

  أيضاً يكون و  .=
1

( ) 1 1 1

1

n n

n n n

n n

x xn n n
n n

x x xn n

x x x
f x e e

n n n

x x
e e e

n n

−           = − + = − + ⋅ +               
  = − + ⋅ = −   
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limإذن  ( ) 0n n
n

f x
→∞

limلأنّ  = 2n
n

x
→∞

= نحو  ℝ−. وهذا يثبت التقارب المنتظم على −
)1ية. ونكون قد أثبتنا التقارب المنتظم للمتتال0 )n nf [على كل مجموعة من الشكل  ≤ , ]a−∞ 

  ú  نحو الصفر. 

0nxيكفي أن نستفيد من كون العدد  .ملاحظة � حتىّ نتمكّن من إثبات الخاصّة المطلوبة.  >
  وذلك لأنّ 

( )
0

1 1
0 ( ) supnx tn

n n
t

x
f x e te

n n en

−

≥
≤ = − ≤ =  

  فيكون لدينا
1

sup nf
en

−

≤
ℝ

  

  وهذا كافٍ لاستنتاج المطلوب.
J ليكن  6. التمرينf  ًمعرفّاً ومستمراً على مجموعة الأعداد الحقيقية الموجبة، غير صفري تطبيقا

lim ويحقّق ،ويأخذ قيمه في اموعة نفسها ( ) 0
x

f x
→+∞

(0)و = 0f في . ولنعرّف =

  :  ℕ∗من  nو، ℝ+من  xحالة 

( ) ( )nf x f nx=    و( )n

x
g x f

n

 =   
  

)أثبت أنّ المتتاليتين 1. )n nf ∈ℕ و( )n ng ∈ℕ  لى مجموعة عالصفر  منمتقاربتان ببساطة
  الأعداد الحقيقية الموجبة ولكنهما ليستا متقاربتين بانتظام.

, المتراجحةيحُقّق  Mأثبت أنهّ يوجد ثابت حقيقي  2. ( )x f x M+∀ ∈ ≤ℝ.  

  : تحقّق أنّ  3.
( ), ( ) ( ) min ( ), ( / )n nx f x g x M f nx f x n+∀ ∈ ≤ℝ  

)ثمُ استنتج أنّ المتتالية  )n n n
f g

∈ℕ
  الصفر. منمتقاربة بانتظام  

  الحـل

)0نتظم لأنهّ إذا كان التقارب البسيط واضح. وهو غير م1. ) 0f x   كان لدينا ما يلي:  ≠
0

0 01, ( ) ( )n n

x
n f g nx f x

n

  ∀ ≥ = =   
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  .، نترك إثبات صحتها للقارئهذه نتيجة معروفة 2.

0المتراجحة واضحة. لتكن 3. ε<0دان ، عندئذ يوجد عد a Aε ε<    يحُقّقان >

0 ( )x a f x
M

ε

ε
≤ ≤ ⇒ )   و   > )A x f x

M
ε

ε
≤ ⇒ <  

1وعندئذ إذا اخترنا  /n A aε ε ε
 = +    كان لدينا ،  

[0, ] [ / , [
A

n n a n a n A n
n

ε
ε ε ε ε+≥ ⇒ ≥ ⇒ = ∪ +∞ℝ  

  وهذا يعني أنّ 

, 0

, ( )

, ( ) ( )n n

x
n n x a A nx

n

x
x f f nx

n M M

x f x g x

ε ε ε

ε ε

ε

+

+

+

    ≥ ⇒ ∀ ∈ ≤ ≤ ∨ ≤       
         ⇒ ∀ ∈ ≤ ∨ ≤               

⇒ ∀ ∈ ⋅ ≤

ℝ

ℝ

ℝ

  

)م للمتتالية وهذا يثبت التقارب المنتظ )n n n
f g ∗∈ℕ 0 من .  ú  

J ديني - مبرهنة 7. التمرينDini. لتكن K  مجموعة متراصّة في مجموعة الأعداد الحقيقية، ولتكن
( )n nf ∈ℕ  متتالية متزايدة من التوابع الحقيقية المستمرةّ علىK ّا متقاربة ، ولنفترض أ

) . أثبت أنّ المتتاليةf مستمر تابع منببساطة  )n nf ∈ℕ  منمتقاربة بانتظام f ى عل
  .Kاموعة 

)ادرس متتالية التوابع  .تطبيق   )n nP ∈ℕ  الوالتي تأخذ قيمها في  [0,1]المعرّفة على ا
  : أتيمجموعة الأعداد الحقيقية والمعرفّة كما ي

( )
0

2
1

[0,1], ( ) 1,

1
( ) ( ) ( ) ( 0)

2n n n

t P t

P t P t t P t n+

∀ ∈ =

= + − ≥
  

  الحـل

0كن يل ε< موعات متتالية ، ولنعرّفا( )n nF ∈ℕ  أتيكما ي :  
{ }: ( ) ( )n nF x K f x f x ε= ∈ ≥ +  

   مستمراّن. ونلاحظ أنّ  nfو fمجموعة مغلقة لأنّ التابعين  nFنلاحظ أنّ 
1, n nn F F+∀ ∈ ⊂ℕ  
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,لنفترض جدلاً أنّ  nn F∀ ∈ ≠ ∅ℕ مجموعة عندئذ يمكننا أن نختار من كل ،nF  ًعنصرا

nx موعة  لـمّا. وكانت ا K منها جزئيّة مجموعة متراصّة وُجِدت متتالية ( )( )n nxϕ ∈ℕ  منمتقاربة 
  . Kينتمي إلى  aعنصر 
nعندئذ مهما تكن . ℕمن  m لتكن m>  يكن( ) ( )m m nϕ ϕ≤ ومن ثمَّ يكن  >

) لدينا أيضاً  ) ( )n n mx F Fϕ ϕ∈ ) مغلقة إذن mF. ولكنّ ⊃ )lim n m
n

a x Fϕ→∞
= . بذا ∋

   نكون قد أثبتنا أنهّ
, mm a F∀ ∈ ∈ℕ  

  أي
, ( ) ( )mm f a f a ε∀ ∈ ≥ +ℕ  

، nεعدد  ℕفي  نستنتج إذن أنهّ يوجد .∞+تسعى إلى  mوهذا يؤدّي إلى تناقض عند جعل 
nF يحُقّق ε

= , . وعندئذ يكون∅ nn n Fε∀ ≥ =   أي، ∅
, , ( ) ( ) ( )n nn n x K f x f x f xε ε∀ ≥ ∀ ∈ ≤ ≤ +  

  أو
, sup ( ) ( )n

x K

n n f x f xε ε
∈

∀ ≥ − ≤  

) لمتتاليةوهذا يثبت التقارب المنتظم ل )n nf ∈ℕ ن مf.  

  .تطبيق

  ، أنّ nيمكننا ببساطة أن نبرهن بالتدريج على  ،في الحقيقة

1, [0,1], 0 ( ) ( )n nn t P t P t t+∀ ∈ ∀ ∈ ≤ ≤ ≤ℕ  
  وأنّ 

[0,1], lim ( )n
n

t P t t
→∞

∀ ∈ =  

) إذن تتقارب المتتالية )n nP ∈ℕ  الالجذر التربيعي تابع من [0,1]بانتظام على ا x x֏ ،
  ú  وهذا هو المطلوب. 
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J لتكن 8. التمرين ( )n nf ∈ℕ  ال  المتزايدةمتتالية من التّوابع الحقيقيّةعلى ا[ , ]a b اّولنفترض أ ،
) . أثبت أنّ f تابع مستمرّ  منمتقاربة ببساطة  )n nf ∈ℕ من  تتقاربf بانتظام.  

  الحـل

]مستمراًّ على اموعة المتراصّة  f كان  لـمّا , ]a b  .0لتكن إذن  كان مستمراًّ بانتظام عليها ε< ،
0عندئذ يوجد  εη< يحُقّق  

  ( , ) [ , ], ( ) ( )
2

x y a b x y f x f yε

ε
η∀ ∈ − < ⇒ − <  (1)  

1 عرّفلن b an
ε

ε η

− = +   
)، ولنضع  )k

k
t a b a

nε
= + 0 عندما − k nε≤ . عندئذ ≥

  نستنتج من التقارب البسيط أنّ 
( )( )lim max ( ) ( ) : 0 0n k k

n
f t f t k nε→∞

− ≤ ≤ =  
nومن ثمَّ يوجد عدد طبيعي  nε ε< ɶ يحُقّق   

  { }0,1, , , ( ) ( )
2n k kn n k n f t f tε ε

ε ≥ ⇒ ∀ ∈ − <   
ɶ …  (2)  

nلتكن إذن  nε <ɶ ولتكن ،x  من[ , ]a b عندئذ بوضع ،( ) x a

b a
k x nε

−
−

 =    نجد  :  

( ) ( ) 1k x k xt x t +≤ <  
  دنج nfوبالاستفادة من تزايد 

( ) 1 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n k x n n k xf x f t f x f x f x f t+− ≤ − ≤ −  
)ولأنّ  )k xx t εη− )و > ) 1k xx t εη+−   أنّ  (1)نجد استناداً إلى  >

( ) 1 ( ) 1 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2k x n k x n k x n k xf t f t f x f x f t f t
ε ε

+ +− + − ≤ − ≤ − +  

  أن نستنتج مباشرة (2)وبالنظر إلى 

( ) ( )
2 2 2 2nf x f x
ε ε ε ε

− − ≤ − ≤ +  

)وأ ) ( )nf x f x ε− n، وذلك أياً كانت > nε <ɶو ،x  من[ , ]a b وهذا ما يثبت التقارب .
)لمتتالية المنتظم ل )n nf ∈ℕ التابع من f.  ú  
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J لتكن  9. التمرين( )n nP ∈ℕ ا عن امتتالية من كثيرات الحدود الحقيقية التي لا تزيد درجm .
1ولنفترض وجود أعداد  2 1, , ,ma a a+  تجعل، [0,1]مختلفة مثنى مثنى من اال  …

)0تتاليات الم ( ))n k nP a 1محققاً  kأياً كان  ةتقاربم ≤ 1k m≤ ≤ . أثبت أن +
)المتتالية  )n nP ∈ℕ  الكثير حدود   من [0,1]تتقارب بانتظام على اP.  

  الحـل

  لنذكر بتعريف كثيرات حدود لاغرانج:

{ }
1

1

( ) , 1,2, , 1
m

j

k
j k j
j k

X a
X k m

a a

+

=
≠

−
= ∈ +

−∏ℓ …  

  يُكتبُ بالشكل: mلا تزيد درجته على  Qعندئذ نعلم أنّ كل كثير حدود 
1

1

( ) ( ) ( )
m

k k
k

Q X Q a X

+

=

= ⋅∑ ℓ  

  لنعرّف إذن 

1 1 [0,1]

max sup ( )k
k m x

M x
≤ ≤ + ∈

 =    
ℓ  

  يكن mكثير حدود لا تزيد درجته على   Pعندئذ مهما يكن 

    
1

1

[0,1], ( ) ( )
m

k
k

x Q x M Q a

+

=

∀ ∈ ≤ ⋅ ∑  ( )∗  

mلنعرّف إذن  ( )lik n
n

kb P a
→∞

1في حالة  = 1k m≤ ≤   ، ولنعرّف+
1

1

( ) ( )
m

k k
k

P X b X

+

=

= ⋅∑ ℓ  

)بتطبيق  nQعلى  ∗( PP=   نستنتج أنّ  −
1

[0,1] 1

, sup ( ) ( ) ( )
m

n n k k
x k

n P x P x M P a b

+

∈ =

∀ ∈ − ≤ −∑ℕ  

)أنّ المتتالية  نرىوعلى هذا  )n nP ∈ℕ من كثير الحدود  [0,1]بانتظام على  تتقاربP .  ú  
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J لتكن 10. التمرين ( )n nP ∈ℕ متتالية من كثيرات الحدود الحقيقية. نفترض أنّ المتتالية ( )n nP ∈ℕ 
   كثير حدود وأنّ   f. أثبت أن fتابع  من ℝتتقارب بانتظام على 

0 0, , n nn n n n P f c∃ ∀ ∈ ≥ ⇒ − = ∈ℕ ℝ  

  الحـل

1εلتكن    يحُقق 0n عددٌ  ℕفي  ، عندئذ، استناداً إلى التقارب المنتظم، يوجد=

00, sup ( ) ( ) 1n n
x

n n P x P x
∈

∀ ≥ − ≤
ℝ

  

0nوعلى هذا، مهما تكن  n≤ يكن التابع كثير الحدود ،
0

( ) ( )n nx P x P x−֏  ًمحدودا
فهو من ثمَّ ثابتٌ عليها، لنعرّف إذن  ℝعلى 

0
(0) (0)n n nc P P= − ∈ ℝ و

0n
f P= ،

  نجدف
0, , ( ) ( )n nn n x P x f x c∀ ≥ ∀ ∈ = +ℝ  

  ú  وهذه هي النتيجة المطلوبة.
  
J ادرس التقارب البسيط والتقارب المنتظم، والتقارب بالنظيم والتقارب المنتظم على كل  11. التمرين

  الآتية: ∑nfمجموعة متراصّة لمتسلسلات التوابع 

  2

( 1)
1. : , ( ) ,

2. : , ( ) ,
(1 )(1 ( 1) )

n

n n

n n

f f x n
n x

x
f f x n

nx n x

∗

∗
+

−
→ = ∈

+

→ = ∈
+ + +

ℝ ℝ ℕ

ℝ ℝ ℕ

  

  

2

3 2

3 2

3 2

2

3. : , ( ) ,

4. : , ( ) ,
1

5. : , ( ) ,

6. : , ( ) ,
1

n n

n n

n n

n

n n n

nx
f f x n

n x
nx

f f x n
n x

n x
f f x n

n x

x
f f x n

nx

∗
+

∗
+

∗
+

∗
+

→ = ∈
+

→ = ∈
+
+

→ = ∈
+

→ = ∈
+

ℝ ℝ ℕ

ℝ ℝ ℕ

ℝ ℝ ℕ

ℝ ℝ ℕ
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  الحـل

1nدراسة متسلسلة التوابع  � nf≥∑ حيث    

2

( 1)
: , ( )

n

n nf f x
n x

−
→ =

+
ℝ ℝ  

)ة فالمتتالية العدديّ ، ℝ من xلنلاحظ أنهّ مهما تكن  )2

1

1n x n+ ≥
. ينتج 0 متتالية متناقصة نحو 

1nأنّ متسلسلة التوابع  ،المتسلسلات المتناوبة تقارب استناداً إلى معيار ،من ذلك nf≥∑  متقاربة
  ينتج أيضاً من خواص المتسلسلات المتناوبة أنّ  إلى مجموعها. Sببساطة، لنرمز بالرمز 

2
1

1 1
1, , ( ) ( )

11

n

k
k

n x S x f x
nn x=

∀ ≥ ∀ ∈ − ≤ ≤
++ +

∑ℝ  

  أو

1

1
1, sup ( ) ( )

1

n

k
x k

n S x f x
n∈ =

∀ ≥ − ≤
+∑

ℝ

  

1nوهذا يثبت التقارب المنتظم للمتسلسلة  nf≥∑.ًولكنّها ليست متقاربة بالنظيم وضوحا .  
  
1n دراسة متسلسلة التوابع � nf≥∑ حيث  

: , ( )
(1 )(1 ( 1) )n n

x
f f x

nx n x
+ → =

+ + +
ℝ ℝ  

1بملاحظة أنّ  1
( )

1 1 ( 1)nf x
nx n x

= −
+ + +

  : يأتينرى مباشرة ما  

1

1 1
0, 1, ( ) ( )

1 1 ( 1)

n

n k
k

x n S x f x
x n x=

∀ ≥ ∀ ≥ = = −
+ + +∑  

1nوعلى هذا فإنّ متسلسلة التوابع  nf≥∑  التابعمن متقاربة ببساطة  
0 : 0

: , ( ) 1
: 0

1

x

S S x
x

x

+

 =→ =  > +

ℝ ℝ   

غير مستمرّة. ويمكن  Sفي حين أنّ النهاية  ،مستمرّة nfوهذا التقارب غير منتظم لأنّ جميع التوابع 
] نمطللقارئ أن يبرهن على أنّ التقارب منتظمٌ على كل مجموعة من ال , [a 0حيث  ∞+ a<.  
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1nدراسة متسلسلة التوابع  	 nf≥∑ حيث  
2

3 2
: , ( )n n

nx
f f x

n x
+ → =

+
ℝ ℝ  

0لتكن  A< عندئذ يكون لدينا  
2

2
[0, ]

sup ( )n
x A

A
f x

n∈
≤  

1nوهذا يثبت التقارب المنتظم لمتسلسلة التوابع  nf≥∑  مجموعة متراصّة من على كل+ℝ ولكن .
1nالمتسلسلة  nf≥∑ ليست متقاربة بانتظام على +ℝ  0لأنّ حدّها العام لا يسعى بانتظام إلى .

limنّ إذْ إ ( ) 1n
n

f n
→∞

=.  

  

1nدراسة متسلسلة التوابع  nf≥∑ حيث  

3 2
: , ( )

1
n n

nx
f f x

n x
+ → =

+
ℝ ℝ  

(0)نلاحظ مباشرة أنّ  0nf 0، وأنهّ في حالة = x<  يكون لدينا
2

1
( )nf x

n x
. هذا ≥

1nيبرهن على أنّ المتسلسلة  nf≥∑ متقاربة ببساطة على +ℝ بل على أنّ هذا التقارب منتظم ،
]على كل مجموعة من النمط  , [a 0 حيث ∞+ a<.  

1وذلك لأنهّ إذا عرفّنا  ℝ+ولكن هذا التقارب غير منتظم على 
nx

n n
  : كان لدينا  =

2 2

1 1

2

3 2
1

1, sup ( ) ( )

98 1

n n

k k n
x k n k n

n
n

k n n

n f x f x

nx n

n x

+∈ = + = +

= +

∀ ≥ ≥

≥ =
+

∑ ∑

∑

ℝ  

  .ℝ+فمتتالية ااميع الجزئية لا تتقارب بانتظام على 
  
1nدراسة متسلسلة التوابع  � nf≥∑ حيث  

3 2
: , ( )n n

n x
f f x

n x
+

+
→ =

+
ℝ ℝ  
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  حيث nxعند  ℝ+أنهّ موجب ويبلغ حدّه الأعلى على  nfنجد بدراسة بسيطة للتابع 
3 2

nx n n n= + −  
  وعليه فإنّ 

2
sup ( )n
x

f x
n n+∈

≤
ℝ

  

1nوهذا يثبت التقارب المنتظم لمتسلسلة التوابع  nf≥∑.  
  
1nدراسة متسلسلة التوابع  � nf≥∑ حيث  

2
: , ( )

1

n

n n n

x
f f x

nx
+ → =

+
ℝ ℝ  

  لكنمتباعدة. و  ∑nf(1)نلاحظ أوّلاً أنّ المتسلسلة 




0في حالة    1a< لدينا  >

[0, ]

sup n
n

a

f a≤ .  





1وفي حالة    a<  لدينا
[ , [

sup n
n

a

f a−

+∞
≤ .  

1nينتج من ذلك أنّ  nf≥∑  مجموعة متراصّة من {1}\متقاربة بانتظام على كل+ℝ.  ú  

J لتابعل +0 عينّ مجموعة التعريف وأعط مُكافئاً في جوار 12. التمرين  

0

( ) x n

n

f x e

∞
−

=

= ∑  

  الحـل

∗هي  fمن الواضح أنّ مجموعة تعريف التابع 
+ℝلمقدار. أمّا تعيين مُكافئ ل ( )f x 0 في جوار+ 

1 فيتطلّب بعض الخواص البسيطة من نظريةّ التكامل. لتكن n≤ عندئذ مهما تكن ،x  من
∗
+ℝيكن ،  

1

1 1

x n x t x n

n t n x n x t x n

e e e− − − −

− ≤ ≤ ⇒ − ≤ ≤

⇒ ≤ ≤
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  وعليه

1

1

d

n

x n x t x n

n

e e t e− − − −

−

≤ ≤∫  

  نستنتج من ذلك بالجمع أنّ 

0 00

1 d

nn n
x k x t x k x n

k k

e e t e e− − − −

= =

− ≤ ≤ −∑ ∑∫  

  ولكن

( )
2

00 0

2

2
d 2 d ( 1)

2
1 ( 1)

n n n

x t xu xu

x n

e t e u u xu e
x

x n e
x

− − −

−

 
 = = − +
  

= − +

∫ ∫  

  في المتراجحة السابقة نجد ∞+تسعى إلى  nوعليه بجعل 

2

2
, ( ) 1 ( )x f x f x

x

∗
+∀ ∈ − ≤ ≤ℝ  

  أو

2 2

2 2
, ( ) 1x f x

x x

∗
+∀ ∈ ≤ ≤ +ℝ  

  وهذا يبرهن أنّ 

20

2
( )f x

x+
∼  

  ú  المطلوب. ونحصل بذلك على الـمُكافئ

J وادرس استمرار التابع  ،عينّ مجموعة التعريف 13. التمرين
2

1

1
( )

n

f x
n n x

∞

=

=
+

 أعطِ ثمُ ، ∑

  .fلتابع ل ∞+وفي جوار ، +0  جوارمكافئاً في

  الحـل

}لنعرّف اموعة المتراصّة  }1
0 {0} :

k
k ∗= ∪ − ∈K ℕ ّعندئذ من الواضح أن . f  معرّف

fD\0على اموعة  = Kℝ.  
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  كان التابع  لـمّا. fDمجموعة متراصّة ما من  K لتكن

0
0: , d( , ) min

y
K x x x yϕ

∈
→ = −

K

Kℝ ֏  

 Kµ، لأنهّ يحقق شرط لبِشتز، استنتجنا أنهّ يبلغ حدّه الأدنى Kمستمراًّ على اموعة المتراصّة
   يحُقق Kx عنصرٌ  Kفي  وجديعليها. أي 

( ) inf ( )K K
x K

x xµ ϕ ϕ
∈

= =  
)كان  لـمّاو  ) 0Kxϕ 0Kx يعني أنّ  = ∈ K ّ0، لأنK صّة، وهذا يناقض كوْن التقاطع مترا
0K ∩ K  ً0استنتجنا أنّ  ،خاليا Kµ< ّوأن .  

1
, , Kx K n x

n
µ∗∀ ∈ ∀ ∈ ≤ +ℕ  

  وعلى هذا يكون لدينا
2 2, , Kx K n n n x nµ∗∀ ∈ ∀ ∈ ≤ +ℕ  

  أو

2 2

1 1
, sup

x K
K

n
n x n n µ

∗

∈
∀ ∈ ≤

+
ℕ  

لمتسلسلة التوابع  Kهذا يثبتُ التقارب المنتظم على
2

1

1

n n n x

∞

= +
. وعلى هذا تتقارب المتسلسلة ∑

  عليها. مستمرf  . والتابع fDعلى كل مجموعة متراصّة من  fالتي تعرّف التابع 
  
  .+0في جوار  fدراسة   �

1لتكن  n≤0، و x<عندئذ .  

2 2 2

1 1 1
1

1 ( 1)
n t n

n x n t x t n x n
≤ ≤ + ⇒ ≤ ≤

+ + + + +
  

  ومنه
1

2 2 2

1 d 1

1 ( 1)

n

n

t

n x n t x t n x n

+

≤ ≤
+ + + + +∫  
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  وبجمع هذه المتراجحات نجد أنّ 
11

2 2 2
1 11

1 1 d 1

1

nn n

k k

t

xk x k t x t k x k

++

= =

− ≤ ≤
++ + +

∑ ∑∫  

  نولك
1 1 1

2
11 1

d 1
d ln

1 1

( 1)( 1)
ln

1 ( 1)

n n n
t x t

t
t xt xtt xt

n x

x n

+ + +       = − =      + +   +  
 + + =   + + 

∫ ∫
  

  في المتراجحة السابقة وجدنا ∞+تسعى إلى  nفإذا جعلنا 

( )1
0, ( ) ln 1 ln ( )

1
x f x x x f x

x
∀ > − ≤ + − ≤

+
  

  أو

( ) 1
0, ln ( ) ln ln 1

1
x x f x x x

x
∀ > − ≤ ≤ − + + +

+
  

وعليه فإنّ 
0

( )
lim 1

lnx

f x

x+→

  = − 
. أي إنّ 

0
( ) lnf x x

+
−∼.  

  
  .∞+في جوار  fدراسة   �

نعلم أنّ 
2

2
1

1

6n n

π
∞

=

  . وعليه فإنّ ∑=

2

2 2 2
1 1

1 1
( )

6 (1 )n n

x
x f x

n n n x n n x

π
∞ ∞

= =

 − = − =  + +
∑ ∑  

  إذن
2

3
1

1 1
0, 0 ( )

6 n

x x f x
x n

π
∞

=

∀ > ≤ − ≤ ⋅∑  

وهذا يبرهن أنّ 
2

( )
6

f x
x

π

+∞
∼.  ú  
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J بع   14. التمرين لتوا متسلسلة ا س تقارب  در ا
0

cos
( )

n

nx
f x

n x

∞

=

=
+

س استمرار ثمُ ، ∑ در  ا

0,2[مجموعها على  [π.  
  الحـل

)1لنعرّف  ) 0D x− ، و =
0

( ) cos( )
n

n
k

D x kx
=

=   فيكون ∑

i( 1)
i

0

i( 1/2) i /2

i /2 i /2

i( 1/2) i /2

1
2

1
( ) Re Re

1

Re

Re
2 sin( /2)

sin( ) sin( /2)

2 sin( /2)

n n x
kx

n ix
k

n x x

x x

n x x

e
D x e

e

e e

e e

e e

i x

n x x

x

+

=
+ −

−

+ −

   −  = =      −  
 −  =   − 
 −  =   

+ +
=

∑

  

  وعليه فإنّ 
1

0,2 , ( )
sin( /2)nx D x

x
π ∀ ∈ ≤   

لنضع 
0

cos( )
( )

n

n
k

kx
S x

k x=

=
+

  ، عندئذ يكون لدينا∑

( )

1

0
1

0 0

0

( ) ( )
( )

( ) ( )

1

( )

1 1

( )

1

n
k k

n
k
n n

k k

k k
n

k

k

n

D x D x
S x

k x

D x D x

k x k x

D x

k x k x k x k x

D x

n x

−

=
−

= =

=

−
=

+

= −
+ + +

=
+ ⋅ + + + + + +

+
+ +

∑

∑ ∑

∑
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  لنعرّف إذن التابعين

( )
( )

( )
1 1

( )
( )

1

n
n

n
n

D x
f x

n x n x n x n x

D x
g x

n x

=
+ ⋅ + + ⋅ + + + +

=
+ +

  

]ولنتأمّل اال  ,2 ]Iα α π α= 0 حيث − α π<   . عندئذ يكون لدينا>
1 1

sup ( )
2 sin( /2)

1 1
sup ( )

sin( /2)

n
x I

n
x I

f x
n n

g x
n

α

α

α

α

∈

∈

≤ ⋅

≤ ⋅
  

)0، ومن ثمَّ فالمتتالية Iαمتقاربة بالنظيم على  ∑nfوهذا يثُبتُ أنّ المتسلسلة  )n nS متقاربة  ≤

. إذن المتسلسلة Iαبانتظام على كل مجال من النمط 
0

cos( )

n

nx

n x

∞

= +
متقاربة بانتظام على كل  ∑

0,2[مجموعة متراصّة من  [π ومجموعها ، ال.  مستمرعلى هذا ا  ú  

  

J لتكن المتسلسلات  15. التمرينnu∑ وnv∑ وnw∑ أتيالمعرفّة كما ي:   
11 ln ( 1)

( ) , ( ) , ( )
n

n n nx x x

n
u x v x w x

n n n

−−
= = =  

  .ℝ+من  xو، ℕ∗من  nفي حالة   
1أياً كان  ،أثبت أنه 1. a< ، تتقارب المتسلسلتانnu∑ وnv∑  البانتظام على ا

[ , [a  أثبت أنّ ثمُ  .∞+
1

n
n

f u
≥

= ,1[على اال  1C من الصف تابعٌ  ∑ . عينّ ∞+]

  مشتقّه.
أثبت أنّ  2.

1
n

n

g w
≥

= ,0[على اال  1C من الصف ∑    ، ثم أثبت أنّ ∞+]

11, ( ) (1 2 ) ( )xx g x f x−∀ > = −  
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  الحـل

1لتكن1. a< .كانت   لـمّا
( 1)/2

ln
lim 0

an

n

n −→∞
أمكننا أن نعرّف  =

( 1)/2
1

ln
sup aa
n

n
k

n −≥
= .

  عندئذ يكون لدينا

(1 )/2
sup ( ) ( ) a

n n a
x a

k
v x v a

n +≥
= ≤  

)ولأنّ المتسلسلة  1)/2

1

a

n

n

∞
− +

=
التقارب المنتظم لمتسلسلة التوابع  استنتجنامتقاربة،  ∑

1
n

n

h v

∞

=

= ]، على اال ∑ , [a +∞.  

نلاحظ أنّ المتسلسلة ،من جهة أخرى
1 nn
u

∞

على  1C هي متسلسلة توابع من الصف ∑=
]1, 2، وهي متقاربة في حالة ∞+] x=  ًإنّ فوكذلك  ،مثلاn nu v′ = . إذن  يقتضي −

التقاربُ المنتظمُ للمتسلسلة 
1 nn

h v
∞

=
= ] ، على اال∑ , [a ، التقاربَ المنتظم ∞+

 للمتسلسلة
1 nn

f u
∞

=
=  1Cينتمي إلى الصف  fعلى اال نفسه، كما يبين أيضاً أنّ  ∑

] على , [a fوأنّ  ،∞+ h′ = 1كان   لـمّا. و − a<  ّعدداً اختيارياً استنتجنا أنf  ينتمي إلى
,1[لى ع 1Cالصف  fوأنّ  ∞+] h′ = −.  

0لتكن 2. a<عندئذ نجد بدراسة بسيطة للتابع ،xuu ue−֏  أنهّ مهما تكنa x≤ ،تكن 
)1المتتالية  ( ))n nv x 1/1 متناقصة نحو الصفر بدءاً من الحد ≤ a

an e= +  استناداً إلى  ،. وعليه

 تكون متسلسلة التوابع ،معيار تقارب المتسلسلات المتناوبة
1

( 1)n n
n

v

∞

=

= −∑ℓ   متقاربة مهما

aكانت قيمة  x≤ ويكون ،  
1

1

, , ( ) ( 1) ( ) ( ) ( )
n

k
a k n n

k

x a n n x v x v x v a

−

=

∀ ≥ ∀ ≥ − − ≤ ≤∑ℓ  



 تمرينـات 179

وهذا يثبتُ التقاربَ المنتظمَ للمتسلسلة 
1

( 1)n n
n

v

∞

=

= −∑ℓ  مجال من النمط على كل[ , [a +∞ 

)حظنا أنّ . فإذا لا<0a حيث 1)nn nw v′ = ، استنتجنا بتطبيق مبرهنة الاشتقاق أنّ التابع −
g  1ينتمي إلى الصفC  على∗

+ℝ ّوأن ،g ′ = ℓ .  
1ومن جهة أخرى، مهما تكن  x< ،يكن  

0 1

0 1

1 1
( )

(2 1) (2 )

1 1
( )

(2 1) (2 )

x x
n n

x x
n n

g x
n n

f x
n n

∞ ∞

= =
∞ ∞

= =

= −
+

= +
+

∑ ∑

∑ ∑
  

  إذن 

1

1

2 1
( ) ( ) 2 ( )

2

x

x x
n

f x g x f x
n

∞
−

=

− = =∑  

,11وعليه  ( ) (1 2 ) ( )xx g x f x−∀ > = −.  ú  

J لتكن المتسلسلات  16. التمرينnu∑ وnv∑ وnw∑ المعرفّة كما يأتي:  
2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2( )
( ) , ( ) ln 1 , ( )

( )
n n n

x x n x
u x v x w x

n x n n x

  − = = + =  + + 
  

  .ℝ+من  xو، ℕ∗من  nفي حالة   
بانتظام على كل مجال مغلق ومحدود  ∑nwو ∑nvو ∑nuأثبت تقارب المتسلسلات 1.

  .ℝ في
 إلى مجموع المتسلسلة Sالرمزنرمز ب 2.

1
n

n

u
≥
 هوأنّ  ℝعلى  1C من الصف S. أثبت أن ∑

] متزايد تماماً على 1,1]−.  
  ، لديناℕ∗من  nأثبت أنه أياً كان  3.

2 1 2 1 2

2 2
=1 2 1

1 1 2 1
2 1 2 1 (2 1) tan

n n n

k
k n

X X X
X

n n n π

+ +

+

         + − − = +          + +    +  
∏  
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لدينا ف ،ℝمن  xاستنتج أنه أياً كان  4.
2

2 2
1

sh lim 1
n

n
k

x
x x

kπ→+∞ =

  = +   
∏.  

  .ℝ، واستنتج أنه تابع متزايد على Sأعطِ صيغة بسيطةً للتابع  5.

  الحـل

2ن من الواضح أنّ كا  لـمّا 1. 2 2 2n x n x− ≤   :يأتياستنتجنا ما  +
2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2
, , ( )

( )
n

n x
x n w x

n x n x n

∗ −
∀ ∈ ∀ ∈ = ≤ ≤

+ +
ℝ ℕ  

المتسلسلة ف
1

n
n

w

∞

=
مجموعهاو  ،ℝمتقاربة بانتظام على  ∑

1
n

n

h w

∞

=

= ∑  على  مستمرℝ.  

  نلاحظ أنّ التابعل

2 2

2
: , ( )n n

x
v v x

n x
→ =

+
ℝ ℝ  

nنّ أو  ،ℝعلى  1Cينتمي إلى الصف  nv w′ ، و=
1

(0)n
n

v

∞

=
متقاربة. إذن، استناداً إلى  ∑

مبرهنة الاشتقاق تكون متسلسلة التوابع 
1

n
n

v

∞

=
، ℝمتقاربة بانتظام على كل مجموعة متراصّة في  ∑

 ويكون مجموعها
1

n
n

g v

∞

=

= g، وℝعلى  1C من الصف ∑ h′ =.  

  التابع وكذلك نرى أنّ 
2

2
: , ( ) ln 1n n

x
u u x

n

  → = +   
ℝ ℝ  

nوأنّ  ،ℝ على 1C ينتمي إلى الصف nu v′ المتسلسلة  ، و=
1

(0)n
n

u

∞

=
متقاربة. إذن،  ∑

استناداً إلى مبرهنة الاشتقاق تكون متسلسلة التوابع 
1

n
n

u

∞

=
متقاربة بانتظام على كل مجموعة  ∑

 ويكون مجموعها ،ℝمتراصّة في 
1

n
n

f u

∞

=

= f، وℝعلى  1C من الصف ∑ g′ =.  
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  الواضح أنّ من  2.
2 2

2 2 2
1

2( )
[ 1, 1], ( ) ( ) 0

( )n

n x
x g x h x

n x

∞

=

−′∀ ∈ − + = = >
+

∑  

]متزايد تماماً على  gإذن التابع  1, 1]− +.  
  لنعرّف كثير الحدود 3.

2 1 2 1 2

2 2=1

( ) 1 1 2 1
2 1 2 1 (2 1) tan

2 1

n n n

k

X X X
Q X X

n n kn
n
π

+ +
         = + − − − +        + +     +  +

∏  

degمن الواضح أنّ  ( ) 2 1Q X n≤ (0)، وأنّ + 0Q (0)وكذلك فإنّ ، = 0Q ′ ، لأنّ =
)في  Xأمثال  )Q X .في حالة ومن جهة أخرى، نرى أيضاً أنهّ معدومة k  1,2}من, , }n… 
  لدينا

( ) ( )2 1 2 1

2 1 2 1 2 1
2 1

i
2 1

2 1

i

2 1
2 1

(i(2 1)tan ) 1 i tan 1 i tan

exp
2 i Im

cos

2 i Im 0
cos ( )

n n
k k k

n n n
n

k
n

k
n

k

n k
n

Q n

e

π π π

π

π

π

π

+ +

+ + +
+

+

+

+
+

+ = + − −

  =    
  = =   

  

)وبالاستفادة من كون أمثال كثير الحدود  )Q X  ّ2يقبل ه حقيقيّة نستنتج أنn  جذراً مختلفاً هي
( )2 1 1

i(2 1)tan k

n k n
n π

+ ≤ ≤
± على الأقل.  2رتبة مضاعفته تساوي  اً جذر  0، ويقبل أيضاً +

degينتج من ذلك ومن كون  ( ) 2 1Q X n≤ )أنّ  + ) 0Q X . وهذا يبرهن صحة المساواة =
  المطلوبة.

0xالنتيجة واضحة في حالة  4. 0x. سنفترض فيما يلي أنّ =   . عندئذ نرى بسهولة أنّ ≠
2 1 2 1

2

2 2
1 2 1

1 1
2 1 2 1

lim 1 lim
(2 1) tan

sh

n n

n

kn n
k n

x x

x n n

xn

x

x

π

+ +

→∞ →∞= +

     + − −        + +    + =  +  

=

∏  
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nمن جهة أولى، مهما تكن  m<فلدينا ،  
2 2

2 2 2 2
1 12 1 2 1

1 1
(2 1) tan (2 1) tan

n m

k k
k km m

x x

m mπ π
= =+ +

       + ≤ +     + +     
∏ ∏  

1هما تكن في المتراجحة السابقة نجد أنهّ م ∞+تسعى إلى  mوعليه، بجعل  n≤:  
2

2 2
1

sh
1

n

k

x x

xkπ=

  + ≤   
∏  

,0ولكن نعلم، من جهة ثانية، أنّ  /2 , tant t tπ ∀ ∈ ≤  إذن  

{ }1,2, , , (2 1) tan
2 1

k
k n k n

n

π
π∀ ∈ ≤ + ⋅

+
…  

  وهذا يقتضي أنّ 
2 2

2 2 2 2
1 12 1

1 1
(2 1) tan

n n

k
k kn

x x

n kπ π= =+

     + ≤ +    +   
∏ ∏  

0xإذن نكون قد أثبتنا أنهّ، مهما تكن  1ومهما تكن ، ≠ n≤، فلدينا  
2 2

2 2 2 2
1 12 1

sh
1 1

(2 1) tan

n n

k
k kn

x x x

xn kπ π= =+

     + ≤ + ≤    +   
∏ ∏  

، أنّ النهاية ∞+تسعى إلى  nوعليه، نستنتج بجعل 
2

2 2
1

lim 1
n

n
k

x

kπ→∞ =

  +   
  موجودة وأنّ  ∏

2

2 2
1

sh
lim 1

n

n
k

x x

xkπ→∞ =

  + =   
∏  

  نستنتج من النتيجة السابقة أنّ  5.

1

sh( )
, ln ( ) ( )n

n

x
x u x f x

x

π

π

∞

=

 ∀ ∈ = =   ∑ℝ  

gكان   لـمّاو  f h، و=′ g f′ ′′=   فلدينا ℝمن  xاستنتجنا أنهّ مهما تكن  =
1

: 0
( ) th( )

0 : 0

x
g x x x

x

π

π

 − ≠=  =
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2

2 2

2

1
: 0

sh ( )( )

: 0
3

x
x xh x

x

π

π

π

− + ≠=  =

  

  وبملاحظة أنّ 

0

sh (ch 1)d

x

x x t t− = −∫  

 أنّ  يمكننا أن نبرهن
2

2

sh
, 1

u
u

u

∗∀ ∈ >ℝ،  ّوعليه نرى أن, ( ) 0x h x∀ ∈ >ℝ ومن ،

  ℝ.  ú كامل  متزايد تماماً على gثمَّ فإنّ التابع 

  

J 17. التمرين    

)نذكر أنّ  1. )E x لعدديمثل الجزء الصحيح ل x أياً كان ،x  منℝ نعرّف ،  
( )1

2
, ( )x x x E x∀ ∈ ∆ = − +ℝ  

.a   على  1دوري ودوره  ∆أثبت أن التابعℝ.  
.b   احسب

1
2

lim ( )
x

x
+    →

و ∆
1
2

lim ( )
x

x
−    →

  ؟ اذا تستنتج. م∆

.c   عبرّ ببساطة عن( )x∆  الوارسم بيان التابع [0,1]على ا ،∆.  

نضع  2.
1

0

( ) 2 (2 )
n

k k
n

k

f x x

−
−

=

=   .ℝمن  xفي حالة ، ∑∆

.a  1أثبت أن المتتالية( )n nf   .f بالرمز رمز إليهتابع ن من ℝتتقارب بانتظام على  ≤
.b  أن أثبتf ،ويحقق ،دوراً  1 العدد يقبلو محدود، و  مستمر  

1
, ( ) (2 ) ( )

2
x f x f x x∀ ∈ − = ∆ℝ  

h: ليكن 3. →ℝ ℝ  ّ1 قتابعاً محدوداً يحق
( ) (2 ) ( )

2
h x h x x− = من  xأياًّ كان  ∆

ℝأنّ  . أثبتf h=.  ّلتحقيق ذلك أثبت أن  
(2 )

, , ( ) ( )
2

m

m m

h x
x m f x h x∗∀ ∈ ∀ ∈ = −ℝ ℕ  
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)1لنضع  4. ) ( ) (2 )
2

x x xδ = ∆ +   .ℝمن  xفي حالة ، ∆

.a  ارسم بيان التابعδ.  

.b  ّأثبت أن  :
1

2 2
2

0

, , ( ) 2 (2 )
m

k k
m

k

x m f x xδ

−
∗ −

=

∀ ∈ ∀ ∈ = ∑ℝ ℕ ، واستنتج

2supأنّ  ( )
3x

f x
∈

≤
ℝ

.  

.c  أثبت أن( )2
1 2 (1 4 )
3 3

m
mf

−= 22 أ بحساب باقي قسمةابد ،− k  ثمُ 3على . 

supأوجد قيمة  ( )
x

f x
∈ℝ

.  

)ℕ ،1∗من n، وℝمن  x، في حالة نضعل 5. ) (2 ) 2 ( )x E x E xε = وكذلك  ،−
1

1( ) (2 )n
n x xε ε −=.  

.a   1أثبت أنε  فقط.  1و 0ين تدوراً له، ويأخذ القيم 1يقبل  

.b  أثبت أنه أياً كانx  منℝ. لدينا ف
1

( )
( )

2

n

n
n

x
x E x

ε
∞

=

= +∑.  

.c   أياً كانx  منℝنضع ،  

( )

1 1

( )
( ) 2 ( 1)

2
k

n
x n

n
n k

x
g x ε ε

∞

= =

  = + −    
∑ ∑  

f، واستنتج أن ℝتابع محدود على  gأثبت أن    g=.  
.d لنثبّت x  منℝ ،تبولنكnε عوضاً عن ( )n xε نعرّفاً تبسيط .   

1 2

m
k

m k
k

x
ε

=

= 2و ∑ m
m my x −= و +

1

,
1

1

2

n m

m n m k
k m

y x

+ +

= +

= + ∑  

limm, يكونف   m n
n

y y
→∞

=.  

), يناحسب المقدار    ) ( )m n mf y f x−  ُثم ( ) ( )m mf y f x− ّواستنتج أن ،  

( )

1

( ) ( )
( 1) k

m
xm m

km m

f y f x

y x

ε

=

−
= −

− ∑  

  .x غير قابل للاشتقاق عند f أخيراً أثبت اعتماداً على ما سبق أنّ   



 تمرينـات 185

  الحـل

):  يأتيالمعرّف كما  ∆ نتأمّل التابع 1. )1
2

, ( )x x x E x∀ ∈ ∆ = − +ℝ .  
. .1a كان   لـمّا( 1) ( ) 1E x E x+ =   ، استنتجنا أنّ ℝمن  xوذلك أياً كانت  +

1
, ( 1) 1 1

2

1
( )

2

x x x E x

x E x x

 ∀ ∈ ∆ + = + − + +   
 = − + = ∆  

ℝ

  

  دوراً له. 1يقبل  ∆والتابع 
. .1b 1نلاحظ هنا أنهّ في حالة

2
0 x< )يكون لدينا  > )x x∆ 1، وفي حالة =

2
1x< < 

)يكون لدينا  ) 1x x∆ =   ه فإنّ . وعلي−

1
2

1
lim ( )

2x

x
+    →

∆   و  =
1
2

1
lim ( )

2x

x
−    →

∆ =  

1 عند مستمر  ∆ ونستنج من هذا أنّ التابع
2

يقبل  ∆، ولأنّ [0,1]، وهو من ثمَّ مستمر على 
  .ℝدوراً نستنتج أنهّ مستمر على  1دد الع

. .1c  الوهنا نلاحظ أنّ [0,1]تكفي دراسة التابع على ا ،  

1
2

1
2

: 0
( )

1 : 1

x x
x

x x

 ≤ ≤∆ =  − ≤ ≤
  

  الرسم البياني التالي: ∆وأنّ للتابع 

  
) الخط البياني للتابع )x x∆֏   

1
2

∆

0

1
2

1 x

y
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نضع  2.
1

0

( ) 2 (2 )
n

k k
n

k

f x x

−
−

=

= 1و، ℝمن  x في حالة، ∑∆ n≤.  

. .2a  ّ1لنلاحظ أنsup 2 (2 ) 2k k k

x

x− − −

∈
∆ =

ℝ

  ، نستنتج من ذلك إذن أنّ متسلسلة التوابع

( )
0

2 (2 )k k

k

x x

∞
−

=

∆∑ ֏  

ثمَ بانتظام، على  لمتتالية التوابع  f من. وهذا ما يثبت التقارب المنتظم ℝمتقاربة بالنظيم، ومن 
1( )n nf ≥.  

. .2b  جميع التوابعnf  دوراً لها، إذن التابع 1مستمرةّ وتقبل العدد f لأنّ ال تقارب تابع مستمر
  كما نرى بسهولة أنّ   .مٌ ويقبل الواحد دوراً منتظ

1

0

, 0 ( ) 2 1n

n

x f x

∞
− −

=

∀ ∈ ≤ ≤ =∑ℝ  

  من الواضح أنّ و 
1

1 1

0

1
1

1
(2 ) 2 (2 )

2

2 (2 ) ( ) ( )

n
k k

n
k
n

k k
n

k

f x x

x f x x

−
− − +

=

−
+

=

= ∆

= ∆ = −∆

∑

∑
  

  تسعى إلى ما لا اية نجد n. إذن بجعل ℝمن  xوذلك مهما تكن 
1

, ( ) (2 ) ( )
2

x f x f x x∀ ∈ − = ∆ℝ  

h:ليكن  3. →ℝ ℝ  :1تابعاً محدوداً يحقق
, ( ) (2 ) ( )

2
x h x h x x∀ ∈ − = ∆ℝ .

  ، عندئذ من الواضح أنّ ℝمن  xولتكن 
1

1

(2 ) (2 ) (2 )
,

2 2 2

k k k

k k k

h x h x x
k

+

+

∆
∀ ∈ − =ℕ  

}من  kع هذه العلاقات طرفاً إلى طرف عند قيم وعليه، بجم }0,1, , 1n   ، نجد أنّ …−
(2 )

, ( ) ( )
2

n

nn

h x
n h x f x∗∀ ∈ − =ℕ  

hمحدوداً وجدنا أنّ  hواستفدنا من كوْن التابع  ∞+تسعى إلى  nفإذا جعلنا  f=.  
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)1لنضع  4. ) ( ) (2 )
2

x x xδ = ∆ +   .ℝمن  xفي حالة ، ∆

. .4a  ّنلاحظ مباشرة أنδ م ومن جهة ثانية نجد بمناقشة دوراً  1ودوري، ويقبل العدد  ستمر .
  الحالات المختلفة أنّ:

1
4

1 3
4 4
3
4

2 : 0

( ) 1/2 :

2(1 ) : 1

x x

x x

x x

δ

 ≤ ≤= ≤ ≤ − ≤ ≤

  

  ومنه الرسم البياني التالي :

  
) الخط البياني للتابع )x xδ֏  

. .4b  لنلاحظ أنهّ مهما تكنx  منℝ 1، ومهما تكن m≤فلدينا ،  
2 1 1 1

2 2 2 1 2 1
2

0 0 0
1 1

2 2 2 2 2

0 0

( ) 2 (2 ) 2 (2 ) 2 (2 )

1
2 (2 ) (2 2 ) 2 (2 )

2

m m m
p p k k k k

m
p k p

m m
k k k k k

p p

f x x x x

x x xδ

− − −
− − − − +

= = =
− −

− −

= =

= ∆ = ∆ + ∆

 = ∆ + ∆ ⋅ =  

∑ ∑ ∑

∑ ∑
  

  ومن ثمَ فإنّ 
1

2
2

0

1 1 4 2
, , 0 ( ) 2 2

2 3 3

m m
k

m
k

m x f x

− −
∗ −

=

−
∀ ∈ ∀ ∈ ≤ ≤ = ≤∑ℕ ℝ  

  وجدنا أنّ  ∞+تسعى إلى  mوعليه فإذا جعلنا 

2
, 0 ( )

3
x f x∀ ∈ ≤ ≤ℝ  

. .4c  : ّومن ناحية أخرى، من الواضح أن, 4 1 1mod3k kk∀ ∈ ≡ ≡ℕإذن .  
22 1

,
3 3

k

k∀ ∈ − ∈ℕ ℕ  

3
4

1
4

δ

0

1
2

1 x

y
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1إذن، مهما تكن  m≤ يكن  
1 12

2 2 2
0 0

1

2
0

1 1 2 1 1

3 3 32 2

1 1 2
(1 4 )

2 32

m mk

m k k
k k
m

m

k
k

f δ δ

− −

= =
−

−

=

      = =         

= = −

∑ ∑

∑
  

1وعليه فإنّ  2

3 3
f
  =  

2. وينتج من ذلك أنّ 
sup ( )

3x

f x
∈

=
ℝ

.  

)1لنضع 5. ) (2 ) 2 ( )x E x E xε =  ،ℝمن  xفي حالة  . ولنضعℝمن  xأياً كان ، −
1و n≤. 1

1( ) (2 )n
n x xε ε −=.   

. .5a  1من الواضح أنّ التابعε  ويقبل العدد كما إنّ دوراً  1دوري .  
1
2

1 1
2

0 : 0
( )

1 : 1

x
x

x
ε

 ≤ <=  ≤ <
  

. .5b  لتكنx  منℝ عندئذ يكون لدينا  
1

1 1
1

1
1 1

( ) (2 ) 2 (2 )

2 2

(2 ) (2 )

2 2

(2 )
( )

2

m m n n
n

n n
n n

m mn n

n n
n n

m

m

x E x E x

E x E x

E x
E x

ε −

= =
−

−
= =

−
=

= −

= −

∑ ∑

∑ ∑  

  وعلى هذا فإنّ 

1

( ) 2 (2 )
( )

2 2

m m m
n

n m
n

x x E x
x E x

ε

=

−
− − =∑  

  ومنه

1

( ) 1
, , 0 ( )

2 2

m
n

n m
n

x
x m x E x

ε∗

=

∀ ∈ ∀ ∈ ≤ − − ≤∑ℝ ℕ  

  وهذا يبرهن على أنّ 

1

( )
, ( )

2

n

n
n

x
x x E x

ε
∞

=

∀ ∈ = +∑ℝ.  
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. .5c  ،أياً كان لنضعx  منℝ:  

( )

1 1

( )
( ) 2 ( 1)

2
k

n
x n

n
n k

x
g x ε ε

∞

= =

  = + −    
∑ ∑  

  ظ أوّلاً أنّ نلاح

1

2
, ( ) 4

2nn

n
x g x

∞

=

+
∀ ∈ ≤ =∑ℝ  

2)1. وإذا استفدنا من كوْن ℝمحدود على  gوالتابع  ) ( )n nx xε ε   وجدنا أنّ  =+

1

1

1

( ) 1

1
1 1

1
( ) ( ) 1

1
1 1

( ) ( )

2 1

( )

1

( )(2 )
2 ( 1)

2 2

( )
2 ( 1) ( 1)

2

( )
2 ( 1) ( 1)

2

2 ( 1)

k

k

k

k

n
x n

n
n k

n
x x n

n
n k

n
x x n

n
n k

n
x

n k

xg x

x

x

ε

ε ε

ε ε

ε

ε

ε

ε

+

∞
+
+

= =
∞ +

+
+

= =
∞

= =

= =

  = + −    
  = − − + −    
  = − − + −    
  = + −    

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

∑

( )

1

1 1

( )

2 2

( ) ( )1 1

( ) ( )
( 1)

2 2

( ) ( )
( ) 2 ( 1) ( 1) ( )

2 2

xn n

n n
n

x x

x x

x x
g x x E x

ε

ε ε

ε ε

ε ε

∞ ∞

=

− −

  = − + − − − − −   

∑ ∑

  

  وهكذا نرى أنّ 

( )1( )
1

(2 )
, ( ) ( ) ( 1) ( )

2
xg x

x g x x x E xεε∀ ∈ − = + − −ℝ  

)ولكن لاحظ أنّ التابع  )1( )
1( ) ( ) ( 1) ( )xx x x x E xελ ε= + − تابع يقبل العدد  ֏−

1ق في حالة ويحُق ، دوراً  1
2

0 x≤ )أنّ  > )x xλ 1 ، وفي حالة=
2

1x≤ أنّ  >
( ) 1x xλ = λ.إذن − =   . وهذا يبرهن أنّ ∆

(2 )
, ( ) ( )

2

g x
x g x x∀ ∈ − = ∆ℝ  

fاستنتجنا أنّ  3.فإذا استفدنا من نتيجة السؤال  g=.  
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. .5d  لنتأمّلm  من∗ℕ ّعندئذ نلاحظ هنا أن ،  
: 1

1, ( )
0 :
k

k m

k m
k x

m k

ε
ε

 ≤ ≤∀ ≥ =  <
  

  وأنّ 

,

: 1

1, ( ) 1 : 1 1

0 : 1

k

k m n

k m

k y m k n m

n m k

ε

ε

 ≤ ≤∀ ≥ = + ≤ ≤ + + + + <

  

  وعلى هذا فإنّ 

,

1
( ) ,

,
1 1

1
1

1 1 1 1 1

1

1 1

( )
( ) 2 ( 1)

2

1
2 ( 1) 2 ( 1) ( 1)

2 2

( ) 2 ( 1)
2

k m n

k k

k

n m q
y q m n

m n q
q k

m q n m m q
q

q q
q k q m k k m

n m m

m q
q m k

y
f y

q
f x m

ε

ε ε

ε

ε

ε

+ +

= =
+ +

= = = + = = +
+ +

= + =

  = + −    
       = + − + + − + −         

  = − + + − + 

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑
1

1

1

2

n m

q
q m

+ +

= +

⋅ ∑

  

  نجد أنّ  ∞+تسعى إلى  nوبجعل  fوبالاستفادة من استمرار 

1 1 1

1
( ) ( ) 2 ( 1)

2 2
k

m

m m q q
q m k q m

q
f y f x mε

∞ ∞

= + = = +

  − = − + + − + ⋅   
∑ ∑ ∑  

 ولكن
1

1 1

2 2q m
q m

∞

= +

  ، وكذلك∑=

1
1 1 1

1

1

2 2 2 2 2

1 1 2

2 2 2

q q q q q
q m q m q m q m

m q m
q m

q q q q q

m m

∞ ∞ ∞ ∞

−
= + = + = = +

∞

= +

  += − = −  

+ +
= + =

∑ ∑ ∑ ∑

∑
  

: إذن
1

1
( ) ( ) ( 1)

2
k

m

m m m
k

f y f x ε

=

− =   أو، ∑−

1

( ) ( )
, ( 1) k

m
m m

km m

f y f x
m

y x

ε∗

=

−
∀ ∈ = −

− ∑ℕ  
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)كان الحد العام للمتسلسلة  لـمّاو  1) nε−∑  لا يسعى إلى الصفر استنتجنا أنّ النهاية

( )

1

lim ( 1) k

m
x

m
k

ε

→∞ =

وعلى هذا نكون قد  ،ℝمن  x غير موجودة، وذلك مهما كانت قيمة ∑−

)فإنّ النهاية  ℝمن  xأثبتنا أنهّ مهما كانت  ) ( )
lim m m

m
m m

f y f x

y x→∞

−
−

  غير موجودة. 

)1 ، لكانت المتتاليتانℝمن  xيقبل الاشتقاق عند  f ولكن لو افترضنا جدلاً أنّ التابع )m mα ≥ 
)1و )m mβ   المعرفتان بالعلاقتين : ≤

( ) ( )
( )m

m
m

f x f x
f x

x x
α

− ′= −
−

)و      ) ( )
( )m

m
m

f y f x
f x

y x
β

− ′= −
−

  

  ولكن .0من متقاربتين 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

m m m m

m m m m

f x f x f x x x x x

f y f x f x y x y x

α

β

′= + ⋅ − − −

′= + ⋅ − + −
  

  إذن
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )m m m m m m m mf y f x f x y x y x x xβ α′− = ⋅ − + − + −  

  بالاستفادة من المتراجحةو 
, m mm x x y∗∀ ∈ ≤ ≤ℕ  

  يكن ،ℕ∗من  m، مهما تكن أنهّ نستنتج 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

m m m m m m m m

m m m m

f y f x f x y x y x x x

y x

β α

β α

′− − ⋅ − ≤ − + −

≤ + −
  

  أو
( ) ( )

lim ( ) 0m m

m
m m

f y f x
f x

y x→∞

− ′− =
−

  

يجد القارئ  .ℝمن  xالاشتقاق عند أيّ نقطة  fوهذا يناقض ما أثبتناه آنفاً. إذن لا يقبل التابع 
)الرسم البياني لبعض حدود المتتالية  يأتيفيما  )

1n n
f

≥
.  
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) لبعض حدود المتتالية ةالبياني وطالخط )n nf ∈ℕ  

  ú  .وبذا يكتمل الحل
  
J لتكن  18. التمرين( )n na ∈ℕ  متتالية متناقصة من∗

+ℝ ولتكن .( )n nf ∈ℕ   متتالية التوابع المعرّفة
  : يأتيكما 

: [0,1] , ( ) (1 ) n
n n nf f x a x x→ = −ℝ  

إلى  Sمتقاربة ببساطة. نرمز بالرمز  ∑nfأثبت أنّ متسلسلة التوابع   1.
0

n
n

f
≥
∑.  

احسب  2.
[0,1]

supn nfλ ) . واستنتج تقارب المتتالية= )
0

/n n n
n aλ

≥
من اية يطُلب  

  تعيينها. ثمُّ أثبت صحةَ التكافؤ

المتسلسلة (
0

n
n

f
≥
(متقاربة بالنظيم ∑ المتسلسلة  ⇔)

1

n

n

a

n≥
  )متقاربة ∑

، اموع الجزئي ℕ∗من  n، مهما تكن نعرف 3.
1

0

n

n k
k

S f

−

=
= .  أثبت صحة الخواص ∑

  : الآتية
�  1, [ 0,1 ], 0 ( ) ( )n nn x S x S x a∀ ≥ ∀ ∈ ≤ − ≤.  
�  2 1 21, [ 0,1], (1 ) ( ) ( )n n

n n nn x a x x S x S x−∀ ≥ ∀ ∈ − ≤ −.  

	  2 1

[0,1]

1, sup ( ) ( )
4
n

n n
x

a
n S x S x a−

∈
∀ ≥ ≤ − ≤.  

    استنتج صحة التكافؤ التالي: 4.
المتسلسلة (

0
n

n

f
≥
(متقاربة بانتظام  ∑ (⇔lim 0n

n
a

→∞
=(  

8f5f4f

3f2f
1f
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  الحـل

1xلة من الواضح أنهّ في حا 1. تكون المتسلسلة  =
0

(1)n
n

f

∞

=
متقاربة لأنّ جميع حدودها ∑

0معدومة. أمّا في حالة  1x≤ 00فيكون لدينا  > ( ) (1 ) n
nf x a x x≤ < فالمتسلسلة  −

0
( )n

n

f x

∞

=
ة متقاربة لأنّ المتسلسلة الهندسيّ  ∑

0
n

n
x

∞

متقاربة في هذه الحالة. وعليه فإنّ  ∑=

متسلسلة التوابع 
0 nn
f

∞

  إلى مجموعها. S. لنرمز بالرمز [0,1]متقاربة ببساطة على اال  ∑=
1)سة بسيطة للتابع تبين درا 2. ) nx x x−֏  العند  [0,1]أنهّ يبلغ حدّه الأعلى على ا

1

n
x

n
=

+
. ومن ثمَّ فإنّ 

0,1

1
sup 1

1

n

n
n n

a
f

n n
λ

−

  

 = = +  +  
nإذن  .

n

a

ne
λ ∼ .

naو ∑nλ ينمتسلسلتفلل

n
  المطلوب.الطبيعة نفسها. ومنه صحّة التكافؤ  ∑

1xالمتراجحة المطلوبة صحيحة وضوحاً في حالة  �3. 0. لنفترض إذن أنّ = 1x≤ < 
  ما يلي : ℕ∗من  nعندئذ يمكننا أن نكتب في حالة 

( ) ( ) (1 ) k
n k

k n

S x S x a x x

∞

=

− = −∑  

)واعتماداً على كون المتتالية  )n n
a

∈ℕ
  متناقصة، وحدود اموع موجبة يمكننا أن نكتب  

10 ( ) ( ) ( )k k n
n n n n

k n

S x S x a x x a x a

∞
+

=

≤ − ≤ − = ≤∑  

1xحيحة وضوحاً في حالة المتراجحة المطلوبة ص �3. 0. لنفترض إذن أنّ = 1x≤ < 
  ما يلي : ℕ∗من  nعندئذ يمكننا أن نكتب في حالة 

2 1

2 ( ) ( ) (1 )
n

k
n n k

k n

S x S x a x x

−

=

− = −∑  

)واعتماداً على كون المتتالية  )n na ∈ℕ  متناقصة يمكننا أن نكتب  
2 1

1
2 2 1 2 1( ) ( ) ( ) (1 )

n
k k n n

n n n n
k n

S x S x a x x a x x

−
+

− −
=

− ≥ − = −∑  
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)ولأنّ التوابع  	3. )n n
f

∈ℕ
  موجبة استنتجنا أنّ  

2 2 1( ) ( ) ( ) ( ) (1 )n n
n n n nS x S x S x S x a x x−− ≥ − = −  

  ومنه
2 1

2 1
[0,1] [0,1]

sup ( ) ( ) sup (1 )
4

n n n
n n

x x

a
S x S x a x x −

−
∈ ∈

− ≥ − =  

  استنتجنا أنّ  �3.فإذا استفدنا من المتراجحة الأولى 
2 1

[0,1]

, sup ( ) ( )
4
n

n n
x

a
n S x S x a∗ −

∈
∀ ∈ ≤ − ≤ℕ  

)كانت المتتالية   لـمّا 4. )n na ∈ℕ  متتالية متناقصة استنتجنا من المتراجحة السابقة أنّ الشرط
lim 0n
n

a
→∞

لة التوابع يُكافئ التقارب المنتظم لمتسلس =
0

n
n

f
≥
∑.  ú  

  

J ليكن  19. التمرينα  من∗
+ℝ.  0في حالة n≤نضع ،  

: 0, , ( ) sin cos
2

n
n nu u x x xαπ 

  → = ⋅
  

ℝ  

ادرس التقارب البسيط للمتسلسلة  1.
0

n
n

u
≥
  .U. وادرس استمرار U، وعينّ مجموعها ∑

التقارب المنتظم للمتسلسلة  αادرس تبعاً لقيم  2.
0

n
n

u
≥
∑.  

  الحـل

0حالة  1.
2

x
π

< . في هذه الحالة تتقارب المتسلسلة ≥
0

( )nn
u x

∞

=∑  ّا متسلسلة لأ

  . ويكون 1وهو أصغر تماماً من  cosxهندسيّة أساسها 

0

sin
0, , ( ) ( )
2 1 cosn

n

x
x U x u x

x

απ
∞

=

 
 ∀ ∈ = =
  − 

∑  

0xأمّا عندّ  . فتكون المتسلسلة =
0

( )nn
u x

∞

متقاربة أيضاً في هذه الحالة لأنّ جميع  ∑=
  حدودها معدومة. 
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نستنتج إذن أنّ متسلسلة التوابع 
0 nn
u

∞

  متقاربة ببساطة، ومجموعها هو التابع  ∑=

( ) 2

sin
: 0,

: 0, , 1 cos
2 0 : 0

x
x

U U x x
x

α
ππ

    ∈     → =  −     =

ℝ  

  ونلاحظ أنّ 

( )
0

0 : 2

lim 2 : 2

: 2
x

U x

α

α

α
+→

 >= =+∞ <

  

2αمستمراًّ إذا وفقط إذا كان  Uإذن يكون التابع  >.  
0غير مستمر في حالة  Uكان   لـمّا 2. 2α< ظم في استنتجنا أنّ تقارب المتسلسلة غير منت ≥

2αلنفترض أنّ  مستمرةّ. nuهذه الحالة لأنّ جميع التوابع    . في هذه الحالة لدينا<
1

2
0

2
2

cos
0, , ( ) ( ) sin

1 cos

1 cos
sin cos

1 cos

n n

k
k

n

x
x U x u x x

x

x
x x

x

απ

α

−

=

−

 ∀ ∈ − =   −
−

= ⋅ ⋅
−

∑
  

  ومن ثمَّ 
1

2

2
0

0, , ( ) ( ) (1 cos )(sin )cos
n

n
k

k

x U x u x x x xαπ

−
−

=

 ∀ ∈ − = +   ∑  

  وعليه يكون لدينا

( )

( )
2 2

1
2

0, 0,0

/2

0,1

sup ( ) ( ) 2 sup sin cos

2 sup (1 )

n
n

k
x xk

n

u

U x u x x x

t t

π π

α

β

−
−

   ∈ ∈=      

 ∈ 

− ≤

= −

∑
  

2فنا عرّ  حيث
0

2

α
β

−
= 2sint، وأجرينا تغيير المتحوّل < x= .  
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2/نجد بحساب بسيط أنّ التابع 
(1 )

n
t t tβ عند  [0,1]يبلغ حدّه الأعلى على اال  ֏−

2

2 n
t

β

β+
  ومن ثمَّ  =

2

1

0, 0

2
, sup ( ) ( ) 2

2

n

k
x k

n U x u x
nπ

β
α

α

−
∗

 ∈ =  

 − ∀ ∈ − ≤   − + ∑ℕ  

وهذا يثبتُ التقارب المنتظم لمتسلسلة التوابع 
0

( )nn
u x

∞

على اال  ∑=
2

0, π     في حالة
2α >.  ú  

  

J 2لنتأمّل متتالية التوابع  20. التمرين( )n nf   : يأتيالمعرفّة كما ، ℝإلى  ℝ+من  ≤

( ) 2 1 1

2

2 3 1 1
n

n k
n

k

f x x x nx kx− −

=

= + + + − = − +∑⋯  

  .nfادرس تحوّلات التابع  �  1.
)ويحُقّق  ]0,1[ينتمي إلى  naي وحيد أثبت أنهّ يوجد عدد حقيق � ) 0n nf a = ،

  .3aو 2aواحسب 
,12أثبت أنّ  	 ]0,1[, ( ) ( )n nn x f x f x+∀ ≥ ∀ ∈ >.  


)2أثبت أنّ المتتالية   )n na 10تحُقق  aمتقاربة وأنّ ايتها  ≤
2

a≤ ≤.  

1على اال  nfمقصور التابع  ngليكن  �  2.
2

0,    أثبت التقارب المنتظم للمتتالية .

2( )n ng   تابع يطلب تعيينه. من ≤
22هو جذر للمعادلة  aأثبت أنّ العدد  � 4 1 0x x− +   . واحسبه.=

  الحـل

nfللمشتق بحساب بسيط  �1.   .ℝ+متزايدٌ تماماً على  nfنرى أنّ التابع  ′

(0) ونلاحظ أنّ  �1. 1nf =   وأنّ  −
( 1)

(1) 2 1 2 1 1 0
2n

n n
f n n

+
= − ≥ + − = − ≥ >  

)للمعادلة  جذرٌ وحيدٌ  ℝ+إذن يوجد في  ) 0nf x ، وهو ينتمي إلى اال na، وليكن =
1. ونجد بالحساب المباشر أنّ ]0,1[

2 2
a 1و  =

3 3
a =.  
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0في الحقيقة، إذاكان  	1. 1x< 2nو >   كان   ≤

1( ) ( ) ( 1) 0n
n nf x f x n x+ − = + >  

  وهذا يثبتُ صحّة المتراجحة المطلوبة.
.1
2nلتكن   1nfالتابع  تغيرات. استناداً إلى ≤ )1، نعلم أنّ + )nf x+  موجبٌ تماماً في حالة
1nx a 11وسالبٌ تماماً في حالة  <+ nx a +≤   لدينا 	1.. وبالاستفادة من >

1( ) ( ) 0n n n nf a f a+ > =  
1nإذن لا بدُّ أن يكون لدينا  na a )2. وهكذا نكون قد أثبتنا أنّ المتتالية <+ )n na متناقصة  ≤

ينتمي إلى اال  a. فهي إذن متقاربة من عددٍ 0تماماً، وهي محدودة من الأدنى بالعدد 
1

2 2
0, 0,a    =      .  

)كان   لـمّا �2. )
1
2

11 1
2

0,

sup
nn

x

nx n
−−

 ∈  

)، والمتسلسلة = ) 1
1
22

n

n

n

∞
−

=
متقاربة استناداً  ∑

1تسلسلة المإلى معيار دالمبير مثلاً، استنتجنا أنّ 
2
( )n

n
x nx

∞ −
=∑ ، متقاربة بالنظيم، ومن ثمَّ ֏

1بانتظام، على 
2

0,   .  ال1وهذا يثبت التقارب المنتظم على ا
2

0,    لمتتالية ل( )
2n n

g
≥

 حيث ،

|[0,1/2]n ng f=، ليه بالرمز إتابعٍ سنرمز  منg.  
1اال  ، لدينا علىnولكن مهما تكن 

2
0,    : ما يلي  

1

2 2

2 1

2 1

2

2

2 2

( ) 1 1

1
1

(2 ( 1) )(1 )
1

(1 )

4 2 1 ( 1)(1 )

(1 ) (1 )

n n
k k

n
k k

n

n n

n

f x kx x

x x

x

x n x x x x

x

x x n x x
x

x x

−

= =

+

+

′  = − + = − +    
′ −  = − +    − 

− + − + −
= − +

−
− − + − +

= −
− −

∑ ∑

  

  تسعى إلى اللااية نستنتج أنّ  nوبجعل 
2

1
2 2

4 2 1
0, , ( ) lim ( )

(1 )
n

n

x x
x g x f x

x→∞

− − ∀ ∈ = =   −
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)2كانت   لـمّا �2. )n na 1متتالية من  ≤
2

0,     ٍمتقاربة من عددa كانت متتالية التوابع   لـمّا، و
( )

2n n
g

≥
1متقاربة بانتظام على  

2
0,     من التابعg ّاستنتجنا أن ،( ) lim ( )n n

n
g a g a

→∞
= .

)ولكن  ) 0n ng a ). إذن لا بدُّ أن يكون nأياًّ كانت قيمة  = ) 0g a  a، وهذا يثبتُ أنّ =
1هو جذرٌ ينتمي إلى 

2
0,     22للمعادلة 4 1 0a a− +   . أي=

  1 1
1

2 2 2
a = − =

+
   ú  

J 21. التمرين  

)لتكن  1. )n nf ∈ℕ  المتتالية من التوابع المعرفّة على ا[ , ]a b وتأخذ قيمها في ،ℝض تر . نف
  قق يحُ  Mأنهّ يوجد ثابت موجب تماماً 

2( , ) [ , ] , , ( ) ( )n nx y a b n f x f y M x y∀ ∈ ∀ ∈ − ≤ −ℕ  
)نفترض أنّ المتتالية و  )n nf ∈ℕ  تابع  منمتقاربة ببساطة: [ , ]f a b → ℝ ّفي ا . أثبت أ

  .f منمتقاربة بانتظام الحقيقة 
) لتكن «: الآتيةاستنتج الخاصة  2. )n nf ∈ℕ المتتالية من التوابع  القابلة للاشتقاق على ا 

[ , ]a b  وتأخذ قيمها فيℝ ما يلي:. نفترض  
 ق يحقّ  Mيوجد ثابت موجب تماماً  �

,  [ , ],   ( )nn x a b f x M′∀ ∈ ∀ ∈ ≤ℕ  
)المتتالية  � )n nf ∈ℕ  تابع  منمتقاربة ببساطة: [ , ]f a b → ℝ.  

)المتتالية  عندئذ تكون )n nf ∈ℕ  التابع منمتقاربة بانتظام f«.  

) بعأثبت أنّ متتالية التوا 3. )n n
f ∗∈ℕ على  المعرفةℝ العلاقة ب( ) cos

n

n
xf x
n

 =   
 

  يطلب تعيينه. fتابع  من ℝتتقارب بانتظام على كل مجموعة متراصّة في 
  الحـل

0εلتكن  1. 3. نضع < ( )
1

M b a
m mε

ε

 − = = +
  

)، ونعرّف النقاط  )
0k k m

x
≤ ≤

 

  بالصيغة 

{ }0,1, , , ( )k

k
k m x a b a

m
∀ ∈ = + −…  
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,0,1}كان   لـمّا , }, lim ( ) ( )n k k
n

k m f x f x
→∞

∀ ∈  أكبر Nεاستنتجنا أنهّ يوجد عددٌ  …=
  ويحُقّق  mتماماً من 

{0,1, , }, ( ) ( )
3k n kk m n N f x f xε

ε
∀ ∈ > ⇒ − <…  

nلتكن إذن  Nε>  وليكنx  من,a b   1. عندئذ يكون لديناk kx x x +≤ في حالة  >
x a

k m
b a

 − =
 − 

  ، ومن ثمَّ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 ( ) ( )

2 ( ) ( ) 2
3 3

n n n k n k k k

k n k k

n k k

f x f x f x f x f x f x f x f x

M x x f x f x

b a
M f x f x

m

ε ε

− ≤ − + − + −

≤ − + −
 − ≤ + − < + = 3  

  

  وهكذا نكون قد أثبتنا أنهّ
0, , [ , ], ( ) ( )nN n N x a b f x f xε εε ε∀ > ∃ ∈ > ⇒ ∀ ∈ − <ℕ  

)ومنه التقارب المنتظم للمتتالية  )n n
f

∈ℕ
  .fمن التابع  

  ت المحدودة.هذه النتيجة واضحة استناداً إلى  مبرهنة التزايدا 2.

2n. عندئذ يمكننا أن نكتب في حالة ℝمن  xلتكن  3. x> : ما يلي  
2

2

2 2

1
cos exp ln cos exp ln 1

2

1
exp exp

2 2

n

n

x x x
n n O

n nn n

x x
O

n →∞

               = = − +                         
        = − + → −           

  

)إذن تتقارب متتالية التوابع  )n n
f ∗∈ℕ

ساطة من التابع بب 
2/2

f
x

x e
−

֏.  
  ومن جهة أخرى نلاحظ أنّ 

1

, ( ) sin cos

n

n

x x
x f x n

n n

−      ′∀ ∈ = −           
ℝ  

  إذن

, ( ) sin | |n

x
x f x n x

n

 ′∀ ∈ ≤ ≤  
ℝ  



 200  اليات ومتسلسلات التوابعمتت

A ، عندئذ يوجد عددٌ موجبٌ ℝمجموعة متراصّة ما من  Kلتكن 
K

  يحُقّق  
,A A I ⊂ − = K K K

K  
  وعندئذ

, ( )nx I f x A′∀ ∈ ≤
K K

  

)كانت متتالية التوابع   لـمّاو  )|n I n
f

∗∈K ℕ
If|تتقارب ببساطة من  

K

أنّ  2.استنتجنا بناءً على  

( )|n I n
f

∗∈K ℕ
If|تقارب بانتظام من ت 

K

، وهذا يقتضي التقارب المنتظم لمتتالية التوابع 

( )|n n
f ∗∈K ℕ

f|من التابع   K مجموعة متراصّة لمتتالية التوابع ومنه التقارب المنتظم على كل .
( )n n
f ∗∈ℕ

  f.   ú من التابع 

  

J نعرّف، أياً كانت  22. التمرينx  منℝو ،n  من∗ℕ التابع كثير الحدود  

2

1

( ) (1 )(1 ) (1 ) (1 )
n

n k
n

k

P x x x x x
=

= + + + = +∏⋯  

lim وحين تكون النهاية ( )n
n

P x
→∞

) موجودة نرمز إليها بالرمز  )P x وأخيراً نعرّف، أياً كان .

x  من] )، المقدار ℕ∗من  kوأياً كان  −]1,1 ) ln(1 )kku x x= . دف في +
 .Pهذه المسألة إلى دراسة بعض خواص التابع 

  .]0,1[من  aليكن  1.
]: أثبت أنّ  � , ], , ( ) ln(1 )kkx a a k u x a∗∀ ∈ − ∀ ∈ ≤ − −ℕ.  

أثبت أنّ متسلسلة التوابع  �
1

k
k

u

∞

=
]انتظام على اال متقاربة ب ∑ , ]a a− ّوأن ،  

1 1

[ , ], , ( ) ln(1 )
n

k
k

k k

x a a n u x a

∞
∗

= =

∀ ∈ − ∀ ∈ ≤ − −∑ ∑ℕ  

)0برهن أنّ متتالية التوابع  	 )n nP ]متقاربة بانتظام على اال  ≤ , ]a a−.  
1,1 معرّف فقط على اال Pأثبت أنّ التابع  2. − العلى ا وأنهّ مستمر ، ] [1,1− ،

[ويأخذ قيماً موجبة تماماً على  1,1[−.  
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  .−1في جوار  Pدراسة  3.
2أثبت أنّ :  � 2 2[ 1, 0], , 0 ( ) ( )n nx n P x P x∗

+∀ ∈ − ∀ ∈ ≤ ≤ℕ.  
  . −1عند  مستمرP  أثبت أنّ التابع  �

  .1في جوار  Pنمهّد في هذا السؤال إلى دراسة  4.
  اجحة التالية:أثبت صحّة المتر  �

1 1

1

( 1)
[0,1], , ln(1 )

1

n k n
k

k

x
x n x x

k n

− +
∗

=

−
∀ ∈ ∀ ∈ + − ≤

+∑ℕ  

  أثبت أنّ التابع �
ln(1 )

: 0 1
: [0,1] , ( )

1 : 0

t
t

h h t t
t

 + < ≤→ =  =

ℝ  

 ومتناقص. مستمر  

: استنتج أنّ  	
1 1

2 2
10

( 1) 1
, ( )d

( 1)

n k

k

n h t t
k n

−
∗

=

−
∀ ∈ − ≤

+
∑∫ℕ.  


نعلم أنّ  
2

2
1

1

6n n

π
∞

=

1امل قيمة التك Λ. احسب ∑=

0
h∫.  

  .−1في جوار  Pدراسة  5.
0,1من  xو  ℕمن  kأنهّ في حالة  أثبت �   المتراجحة تتحقّق  

( )
1

1ln(1 ) 1
1 ln(1 ) d ln(1 )

k

k

x

k k

x

t x
x x t x

t x+

++ −
− + ≤ ≤ +∫  

0,1من  xاستنتج من ذلك أنهّ، أياً كانت  �   وأياً كانت ،n  من∗ℕ فلدينا  

1

1
ln(1 ) ln(1 )

d (1 )ln ( ) d
n n

x

n

x x

t t
x t x P x t

t t
+

+ +
≤ − ≤∫ ∫  

  ، أنّ 
4.استنتج، بالاستفادة من  	
]0,1[, (1 )ln ( )x x x P x∀ ∈ ⋅ Λ ≤ − ≤ Λ  


ln لمقداراستنتج مُكافئاً ل  ( )P x  1في جوار−.  
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  الحـل

  .]0,1[من  aليكن  1.

)عددٌ طبيعي زوجي، عندئذ يكون التابع  kلنفترض أنّ  �1. ) ln(1 )kkx u x x= +֏ 
,0]تابعاً زوجياً ويكون متزايداً تماماً على اال  ]aلمتراجحة. إذن، في هذه الحالة، تتحقّق ا  

[ , ], 0 ( ) ( )k kx a a u x u a∀ ∈ − ≤ ≤  
2ln(1وهنا نستفيد من كون  ) 0ka− ln(1يقتضي  > ) ln(1 )k ka a+ < − لنستنتج  −

  المطلوب، في هذه الحالة.
تابعاً متزايداً تماماً  ku التابع  عندئذ يكونف. اً فردي اً طبيعي عدداً  kأمّا في الحالة التي يكون فيها العدد 

]على اال  , ]a a−، ومن ثمَّ يكون  

[ , ], ( ) max( ( ), ( ))k k kx a a u x u a u a∀ ∈ − ≤ − −  

  ولكن
max( ( ), ( )) ( )k k ku a u a u a− − = − −  

ln(1لأنّ  ) ln(1 )k ka a+ < −   نفاً، وعليه نكون قد أثبتنا بوجه عام أنّ آكما وجدنا   −

, [ , ], ( ) ln(1 )kkk x a a u x a∗∀ ∈ ∀ ∈ − ≤ − −ℕ  

ln(1كان   لـمّا �1. )n na a− − متقاربة، استنتجنا أنّ  ∑naوالمتسلسلة الهندسيّة  ∽
]متقاربة بالنظيم على اال  ∑nuالمتسلسلة , ]a a− ال.  إذن متقاربة بانتظام على، فهيهذا ا

  نستنتج من متراجحة المثلّث أنّ  وكذلك

1 1

[ , ], , ( ) ln(1 )
n

k
k

k k

x a a n u x a

∞
∗

= =

∀ ∈ − ∀ ∈ ≤ − −∑ ∑ℕ  

  لنعرّف إذن

( )1
exp ln(1 )ka k

M a
∞

=
= − −∑  

  نستنتج من المتراجحة السابقة أنّ 

  1
[ , ], , ( )n a

a

x a a n P x M
M

∗∀ ∈ − ∀ ∈ ≤ ≤ℕ  (1)  
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1وعليه، لأنّ 
1( ) ( ) ( )n

n n nP x P x x P x+
+ −   ، نستنتج أنّ =

1
1

[ , ]

, sup ( ) ( ) n
n n a

x a a

n P x P x M a∗ +
+

∈ −
∀ ∈ − ≤ ⋅ℕ  

)1متقاربة استنتجنا أنّ المتسلسلة  ∑naكانت المتسلسلة الهندسيّة   لـمّاو  )n nP P+∑ متقاربة  −
]بالنظيم على اال  , ]a a−ال ، وهذا يقتضي التقارب المنتظم على ا[ , ]a a−  لمتتالية التوابع

( )n n
P ∗∈ℕ.  

)نستنتج مما سبق أنّ متتالية التوابع  2. )n n
P ∗∈ℕ  تتقارب بانتظام على كلّ مجموعة متراصّة من

[اال  , اولدين، −]1,1 ( 1) 0nn P∗∀ ∈ − =ℕ . هذا يثبت أنّ متتالية التوابع( )n n
P ∗∈ℕ 

]متقاربة ببساطة على اال  1,1[−.  
] االمعرّف على  Pبذا نكون قد أثبتنا أنّ التابع  [ مر على اال، وأنهّ مست−]1,1 1,1[− ،

  استنتجنا أنّ  �1.التي أثبتناها في  (1)وإذا استفدنا من المتراجحة 
1

[ , ], ( ) 0
a

x a a P x
M

∀ ∈ − ≥ >  

[على  يأخذ قيماً موجبة تماماً Pوهذا يبرهن أنّ التابع  1,1[−.  
)بقي أن نتوثقّ أنّ المتتالية  )( )n n

P x ∗∈ℕ
لا تنتمي إلى  xتكون متباعدة عند أيةّ قيمة للعدد  

[ 1,1[− .  
1xإذا كان  � )كان   ≤ ) 2nnP x 1nفي حالة  ≤ limإذن  ≤ ( )n

n
P x

→∞
= +∞ 

1xفي حالة  ≥.  
1xأمّا إذا كان  � <   ، كان−

( )
1

1

1

, ( ) ( ) 1

( ) | | 1

n
n n

n
n

n P x P x x

P x x

∗ +
+

+

∀ ∈ = +

≥ −

ℕ
  

  وهذا يثبت أنّ 
1( )

lim
( )

n

n
n

P x

P x

+

→∞
= +∞  

limوعليه لا بدُّ أن يكون   ( )n
n

P x
→∞

= ، وهذا يبرهن على تباعد المتتالية ∞+

( )( )n n
P x ∗∈ℕ

  في هذه الحالة أيضاً. 
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  .−1في جوار  Pدراسة  3.

  لنلاحظ أنّ  ����3.
2 1 2 2

2 2 2( ) ( )(1 )(1 )n n
n nP x P x x x+ +
+ = + +  

1xإذا كان  � = ,كان   − ( ) 0nn P x∗∀ ∈ =ℕ .  
1إذا كان  � 0x− <  : أتيما ي ℕ∗من  nكان لدينا في حالة   ≥

�
2 1 2 2 2 2 2

0

1 (1 )(1 ) ( ) (1 ) 0n n n nx x x x x x+ + +

>

− + + = − + + ≥   

2نا من كون ومن ثمَّ، إذا استفد ( ) 0nP x التي أثبتناها في  (1)بناءً على المتراجحة  <
2استنتجنا أنّ  �1. 2 2( ) ( )n nP x P x+ ≤ .  

 فنكون قد أثبتنا أنّ  �

2 2 2[ 1, 0], , 0 ( ) ( )n nx n P x P x∗
+∀ ∈ − ∀ ∈ ≤ ≤ℕ. 

  أنّ  آنفاً ج مما أثبتناه نستنت ����3.
2[ 1, 0], 0 ( ) ( ) 2(1 )x P x P x x∀ ∈ − ≤ ≤ ≤ +  

وهذا يبرهن على أنّ  
1

lim ( ) 0 ( 1)
x

P x P
→−

= =   .−1عند  مستمر تابعٌ  P، فالتابع −

0,1من  x، ولتكن ℕ∗من  nلتكن  ����4.  عندئذ .  
1

1

1 10

0

0

( 1) 1
ln(1 ) ( ) d

1

1 1 ( )
d

1 1

( )
d

1

xn nk
k k

k k

x
n

x
n

x x t t
k t

t
t

t t

t
t

t

−
−

= =

 −  + − = − −   +  
 − −  = −   + + 

−
=

+

∑ ∑∫

∫

∫

  

  ومن ثمَّ 
1 1

1 0 0

| |( 1)
ln(1 ) d d

1 1

x xn nk n
k n

k

t x
x x t t t

k t n

− +

=

−−
+ − ≤ ≤ =

+ +∑ ∫ ∫  
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ln(1المشتق الثاني للتابع  ����4. )x x− +֏ ال موجبٌ تماماً على ا] 1, [− ، فهو إذن ∞+
  :يأتيتابعٌ محدّب، وهذا يقتضي أنّ تابع نسبة التغيرّ المعرّف كما 

ln(1 )
: 0 1

: ] 1, [ , ( )
1 : 0

t
t

h h t t
t

 + < ≤− +∞ → =  =

ℝ  

  هو تابعٌ مستمر ومتناقصٌ تماماً على اال نفسه.
0,1ثمُّ المكاملة على اال  xوبعد القسمة على  ����4.بالعودة إلى المتراجحة  				4.   نستنتج  

1 1 11
1

10 0 0

ln(1 ) ( 1) 1
d d d

1

n k
k n

k

x
x x x x x

x k n

−
−

=

+ −
− ≤

+∑∫ ∫ ∫  

  ومن ثمَّ 
1 1

2 2
10

( 1) 1
, ( )d

( 1)

n k

k

n h x x
k n

−
∗

=

−
∀ ∈ − ≤

+
∑∫ℕ  

.4



  نستنتج إذن أنّ  
1 1

2 2 2
1 0 10

2

2 2 2
1 1 1

( 1) 1 1
( )d

(2 1) (2 )

1 1 1 1 1

2 2 12

k

k k k

k k k

h x x
k k k

n n n

π

∞ ∞ ∞−

= = =
∞ ∞ ∞

= = =

−
= = −

+

= − = =

∑ ∑ ∑∫

∑ ∑ ∑
  

  .−1في جوار  Pدراسة  5.

  لنكتب hاقص التابع ، نستفيد من تن]0,1[من  x، وℕمن  kفي حالة  ����5.
1 1[ , ], ( ) ( ) ( )k k k kt x x h x h t h x+ +∀ ∈ ≤ ≤  

]1كاملة على اال الـمُ وب , ]k kx x+  ّنستنتج أن  

1

1 1 1, ( )( ) ( )d ( )( )

k

k

x

k k k k k k

x

k h x x x h t t h x x x
+

+ + +∀ ∈ − ≤ ≤ −∫ℕ  
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  كان  ℕمن  k، أياً كان ثمَّ ومن 

1

1ln(1 ) 1
(1 )ln(1 ) d ln(1 )

k

k

x

k k

x

t x
x x t x

t x
+

++ −
− + ≤ ≤ +∫  

عندما تتحوّل السابقة . عندئذ بجمع المتراجحات اليسرى ℕ∗من  nو ]0,1[من  xلتكن  ����5.
k  حتىّ  1منn  ّنستنتج أن  

1

ln(1 )
, (1 )ln ( ) d

n

x

n

x

t
n x P x t

t
+

+
∀ ∈ − ≤ ∫ℕ  

1nحتىّ  0من  kوبجمع المتراجحات اليمنى عندما تتحوّل    نستنتج أنّ  −
1
ln(1 ) 1

, d ln ( )
n

n

x

t x
n t P x

t x

∗ + −
∀ ∈ ≤∫ℕ  

  ومنه

1

1
ln(1 ) ln(1 )

, d (1 )ln ( ) d
n n

x

n

x x

t t
n x t x P x t

t t
+

∗ + +
∀ ∈ ≤ − ≤∫ ∫ℕ  

  لدينا  ]0,1[من  xتسعى إلى اللااية في المتراجحة السابقة نستنتج أنهّ في حالة  nبجعل  				5.
1 1

0 0 0

ln(1 ) ln(1 ) ln(1 )
d (1 )ln ( ) d d

x
t t t

x t x P x t t
t t t

+ + +
≤ − ≤ ≤∫ ∫ ∫  


4.وبالاستفادة من نتيجة السؤال 


  يمكننا أن نكتب 
2 2

0,1 , (1 )ln ( )
12 12

x x x P x
π π ∀ ∈ ≤ − ≤   

.5



  لدينا −1وهذا يتيح لنا أن نثبت أنهّ في جوار  

  
2

1
ln ( )

12(1 )
P x

x

π

− −
∼  

  ú    وهي النتيجة المطلوبة
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J 23. مرينالت  

المعطى بالصيغة : Fليكن التابع  1.
2

2 2 2

1 1
( )

(1 ) sin ( )
F x

x x x

π

π
= + −

−
.  

  .Fعينّ مجموعة تعريف التابع  �
على اال  ، يقبل التمديد إلى تابع مستمر ]0,1[على اال  Fأثبت أن مقصور  �

  ؟F(0)�، ما قيمة F�د بالرمز مَد الـمُ هذا التابع إلى ، نرمز [0,1]
  تتحقّق المساواة [0,1]من  xه في حالة أثبت أن 	

� � �
2 2

1
4 ( )

2 2 ( 1) (2 )

x x a b
F F F x

x x

   +  + − = +         + −
  

  يطلب تعيينهما.ثابتان حقيقياّن  bو aحيث
]نعرّف على اال  2. )2متتاليتي التوابع  0,1[ )n nf )1و  ≤ )n ng   بالصيغتين  ≤

2

1
( )

( )
nf x

n x
=

−
    و   

2

1
( )

( )
ng x

n x
=

+
  

]متقاربتان بانتظام على  ∑ngو ∑nfأثبت أن المتسلسلتين  �   ، نضع إذن 0,1[

�

2 1

[0,1], ( ) ( ) ( )n n
n n

x H x f x g x

∞ ∞

= =

∀ ∈ = +∑ ∑  

]على  مستمرHɶ  أثبت أنّ  � طلب يُ  dو cعددان حقيقيّان ، وأنه يوجد 0,1[
]من  xيحُقّقان في حالة  تعيينهما،   : المساواة 0,1[

� � �
2 2

1
4 ( )

2 2 ( 1) (2 )

x x c d
H H H x

x x

   +  + − = +         + −
  

]من  xعندما تكون  3.   نعرّف 0,1[
� �( ) ( ) ( )G x F x H x= +  

]على  مستمرG  أثبت أنّ  �   ، وأنّ 0,1[
1

[0,1], 4 ( )
2 2

x x
x G G G x

   +  ∀ ∈ + =        
  

نضع  �
[0,1]

sup ( )
x

M G x
∈

0M. أثبت أنّ = =.  
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  استنتج أنّ  	
2 22

2 2 2 2 2
1

1]0,1[, 2
sin ( )n

n xx
x x n x

π

π

∞

=

+∀ ∈ = +
−

∑  

ما قيمة اموع 
2

1

1

n n

∞

=
  ؟∑

  الحـل

ℝ\هي  Fمن الواضح أنّ مجموعة تعريف التابع  �1. ℤ .  

  كما نلاحظ أنهّ في جوار الصفر لدينا  �1.
2 2 2

2 4
2 6

4
6

1
sin (1 2 cos2 )

2
1 (2 ) (2 )

1 2 1 ( )
2 2 24

( )
3

t t t t

t t
t O t

t
O t

− = − −

  = − − + − +   

= − +

  

  ومن ثمَّ 
2 2

2

2 2 2 2

1 1 sin 1
( )

3sin sin

t t
O t

t t t t

−
− = = − +  

  وعلى هذا نستنتج أنّ 
2

0
lim ( ) 1

3x
F x

π
+→

= −  

1)وكذلك بملاحظة أنّ  ) ( )F x F x−   نستنتج  =
2

1
lim ( ) 1

3x
F x

π
−→

= −  

  بوضع  [0,1]مستمر على اال المغلق  F�إلى تابعٍ  Fهكذا نرى أنهّ يمكن تمديد التابع و 
� �

2

(0) (1) 1
3

F F
π

= = −  
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1عندئذ ينتمي العدادان ، ]0,1[من  xلتكن  	1.

2

x+  و
2

x  النفسه، ونجد  ]0,1[إلى ا

  أنّ  ةمباشر 
� ( ) � �

2 2

4 41 4 ( )
2 2 (2 ) (1 )

xxF F F x
x x

 + + − = +   − +
  

)2متتاليتي التوابع  [0,1]نعرّف على اال  2. )n nf )1و  ≤ )n ng   بالصيغتين  ≤

2

1( )
( )

nf x
n x

=
−

   و   
2

1( )
( )

ng x
n x

=
+

  

2nنلاحظ في حالة  �2. ,[0,1]أنّ  ≤ 1x n x n∀ ∈ − ≥   ومن ثمَّ  −

2
0,1

1
sup

( 1)
nf

n  

=
−

  

وهذا يثُبتُ أنّ المتسلسلة 
2

n
n

f
≥
  .[0,1]متقاربة بالنظيم، ومن ثمَّ بانتظام على اال  ∑

1nفي حالة  ،ومن جهة أخرى n يكون [0,1]من  xو ≤ x n+   ومن ثمَّ  ،≤

2
[0,1]

1
sup ng

n
=  

يثُبتُ أنّ المتسلسلة  وهذا
1

n
n

g
≥
  . [0,1]متقاربة بالنظيم، ومن ثمَّ بانتظام على اال  ∑

  بالصيغة [0,1]على اال  H�لنعرّف إذن التابع 

�
2 2

2 1

1 1( )
( ) ( )n n

H x
n x n x

∞ ∞

= =

= +
− +

∑ ∑.  

)2من استمرار التوابع  [0,1]على اال  H�نستنتج استمرار التابع  �2. )n nf )1و ≤ )n ng ≥ 
ومن التقارب المنتظم للمتسلسلتين 

2
n

n

f
≥
و ∑

1
n

n

g
≥
  . ونلاحظ أنّ [0,1]على اال  ∑

�

�

2 2
1 2

2 2
1 2

4 4

2 (2 ) (2 )

1 4 4

2 (2 1 ) (2 1 )

n n

n n

x
H

n x n x

x
H

n x n x

∞ ∞

= =
∞ ∞

= =

  = +   + −
 +  = +   + + − −

∑ ∑

∑ ∑
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  إذن

� �

�

2 2 2 2
1 2

2 2

1 4 4 4 4

2 2 ( ) ( ) (1 ) (2 )
4 4

4 ( )
(1 ) (2 )

n n

x x
H H

n x n x x x

H x
x x

∞ ∞

= =

   +  + = + − −         + − + −

= − −
+ −

∑ ∑
  

� المقدار [0,1]من  x نعرّف في حالةل 3. �( ) ( ) ( )G x F x H x= +.  

على  مستمرG  استنتجنا أنّ  [0,1]مستمريّن على اال  H�و F�كان التابعان   لـمّا �3.
  استنتجنا أنّ  �2.و 	1.إذا استفدنا من ، و [0,1]

( ) 1[0,1], 4 ( )
2 2

xxx G G G x
 + ∀ ∈ + =  

  

)كان   لـمّا �3. )x G x֏  الال وأنهّ  [0,1]مستمراًّ على ااستنتجنا أنهّ محدودٌ على هذا ا
0يبلغ حدّه الأعلى عليه. لنضع إذن 

[0,1]

sup ( ) ( )
x

G x G x M
∈

=   عندئذ. =

0

0 0

0 0

4 4 ( )

1

2 2

1

2 2

M G x

x x
G G

x x
G G M M

=
   +   = +        
   +   ≤ + ≤ +        

  

0Mومن ثمَّ    وهذا يثبتُ أنّ  =
[0,1], ( ) 0x G x∀ ∈ =  

  أنّ  H�. نستنتج من تعريف ]0,1[من  xليكن  	3.

�
2 2 2

1

2 2

2 2 2
1

1 1 1
( )

( 1) ( ) ( )

2
( )

n

n

H x
x n x n x

n x

n x

∞

=
∞

=

  + = +  −  − − 
+

=
−

∑

∑
  

)�ولأنّ  ) ( )F x H x−   استنتجنا أنّ  =
2 2

2 2 2 2
1

1
( ) 2

( 1) ( )n

n x
F x

x n x

∞

=

+
− + =

− −
∑  
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  نستنتج أنّ  Fوبالعودة إلى صيغة 
2 2 2

2 2 2 2 2
1

1
2

sin ( ) ( )n

n x

x x n x

π

π

∞

=

+
= +

−
∑  

�كما نستنتج من المساواة  ( ) � ( )0 0 0F H+   أنّ  =

� �
2

2 2
2 1

1 1
(0) (0) 1

3n n

H F
n n

π
∞ ∞

= =

+ = = − = −∑ ∑  

 إذن
2

2
1

1

6n n

π
∞

=

  ú  .الإثباتويتمّ  ،∑=
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  التوابع الأصليّة والتكامل المحدود
  التوابع الأصليّة 1.

)ليكن  .مبرهنة 1-1. , )a b 2 منℝ قيحُق a b<1 . وليكن : [ , ]f a b → Kاً مستمراًّ. تابع
:يوجد عندئذ تابع وحيد  [ , ]F a b → K :ق الشرطينيحق  

)أي  aعند  Fينعدم التابع  � ) 0F a =.  
]قابل للاشتقاق على  Fالتابع  � , ]a b 0وH =[ , ], ( ) ( )x a b F x f x′∀ ∈ =.  

  الإثبات
تابعاً يحقق أيضاً الشرطين السابقين. عندئذ  Gفي حال وجوده. ليكن  Fلنثبت أولاً وحدانية التابع 

Hيكون التابع  F G= ]ثابتاً على اال  − , ]a b  ال. وه معدوم في هذا اكان   لـمّالأنّ مُشتق
( ) 0H a Fفإننا نستنتج أنّ ، ومن ثمَّ يكون  = G=.  

لنأتِ الآن إلى إثبات الوجود. إذا كان 
0

m
k

k
k

P a X
=

= ]د من كثير حدو   ∑ ]XK  فإننا نرمز

  إلى كثير الحدود: Pɶبالرمز 

1 1

0 01 1

m m
k kk k

k k

a a
P X a

k k

+ +

= =

= −
+ +∑ ∑ɶ  

)ونلاحظ أنّ  ) 0P a =ɶ   و( )P P′ =ɶ.  
) متتالية من كثيرات الحدود Weierstrass يرشتراسڤا نجد استناداً إلى مبرهنة )n nP ∈ℕ من 

[ ]XK  التتقارب متتالية التوابع الحدوديةّ الموافقة لها بانتظام على ا[ , ]a b من f ف إذننعر .  

: [ , ] , ( )n nF a b x P x→ K ɶ֏  

)ن لدينا من جهة أولى فيكو  ) 0nF a 0 كانت  أياًّ  = n≤ة ية تتقارب المتتالي، ومن جهة ثان
( )n nF ∈′

ℕ
). نستنتج إذن أنّ المتتالية fالتابع  منبانتظام   )n nF ∈ℕ تابع  مننتظام تتقارب با

: [ , ]F a b → K  قابل للاشتقاق على[ , ]a b .ق الشرطين المطلوبينويحق  �  

                                             
1 K  ليمثℝ أوℂ.  
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) مجالاً غير تافه من Iليكن .تعريف 2-1. , )a b ولكن .:f I → K  إنّ تابعاً مستمراًّ. نقول 
F:تابع ال I → K  ّلتابعل تابع أصلي f  إذا وفقط إذا كانF  قابلاً للاشتقاق على
I  وكانF f′ =.  

)مجالاً غير تافه من  Iليكن  .مبرهنة 3-1. , )a b ولكن .:f I → K  تابعاً مستمراًّ. يوجد
F: إذن تابع أصليّ  I → K لتابعل fتابع أص لتابع ليّ ل. ويكون كلf كل من الش

c F+  حيثc  ثابت منK.  
  الإثبات
]حالة � , ]I a b= وa وb  قانعددان حقيقيان يحقa b<.  

:تابع أصليّ  نعلم بتطبيق المبرهنة السابقة أنهّ يوجد ,F a b  →  K لتابعل f  ّالشرط ق يحق
( ) 0F a =.  

]حالة  � , [I a b= حيث a  منℝ ،وa b< ≤ +∞.  
[عنصراً من  xكن يل , [a b التابع  2ر، بتطبيق الحالة السابقة على مقصوf ال  علىا[ , ]a x  نجد

:تابعاً أصلياً  [ , ]xG a x → K  للتابع[ , ]a xf  قيحُق( ) 0xG a   . ومن ثمَّ نعرّف التابع =

0 : ,
: [ , [ ,

( ) : ] , [.x

x a
F a b x

G x x a b

 =→  ∈
K ֏  

)كن يل , )x y  2منI قيحُق a x y b< ≤ ]. إنّ التابع > , ]y a x xG G−  ه معدومتابعٌ مشتق
] على اال , ]a x  ال، وهذا الثابت يساوي الصفر لانعدام هذا التابع عندفهو ثابت على هذا ا

a . الآتية:نستنتج من ذلك الخاصة  
2( , ) , ( ) ( )yx y I x y F x G x∀ ∈ ≤ ⇒ =  

0x يحُقق Iفي  βيوجد ، Iمن  0xلتكن  β< .0كان   لـمّا [ , ]x a β∈ والتابع ،Gβ  يقبل

0( )f x  0مشتقّاً له عندx ّنا نستنتج من كون ، فإن[ , ]aF Gβ β=  ّأنF  ً0يقبل أيضا( )f x 
  .f لتابعتابع أصليّ ل F. والتابع 0xمشتقاً له عند 

                                             
h:إنّ مقصور تابع  2 A B→ مجموعة  علىC A⊂  هو التابع: , ( )Ch C B x h x→ ֏.  
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bو، ℝمن  a حيث fحالة  � a−∞ ≤ <.  

1لنعرّف التابع  : [ , [ , ( )f a b x f x− − → −K  1F. نجد بتطبيق الحالة السابقة تابعاً أصلياً ֏
)1. ونتيقن بسهولة أنّ 1fللتابع  )F x−   .fتابع أصليّ للتابع  −

[حالة  � , [I a b= حيث a b−∞ ≤ < ≤ +∞.  

] للتابع 1F . نجد استناداً إلى الحالتين السابقتين تابعاً أصلياً Iمن  cعدداً  نختار , [c bf  وكذلك نجد
[للتابع  2Fتابعاً أصلياً  , ]a cf أنّ  –ب الأمرة ثابت إذا تطلّ بإضاف–. يمكننا أن نفترض

1 2( ) ( )F c F c= من ثمَ نعرّف التابع .  
1

2

( ) : [ , [
: ] , [ ,

( ) : ] , [

F x x c b
F a b x

F x x a c

 ∈→  ∈
K ֏  

  .f لتابعتابعاً أصلياً ل Fفيكون 

G:أخيراً، إذا كان  I → K لتابعأيضاً تابعاً أصلياً ل f التابع، كانG F−  ّتابعاً ثابتاً لأن
Gيحُقق  Kفي  c، و من ثمَّ يوجد Iمشتقه معدوم على اال  c F= + .  �  

)ليكن  .تعريف 4-1. , )a b 2منℝ قيحُق a b< .وليكن : [ , ]f a b → K ّنقول إن . f 
 إذا وفقط إذا وُجِدتْ قِطَعِياًّ  مستمر ،n  من∗ℕ ،0و 1( , , , )nx x x…  1منn+ℝ 
  : يحققان
�  0 1 na x x x b= < < < =⋯.  
يقبل التابع    �

1] , [k kx xf
+

]1على اال  مستمر التمديد إلى تابع   , ]k kx x وذلك  +
,0,1}من  kكان   أياًّ  , 1}n −….  

])نرمز بالرمز  , ])PC a b  إلى مجموعة التوابع الحقيقية المستمرّة قِطَعيّاً على[ , ]a b وهي جبر جزئي .
]من جبر التوابع المحدودة على  , ]a b .  

])من  fوإذا كان  , ])PC a b نقاط استمرار التابع إلى  فإننا نرمزf  بالرمزcont( )f وهي 
]من  xمجموعة النقاط  , ]a b التابع عندها التي يكون f موعة مستمراً. وتكون عندئذ ا
[ , ]\cont( )a b f  منتهية.مجموعة  
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f:. وليكن ℝمجالاً غير تافه من  Iليكن  .تعريف5-1. I → K ّنقول إن .f  مستمر 
مستمراًّ  Iأيّ مجال متراصٍ محتوى في  على f ، إذا وفقط إذا كان مقصوريّاً محلياً قِطَعِ 

   قِطَعِياًّ، أي
2

[ , ]( , ) , ([ , ])a b Pa b I a b f C a b∀ ∈ < ⇒ ∈  

)نرمز بالرمز  )loc
PC I  َعيّاً محليّاً علىإلى مجموعة التوابع الحقيقية المستمرةّ قِط I وهي جبر جزئي .

)من جبر التوابع  ),IF ℝ.  

)locمن  fوإذا كان  )PC I  بالرمز  نارمزcont( )f  إلى مجموعة النقاطx  منI  التي يكونf 
  مستمراً عندها.

)loc تابعاً من f . وليكنℝ مجالاً غير تافه من I ليكن .تعريف 6-1. )PC I نقول إنّ التابع .
:F I → K  لتابعل تابعٌ أصلي fإذا وفقط إذا تحقّق الشرطان ،  

  .Iمستمر على  Fالتابع    ����
)cont يقبل الاشتقاق عند كل نقطة من F التابع   ���� )f  ويكون 

cont( ), ( ) ( )x f F x f x′∀ ∈ =  

)ليكن  .مبرهنة7-1. , )a b 2 منℝ قيحُق a b<. وليكن : [ , ]f a b → K  ًمن تابعا
( )[ , ]PC a bحينئذ يقبل التابع . f  ًّتابعاً أصليا: [ , ]F a b → K ويكون عندئذ كل .

Fمن النمط  fلتابع تابع أصلي ل c+  حيثc  من ثابتK.  

  الإثبات

0لتكن  1( , , , )nx x x…  1منn+ℝ  ق0تحُق 1 na x x x b= < < < بحيث ، و ⋯=
التابعُ  يقبل

1] , [k kx xf
+

:1 مستمر التمديد إلى تابع   [ , ]k k kf x x + → K كان   أياًّ ، وذلكk 
,0}من  , 1}n −… .  

2 يمكننا افتراض أنّ  n≤  وإلاّ كانf .مستمراً وليس هناك ما يجب إثباته في هذه الحالة  
,0}من  kكان   أياًّ  , 1}n :1تابعاً  1-1نجد اعتماداً على ، …− [ , ]k k kF x x + → K  ُقيحق

k الشرطين kF f′ )و = ) 0k kF x =.   
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: إذن نعُرف [ , ]F a b → K   يأتيكما:  

0 0 1

1

1 1
0
2

1 1 1
0

( ) : [ , [,

( ) ( ) ( ) : [ , [,1

( ) ( ) : [ , ].

,
i

i k k i i
k

n

n k k n n
k

i n

F x x x x

F x F x F x x x x

F x F x x x x

−

+ −
=

−

− + −
=

 ∈= + ∈ + ∈

≤ <∑

∑

  

,1}من  iكان   أياًّ نلاحظ أنهّ،  , 1}n   ، كان…−
1

1
0

lim ( ) ( ) lim ( ) ( )
i i

i

k k i
x x x xk

F x F x F x F x
− +

−

+
→ →=

= = =∑  

]مستمر على تابعٌ  Fفالتابع , ]a b كان   أياًّ . وx  0من[ , ]\{ , , }na b x x… يقبل التابع F 
)ويكون  ،x الاشتقاق عند ) ( )F x f x′ = .  

)cont تنتمي إلى jxلنفترض أنّ إحدى النقاط  )fيوجد عندئذ مجال . J  محتوى في[ , ]a b 
}\قابلاً للاشتقاق عند كل نقطة من F يكون التابع }jJ x ويكون  

, ,
lim ( ) lim ( ) ( )
j j j j

j
x x x x x x x x

F x f x f x
→ ≠ → ≠

′ = =  

)ويحقق  jxقابل للاشتقاق عند  Fفالتابع  ) ( )j jF x f x′ تابع  F. نستنتج إذن أنّ التابع =
  .f لتابعأصلي ل

H ، ولنضعf لتابعتابعاً أصلياً آخر ل G ليكنومن جهة أخرى،  G F=  H. إنّ التابع −
)من االات  للاشتقاق ومشتقه معدوم على كل  قابل )1 0

] , [k k k n
x x + ≤ <

فهو إذن ثابت على  ، 
 الات. و  كلكان  لـمّامن هذه ا H المستمراًّ على ا [ , ]a b ،أنه ثابت على هذا  ناستنتجا

G يحُقق Kمن  cاال، أي يوجد  c F= +.  �  
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)locتابعاً من  f وليكن، ℝ مجالاً غير تافه من Iليكن  .مبرهنة 8-1. )PC I حينئذ يقبل التابع .
f  ًّتابعاً أصليا:F I → K للتابع . ويكون عندئذ كل تابع أصليf  من النمط

F c+  حيثc  من ثابتK.  

  الإثبات

تنتج هذه المبرهنة من المبرهنة السابقة، وذلك بأسلوب مماثل لذلك الذي اتبعناه في إثبات المبرهنة 
  �  1-1.المبرهنة انطلاقاً من  3-1.

E:إذا كان  .مثال 9-1. →ℝ ℝ  هو تابع الجزء الصحيح، وهو تابع من( )loc
PC ℝ ّنا ، فإن

  نتحقّق بسهولة أنّ التابع 

( )1: , ( ) ( ) 1 ( )
2

F x x E x E x E x→ ⋅ − +ℝ ℝ ֏  

 .E لتابعهو تابع أصلي ل

  التكامل المحدود 2.

. وأخيراً Iتابعاً مستمراً قِطعَِياً محلياًّ على  f. وليكن ℝمجالاً غير تافه في  I ليكن .تعريف 1-2.
)ليكن  , )a b  2منI لا يتعلق المقدار .( ) ( )F b F a− التابع بF كان التابع   أياًّ ، وذلك

، fللتابع  bإلى  a من التكامل المحدودإذن هذا العددَ . نسمّي fلتابع ل F الأصلي

)ونرمز إليه بالرمز  )d
b

a
f t t∫  أوb

a
f∫أي .  

( )d ( ) ( ) ( )

b
b

a
a

f t t F t F b F a = = −  ∫  

  .f لتابعتابع أصلي ما ل Fو
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  .I تابعاً مستمراً قِطعَِياً محلياًّ على f. و ليكن ℝ مجالاً غير تافه في I ليكن .مبرهنة 2-2.

)إذا كان   1. , )a b  2منI  ،كان b a

a b
f f= −∫ ∫.  

)إذا كان   2. , , )a b c  3منI،  كان b c b

a a c
f f f= +∫ ∫ علاقة  ما يُسمّى وهي ∫

  .Chasles شال
)إذا كان   3. , )a b  2منI ،قيحُق a b< ، وكانf  يأخذ قيمه فيℝ  كان  

[ , ] [ , ]

( )inf ( )sup
b

aa b a b

b a f f b a f− ≤ ≤ −∫  

)إذا كان   4. , )a b  2منIقيحُق ، a b< وكان ،[ , ], ( ) 0x a b f x∀ ∈   كان ،  ≤

0
b

a
f ≥∫  

  اتالإثب
 واضحتان من التعريف. 2.و  1.الخاصّتان  �

)ليكن  � , )a b  2منI ،قيحُق a b< ،ولنضع 

[ , ]

sup
a b

M f=   و   
[ , ]
inf
a b

m f=. 

0تكن لو  1( , , , )nx x x…  1منn+ℝ  ق0تحُق 1 na x x x b= < < < بحيث ، و ⋯=
 يقبل

1] , [k kx xf
+

:1 مستمر التمديد إلى تابع   [ , ]k k kf x x + → ℝ كان   أياًّ ، وذلكk  من
{0, , 1}n   لنا علاقة شال كتابة تيح. تkfالتابع الأصلي للتابع  kF. أخيراً ليكن …−

( )
11 1

1
0 0

( )d ( )d ( ) ( )
k

k

xb n n

k k k k
k ka x

f t t f t t F x F x

+− −

+
= =

= = −∑ ∑∫ ∫  

  مبرهنة التزايدات المحدودة من فيكون لدينا بالاستفادة
1

1
0

( )d ( ) ( )

b n

k k k
ka

f t t x x f ξ

−

+
=

= −∑∫  

k,1 حيث k kx xξ +
 ∈   ّنستنتج من ذلك أن .  

1 1 1

1 1 1
0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )
n n n

k k k k k k k
k k k

x x m x x f x x Mξ

− − −

+ + +
= = =

− ≤ − ≤ −∑ ∑ ∑  
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  ومن ثمَّ 

( ) ( )

b

a

b a m f b a M− ≤ ≤ −∫  

  3.ومنه الخاصّة 

بملاحظة أنّ  4.وتنتج الخاصة  �
[ , ]

0 inf
a b

f≤.  �  

 تابعين مستمرين قِطَعِياً محليّاً على gو f. وليكن ℝمجالاً غير تافه في  Iليكن  .مبرهنة 3-2.
I ،كان   أياًّ . عندئذλ  منK  ،كان  

2( , ) , ( )

b b b

a a a

a b I f g f gλ λ∀ ∈ + = +∫ ∫ ∫  

  الإثبات
fو gو fتوابع أصلية للتوابع  Hو Gو Fلتكن  gλ على التوالي. وهي موجودة استناداً  +

Uلنضع و  1-8.إلى المبرهنة  H F Gλ= − −.  
)كن يل , )a b  2عنصراً منI  يحُقّقa b< إنّ كلاً من .[ , ]a bf و[ , ]a bg  ٌتابع اً قِطعَيِّ  مستمر

]فاموعة  , ]\(cont( ) cont( ))a b f g= ∩A .منتهية  
]عنصراً من  x إذا كان , ]\a b A كانت التوابع ،f وg وf gλ ومن ثمَّ  ، x مستمرةّ عند +

)و xللاشتقاق عند  قابلاً  Uكان  ) 0U x′  كل ثابت على   تابع U. نستنتج إذن أنّ التابع =
]من مجالات اموعة  , ]\a b A كان   لـمّا، وU مستمراًّ على [ , ]a b  ّنتج أنU  ثابتٌ على

[ , ]a b،  ومنه( ) ( ) 0U b U a−   ح لنا هذا أن نستنتج أنّ . يسم=
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )H b H a F b F a G b G aλ− = − + −  

  �  وهذه هي الخاصّة المطلوبة.

. I محلياًّ علىقِطعَِياً  اً مستمر  تابعاً  f. وليكن ℝمجالاً غير تافه في  Iليكن  .نتيجة 4-2.

)كان   أياًّ عندئذ،  ),a b  2منI   كانb b

a a
f f=∫   ، ومن ثمَّ ∫

( )Re Re
b b

a a
f f

  =  ∫ )و      ∫ )Im Im
b b

a a
f f

  =  ∫ ∫  
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  الإثبات

على  fتابعاً أصلياًّ للتابع  Fلأولى من الملاحظة المباشرة التالية : إذا كان في الحقيقة، تنتج المساواة ا
I   كان كذلكF  تابعاً أصلياًّ للتابعf  علىI وعلى هذا نستخلص الخواصّ المتعلّقة بالجزأين .

  مطبّقة على المساواتين 2-3الحقيقي والتخيّلي من المبرهنة 

  ( )1
Re

2
f f f= )و    + )1

Im
2 i

f f f= −   �  

. عندئذ I ىاً مستمراً قِطعَِياً محلياًّ علتابع f . وليكنℝ مجالاً غير تافه في I ليكن .مبرهنة5-2.
  يكون 

2( , ) ,
b b

a a
a b I a b f f∀ ∈ < ⇒ ≤∫ ∫  

  الإثبات
 قيماً حقيقيّة. fلنبدأ بدراسة الحالة التي يأخذ فيها  �

) ليكن , )a b  2عنصراً منI  يحُقّقa b< .من التابعين   لـمّا كان كلf f− وf f+ 
  أن نكتبَ  2-2لى المبرهنة تابعاً موجباً، أمكننا بناءً ع

( ) 0
b

a
f f+ ≥∫  

  و

( ) 0
b

a
f f− ≥∫  

  ومن المبرهنة السابقة نستنتج أنّ 
b b b

a a a
f f f− ≤ ≤∫ ∫ ∫  

  وهي المتراجحة المطلوبة في هذه الحالة.
 .ℂقيمه في  fالحالة العامّة التي يأخذ فيها  �

0يمكننا أن نفترض أنّ 
b

a
f   ، يحُقّق ℝفي  θ، وعندئذ يوجد ∫≠

i
b b

a a
f f e θ= ⋅∫ ∫  
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  وعندئذ يكون
i i( )

b b b

a a a
f e f e fθ θ− −= ⋅ =∫ ∫ ∫  

  يسر من المساواة السابقة حقيقي استنتجنا أنّ ولأنّ الطرف الأ
i iRe ( ) Re( )

b b b

a a a
f e f e fθ θ− −= =∫ ∫ ∫  

  فإذا استفدنا من النتيجة الموافقة للتوابع الحقيقيّة أمكننا أن نكتب

i i

i

Re( ) Re( )
b b b

a a a

b b

a a

f e f e f

e f f

θ θ

θ

− −

−

= ≤

≤ =

∫ ∫ ∫

∫ ∫
  

  �  وهذا هو المطلوب. 
]ليكن  .تعريف 6-2. , ]a b الاً مغلقاً غير تافه منمج ℝ وليكن .  

1
0 1 0 1 1( , , , , , , , ) m m

m mt t tσ λ λ λ +
−= ∈ ×… … ℝ ℝ  

]للمجال  تقسيمة منقوطة σنقول إنّ  , ]a b الآتيان، إذا وفقط إذا تحقّق الشرطان:  
• 0 1 ma t t t b= < < < =⋯.  
• { } 10,1, , 1 , [ , ]i i ii m t tλ +∀ ∈ − ∈….  

1ونسمّي المقدار 
0

( ) max ( )i i
i m

h t tσ +≤ <
=   .σ خطوة التقسيمة المنقوطة −

]ليكن  .تعريف 7-2. , ]a b  مجالاً مغلقاً غير تافه منℝوليكن . f من ( )[ , ],a bF ℝ أخيراً ، و
1 تكنل

0 1 0 1 1( , , , , , , , ) m m
m mt t tσ λ λ λ +

−= ∈ ×… … ℝ ℝ ة ة منقوطقسيمت
]للمجال  , ]a b عندئذ نرمز بالرمز .( , )S f σ إلى المقدار  

1

1
0

( , ) ( ) ( )
m

k k k
k

S f t t fσ λ

−

+
=

= −∑  

  .σالموافق للتقسيمة المنقوطة  fللتابع  Riemann مجموع ريمان هونسمّي
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)مجموع ريمان  , )S f σ  

] ليكن .مبرهنة 8-2. , ]a b  تافه منمجالاً مغلقاً غير ℝوليكن . f  ِاً على عيّ طَ تابعاً مستمراً ق
[ , ]a b 0، ولتكن ε< 0. عندئذ توجد η< قتحُق  

( )d ( , )
b

a
f t t S f σ ε− <∫  

]للمجال  σ نقوطةالمتقسيمة لاكانت   أياًّ وذلك  , ]a b قَةـمُحالشرط لل ق( )h σ η<.  
  الإثبات

Reلى كل من ، ونستنتج الحالة العامّة بتطبيق النتيجة عℝيأخذ قيمه في  fسنفترض أنّ  f 
Imو f.  

]اً على عيّ طَ تابعاً مستمراً قِ  f كان  لـمّا , ]a bفهو ،  

]محدود على  ،من جهة أولى � , ]a b ،ف  إذنيمكننا أن نعر
[ , ]

sup ( )
t a b

f t M
∈

=.  

0يوجد  ،ومن جهة ثانية � 1( , , , )nx x x… 1 فيn+ℝ قيحق  
� 0 1 na x x x b= < < < =⋯.  
 يقبل التابعُ و  �

1] , [i ix xf
+

على  ،بانتظاممستمر ومن ثمَّ  ،مستمر التمديدَ إلى تابعٍ  

1[ , ]i ix x ,0,1}من اموعة  i الدليل كان  أياًّ وذلك  + , 1}n −….  
0لتكن إذن  ε< ،10 يوجد η<  ُيح كان  أياًّ ق، ق i  0,1}من, , 1}n   لشرط ا، …−

  ( )21 1( , ) ] , [ , ( ) ( )
2( )i ix y x x x y f x f y
b a

ε
η+∀ ∈ − < ⇒ − <

−
  �  

a bkt 1kt +kλ

f

( )kf λ
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   بالتعريف لنضع

1 1
0

min , , min ( )
4 k k

k n
x x

Mn

ε
η η +< <

 = −   
  

  لتكنو 
1

0 1 0 1 1( , , , , , , , ) m m
m mt t tσ λ λ λ +

−= ∈ ×… … ℝ ℝ  

]تقسيمة منقوطة ما للمجال  , ]a b  قتحُق( )h σ η< .  
]1أن يحتوي كل مجال  η لعددتيارنا ليضمن اخ , [i it t على عنصر واحد على الأكثر من اموعة  +

{ : 0 }kx k n≤   فإذا عرّفنا اموعة  .≥

{ }{ }10,1, , 1 : , [ , [k i ii m k n x t t += ∈ − ∃ < ∈A …  
)card أي ،عنصراً على الأكثر nكان عدد عناصر هذه اموعة  ) n≤A .  

  لنعرّف كذلك 

{0,1, , 1}\m= −B A…  

,0,1} من iوليكن  .fلتابع تابعاً أصليّاً ما ل F ليكنو  , 1}n   التين التاليتين:نناقش الح، …−
• i ∈ B . ً1في هذه الحالة نجد مجالا[ , ]k kx x 1يحقّق  + 1[ , ] [ , ]i i k kt t x x+ ، ومن ثمَّ ⊃+

  أنّ  � مننستنتج انطلاقاً من مبرهنة التزايدات المحدودة و 

1

1

1 ] , [

( ) ( )
( ) ( ) ( )

2( )
i i

i i
i i i

i i t t

F t F t
f f f

t t b a

ε
λ ξ λ

+

+

+ ∋↵

−
− = − ≤

− −
  

  ومن ثمَّ 

  1 1 1( ) ( ) ( )( ) ( )
2( )i i i i i i iF t F t f t t t t
b a

ε
λ+ + +− − − ≤ −

−
  �  

• i ∈ A. في هذه الحالة يمكننا أن نكتب  
1 1( ) ( ) ( )i i i iF t F t M t t M η+ +− ≤ − ≤  

  ومن ثمَّ 
   1 1( ) ( ) ( )( ) 2i i i i iF t F t f t t Mλ η+ +− − − ≤  	  
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  ما يلي: 	و � لاستفادة منوأخيراً نجد با

( )
1

1 1
0

1

1 1
0

1

( ) ( , ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) 2 card( )
2( )

2
2 2 2

b m

i i i i i
ia

m

i i i i i
i

i i
i

f t dt S f F t F t f t t

F t F t f t t

t t M
b a

M n

σ λ

λ

ε
η

ε ε ε
η ε

−

+ +
=

−

+ +
=

+
∈

− = − − −

≤ − − −

≤ − +
−

≤ + < + =

∑∫

∑

∑
B

A

  

  �  وهو المطلوب إثباته.

] ليكن.نتيجة 9-2. , ]a b مجالاً مغلقاً غير تافه من ℝ وليكن .f  ِعياً على طَ تابعاً مستمراً ق
[ , ]a bعندئذ يكون .  

1

( )d lim ( )

b n

n
ka

b a k
f t t f a b a

n n→∞ =

 − = + −   ∑∫  

  الإثبات
1 المنقوطة التالية يكفي أن نتأمّل التقسيمة

0 1 1( , , , , , , ) n n
n nt t t t tσ += ∈ ×… … ℝ ℝ 

) حيث )k

k
t a b a

n
= + )تحَُقق  هيو ، − )

b a
h

n
σ

−
=.  �  

)بأخذ  .مثال )f x xα= 0 في حالةα   نّ نستنتج أ [0,1]، والمكاملة على اال ≤
1

1 0
1

1 1
lim d

1

n

n
k

k x x
n

α α

α α+→∞ =

= =
+∑ ∫  

] ليكن .تعريف10-2. , ]a b مجالاً مغلقاً غير تافه منℝوليكن التابع . : [ , ]f a b → ℝ نقول .
])، ونكتب R الصفينتمي إلى  f إنّ التابع , ])f a b∈ R  ْإذا وفقط إذا وُجِدَت

] من التوابع المستمرةّ قِطعَِيّاً على متتالية , ]a bمتقاربة بانتظام من التابع ، f.  
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] ليكن .مبرهنة 11-2. , ]a b مجالاً مغلقاً غير تافه من ℝ مجموعة التوابع تضم .([ , ])a bR  جميع
]التوابع المستمرةّ قطعياً على  , ]a b بالنسبة إلى التقارب المنتظم -، وهي جبر جزئي مغلق- 

]قيقية المحدودة على من جبر التوابع الح , ]a b:إذ تتحقق بوجه خاص الخواص التالية ،  
])من  fإذا كان  1. , ])a bR،  كان f على  اً محدود اً تابع[ , ]a b.  
])من  fإذا كان  2. , ])a bR، انتمى f  إلى([ , ])a bR.  
])من  gو fإذا كان  3. , ])a bRو ،λ  منKانتمى ، f gλ+  إلى([ , ])a bR.  
])من  gو fإذا كان  4. , ])a bR،  انتمىf g⋅  إلى([ , ])a bR.  
)0 إذا كانت 5. )n nf ]) متتالية من ≤ , ])a bR  منمتقاربة بانتظام : [ , ]f a b → K 

])إلى  f انتمى , ])a bR.  
  الإثبات
])من  fليكن 1. , ])a bR0 ، ولتكن( )n nϕ ])متتالية من  ≤ , ])PC a b بانتظام من  ةتقاربم
f0 . إذن يوجدn  قيحُق

0
[ , ]

sup 1n
a b

f ϕ−   ، ومن ثمَّ ≥

0
[ , ] [ , ]

sup 1 sup n
a b a b

f ϕ≤ +  

  هذه الخاصّة واضحة.  2.

])من  gو fليكن 3. , ])a bR لتكن، و λ  منK .0توابع  إذن توجد متتاليتا( )n nϕ ≥ 
)0و )n nψ ])من  ≤ , ])PC a b من ان بانتظام تتقاربمf وg  المتراجحةالترتيبعلى تبين .  

[ , ] [ , ] [ , ]

sup ( ) sup supn n n n
a b a b a b

f g f gλ ϕ λψ ϕ λ ψ+ − + ≤ − + −  

)أنّ المتتالية  )
0n n n

ϕ λψ
≥

])من  + , ])PC a b  منتتقارب بانتظام f gλ+.  
])من  gو f ليكن 4. , ])a bR0 ، إذن توجد متتاليتان( )n nϕ )0و ≤ )n nψ من  ≤

([ , ])PC a b منان بانتظام تتقاربم f وg  الترتيبعلى .  
  ولكن لدينا

( ) ( ) ( )( )n n n n n nf g g f f g f gψ ψ ϕ ϕ ψ− ϕ = − + − − − −  
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  الآتيةبين المتراجحة تُ  ،ومن ثمَّ 

[ , ] [ , ] [ , ] [ , ] [ , ]

[ , ] [ , ]

sup sup sup sup sup

sup sup

n n n n
a b a b a b a b a b

n n
a b a b

fg f g g f

f g

ϕ ψ ψ ϕ

ϕ ψ

− ≤ ⋅ − + ⋅ −

+ − ⋅ −
  

)0أنّ المتتالية  )n n nϕ ψ ])من  ≤ , ])PC a b  منتتقارب بانتظام f g.  

)0لتكن  5. )n nf ])متتالية من  ≤ , ])a bR  تابع  منمتقاربة بانتظام: [ , ]f a b → K . ًّكان  أيا 
n  منℕيوجد تابع ، nϕ  من([ , ])PC a b  يحُقّق

[ , ]

sup 2 n
n n

a b

f ϕ −− ، وذلك لأنّ ≥

nf  من الصفRويكون لدينا .  

[ , ] [ , ] [ , ] [ , ]

sup sup sup sup 2 n
n n n n n

a b a b a b a b

f f f f f f −− ϕ ≤ − + − ϕ ≤ − +  

)0وهذا يثبت أنّ  )n nϕ   �  .f التابع منتقارب بانتظام ت ≤

f: وليكن التابع .ℝ مجالاً غير تافه من Iليكن  .تعريف 12-2. I → K نقول إنّ التابع .
f  الصفينتمي إلى loc

Rونكتب ، loc( )f I∈ R، إذا وفقط إذا تحقّق الشرط:   
2

,( , ) , ([ , ])a ba b I a b f a b  
∀ ∈ < ⇒ ∈ R  

)locمن  f. وليكن التابع ℝ مجالاً غير تافه من Iليكن  .مبرهنة وتعريف 13-2. )IR ،
)و , )a b  2منI قيحُق a b< يوجد عندئذ عدد حقيقي وحيد .( )b

aI f يحُقّق  

( ) lim
b

b
a n

an
I f ϕ

→∞
= ∫  

)0 ليةكانت المتتا  أياًّ  )n nϕ ])من  ≤ , ])PC a b  المتقاربة بانتظام على[ , ]a b  منf .
)نسمي حينئذ العدد  )b

aI f لتابعل التكامل المحدود f  منa  إلىb و نرمز إليه بالرمز ،
b

a
f∫  أو( )d

b

a
f t t∫ وأخيراً إذا كان .b a< فإننا نضع بالتعريف  

( )d ( )d
b a

a b
f t t f t t= −∫ ∫  
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  الإثبات

)0لتكن  )n nϕ ])متتالية من  ≤ , ])PC a b  متقاربة بانتظام على[ , ]a b  من التابعf ولتكن .
0 ε< ،في  يوجد عندئذℕ  ٌ0 عددn يحُقّق  

0
[ , ]

sup n m
a b

n m n
b a

ε
ϕ ϕ≥ > ⇒ − ≤

−
  

0n، في حالة و من ثمَّ  m n<   ، يكون لدينا≥

[ , ]

( )sup
b b b

n m n m n m
a a a a b

b aϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ε− ≤ − ≤ − − ≤∫ ∫ ∫  

bنستنتج أنّ المتتالية

n
a

n

ϕ
∈

    ∫
ℕ

  فهي متقاربة. ℝ تحقق شرط كوشي في 

limلنضع 
b

n
an
ϕ

→∞
= ∫ℓ 0، ولتكن( )n nψ ])متتالية أخرى من  ≤ , ])PC a b  متقاربة بانتظام

] على , ]a b التابع  منfعندئذ تتقارب المتتالية . ( )
0n n n

ϕ ψ
≥

  ان ك  لـمّا. و 0 منبانتظام  −

[ , ]

( )sup
b b

n n n n
a a a b

b aϕ ψ ϕ ψ− ≤ − −∫ ∫  

  أنّ  ناستنتجا

lim
b

n
an
ψ

→∞
= ∫ℓ  

  �  المطلوب. إثبات وذا يتم 

  . عندئذ تتحقق الخواص التالية:ℝ مجالاً غير تافه من Iليكن .مبرهنة 14-2.

)locمن  fكان   أياًّ  1. )IR كان   أياًّ ، و( , , )a b c  3منI  ،كان  
b c b

a a c
f f f= +∫ ∫ ∫  

)locمن  gو fكان   أياًّ  2. )IR كان   أياًّ ، وλ  منK ،و( , )a b  2منI ،لديناف  

( )
b b b

a a a
f g f gλ λ+ = +∫ ∫ ∫  
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)locمن  gو f التابعان الحقيقيان كان  أياًّ  3. )IR كان   أياًّ ، و( , )a b  2منI حيث 
a b< ،لديناف  

( )[ , ], ( ) ( )
b b

a a
x a b g x f x g f∀ ∈ ≤ ⇒ ≤∫ ∫  

)locمن  fكان   أياًّ  4. )IR ، كان   أياًّ و( , )a b  2منI حيث a b<  ،كان  
b b

a a
f f≤∫ ∫  

)locمن  f ليكن 5. )IR  ليكنو( , )a b 2منIحيث a b< ، 0كانت   أياًّ عندئذε > 
0ηتوجد     تحُقّق <

( , )
b

a
f S f σ ε− <∫  

]للمجال  σكانت التقسيمة المنقوطة   أياًّ وذلك  , ]a b  قة للشرطالمحق( )h σ η<.  

)لتكن  6. )n n
f

∈ℕ
])متتالية من   , ])a bR  تابع  منمتقاربة بانتظامfعندئذ يكون ،  

lim
b b

n
a an
f f

→∞
=∫ ∫  

)locمن  fليكن  7. )IR  ولتكنα  منIنعرّف التابع .  

, ( ) ( )d

x

x I F x f t t

α

∀ ∈ = ∫  

قابلاً  Fكان   0xمستمراً عند نقطة  f. وإذا كان Iتابعاً مستمراً على  Fعندئذ يكون 
0المساواة  وتحققتِ  0xشتقاق عند للا 0( ) ( )F x f x′ =.  
  

  الإثبات

  هذه العلاقة واضحة انطلاقاً من مثيلتها بالنسبة إلى التوابع المستمرةّ قِطَعِيّاً. 1.

a يمكننا أن نفترض أنّ  2. b< لتكن .( )n nf ∈ℕ و( )n ng ∈ℕ  متتاليتين من([ , ])PC a b 
]من متقاربتين بانتظام  , ]a bf و[ , ]a bg والي. عندئذ تتقارب المتتاليةعلى الت ( )n n n

f gλ
∈

+
ℕ

 
] منبانتظام  , ]( ) a bf gλ+ .  
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  ومن ثمّ يكون

( ) lim ( )

lim lim

b b

n n
a an

b b

n n
a an n

b b

a a

f g f g

f g

f g

λ λ

λ

λ

→∞

→∞ →∞

+ = +

= +

= +

∫ ∫
∫ ∫

∫ ∫

  

)لتكن 3. )n nf ∈ℕ و( )n ng ∈ℕ  متتاليتين من([ , ])PC a b  من متقاربتين بانتظام[ , ]a bf 
]و , ]a bg على التوالي. عندئذ نعرّف  

[ , ]

sup ( ) ( )n n
x a b

f x f xα
∈

= −  

  و
[ , ]

sup ( ) ( )n n
x a b

g x g xβ
∈

= −  

  ينتج من ذلك أنّ 

[ , ], ( ) ( ) ( ) ( )n n n nx a b g x g x f x f xβ α∀ ∈ − ≤ ≤ ≤ +  

  أو 
[ , ], ( ) ( )n n n nx a b g x f x α β∀ ∈ ≤ + +  

  ومنه 

( )( )

b b

n n n n

a a

g f b aα β≤ + + −∫ ∫  

limبملاحظة أنّ و  lim 0n n
n n

α β
→∞ →∞

=  تسعى إلى n، نحصل على المتراجحة المطلوبة بجعل =

  في المتراجحة السابقة. ∞+

  نفسه. 2-5.اتبّاع برهان المبرهنة  يمكن 4.

)لتكن  5. )n nf ∈ℕ  متتالية من([ , ])PC a b  منمتقاربة بانتظام [ , ]a bf 0. ولتكن ε<. 
  يحُقق ℕفي  nوجد ي

  
[ , ]

sup ( ) ( )
3( )n

x a b

f x f x
b a

ε

∈
− <

−
  (1)  

0نجد  2-8وتبعاً للمبرهنة  η< قيحُق  
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  ( )d ( , )
3

b

n n
a
f x x S f εσ− <∫  (2)  

)التي تحُقق الشرط  σكانت التقسيمة المنقوطة   أياًّ وذلك  )h σ η<.  

  ما يأتي ،(1)ولكن من جهة أولى لدينا، بالاستفادة من 

  ( )d ( )d ( ) ( ) d
3

b b b

n n
a a a
f x x f x x f x f x x ε− ≤ − ≤∫ ∫ ∫  (3)  

1ومن جهة ثانية إذا كانت 
0 1 0 1 1( , , , , , , , ) m m

m mt t tσ λ λ λ +
−= ∈ ×… … ℝ ℝ 

]تقسيمة منقوطة ما للمجال  , ]a b ًأنّ  (1)استناداً إلى ، فإننّا نجد أيضا  

  

1

1
0

1

1
0

(4) ( , ) ( , ) ( )( ( ) ( )

( )
3( ) 3

m

n i i n i i
i

m

i i
i

S f S f t t f f

t t
b a

σ σ λ λ

ε ε

−

+
=
−

+
=

− = − −

≤ − =
−

∑

∑
  

  نجد أنّ  (4)و (3)و (2) ستعمالوبا

( )d ( , )
b

a
f x x S f σ ε− <∫  

)التي تحُقق الشرط  σمة المنقوطة كانت التقسي  أياًّ وذلك  )h σ η<.  

)لتكن 6. )n n
f

∈ℕ
])متتالية من   , ])PC a b  منمتقاربة بانتظام [ , ]a bf ّنعلم عندئذ أن ،f 

])ينتمي إلى  , ])a bR. ويكون لدينا  

[ , ]

( )sup
b b b

n n n
a a a a b

f f f f b a f f− ≤ − ≤ − −∫ ∫ ∫  

  وهذا يثبت أنّ 

lim
b b

n
a an
f f

→∞
=∫ ∫  
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]يكفي أن نثبت أنّ  7. , ]a bF  ،ق الخواصّ المطلوبةكان   أياًّ يحق( , )a b  2منI حيث a b<. 

)ليكن إذن  , )a b  2منI حيث a b<. كان   لـمّا[ , ]a bf  من الصفR  وجدناو  اً،محدود كان 

[ , ]

sup ( )
a b

M f t= َّومن ثم .  

2( , ) [ , ] , ( ) ( ) ( )d
x

y
x y a b F x F y f t t M y x∀ ∈ − = ≤ −∫  

]فالتابع  , ]a bF  على  مستمر[ , ]a b.  
]من  0xعند  مستمرf  لنفترض أنّ  , ]a b 0، ولتكن ε< 0، يوجد عندئذ η< تحُقّق  

0 0( [ , ]) ( ) ( ) ( )t a b t x f t f xη ε∈ ∧ − < ⇒ − <  
]من  yفإذا كان  , ]a b00 ، يحُقّق y x η< −   كان   >

( )
0

0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) d
y

x
F y F x y x f x f t f x t− − − = −∫  

  ومنه
   0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )F y F x y x f x y xε− − − ≤ −  

  أو

  0
0

0

( ) ( )
( )

F y F x
f x

y x
ε

−
− ≤

−
  

)0و أنّ مشتقه عندها هو  0xيقبل الاشتقاق عند  Fوهذا يثبت أنّ  )f x.  �  

. Rوا تعُطي خاصّة بسيطة نسبيّاً تمُيـزُ التوابع التي تنتمي إلى الصف تنبع أهمية المبرهنة التالية من ك
 اً أو أفكار  ق، ولا يتطلب معارفَ هنة دون إثبات، لأن إثباا يتّصف بالتقنيّة دون العمسنذكر هذه المبر 

  جديدة. 

]ليكن  .مبرهنة 15-2. , ]a b مجالاً مغلقاً ومحدوداً وغير تافه من ℝوليكن . f  تابعاً من
([ , ], )a bF K الآتيتين. عندئذ هناك تكافؤ بين الخاصّتين:  

  .Rإلى الصف  fينتمي التابع    �
]اية منتهية من اليمين عند كل نقطة من  fيقبل التابع    � , [a b اية منتهية من ، و

[اليسار عند كل نقطة من  , ]a b.  
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)loc تابعاً من f، وليكنℝ مجالاً غير تافه من Iليكن .ملاحظة 16-2. )IR عندئذ تكون .
  .مجموعة قابلة للعد على الأكثر fمجموعة نقط انقطاع التابع 

f: ، وليكنℝ مجالاً غير تافه من Iليكن  .يجةنت 17-2. I → ℝ ينتمي  تابعاً مطرداً عندئذ
  .Rإلى الصف  fالتابع 

  : فمثلاً التابع
1

: 0
: [0, ] , ( ) 1

0 : 0

x
f x f x x

x

 >→ =  +   =

ℝ  

xحيث    هو الجزء الصحيح للعددx ، تابعٌ من الصفR .ًّدون أن يكون مستمراًّ قِطعيا  

  حساب التكاملات والتوابع الأصليّة 3.

  ابع الأصليّة لبعض التوابع المألوفة التو  1-3.
  منها: كل مجال تعريف  و ، f لبعض التوابع المألوفة F سنذكر في الجدول التالي توابع أصليّة

  

1

2 2 2

2

( ), ( )

]0, [ ,( \{ 1})
1

1]0, [ ln

1] ,0[ ln( )

,( )

1, tan
cos
cos sin

sin cos

1 th
ch
ch sh

sh ch

ax
ax

I x f x x F x

xx x x

x x x
x

x x x
x

ex e a x
a

x x x
x

x x x x

x x x x

x x x
x

x x x x

x x x x

α
α

π π

α
α

+

∗

+∞ ∈ −
+

+∞

−∞ −

∈

 − +  

−

֏ ֏

֏ ℝ ֏

֏ ֏

֏ ֏

ℝ ֏ ℂ ֏

֏ ֏

ℝ ֏ ֏

ℝ ֏ ֏

ℝ ֏ ֏

ℝ ֏ ֏

ℝ ֏ ֏  
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  وكذلك لدينا

2

2

2

2

2

2

2

2

( ) ( )

1] 1, 1[ arcsin
1
1 arctan

1
1 ln( 1 )
1
1] 1, [ ln( 1)
1

1] , 1[ ln( 1)
1

I x f x x F x

x x x
x

x x x
x

x x x x
x

x x x x
x

x x x x
x

− +
−

+
+ +

+
+ +∞ + −

−
−∞ − − − + −

−

֏ ֏

֏ ֏

ℝ ֏ ֏

ℝ ֏ ֏

֏ ֏

֏ ֏

  

  المُكاملة بالتجزئة2-3.

]يكن ل , ]a b  مجالاً مغلقاً ومحدوداً وغير تافه منℝ وليكن ،f وg  1تابعين من الصفC  على
[ , ]a b عندئذ يكون .f g⋅  تابعاً أصلياًّ للتابعf g f g′ ′⋅ + ]على  ⋅ , ]a b ومنه العلاقة ،

  همّة التالية :لما

( ) ( )d ( ) ( ) ( ) ( )d

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d

b b
b

a
a a

b

a

g t f t t f t g t g t f t t

f b g b f a g a g t f t t

 ′ ′= −  

′= − −

∫ ∫

∫
  

لحساب التكامل المحدود  .مثال 1-2-3.
1

0

arctan dI x x x= ، نطبّق العلاقة السابقة بعد ∫

)أن نختار  ) arctang x x=  و
21( )

2
xf x   فيكون  =+

1 11
2

00 0
1 2

2
0

1( ) ( )d arctan ( ) ( )d
2

1 1 1
d

4 2 4 21

xI g x f x x x g x f x x

x
x

x

π π

 +′ ′ = = −
  

+
= − ⋅ = −

+

∫ ∫

∫
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نرغب في حساب التكاملات المحدودة :  .مثال2-2-3.
1

2
0

1 d
(1 )

n n
I x

x
=

 عند بعض ∫+

0نلاحظ مباشرة أنّ  .ℕمن  nقيم  1I   ، وأنّ =
1

1

1 2 0
0

d
arctan

41

x
I x

x

π = = =  +∫  

1nوإذا كانت    فإنّ  ≤
1 2

1 2 1
0
1 1

2 1 2
0 0

1 1

2 2 1
0 0

d
(1 )

1 1
d d

2(1 ) (1 )

1 1 1 1
d

2 2(1 ) (1 ) 2

n n n

n n

nn n n

x
I I x

x

x
x x x x

nx x

x
x I

n nx x n

+ +

+

+

− =
+

′ −  = ⋅ = ⋅   +  + 
   −    = − = −     + +    

∫

∫ ∫

∫

  

  :الآتيةقة التدريجيّة تسمح لنا العلاقة السابقة أن نستنتج العلا

1 1

2 1 1
1,

2 2
n n n

n
n I I

n n
+ +

−
∀ ≥ = +  

  ومن ثمَّ 

2 1 2

3 2 4

1 1 2

2 82
3 1 8 3

4 322

I I

I I

π

π

+
= + =

+
= + =

  

  أنّ  nويمكننا أن نثبت بالتدريج على 

1
2 2

1 2 2
1 2

2
1,

4 2 2

nn n k
n n

n n n k
k k

C C
n I

kC

π −

+
=

∀ ≥ = + ∑  

وكذلك يمكن بسهولة تعميم هذه الطريقة لحساب 
2

d

(1 )

b

n
a

x

x+∫.  
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) ليكن .مثال 3-2-3. , )a b 2منℝ  يحُقّقa b< ولتكن ،p  من∗ℝ سنتأمّل التكاملين .  

sin d
b

px

a
I e x x= cos و   ∫ d

b
px

a
J e x x= ∫  

  نلاحظ أنّ 

  
sin d ( cos ) d

cos cos d cos cos

b b
px px

a a
bb

px px pa pb

a a

I e x x e x x

e x p e x x e a e b pJ

′= = −

 = − + = − +  

∫ ∫
∫

  

  وكذلك

  
cos d (sin ) d

sin sin d sin sin

b b
px px

a a
bb

px px pb pa

a a

J e x x e x x

e x p e x x e b e a p I

′= =

 = − = − −  

∫ ∫
∫

  

  من العلاقتين السابقتين فنجد Jو Iمن  كل ويمكننا حساب  

  
( )

( )
2

2

1
(cos sin ) (cos sin ) ,

1
1

(sin cos ) (sin cos ) .
1

pa pb

pb pa

I e a p a e b p b
p

J e b p b e a p a
p

= − − −
+

= + − +
+

  

  كاملة بتغيير المتحوّلالمُ  3-3.

f: ، وليكنℝ مجالين غير تافهين من Jو I ليكن I → ℝ 1 تابعاً من الصفC  قويحق
( )f I J⊂كن ، وكذلك لي:g J → K  تابعاً مستمراً. وأخيراً ليكن( , )a b  2منI.  

   كان  Jعلى  gتابعاً أصلياً للتابع  Gإذا كان 

  ( )

( )
( )d ( ( )) ( ( ))

f b

f a
g u u G f b G f a= −∫  (1)  

G:ومن جهة ثانية ينتمي التابع  f I → K	 1 إلى الصفC قويحق  

( )G f g f f′ ′= ⋅	 	  
  إذن

  ( ( )) ( )d ( ( )) ( ( ))
b

a
g f x f x x G f b G f a′ = −∫  (2)  
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  نجد (2)و (1)وبمقارنة 
( )

( )
( ( )) ( )d ( )d

b f b

a f a
g f x f x x g u u′ =∫ ∫  

4/حساب التكامل  .مثال 3-3.

0
tan dx x

π

  هنا لدينا . ∫
/4 /4 /4

0 0 0

sin 1
tan d d cos d

cos cos

x
x x x x x

x x

π π π

′= = −∫ ∫ ∫  

1هو التابع  gوالتابع  cosهو التابع  fالتابع إذن 
u

u
∗على  ֏−

+ℝ .إنّ وكذلك ف 

(0) 1f 2و =
4 2

f
π  =  

  ومنه، 

2
2

/4 1/ 2

0 1

1

d
tan d

1ln ln2
2

u
x x

u

u

π

= −

 = − =  

∫ ∫  

التكامل  حساب .مثال2-3-3.
1

2
0

d
1

x

x

e
x

e+∫ .هنا لدينا  

1 1

2 2
0 0

1
d ( ) d

1 1 ( )

x
x

x x

e
x e x

e e
′=

+ +∫ ∫  

هو التابع  gوالتابع ، exp هو التابع الأسيّ  fالتابع إذن 
2

1

1
u

u+
 كما إنّ .  ℝعلى  ֏

(0) 1f f(1)و  = e=ومنه .  
1

2 2
0 1

1

d
d

1 1

arctan arctan
4

e
x

x

e

e u
x

e u

u e
π

=
+ +

 = = −  

∫ ∫
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  مُكاملة التوابع الكسريةّ 4-3.

حساب التكامل  .مثال
1 4

3
0

1
d
1

x
I x

x

+
=

+∫.   

4كانت درجة البسط   لـمّا 1P X= 3أكبر من درجة المقام  + 1Q X= ، نبدأ بإجراء +
)قسمة إقليديةّ للبسط على المقام فنجد  ) ( ) 1P X XQ X X= + −.  

  وعليه
4

3 3

1 1

1 1

X X
X

X X

+ −
= +

+ +
  

  إذن

1 2

1 1 14

3 3
0 0 0

1 1
d d d
1 1

I I

x x
I x x x x

x x

+ −
= = +

+ +∫ ∫ ∫

�����
 
�����������


  

  دبسيط ونج 1Iحساب التكامل الأوّل 
11 2

1

00

1
d

2 2

x
I x x

 
 = = = 
 

∫  

  فنلاحظ أولاً أنهّ يمكن تحليل المقام كما يلي : 2Iأمّا لحساب التكامل الثاني 
2( ) ( 1)( 1)Q X X X X= + − +  

وهنا نسعى إلى تفريق الكسر 
3

1

1

X

X

−

+
  ليكون: Cو Bو Aإلى عناصر بسيطة، بتعيين الثوابت  

3 2 2

1 1

11 ( 1)( 1) 1

X X A BX C

XX X X X X X

− − +
= = +

++ + − + − +
  

  تُكافئ هذه المساواة بعد توحيد المقامات :
21 ( 1) ( 1)( )X A X X X BX C− = − + + + +  

1Xفإذا عوّضنا  = 2استنتجنا أنّ  −
3

A في الطرف الأيمن  2X، وإذا لاحظنا أنّ أمثال =
2يجب أن تكون معدومة استنتجنا أنّ 

3
B = 0X، وأخيراً بتعويض − 1نجد  =

3
C = .  
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  وعليه 

3 2

1 2 1 1 2 1

3 1 31 1

X X

XX X X

− −
= × − ×

++ − +
  

)2ظنا أنّ وهنا إذا لاح 1) 2 1x x x′− + =   استنتجنا أنّ  −
1 1 1

2 3 2
0 0 0

1 1
2

0 0

1 2 d 1 2 1
d d

3 1 31 1

2 1 2
ln(1 ) ln( 1) ln2
3 3 3

x x x
I x x

xx x x

x x x

− −
= = ⋅ − ⋅

++ − +

   
   = + − − + =
      

∫ ∫ ∫
  

  وأخيراً نجد
1 4

1 23
0

1 1 2
d ln2

2 31

x
I x I I

x

+
= = + = +

+∫  

)ليكن لنتأمّل إذن الحالة العامّة.   ���� )
( )

( )

P X
R X

Q X
كسراً عادياً حقيقياً بمتحوّلٍ واحدٍ،   =

] من حدود اكثير   Qو Pحيث  ]Xℝ لنفترض أنّ ، و أوليانّ فيما بينهماdeg 0Q .نسمّي <
}1ة الحقيقي Q جذور , }pa a…لكسر، في حال وجودها، الأقطاب الحقيقية ل ( )R X ويمكننا ،

  من ثمَّ أن نعرف التابع الكسري :
1: \{ , } , ( )pf a a x R x→ℝ … ℝ ֏  

]على كل مجال من مجالات تعريفه. ليكن  مستمر وهو تابع  , ]a b  مجالاً مغلقاً ومحدوداً وغير تافه

)ي طريقة حساب . سنشرح فيما يلfمحتوى في منطلق  )d
b

a
f x x∫.  

إلى جداء كثيرات حدود غير خزولة في  Qتفريق كثير الحدود  علم من دراستنا للجبر أنهّ يمكنن
[ ]Xℝ الآتي الوجه، على:  

2

1 1

( ) ( ) ( ) ji

p q
mn

i j j
i j

Q X X a X c X dλ
= =

= − + +∏ ∏  
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)الكسر  يُكتبُ عندئذ و  )R X بطريقة وحيدة بالشكل :  

, , ,

2
1 1 1 1

( ) ( )
( ) ( )

ji
mnp q

i k j j

k
i k ji j j

X
R X E X

X a X c X d

λ α β

= = = =

   +   = + +      − + +    
∑ ∑ ∑ ∑ ℓ ℓ

ℓ
ℓ

  

)حيث  )E X كثير الحدودهو خارج القسمة الإقليديةّ ل P  علىQ والمقادير .( )1,
1 i

i pi s
s n

λ ≤ ≤
≤ ≤

 

)و )1,
1 j

j qj t
t m

α ≤ ≤
≤ ≤

)و  )1,
1 j

j qj t
t m

β ≤ ≤
≤ ≤

  أعداد حقيقيّة. هي  

,إلى عناصر بسيطة، وتسمّى الكسور  Rيسمّى هذا اموع تفريق 

( )

i s

s
iX a

λ

−
عناصر بسيطة من  

,النوع الأول، والكسور  ,

2( )

j t j t

t
j j

X

X c X d

α β+

+ +
  ع الثاني.عناصر بسيطة من النو  

)من  كل إنّ حساب   )d
b

a
E x x∫ و,

d
( )

b i s

sa
i

x
x a

λ

أمرٌ سهل، ويبقى حساب التكاملات  ∫−

من النمط 
2

d
( )

b

na

x
x

x cx d

α β+

+ x. بإجراء تغيير للمتحول من الشكل ∫+ uy v= + 

  من التكاملين  كل تؤول المسألة إلى حساب  

2
d

( 1)

b

na

y
y

y

′

′    و   ∫+
2

1
d

( 1)

b

na
y

y

′

′ +∫  

أمّا التكامل 
2

d
( 1)

b

na

y
y

y

′

′   فحسابه بسيط إذ إنّ  ∫+

2

2

2 1

ln(1 ) : 1
2

d
1( 1) : 1

( 1)(1 )

b

b
a

b
n

a
n

a

y n
y

y
y n

n y

′
′

′
′

′
−

′

   + =   =   −+   >   − + 

∫  

طريقة تدريجيّة لحساب التكاملات من النوع  3-2-2.ويبين المثال 
2

d
( 1)

b

na

y
y

y

′

′ +∫.  
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لنحسب  .مثال 1-4-3.
4 3 2

2
3

2 3
d

3 2

x x x
I x

x x

− − +
=

− +∫.  

)2يُكتب كثير الحدود  ) 3 2Q X X X= − ) بالشكل + ) ( 1)( 2)Q X X X= − − 
3 للبسط:وجذوره ليست جذوراً  2( ) 2 3P X X X X= − − الكسر  إذن لا يقبل .+

( )
( )

( )

P X
R X

Q X
)من أقطاب  أياًّ لا يحوي  [3,4]لاختزال. وكذلك فإن اال ا = )R X.  

  نلاحظ بإجراء قسمة إقليديةّ أنّ 
( ) ( 1) ( ) 1P X X Q X= + +  

  ومنه
1

( ) 1
( 1)( 2)

R X X
X X

= + +
− −

  

1ونعلم أنهّ يمكن تفريق الكسر 

( 1)( 2)X X− −
  إلى عناصر بسيطة من الشكل 

1 21

( 1)( 2) 1 2X X X X

λ λ
= +

− − − −
  

1X المقدارنضرب طرفيَ المساواة السابقة ب 1λلتعيين  1Xض ثمُّ نعوّ  − فنجد  =
1 1λ = 2. وبأسلوب مماثل نجد − 1λ   . ومنه =

1 1
( ) 1

1 2
R X X

X X
= + − +

− −
  

  وأخيراً 
4 3 2

2
3
4 4 4

3 3 3
4 44

2

3 3 3

2 3
d

3 2

1 1
( 1)d d d

1 2

9 4
ln( 1) ln( 2) ln

2 2 3

x x x
I x

x x

x x x x
x x

x
x x x

− − +
=

− +

= + − +
− −

         = + − − + − = +             

∫

∫ ∫ ∫  
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لنحسب  .مثال 2-4-3.
1 3

2 2
0

1
d

( 2)

x x
I x

x

+ +
=

+∫.  

كن تفريق ويم .ℝعلى  مستمر مَل الـمُكاإنّ التابع الكسريّ 
3

2 2

1
( )

( 2)

X X
R X

X

+ +
=

+
إلى  

  :أتيعناصر بسيطة كما ي
2 2 1 1

2 2 2
( )

( 2) 2

X X
R X

X X

α β α β+ +
= +

+ +
  

  وبالمطابقة نجد
3 3 2

1 1 1 2 1 21 (2 ) (2 )X X X X Xα β α α β β+ + = + + + + +  
  ومنه

1 1 2 21, 0, 1, 1α β α β= = = − =  
  إذن

2 2 2

1
( )

( 2) 2

X X
R X

X X

− +
= +

+ +
  

لحساب 
1

2 2
0

d

( 2)

x

x   :3-2-2.نتبع طريقة المثال  ∫+

1 1 2 2

2 2 2 2
0 0

1 1

2 2 2
0 0
1 1

2 2
0 0
1 11

2 2 2
00 0

1

2
0

d 1 (2 )
d

2( 2) ( 2)

1 1 1
d d

2 22 ( 2)

1 1 1 1
d d

2 42 2

1 1 1 1
d d

2 42 2 2

1 1 1
d

4 122

x x x
x

x x

x
x x x

x x

x x x
x x

x
x x

x x x

x
x

+ −
=

+ +

= −
+ +

′ = + ⋅   + +
       = + −    + + +    

= +
+

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫
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  وكذلك 
1 1

2
00

d 1 1 1
arctan arctan

2 2 2 2 2

x x

x

 
 = =
 +  

∫  

  ومنه
1

2 2
0

d 1 1 1
arctan

12( 2) 4 2 2

x

x
= +

+∫  

  ومن جهة أخرى
11

2 2 2
00

d 1 1 1 1

4 6 12( 2) 2( 2)

x x

x x

 − = = − = + + 
∫  

  و

  
1 1

2

2
00

d 1 1 3
ln(2 ) ln
2 2 22

x x
x

x

 
 = + =
 +  

∫  

  أخيراً نجد 

1 3

2 2
0
1 1 1

2 2 2 2 2
0 0 0

1
d

( 2)

d
d d

( 2) ( 2) 2

1 1 1 1 1 3
arctan ln

12 12 2 24 2 2

1 1 1 3
arctan ln

2 24 2 2

x x
I x

x

x x x
x x

x x x

+ +
=

+

= − + +
+ + +

= − + + +

= +

∫

∫ ∫ ∫  
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  ول إلى مُكاملة التوابع الكسريةّالتكاملات التي تؤ  5-3.

) التكاملات من الشكل   � )d
b

x

a
R e x∫ حيث ( )u R u֏  تابع كسري، تؤول إلى

xeحساب تكامل تابع كسري بإجراء تغيير للمتحول  u=إذ يكون ،  

( )
( )d d

b

a

b e

x

a e

R u
R e x u

u
=∫ ∫  

  فمثلاً 
2

2

2 2

2 2
0 0 1

2

1

d 2 2
d d

ch 1 1

2arctan 2arctan
2

e
x

x

e

x e
x u

x e u

u e
π

= =
+ +

 = = −  

∫ ∫ ∫  

sin)التكاملات من الشكل    � , cos )d
b

a
R x x x∫ والتابع ( , ) ( , )u v R u v֏  ٌتابع  

 ، أن نفترض أنّ اً دور  2πتقبل  cosو sin يمكننا، بالاستفادة من كون التوابع كسري بمتحولين.
a وb  التقعان في ا[ , ]π π−التابع  عمل. عندئذ يمكننا أن نستtan( /2)u u֏ عريفلت 

[ اال المفتوح تقابل بين , [π π− وℝ .  

  فإذا وضعنا

tan
2

x
t 2arctanx   أي   = t=   

   كان
2

2 2 2

2 1 2
sin , cos , ( )

1 1 1

t t
x x x t

t t t

− ′= = =
+ + +

  

  ومنه
2

2

tan
2

2 2 2
tan

2 1 2d
(sin , cos )d ,

1 1 1

b

a

b

a

t t t
R x x x R

t t t

 −  =    + + + ∫ ∫  
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2/حساب التكامل .مثال 1-5-3.

0

1
d

2 cos
I x

x

π

=
في هذه الحالة نجُري تغيير  .∫+

2arctanxتحوّل الم t=  الذي يُكافئtan
2

x
t t[0,1]و =   فنجد، ∋

1 1

2 2 2
0 0

2

1

0

1 2 2
d d

1 1 3
2

1

2
arctan
3 3 3 3

I t t
t t t

t

t π

= ⋅ =
− + +

+
+

 
 = =
  

∫ ∫
  

يمكننا اللجوء إلى لذلك مَل. الـمُكاالمشكلة في هذه الطريقة هي أا ترفع كثيراً درجة التابع الكسري 
رمزنا بالرمز  وقد، أتيلمتحوّل في بعض الحالات الخاصّة التي ندُرجها فيما يأنماط أخرى من تغيير ا

( )f x  إلى المقدار(sin , cos )R x x:  

)إذا كان   ) ( )f x f xπ − = sintفإنّ تغيير المتحول  − x=  يجعل التكامل المطلوب

  كسري.تكامل تابع  

)إذا كان   ) ( )f x f x− = costفإنّ تغيير المتحول  − x=  يجعل التكامل المطلوب

 تكامل تابع كسري.


)إذا كان   ) ( )f x f xπ + tantفإنّ تغيير المتحول  = x=  يجعل التكامل المطلوب
 تكامل تابع كسري.

4/حساب التكامل  .مثال 2-5-3.

20

1
d

2 cos
I x

x

π

=
هنا إذا أجرنا تغيير المتحوّل  .∫+

2arctanx t=  الذي يُكافئtan
2

x
t و =

8
0, tant π ∈   ، وجدنا  

( ) ( )tan /8 tan /8
2

2 2 2 4
2

0 0

2

1 2 1
d 2 d

1 3 2 31
2

1

t
I t t

t t tt

t

π π
+

= ⋅ =
+ + + −  +    + 

∫ ∫  



 246 التوابع الأصليّة والتكامل المحدود

xوعند  xمل يأخذ القيمة نفسها عند مُكاالـولكن بملاحظة أنّ التابع  π+  نستنتج أنّ تغيير
tantالمتحوّل  x=  ،ًعندئذ نجد أنّ و قد يكون مفيدا  

1 1

2 2
0 0

2

1

0

1 1 1
d d

1 1 2 32
1

1 2 1 2
arctan arctan

3 36 6

I t t
t t

t

t

= ⋅ =
+ ++

+
        = =            

∫ ∫
  

)2 التكاملات من الشكل   � , )d
b

a
R x x x xα β γ+ )و ∫+ , ) ( , )u v R u v֏ 

 تغيير المتحوّل لاستفادة منكسري بمتحولين. يمكننا، با  تابعٌ هو 
2

t x
β

α
=  أنّ  ، أن نفترض+

0β   . أتي، وهذا ما سنفعله فيما ي=

)2لحساب  , )d
b

a
R x x xα γ+∫  ّ0يمكننا أن نفترض أنγ ≠.  


0αفي حالة   0γو < tعيد تغيير المتحوّل ، يُ < x
α

γ
المسألة إلى حساب  =

)2 التالي : نمطلتكامل من ا , 1)d
b

a
S t t t

′

′
تغيير المتحول  عملوأخيراً نست ،∫+

1 1

2
t u

u

 = −   
  فتؤول المسألة إلى تكامل تابع كسري. 


0αفي حالة   0γو < tعيد تغيير المتحوّل ، يُ > x
α

γ
=

−
tأو  x

α

γ

−
=

−
 

)2 ألة إلى حساب تكامل من النمطالمس , 1)d
b

a
S t t t

′

′
1 حيث ∫− a b′ ′≤ ≤. 

1تغيير المتحول  عمل نستثمُّ  1

2
t u

u

 = +   
  فتؤول المسألة إلى تكامل تابع كسري. 


0αفي حالة   0γو > t ، يعيد تغيير المتحوّل< x
α

γ

−
المسألة إلى حساب  =

)2تكامل من النمط  , 1 )d
b

a
S t t t

′

′
costتغيير المتحول  عمل نستثمُّ . ∫− u= 

 فتؤول المسألة إلى حالة سبقت معالجتها.
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  تمرينات
J واحسب تابعاً أصلياً لكل منها على كل مجال من الآتيةعينّ مجموعة تعريف التوابع  1. التمرين ،

  مجالات تعريفه.
3 2

3

2

2 2 2

2

4 2

2 2

5 9 22 8
( )

4
1

( )
( 1)( 2)

1
( )

( 1)( 4)( 9)
1

( )
( 1) (1 )

1
( )

( 1)

x x x
f x

x x

f x
x x

f x
x x x

f x
x x

x x
f x

x x

+ − −
=

−

=
+ +

=
+ + +

=
+ ⋅ +
+ +

=
+ +

�

�

�

�

�

  

  الحـل

التابع  �
3 2

3

5 9 22 8
( )

4

x x x
f x

x x

+ − −
=

−
}\ ى. هو تابع مستمرّ عل 2,2}−ℝ  وإذا ،

}\مجالاً ما محتوى في  Iكان  2,2}−ℝ  ّقنا مباشرة أنتحق  
2 4 3

, ( ) 5
2 2

x I f x
x x x

∀ ∈ = + + +
+ −

  

  وعندئذ يكون
( )2 4 3( ) 5 ln ( 2) | 2|x F x x x x x= + + −֏  

  .Iعلى  f لتابعتابعاً أصليّاً ل

التابع �
2

1
( )

( 1)( 2)
f x

x x
=

+ +
}\. هو تابع مستمرّ على  2, 1}− −ℝ وإذا كان ،I 

}\مجالاً ما محتوى في 2, 1}− −ℝ  ّقنا مباشرة أنتحق  

2

1 1 1
, ( )

1 2 ( 2)
x I f x

x x x
∀ ∈ = − −

+ + +
  

1 وعندئذ يكون 1
( ) ln

2 2

x
x F x

x x

+
= +
+ +

  .Iعلى  f لتابعتابعاً أصلياًّ ل ֏
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التابع  �
2 2 2

1
( )

( 1)( 4)( 9)
f x

x x x
=

+ + +
  اشرة أنّ . ونتحقّق مبℝ ىتمرّ علمس تابعٌ  

2 2 2

1 1 1 1 1 1
, ( )

24 15 401 4 9
x f x

x x x
∀ ∈ = ⋅ − ⋅ + ⋅

+ + +
ℝ  

  وعندئذ يكون
1 1 1

( ) arctan arctan arctan
24 30 2 120 3

x x
x F x x= − +֏  

  .ℝعلى  f لتابعتابعاً أصليّاً ل

التابع  �
2

1
( )

( 1) (1 )
f x

x x
=

+ ⋅ +
}\ . هو تابع مستمرّ على 1}−ℝان ، وإذا كI 

}\مجالاً ما محتوى في  1}−ℝ  ّقنا مباشرة أنتحق  

2 2

1 1 1 1 1
, ( )

2 2 2 11 1

x
x I f x

xx x
∀ ∈ = ⋅ − ⋅ + ⋅

++ +
  

  وعندئذ يكون
2

2

1 1 (1 )
( ) arctan ln

2 4 1

x
x F x x

x

+
= −

+
֏  

  .Iعلى  f لتابعتابعاً أصليّاً ل

التابع   �
4 2

2 2

1
( )

( 1)

x x
f x

x x

+ +
=

+ +
  ونلاحظ بسهولة أنّ . ℝ. هو تابع مستمرّ على 

2

2 2

1 2
( ) 1

1 1

x x x
f x

x x x x

− +
= = −

+ + + +
  

  وبملاحظة أنّ 
2 2 2 1

ln( 1) arctan
3 3

x
x x x

+
+ + −֏  

هو تابع أصلي للتابع 
2

2

1

x
x

x x+ +
  المعرّف بالعلاقة: Fاستنتجنا أنّ التابع  ֏

2 2 2 1
( ) ln( 1) arctan

3 3

x
F x x x x

+
= − + + +  

  ℝ.  úعلى  f لتابعهو تابع أصلي ل



تمرينـات   249  

J ة، واحسب تابعاً أصلياً لكل منها على كل مجال من عينّ مجموعة تعريف التوابع التالي 2. التمرين
  مجالات تعريفه.

2

2

2 4

2 2

1 1
( ) ( )

5 3 cos sin (2 cos 2 sin )sin

sin cos 1
( ) ( )

cos sin (2 cos 1)sin
sin 1

( ) ( )
1 sin sin cos

sin
( ) tan , ( )

cos tan

n
n

f x f x
x x x x x

x x
f x f x

x x x x

x
f x f x

x x x
x

f x x n f x
x x

= =
+ + + −
⋅

= =
+ −

= =
+ ⋅

= ∈ =
+

ℕ

� �

� �

� �

� �

  

  الحـل

1التابع  �
( )

sin (2 cos 2 sin )
f x

x x x
=

⋅ + −
x. نلاحظ هنا أنهّ في حالة  π∉ Z 

tan المقدار يكون
2

x
t=  ّفاً ويكونمعر  

2

2 2

2

2 2

1 4
2 cos 2 sin 2

1 1
3 4 ( 1)( 3)

1 1

t t
x x

t t

t t t t

t t

−
+ − = + −

+ +
− + − −

= =
+ +

  

  مستمرّ على fوعليه فإنّ التابع 

( )\ 2 2arctan 3 2
2

π
π π π
     ∪ + ∪ +         
Z Z Zℝ  

1: من االات أياًّ  I إذا كانف ] , 0[ 2kI kπ π= − 2أو، +

2
0, 2kI kπ π = +   ،أو 

3

2
, 2kI kπ α π = +   ، 4أو ] , [ 2kI kα π π= 2arctan حيث، + 3α التي و ، =

2، سمح لنا تغيير المتحول fيكون اجتماعها مجموعة تعريف  2arctanx k tπ= بحساب  +
  : إذ نجد أنّ  التابع الأصلي المطلوب

2

5

3 4 2

1 1 1 5
( )d d d

( 1)( 3) 3 1 3( 3)

1 ( 3) 1 sin (2 cos 2 sin )
ln ln

3 3( 1) (1 sin ) (1 cos )

t
f x x t t

t t t t t t

t t x x x

t x x

 + = = − +  − − − − 
− ⋅ + −

= =
− − +

∫ ∫ ∫
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  وعلى هذا يكون التابع 

4 2

1 sin (2 cos 2 sin )
( ) ln

3 (1 sin ) (1 cos )

x x x
x F x

x x

⋅ + −
=

− +
֏  

  محتوى في مجموعة تعريفه. Iعلى كل مجال  f لتابعتابعاً أصليّاً ل

1التابع �
( )

5 3 cos sin
f x

x x
=
+ +

، ونتحقّق ℝستمرّ علىمتابعٌ . هذا التابع 

  بالاشتقاق أنّ التابع
2 cos 3 sin

( ) arctan
15 15 15 5 3 cos sin

x x x
x F x

x x

 − = +   + + +
֏  

  . ℝعلى  f لتابعهو تابع أصلي ل
2وبوجه عام في حالة  � 2 2a b c>   يكون لدينا +

2 cos sin 1
arctan

cos sin cos sin

x c x b x

d d d a b x c x a b x c x

′  −  + =    + + + + +  
  

2 حيث 2 2d a b c= − −.  

التابع  �
2

1
( )

(2 cos 1) sin
f x

x x
=

− ⋅
أي  ،.  هذا التابع مستمرّ حيث لا ينعدم مقامه

)اموعة على  )( )
4 2

\ π ππ ∪ +Z Zℝ فإذا كان ،I فه عرّفَ مجالاً ما محتوى في مجموعة تعري
cosuتغيير المتحوّل  x֏  تقابلاً منI إلى صورته. ويكون لدينا  

  

2 2

d
( )d

(2 1) (1 )

1 1 2 2
d

2( 1) 2( 1) 2 1 2 1

1 1 1 2 cos
ln 2 ln

2 1 1 2 cos
sin 1 2 cos

ln 2 ln
1 cos 1 2 cos

u
f x x

u u

u
u u u u

u x

u x

x x

x x

−
=

− ⋅ −
  = − − +   − + − + 
− +

= +
+ −

+
= +

+ −

∫ ∫

∫
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  بالصيغة التالية : Iعلى  fعليه يعُطى التابع الأصلي للتابع و 

sin 1 2 cos
( ) ln 2 ln

1 cos 1 2 cos

x x
x F x

x x

+
= +

+ −
֏  

التابع �
2sin cos

( )
cos sin

x x
f x

x x

⋅
=

+
أي على  ،. وهذا التابع مستمرّ حيث لا ينعدم مقامه

( )3
4

\ π π+ Zℝ ليكن إذن ،I مجالاً ما محتوى في مجموعة تعريفه .  

( )

2

2

((cos sin ) 1) sin
( )

2(cos sin )
1 sin

sin cos sin
2 2(cos sin )
sin2 cos2 1 sin

4 4 4 2(cos sin )
sin2 cos2 cos sin

4 4 4(cos sin )

x x x
f x

x x

x
x x x

x x

x x x

x x

x x x x

x x

+ − ⋅
=

+

= + −
+

= − + −
+

−
= − +

+

  

  إذن

sin2 cos2 1
( ) ln cos sin

8 8 4

x x
f x x x

′ = − − + +   
  

  وعليه يكون التابع
sin2 cos2 1

( ) ln cos sin
8 8 4

x x
x F x x x= − − + +֏  

  .I على f لتابعتابعاً أصليّاً ل

التابع   �
2 4

1
( )

sin cos
f x

x x
=

⋅
أي على  ،لا ينعدم مقامه . هذا التابع مستمرّ حيث

( )
2

\ π
Zℝ ليكن إذن  ،I  َمجالاً ما محتوى في مجموعة تعريفه. عندئذ يمكننا أن نكتب  

2 2

2 2

2

2 2

1 (1 tan )
( )

cos tan
1 1

2 tan
cos tan

x
f x

x x

x
x x

+
= ⋅

 = + +   
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  أو

31 1
( ) 2 tan tan

tan 3
f x x x

x

′ = − + +   
  

  وعليه يكون التابع
31 1

( ) 2 tan tan
tan 3

x F x x x
x

= − + +֏  

  .Iعلى  fلتابع عاً أصليّاً لتاب

sin التابع�
( )

1 sin

x
f x

x
=
+

موعة  ). هذا التابع مستمرّ على ا )3
2

\ 2π π+ Zℝ ليكن ،

)في أحد مجالات اموعة مجالاً ما محتوى  Iإذن  )
2

\ π π+ Zℝ َيمكننا أن نكتب .  

2 2 2

sin 1
( ) 1

1 sin 1 sin
1 sin 1 sin

1 1
1 sin cos cos

1 1 sin
tan

cos cos

tan
4 2

x
f x

x x
x x

x x x

x
x x x

x x

x
x

π

= = −
+ +
−

= − = − +
−

′ ′   −  = − + = +        
′   = + −      

  

  ابعوعليه فإنّ الت

( ) tan
4 2

x
x F x x

π = + −   
֏  

)محتوى في  Iعلى أي مجال  f لتابعهو تابع أصليّ ل )
2

\ π π+ Zℝ.  

التابع  �
2 2

sin
( )

cos tan

x
f x

x x
=

+
). هذا التابع معرّفٌ على اموعة  )

2
\ π π+ Zℝ ،

. ليكن ℝ. لذلك فهو يقبل تابعاً أصلياً معرفّاً على ℝ ولكنّه يقبل التمديد إلى تابع مستمر على

2
0,I π =     لعندئذ يمكننا إجراء تغيير المتحوcosu x= .فنجد  

2 2

sin
d ( )d

cos tan

x
x g u u

x x
=

+∫ ∫  

2حيث  2 1( ) ( 1/ 1)g u u u −= − + −.  
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  ونلاحظ أنّ 
2

4 2

2 2

2

2 22 2

2

2

( )
1

1

2 3 3 1 3 1
1 1/1 2 3 2 3 1

2 1/ 14 3 3 1 3 1

1 3 1 1 1
ln arctan

24 3 3 1

u
g u

u u
u u

u u u u

uu u

u uu u u u

u u
u

uu u

−
=

− +
 = − −   − + + +
  ++ −  = − − ⋅   + −+ + − + 

′    + +     = − −          − +   

  

  وعلى هذا يكون التابع

2

22

1 cos 3 cos 1 1 cos
, ( ) ln arctan

2 sin4 3 cos 3 cos 1

x x x
x I F x

xx x

 + +  ∀ ∈ = −   − + 
  

  . ولكن نلاحظ أنّ التابعIعلى  f لتابعتابعاً أصلياً ل
2

22

1 cos 3 cos 1 1 cos
( ) ln arctan

2 sin4 3 cos 3 cos 1

x x x
x F x

xx x

 + +  = −   − + 
֏  

  عبوض ℝكامل ويقبل التمديد إلى تابع مستمرّ على   πZℝ\معرّفٌ على 

1 3 1
, (2 ) ((2 1) ) ln

42 3 3 1
k F k F k

π
π π

+
∀ ∈ = − + = −

−
Z  

  عليها. f لتابعهو تابع أصلي ل ℝالمعرّف ذه الصيغة على  Fونجد بتحقّق بسيط ومباشر أنّ 

)لتابع ا � ) tann
nf x x=. موعة التابع مستمرّ علىا ( )

2
\ π π+ Zℝ وإذا كان ،nF 

 على nf لتابعابع الأصلي لالت
2 2

] , [π π−  كان 0والذي ينعدم عند ،( )nx F x kπ−֏ 
اال  على f لتابعاً أصليّاً لتابع

2 2
] , [k kπ ππ π− + من  xه في حالة . وهنا نلاحظ أنّ +

2 2
] , [π π− لدينا  

1
2

2

0

tan
( ) ( ) (1 tan )tan d

1

x
n

n
n n

x
F x F x t t t

n

+

++ = + =
+∫  
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من  xوعليه، مهما تكن 
2 2

] , [π π− ، و مهما تكنn  منℕ ،يكن  
1

2 1
2

0

1 2
2 1

1

( 1)
( ) ( 1) tan

2 1

( 1)
( ) ( 1) ln(cos ) tan

2

n n k
n k

n
k

n n k
n k

n
k

F x x x
k

F x x x
k

− −
+

=
−

+
+

=

−
= − +

+

−
= − +

∑

∑
  

  ú المطلوب.إثبات وبذا يتمّ 

  

  
J على كل مجال من  عينّ مجموعة تعريف التوابع التالية، واحسب تابعاً أصلياً لكل منها 3. التمرين

  مجالات تعريفه.
3 4 3

3 2

5 2 2/3

4 2

5
3 11 4

5 3 24 3

1 1
( ) ( )

1
( ) (1 ) ( )

1
1 1

( ) ( )
1 1

1 1
( ) ( )

( 2) ( 1) 2 ( 1)

x x
f x f x

x x

f x x x f x
x x

x
f x f x

xx x x

f x f x
x x x x x

+ +
= =

= + =
⋅ +

= =
+ ⋅ +

= =
+ − + −

� �

� �

� �

� �

  

  الحـل

التابع  �
3

3 2

1
( )

x
f x

x

+
=  على  مستمر] 1,0[ ]0, [− ∪ لنا تغيير المتحول   تيح، وي∞+

3
u x=  الحساب تابع أصلي له على اI  يمثلالذي ] 1, ,0[أو  −]0   . فنجد أنّ ∞+]

33 3

( ) ( )d 3 1 d

2 (1 ) 2 (1 )

F x f x x u u

u x

= = +

= + = +

∫ ∫  

3وعليه يكون التابع  32 (1 )x x+֏ لتابعتابعاً أصليّاً ل f  العلى اI.  



تمرينـات   255  

التابع  �
3 41

( )
x

f x
x

+
=.  موعة عل مستمرى ا∗

+ℝ لويسمح لنا تغيير المتحو ،
4

u x=  البحساب تابع أصلي له على ا∗
+ℝ :  

( )
3

4/3 3

7/3 4/34 4

( ) ( )d 4 1 d

4 (1 ) 1 d

12
(1 ) 3(1 )

7

F x f x x u u u

u u u

x x

= = +

= + − +

= + − +

∫ ∫
∫  

  وعليه يكون
7/3 4/34 412

(1 ) 3(1 )
7

x x x+ − +֏  

∗على  f لتابعتابعاً أصليّاً ل
+ℝ.  

التابع  �
4 2

1
( )

1
f x

x x
=

⋅ +
تابعاً  F، وإذا كان ℝ∗. هذا التابع مستمرّ على اموعة 

∗على  f لتابعأصليّاً ل
+ℝ   كان( )x F x− ∗على  f لتابعتابعاً أصلياً ل ֏−

−ℝ يكفي إذن .

∗على  f لتابعصلي لتعيين تابع أ
+ℝ.  لوهذا ما يسمح لنا به تغيير المتحو

2

1
1u

x
=   لنجد  +

2 32

2
2

3

1 1 1 2
, ( ) d

2 1 1 /
1 1

d
2

1

3
2 1

1
3

x F x x
x xx

u
u

u

u u u

x
x

x

∗
+

−
∀ ∈ = − ⋅ ⋅

+
−

=

= −

−
= ⋅ +

∫

∫

ℝ

  

  وعليه يكون التابع
2

2

3

2 1
1

3

x
x x

x

−
⋅ +֏  

∗على كل من  f لتابعتابعاً أصليّاً ل
+ℝ و∗−ℝ.  
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5 التابع � 2 2/3( ) (1 )f x x x= ، ويسمح لنا تغيير ℝكامل   . هذا التابع مستمرّ على+
21uالمتحول  x=   :فنجد ساب تابع أصلي لهبح +

( )2/3 8/3 5/3 2/32

11/3 8/3 5/3

2 2 2 2 53

4 2 2 53

( ) ( 1) d 2 d

3 3 3

11 4 5
3 3 3

(1 ) (1 ) (1 )
11 4 5
3 9 27

(1 )
11 44 220

F x u u u u u u u

u u u

x x x

x x x

= − = − +

= − +

 = + − + + +  
 = − + +  

∫ ∫

  

التابع  �
11 4

1
( )

1
f x

x x
=

⋅ +
 F ، وإذا كانℝ∗اموعة  . هذا التابع مستمرّ على

∗على  f لتابعتابعاً أصلياًّ ل
+ℝ   كان( )x F x−֏ لتابعتابعاً أصلياً ل f  على∗

−ℝ يكفي .
∗على  f لتابعإذن تعيين تابع أصلي ل

+ℝ.  

2يير المتحول يسمح لنا تغ

4

1
1u

x
= ∗بحساب تابع أصلي له على  +

+ℝ  أتيكما ي :  

( )

8 2 2

5

4

5 3

2

4 4 4

4 8 4

10

1 / 1 1 ( 1)
( ) d d

21
1

1 1 1

10 3 2

1 1 1 1 1 1
1 1 1

10 3 2

1
3 4 8 1

30

x u
F x x u u

ux

x

u u u

x x x

x x x
x

−
= ⋅ = − ⋅

+

= − + −

         = − + + + − +              
−

= + + +

∫ ∫

  

  وعليه يكون التابع

( )4 8 4

10

1
3 4 8 1

30
x x x x

x

−
+ + +֏  

∗على fلتابع تابعاً أصليّاً ل
+ℝ،  وكذلك على∗

−ℝ.  
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5التابع �
3

1
( )

1

x
f x

xx
=

+
,0}\ اموعة . هذا التابع مستمرّ على 1}−ℝ  وهي اجتماع

المتحول  أحد هذه االات.  يسمح لنا تغيير Iثلاثة مجالات. ليكن 
1

x
u

x
=
+

بحساب تابع   

  : هو مبين أدناه، كما Iأصلي له على

( )
3 1/5

14/5 9/5

2

4/5 9/5 4/5

4

5

1
( ) d d

(1 )
5 5 5 4

9
4 9 36

5 5 4 1

36

u u
F x u u u u

u u

u u u
u

x x

x x

− −

− − −

 − = ⋅ = −   −
 = − = − ⋅  

   − +  = ⋅        

∫ ∫

  

  وعليه يكون التابع
4

5
5 5 4 1

36

x x
x

x x

   − +  ⋅        
֏  

  .Iىعل fلتابع تابعاً أصليّاً ل

التابع �
23

1
( )

2 ( 1)
f x

x x x
=

+ −
}اموعة  . هذا التابع مستمرّ على }1

9
\ 0,ℝ  وهي

3أحد هذه االات. يسمح لنا تغيير المتحول Iاجتماع ثلاثة مجالات. ليكن  1x
u

x

−
= 

  . كما يلي: Iبحساب تابع أصلي له على

3 2 2

3 2 3

2

2

3

3 3

1 3 3
( ) d d

(2 ) (1 ) (2 )(1 )
4 / 3 1 / 3 1

d
2 1 1

4 1 1 3 2 1
ln 2 ln 1 ln( 1) arctan

3 3 2 4 3
1

2 1 1
4 1 5 1 1 3

ln 1 2 ln 1 1 ln arctan
3 6 2 4 3

u u u
F x u u

u u u u

u
u

u u u u

u
u u u u

xx
x x

 −  = ⋅ =  + −  + − 
 +  = + −   + − + +

+
= + + − − + + −

− +
= − + + − − + −

∫ ∫

∫
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  وعليه يكون التابع
3

3 3
2 1 1/ 14 1 5 1 1 3

ln 1 2 ln 1 1 ln arctan
3 6 2 4 3

x
x x

x x

− +
− + + − − + −֏  

  .Iعلى fلتابع تابعاً أصليّاً ل

عالتاب �
5 34

1
( )

( 2) ( 1)
f x

x x
=

+ −
 هما . هذا التابع مستمر على اجتماع مجالين

]1, [و ∞+] , 2[−∞   أحد هذين االين. عندئذ نلاحظ أنّ  I، ليكن −

4

5/4

2

5/4 1/4

1
( )

( 2)( 1) ( 2)/( 1)

1 2

1( 1)

1 2 2 4 2

3 1 1 3 1

f x
x x x x

x

xx

x x x

x x x

−

− −

=
+ − ⋅ + −

 + =   − −
′ ′      + + +     = − ⋅ ⋅ =             − − −       

  

4وعليه يكون التابع 
4 1

3 2

x
x

x

−
⋅

+
  I.  úعلى  f لتابعتابعاً أصليّاً ل ֏

  
J عينّ مجموعة تعريف التوابع التالية، واحسب تابعاً أصلياً لكل منها على كل مجال من  4. التمرين

  مجالات تعريفه.

2

2 2

2 1

2 33

3

2

1 1 1
( ) ( )

(1 ) 1 1

1
( ) arctan ( ) 3

3
1

( ) ( ) tan
1

( ) arcsin ( ) 1 ln
1

x

x

x
f x f x

x x x

x
f x f x

x

x
f x f x e x

x

x
f x x f x x x

x

+

+ −
= =

− − −

+
= =

+
−

= =
+

= = +
−

� �

� �

� �

� �
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  الحـل

التابع  �
2

2

1 1
( )

1

x
f x

x

+ −
=

−
[هذا التابع مستمرّ على ،  1, 1[− تابعاً  F، وإذا كان +

)كان   ]0,1[على  f لتابعأصلياً ل )x F x− [على  f لتابعاً أصلياً لتابع ֏− 1, . لذلك −]0
  بالعلاقة t. لنعرّف متحوّلاً جديداً ]0,1[على  f لتابعسنبحث عن تابع أصلي ل

2 2

22

1 1 2

11 1

x t
t x

tx

− +
= ⇔ =

+− −
  

  : ما يلي ]0,1[عندئذ يكون لدينا على 

2
2

2 2 22

2

2 2 2

2

4 42 2 2

2

4 2

42 2 2

( ) ( )d

1 2 2 1 2
1 2 d

1 (1 )1 2

2 1
d d

(1 ) 1

arctan
1

1 1 1 1
arctan

1 1

1
arctan

21 1 1 1 1

F x f x x

t t t
t t

t t tt

t
t t t

t t

t
t

t

x x x x

xx

x x x

x x x

π

=

 +  = ⋅ − + ⋅   + + +
′ − = =   + +

= −
+
⋅ − − ⋅ + −

= −
+ −
⋅ −

= + −
+ − − ⋅ + −

∫

∫

∫ ∫
  

  وعلى هذا يكون التابع
4 2

42 2 2

1
arctan

1 1 1 1 1

x x x
x

x x x

⋅ −
+

+ − − ⋅ + −
֏  

[على  f لتابعتابعاً أصليّاً ل 1, 1[− +.  
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التابع  �
2

1
( )

(1 ) 1
f x

x x
=

− −
[هذا التابع مستمر على  1, 1[− ، لنعرّف متحوّلاً +

cosجديداً بالعلاقة  arc cosx xθ θ= ⇔   عندئذ يكون لدينا =

2

2

1
( ) ( )d d

1 cos
cos( /2)1 1

d
2 sin( /2)sin ( /2)
1 cos 1

sin 1

F x f x x

x

x

θ
θ
θ

θ
θθ

θ

θ

−
= =

−
−

= =

+ +
= =

−

∫ ∫

∫  

والتابع 
2

1

1

x
x

x

+

−
[على  f لتابعهو تابع أصلي ل ֏ 1, 1[− +.  

2التابع  � 1( ) 3 xf x 1 . هذا التابع مستمر على=+
2
, − +∞  . تغيير المتحوّل وبإجراء  

ln 3 2 1t x= +  
  أن نكتبَ :يمكننا 

2

2 1

2 2

1
( ) ( )d d

(ln 3)

1 2 1 1
( 1) 3

ln 3(ln 3) (ln 3)

u

u x

F x f x x ue u

x
u e +

= =

 +  = − = − ⋅   

∫ ∫
  

  وعلى هذا يكون التابع

2 1

2

2 1 1
3

ln 3 (ln 3)

xx
x +

 +  − ⋅   
֏  

1على اال  fلتابع تابعاً أصليّاً ل
2
, − +∞  .  

1التابع  �
( ) arctan

3

x
f x

x

+
=

+
[ . هذا التابع مستمر على , 3[ ] 1, [−∞ − − +∞∪ .

  من أحد هذين االين فلدينا : xونلاحظ أنهّ مهما تكن 

2

1 1
( ) ( 2)arctan

3 2 ( 2) 1

x
f x x

x x

′ +  = + −   +  + −
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  وعلى هذا يكون
1 1

( 2)arctan ln 2 ( 1)( 3)
3 2

x
x x x x x

x

+
+ − + + + +

+
֏  

  على أي من مجالي تعريفه. fلتابع تابعاً أصليّاً ل
2التابع  � 3( ) tanxf x e x= على التابع مستمر .( )

2
\ π π+ Zℝ وإذا كان .I  مجالاً ما

)من مجموعة تعريفه كان التابع  )2 21
tan 2 tan 1

2
xx e x x− تابعاً أصليّاً له على  ֏+

  رئ من ذلك بسهولة.هذا اال كما يتوثقّ القا

3التابع  �
1

( )
1

x
f x

x

−
=

+
}\{. هذا التابع مستمر علـى  1−ℝ وهـو يقبـل تابعـاً أصـليّاً علـى ،

}\{من  Iأي مجال  1−ℝ 3. يسمح لنا تغيير المتحول
1

1

x
u

x

−
=

+
  : بإجراء هذا الحساب 

3 3

3 2 2

2

3 2

3

3 323

2 2
( ) ( )d 1 d d

1 1
2 2 1 1 2 1 3 1

d
3 1 2 21 1 1

2 1 ( 1) 2 1
ln 3 arctan

31 1 3
1

2 1
1( 1) ( 1) ln 1 1 3 arctan

3

F x f x x u u u u
u u

u u
u

uu u u u u

u u u

u u u

x

xx x x x

′ ′     = = − + =        − −
 + = + − ⋅ + ⋅   − − + + + +
− +

= + +
− + +

−
⋅ +

+= + − + − − + +

∫ ∫ ∫

∫

  
  وعلى هذا يكون التابع

3

3 323

1
2 1

1( 1) ( 1) ln 1 1 3 arctan
3

x

xx x x x x

−
⋅ +

++ − + − − + +֏  

  .Iعلى  f لتابعتابعاً أصليّاً ل
)التابع  � ) 1 lnf x x x= ∗. هذا التابع مستمر على +

+ℝ لويسمح تغيير المتحو .
1u x=   ، لنجدبحساب تابع أصلي له  +

3/22 4 2 1 1
(1 ) ln ( 4) 1 ln

3 9 3 1 1

x
x x x x x

x

+ −
+ − + + −

+ +
֏  
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التابع �
3

2
( ) arcsin

1

x
f x x

x
=

−
[. هذا التابع مستمر على  نجد أوّلاً أنّ التابع  .−]1,1

2
22

1
3

x
x x

+
−  لتابعهو تابع أصلي ل ֏−

3

21

x
x

x−
[على  ֏ ، ثمُّ −]1,1

  نجري مُكاملة بالتجزئة فنجد أنّ:
3 2

22 2
1 arcsin

9 3 3

x x x
x x x

+
+ − −֏  

[على  fهو تابع أصلي للتابع  1,1[−.  ú  

J لتكن  5. التمرينn  من∗ℕ ليكن، و nF  ًلتابعل 0ينعدم عند تابعاً أصليا  

4

1: ,
(1 )

n n
f x

x
→

+
ℝ ℝ ֏  

lim. ثم أثبت أن النهاية nF حسابفي  فيدأعطِ علاقة تدريجية ت ( )n n
x

I F x
→+∞

= 

  .nI، واحسب ℕ∗في  nكان   أياًّ موجودة 
  الحـل

  أنّ  لنلاحظ أولاً 

1 4 2 2
0 0

2 2
0 0

2 2
0 0

2

2 2

d d
( )

1 ( 2 1) ( 2 1)

1 2 2
d d

2 2 2 1 2 1

1 2 2
d d

2 2 2 1 2 1

1 2
d

2 2 2 1

1 2 2 1 2
d d

4 2 2 1 4 2 2 1

x x

x x

x x

x

x
x

x

t t
F x

t t t t t

t t
t t

t t t t

t t
t t

t t t t

t
t

t t

t
t t

t t t t

−

−

− −

= =
+ + + ⋅ − +
  + − +  = +   + + − +  
  + +  = −   + + + +  

+
=

+ +

+
= +

+ + + +

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

∫
x

x

∫
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  وعلى هذا يكون لدينا

2
1

1 1
( ) ln( 2 1) arctan( 2 1)

4 2 2 2

x

x

F x t t t
−

 
 = + + + +
  

  

  وأخيراً نرى أنّ 
2

1 2

1 2 1 arctan( 2 1) arctan( 2 1)
( ) ln

4 2 2 1 2 2

x x x x
F x

x x

+ + + + −
= +

+ +
  

  وبوجه خاص يكون لدينا

1 1lim ( )
2 2x

I F x
π

→∞
= =  

لنعرّف بوجه عام 
4

0

d
( )

(1 )

x

n n

t
F x

t
=

+∫
  ، فيكون لدينا

4

1 4 1 4
0 0

4 4
0 0

4

1 1
( ) ( ) d d

4(1 ) (1 )

1 1
d

4 (1 ) (1 )

1
( )

44 (1 )

x x

n n n n

x x

n n

nn

t
F x F x t t t

nt t

t
t

n t t

x
F x

nn x

+ +

′ −  − = =   +  + 
       = −     + +    

= −
+

∫ ∫

∫  

  يكن، ℕ∗من  nومهما تكن  ،ℝمن  xوعليه فإنهّ، مهما تكن 

1 4

1
( ) 1 ( )

4 4 (1 )
n n n

x
F x F x

n n x
+

 = − +   +
  

limفإذا كانت النهاية  ( )n n
x

I F x
→∞

1موجودة كانت النهاية  = 1lim ( )n n
x

I F x+ +→∞
= 

  اً عملاً بالمساواة السابقة، وكان لدينا :ضموجودة أي

1

4 1

4n n

n
I I

n
+

−
=  

  ونجد من ثمَّ : 1Iبدلالة  nIهذه العلاقة التدريجيّة بحساب  تفيدنا
1

1

1
1, 1

42 2

n

n
k

n I
k

π
−

=

 ∀ > = −   ∏  
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  : ل المثال نجدفعلى سبي

   1
2 2

I
π

2و   =

3

8 2
I

π
3و     =

21

64 2
I

π
=  ú  

  

J ليكن 6. التمرين f وg الفضاء تابعين من ([ , ], )a b ℝRشوارتز- كوشي  . أثبت متراجحة 
Cauchy-Schwarz الآتية:  

2 2
( ) ( )d ( ) d ( ) d

b b b

a a a
f t g t t f t t g t t≤ ⋅∫ ∫ ∫  

  الحـل

2في حالة 
0

b

a
f   كان  لـمّاليس هناك ما يجب إثباته، لنفترض العكس إذن،  ∫=

( )2, 0
b

a
f gλ λ∀ ∈ + ≥∫ℝ  

  استنتجنا أنّ 
2 2 2, 2 0

b b b

a a a
f fg gλ λ λ∀ ∈ + + ≥∫ ∫ ∫ℝ   

  سالباً أو معدوماً، أيالمبينّ أعلاه  ودثلاثي الحد ولا بدُ أن يكون مميز
2

2 2d d 0
b b b

a a a
fg g t f t

  − ⋅ ≤  ∫ ∫ ∫  

  ú  وهي المتراجحة المطلوبة.

  
J ليكن 7. التمرين f  تابعاً من([ , ], )a b ℝR نضع ،

[ , ]

sup
a b

M f= و
[ , ]
inf
a b

m f= .

0ونفترض أنّ  m< الآتيتين. أثبت صحة المتراجحتين :  

2
2 2

1 1
2 ( ) 1 ( )

1 ( )
( ) ( )

4

b b

a a

b b

a a

m m
b a f m b a

M M f M

m M
b a f b a

f mM

 − ≤ + ≤ + −  
+

− ≤ ⋅ ≤ −

∫ ∫

∫ ∫
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  الحـل

كان من الواضح أنّ    لـمّا
2

0
f m

M f

  − ≥   
  استنتجنا أنّ   

  2
f m m

M f M
+ ≥  (1)  

)كان   لـمّاوكذلك  ) ( )
0

f m M f

Mf

− ⋅ −
  استنتجنا أيضاً أنّ  ≤

  1
m f m

M M f
+ ≥ +  (2)  

]على اال  (2)و (1)وبمكُاملة المتراجحتين  , ]a b  المتراجحة الأولى : نستنتج  

1 1
2 ( ) 1 ( )

b b

a a

m m
b a f m b a

M M f M

 ⋅ − ≤ + ≤ + ⋅ −  ∫ ∫  

  نجد أنّ شوارتز -كوشيومن جهة ثانية، بالاستفادة من متراجحة  

  
2

2 1 1
( )

b b b

a a a
b a f f

ff

  − = ⋅ ≤ ⋅   ∫ ∫ ∫  (3)  

  وبالاستفادة من المتراجحة البسيطة 
2

2( , ) ,
2

x y
x y x y

 + ∀ ∈ ≤   
ℝ  

  أيضاً أنّ  نستنتج
2 2

21 1 1 1 1
1 ( )

4 4

b b b b

a a a a

m m
f f m b a

M f M f M

     ⋅ ≤ + ≤ + −        ∫ ∫ ∫ ∫  

  أو

  
2

21 ( )
( )

4

b b

a a

m M
f b a

f Mm

+
⋅ ≤ −∫ ∫  (4)  

  ú  .ةالمطلوبالمتراجحات صحّة  (4)و (3)وتبرهن المتراجحتان 
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J ليكن 8. التمرين f  تابعاً مستمراً من([ , ], )C a b ℝأثبت أن .  :  

[ , ], ( ) 0 ( )d 0 0
b

a
t a b f t f t t f

    ∀ ∈ ≥ ∧ = ⇒ =       ∫  

  الحـل

) لنتأمّل التابع الأصلي ) ( )d
x

a
x F x f t t= ]مستمراًّ على  fكان التابع   لـمّا . ֏∫ , ]a b 

]على  1Cينتمي إلى الصف  Fاستنتجنا أنّ  , ]a b.  ّولأن  

[ , ], ( ) ( ) 0t a b F t f t′∀ ∈ = ≥  

]متزايداً على  Fلا بدُ أن يكون  , ]a b  ّوعليه فإن  

[ , ], 0 ( ) ( ) ( ) ( )d 0
b

a
x a b F a F x F b f t t∀ ∈ = ≤ ≤ = =∫  

]من  xمهما تكن أي  , ]a b ، يكن( ) 0F x   ، وهذا يقتضي أنّ :=

[ , ], ( ) ( ) 0x a b f x F x′∀ ∈ = =  

  ú  . الإثباتوبذا يتمّ 

J ليكن 9. التمرين : [0,1]f +→ ℝ 1نضع تمراً. ستابعاً م
1

0
( )dn

nI x f x x−= في  ∫
1 حالة n≤.  

limأثبت أن  1. (1)n
n

nI f
→∞

=.  

  . أثبت أنmC([0,1])ينتمي  fنفترض أن  2.
( )1

[0,1]( )

0

sup( 1)
(1)

( 1) ( ) ( 1) ( )

mm k
k

n
k

f
I f

n n n k n n n m

−

=

−
− ≤

+ + + +∑
⋯ ⋯

  

1 قوىاستنتج نشراً حتى المرتبة الثالثة بـ 3.

n
للمقدار  

1

1

( 1)

4 2 1

n k

k k

π −

=

−
−

−∑.  
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  الحـل

1لنلاحظ أولاً أنهّ مهما تكن  1. n≤  ومهما تكنη  يكن لدينا:،  ]0,1[من  

( )
1

1

0

1

1

0
1 1

1 1

0 1
1 1

1 1

[0,1] [1 ,1]
0 1

(1) ( ) (1) d

( ) (1) d

( ) (1) d ( ) (1) d

2 sup d sup (1) d

n
n

n

n n

n n

nI f nx f x f x

nx f x f x

nx f x f x nx f x f x

f nx x f f nx x

η

η

η

η
η

−

−

−
− −

−
−

− −

− −

− = −

≤ −

≤ − + −

≤ + −

∫

∫

∫ ∫

∫ ∫

  

  إذن لقد اثبتنا أنّ 

0 1 1 1

(1) 2 sup ( ) (1 ) sup ( ) (1)n
n

x x

nI f f x f x f
η

η
≤ ≤ − ≤ ≤

− ≤ ⋅ − + −  

0لتكن  ε< بسبب استمرار  ،عندئذ نجدf  0دداً ع ،1عند εη< قيحُق  

[0,1], 1 1 ( ) (1)
2

x x f x fε

ε
η∀ ∈ − ≤ ≤ ⇒ − ≤  

)lnثمُّ نختار  /(4 1))
1

ln(1 )

M
Nε

ε

ε

η

 + = +  − 
 حيث 

[0,1]

supM f=عندئذ .  

2 (1 )
2

nn N Mε ε

ε
η≥ ⇒ − ≤  

nومن ثمَّ فإنّ الشرط  Nε≥ (1) يقتضيnnI f ε−   1. ومنه ،≥
  

,1}من  pيمكننا أن نبرهن بسهولة، بإجراء مُكاملة بالتجزئة، وبالتدريج على  2. , }m… ّه:، أن  

11
( ) ( )

0 0

( 1) ( 1) ( )!
(1) ( )d

( 1) ( ) !

p k p
k n p p

n
k

n p
I f x f x x

n n n k n

−
+

=

− − −
− =

+ +∑ ∫⋯
  

mونحصل على العلاقة المطلوبة عندما  p=.  
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  بملاحظة أنّ  3.
2

1 2 2

2 2
1

1 ( 1)
( 1)

1 1

n n n
k k

k

x
x

x x

− −

=

−
− − =

+ +
∑  

وأنّ 
1

2
0

d

41

x

x

π
=

+∫
  نجد 

11
2 1

22
1 0

( 1)
( 1) d ( 1) ( )

4 2 1 1

n k
n n n

n
k

x
x x I f

k x

π −
−

=

−
− = − = −

− +
∑ ∫  

 حيث
2

( )
1

x
f x

x
=
+

1. وهنا نلاحظ أنّ 
(1)

2
f (1)و = 0f ′ 1و =

(1)
2

f ′′ = − .

  إذن

2 4

3 4

1 1 1
( )

4 8 ( 1)(2 1)
1 1 1

4 16

nI f O
n n n n n

O
n n n

 = − +  + +  
 = − +   

  

  وعليه فإنّ 

  
1

3 4
1

( 1) ( 1) ( 1) 1

4 2 1 4 16

n k n n

k

O
k n n n

π −

=

 − − − − = − +  −  ∑  ú  

J اية المتتالية  10. التمرين 1احسب( )n nu ≥  الآتيةمن الحالات  في كل :  

( )1 1 1

2

2

1 2 2
1 0

22

3 3
1

4/
2 1

2

1

1

sin

1

2 1

n n

n n
k k

n n

n n
k k n

n
nn

k
n n

k k n

k
u k n k u

n k n

n k
u u

kn k

u n k u
k

α α α
α α

α

π

− −

+
= =

= =
− −

= =

= + =
+

+
= =

+
  = =  + 

∑ ∑

∑ ∑

∑∏

� �

� �

� �
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  الحـل

  نلاحظ أنّ  1.
2 2

2 2 2
0 0

/1

1 ( / )

n n

n
k k

k nk
u

nk n k n= =

= =
+ +

∑ ∑  

هو مجموع ريمان الموافق للتابع  nuوعلى هذا فإنّ 
21

x
x

x+
1ولتقسيمة منتظمة خطوا  ֏

n
 

  . وعليه فإنّ [0,2]للمجال 
2

20

1
lim d ln 5

21
n

n

x
u x

x→∞
= =

+∫
  

0αهنا نفترض أنّ  2.   لدينا عندئذ يكون. <

( )
1/

1/ 1/ 1/

1
1 1

1 1
n n

n
k k

k k
u k n k

n n nn

α α
α α α α α

α

− −
+

= =

         = + = +              
∑ ∑  

/1هو مجموع ريمان الموافق للتابع  nuإذن 
x x x

α α+֏ ا ولتقسي1مة منتظمة خطو
n

 
  . وعليه فإنّ [0,1]للمجال 

11

0

1 1
lim ( )d 1

1 1/ 1n
n

u x x xα α

α α→∞
= + = + =

+ +∫  

30 :الاستفادة من المتراجحة البسيطةب 3. sin /6x x x≤ − 0xفي حالة  ≥ يمكننا أن ، ≤
  ما يلي  نكتبَ 

2 23 3

3 3

1 ( 1)
1, 0 sin

6 6

n n

k n k n

n
n

k k k n

π π π π

= =

  +∀ ≥ ≤ − ≤ ≤  ∑ ∑  

  وعليه فإنّ 
2

lim 0
n

n
n

k n

u
k

π

→∞ =

   − =   
∑  

  ولكن 
12

0 0 0

1 d
ln2

1 / 1

n n n

n
k n k k

x

k k n n k n x

π π π
π π

→∞
= = =

= = → ⋅ =
+ + +∑ ∑ ∑ ∫  

limإذن  ln2n
n

u π
→∞

=.  
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  نلاحظ هنا أنّ  4.
22

3 3 3 2 3
1 1 1

1

( / )1 1 1

1 ( / ) 1 ( / )

n n n

n
k k k

n

k nn k
u

nn k k n n k n= = =

≤

+
= = +

+ + +
∑ ∑ ∑

��������	�������


  

موع ريمان الموافق للتابع هو مج nuإذن 
2

31

x
x

x+
1ولتقسيمة منتظمة خطوا  ֏

n
للمجال  

  ، مضافاً إليه حد يسعى إلى الصفر وعليه فإنّ [0,1]
1 2

3
0

ln2
lim d

31
n

n

x
u x

x→∞
= =

+∫
  

  وهنا أيضاً لدينا  5.

( )
2 1 1

1
0 2

1 1 1 1

2 1 2 1 /

n n

n
k n k

u
k n k n

− −

= =

  = = ⋅  + + + 
∑ ∑  

1هو نصف مجموع ريمان الموافق للتابع  nuإذن 

1
x

x+
1ولتقسيمة منتظمة خطوا   ֏

n
 

  ، وعليه فإنّ [0,1]للمجال 
1

0

1 1 ln2
lim d

2 1 2n
n

u x
x→∞

= =
+∫  

لندرس حالة  6.
24/

2

1

n
n

k
n

k

u n k

−

=

  =    ∏حظ أنّ . هنا نلا  

2
1

2
1

2
1 1

1

4
ln 2 ln ln

4
2 ln (ln ln ln )

4 4 ln
2 ln ln

ln 4
2 ln

n

n
k
n

k
n n

k k
n

k

u n k k
n

n k k n n
n

k k n
n k

n n n n

n k k

n n n n

=

=

= =

=

= −

= − − +

= − −

= − −

∑

∑

∑ ∑

∑
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lnإذن  nu  4هو مجموع ريمان الموافق للتابع lnx x x−֏ ا1ولتقسيمة منتظمة خطو
n

 
  ، مضافاً إليه حد يسعى إلى الصفر وعليه فإنّ [0,1]للمجال 

1

0

lim ln 4 ln d 1n
n

u x x x
→∞

= − =∫  

lim وعلى هذا فإنّ  n
n

u e
→∞

=.  ú  

J ليكن  11. التمرينf  1تابعاً من الصفC ال على ا[ , ]a b ّأثبت أن .  :  
1

[ , ], ( ) ( ) ( ) ( ) d
2

b

a
t a b f t f a f b f t t

  ′∀ ∈ ≤ + +   ∫  

  الحـل

  نلاحظ أولاً أنّ 

[ , ], ( ) ( ) ( )d

( ) ( ) ( )d

t

a
b

t

t a b f t f a f x x

f t f b f x x

′∀ ∈ = +

′= −

∫
∫

  

  وعلى هذا فإنّ 

( ) ( ) 1
[ , ], ( ) ( )sgn( )d

2 2

b

a

f a f b
t a b f t f x t x x

+ ′∀ ∈ = + −∫  

  ومن ثمَّ 

( ) ( ) 1
[ , ], ( ) ( ) d

2 2

b

a

f a f b
t a b f t f x x

+ ′∀ ∈ ≤ + ∫  

  ú  وهو المطلوب إثباته.

J  ليكن  12. التمرينf وg  تابعين مستمرين على+ℝ  ثابتٌ وقيمهما موجبة.نفترض أنه يوجد
c  في∗

+ℝ ،قيحُق  

0
0, ( ) ( ) ( )d

x

x f x c f t g t t∀ ≥ ≤ + ∫  
  ت أنّ أثب  

0
0, ( ) exp ( )d

x

x f x c g t t
 ∀ ≥ ≤   ∫  
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  الحـل

لنعرّف التابع 
0

( ) ( ) ( )d
u

u H u f t g t t=   ، فيكون لدينا֏∫
    0, ( ) ( )u f u c H u∀ ≥ ≤ +  (1)  

∗من  xثمُّ لنثبّت عدداً 
+ℝ،  ولنعرّف( ) ( )d

x

t
t G t g u u= ,0]على اال  ֏∫ ]x .

0أنهّ مهما تكن  nسنثبتُ بالتدريج على العدد  n≤ فلدينا  

2

0

(0) (0) 1
( ) 1 (0) ( ) ( ) ( )d

2 ! !

x
n

nG G
f x c G G t g t f t t

n n

  ≤ + + + + +    ∫⋯  (2)  

0nإنّ حالة    . ولنلاحظ أنّ nفي حالة  (2). لنفترض صحة المتراجحة (1)لتمرين هي فرْض ا =

[0, ], ( ) ( ) 0nt x G t g t∀ ∈ ≥  
  أنّ  (1)ينتج إذن من 

[0, ], ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n nt x G t g t f t cG t g t G t g t H t∀ ∈ ≤ +  

) وملاحظة أنّ وبالمكاملة  )11

1
n nG G g

n

+ ′− =
+

  نجد 

( )1 1

0 0

1 1
1

0 0

1
1

0

1
(0)

1 1

(0) ( ) 1
( )

1 1 1

(0) 1

1 1

x x

n n n

x x
n n

n

x
n

n

c
G gf G G H

n n

cG G t
H t G H

n n n

cG
G gf

n n

+ +

+ +
+

+
+

′≤ −
+ +

 
  ′≤ − + + + + 

≤ +
+ +

∫ ∫

∫

∫

  

1nتبقى صحيحة في حالة  (2)نستنتج أنّ  (2)وبالتعويض في    ويكتمل إثباا بالتدريج. +

والآن إذا عرفّنا 
0

1
( ) ( ) ( )d

!

x

n
nR G t g t f t t

n
=   كان من الواضح لدينا أنّ   ∫

( )
1

[0, ]

(0)
1, sup

( 1)!

n

n
x

G
n R f

n

+
∀ ≥ ≤ ⋅

+
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limإذن  0n
n

R
→∞

ا تعريف التابع وتذكّرن (2)في المتراجحة  ∞+تسعى إلى  n. فإذا جعلنا =
  الأسّي استنتجنا أنّ 

(0)

0
0

(0)
( ) exp ( )d

!

n x
G

n

G
f x c ce c g u u

n

∞

=

 ≤ = =   ∑ ∫  

  ú  عدد موجب كيفي.  xوهذه هي المتراجحة المطلوبة لأنّ 

J أثبت أنّ  13. التمرين( )/4 /4

0 0
ln cos d ln cos d

4
x x x x

π π π= −∫   واستنتج قيمة  ∫
/4

0
ln(1 tan )dx x

π

+∫  

  الحـل

من  aلتكن 
2

0, π    إنّ تغيير المتحوّل .u a x−֏ ح لنا أن نكتبتيي  

0 0
ln cos d ln cos( )d

a a

x x a x x= −∫ ∫  
  ومن ثمَّ فإنّ 

( )

( )

0

0

0

0

cos( )
0 ln d

cos
cos cos sin sin

ln d
cos

ln cos sin tan d

ln cos ln 1 tan tan d

a

a

a

a

a x
x

x
a x a x

x
x

a a x x

a a a x x

−
=

+
=

= +

= + +

∫

∫

∫
∫

  

  إذن

( )
2

0

0, , ln 1 tan tan d ln cos

a

a a x x a aπ ∀ ∈ + = −   ∫  

  وبوجه خاص

    ( )
/4

0

ln 1 tan d ln2
8

x x

π
π

+ =∫   ú  
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J أثبت أنّ  14. التمرين
1

1
lim ln d 1

ln

x
t

xx
e t t

e x→+∞
=∫.  

  الحـل

,1[على  Hلنعرّف التابع    كما يأتي:  ∞+]

1

1
1, ( ) 1 ln d

ln

x

t

x
x H x e t t

e x
∀ > = − ∫  

  تسمح لنا مُكاملة بالتجزئة أن نكتبَ :

1
1 1 1

ln d ln d ln d

x x x
t tx

t t xe e
e t t e t t e x t

t t

 = − = −  ∫ ∫ ∫  

  وعليه فإنّ 

1

1
1, ( ) d

ln

x
t

x

e
x H x t

te x
∀ > = ∫  

1xه في حالة ومنه نستنتج أنّ    لدينا <

1

1 1
0 ( )

lnln

x

t

x
H x e

xe x
< ≤ ≤∫  

  إذن 
lim ( ) 0

x
H x

→∞
=  

  ú     وهذه هي النتيجة المطلوبة.
  

J ليكن  15. التمرين: [ , ]f a b ∗
+→ ℝ الخاصتين الآتيتين:تمراً. أثبت تابعاً مس   

1/

[ , ]

lim ( )d sup ( ),

1 1
lim ( ) d exp ln ( )d

n
b

n

an t a b

n
b b

n

a an

f t t f t

f t t f t t
b a b a

→+∞ ∈

→+∞

  =  

     =     − −   

∫

∫ ∫
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  الحـل

لنعرّف 	
[ , ]

sup
a b

M f= .كان   لـمّاf  مستمراًّ على[ , ]a b  0استنتجنا أنهّ يوجدx  في

[ , ]a b ق0 يحُق( )M f x= لتكن .ε  0[من, [M نظراً إلى استمرار ،f 0عندx يوجد مجال ،
[ , ]Iε α β=  محتوى في[ , ]a b يحُقّق  

, ( )t I f t Mε ε∀ ∈ ≥ −  
  ومن ثمَّ يكون

1/ 1/

, ( )
n n

b
n nn

a
n M f f M

β

α
ε β α∗      ∀ ∈ − ⋅ − ≤ ≤ ≤       ∫ ∫ℕ  

limولأنّ  1n

n
β α

→∞
−   استنتجنا أنّ  =

1/ 1/

lim lim
n n

b b
n n

a ann

M f f Mε
→∞→∞

     − ≤ ≤ ≤       ∫ ∫  

  عدد موجب كيفي. εوهذا يبرهن النتيجة الأولى لأنّ 

)من التابعين  كان كل   لـمّاومن جهة أخرى،  	 )x f x֏  1و

( )
x

f x
مستمراًّ وموجباً  ֏

]على اال المتراصّ  , ]a b  1استنتجنا أنهّ يوجد عدد A< يحُقّق  
1

[ , ], ( )t a b f t A
A

∀ ∈ ≤ ≤  

ة فإذا استفدنا من المتراجحة المألوف
2

| |, 1
2

xx x
x e x e∀ ∈ − − ≤ℝ  ّوجدنا أن  

2

2

ln ( ) ln ( ) (ln )
exp 1

2

nf t f t A
A

n n n
− − ≤  

]من  tوذلك مهما تكن  , ]a b ، 1ومهما تكن n≤وبالمكاملة نجد .  

2

1 1
( ) d 1 ln ( )d

( )

b b
n

a a

K
f t t f t t

b a n b a n
− − ≤

− −∫ ∫  

ln)2 وقد اخترنا )K A A= مثلاً. وعليه يكون  

2

1 1 1 1
( ) d 1 ln ( )d

b b
n

a a
f t t f t t O

b a b a n n

     = + +     − −   ∫ ∫  
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  وهذا يقتضي أنّ 
1 1 1

ln ( ) d ln ( )d
b b

n

a a
n f t t f t t O

b a b a n

     = +     − −   ∫ ∫  

  إذن
1 1

lim ( ) d exp ln ( )d

n
b b

n

a an
f t t f t t

b a b a→∞

     =     − −   ∫ ∫  

  ú  وهي النتيجة المطلوبة.
J ليكن  16. لتمرينا: [ , ]f a b → ℝ  قتابعاً مستمراً يحق  

0, ( ) ( )x f a b x f x∀ ≥ + − =  

) أثبت أن   )d ( )d
2

b b

a a

a bx f x x f x x+=∫   واحسب، ∫

20

sin
d

1 cos

x x
x

x

π

   و     ∫+
0

d
1 sin

x
x

x

π

+∫  

  الحـل

xبإجراء تغيير المتحوّل  a b u= +   نجد أنّ  −

( )d ( ) ( )d

( ) ( )d

( ) ( )d ( )d

b b

a a
b

a
b b

a a

xf x x a b u f a b u u

a b x f x x

a b f x x xf x x

= − + − + −

= + −

= + −

∫ ∫
∫
∫ ∫

  

  وعليه يكون

( )d ( )d
2

b b

a a

a b
xf x x f x x

+
= ⋅∫ ∫  

  وبوجه خاص نرى أنّ 

00 0

1 cos
d d

1 sin 2 1 sin 2 1 sin

x x
x x

x x x

π π π
π π

π
 − = ⋅ = ⋅ =
 + + + 

∫ ∫  

2

02 2
0 0

sin sin
d d arctan( cos )

2 2 41 cos 1 cos

x x x
x x x

x x

π π
ππ π π = ⋅ = ⋅ − = + +∫ ∫  

  ú   .يكتمل الحلوبذا 
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J كان   أياًّ لنعرّف  17. التمرينx  من+ℝ المقدارين  
/2 /2

2 2 2 2 2 2
0 0

d cos d
( ) , ( ) .

sin cos sin cos

t t t
J x K x

t x t t x t

π π

= =
+ +

∫ ∫  

) :أثبت أنّ  1. )
0

lim ( ) ( ) ln2
x

J x K x
+→

− =.  

)احسب  2. )K x  تنتميعندما x واستنتج]0,1[إلى . ( )
0

lim ( ) ln
x

J x x
+→

+.  

  الحـل

  نلاحظ أوّلاً أنّ 1.
/2

2 2 2
0

1 cos
( ) ( ) d

sin cos

t
J x K x t

t x t

π
−

− =
+

∫  

  ومن جهة ثانية من الواضح أنّ 
/2 /2 2

0 0
/2

/2

0
0

1 cos 1 cos
d d

sin sin (1 cos )

sin
d ln(1 cos )

1 cos

ln2

t t
t t

t t t

t
t t

t

π π

π
π

− −
=

⋅ +

 = = − +  +
=

∫ ∫

∫  

  إذن نستنتج أنّ 

( )

/2

2 2 2
0
/2

2 2 2

2 2 2
0

2

( ) ln2 ( ) ( )

1 cos 1 cos
d

sin sin cos

1 cos
sin cos sin d

sin sin cos

1 cos

sin sin

x K x J x

t t
t

t t x t

t
t x t t t

t t x t

t

t t

π

π

∆ = + −

 − −  = −   +

−
= + −

⋅ +

−
=

⋅

∫

∫
2 2

2 2 2 2 2

cos

cos sin cos

x t

x t t x t

⋅
+ +

/2

0

d
sin

t

t

π

+
∫
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0نستنتج أنهّ مهما تكن  المشار إليهماوبحذف الحديْن  x<  يكن  
2 2

2
0 0

(1 cos )cos cos
0 ( ) d d

2 1 cos 42 sin

t t x t
x x t t x

tt

π π

π−
≤ ∆ ≤ = ≤

+∫ ∫  

وهذا يقتضي أنّ 
0

lim ( ) 0
x

x
+→
∆   أي =

( )
0

lim ( ) ( ) ln2
x

J x K x
+→

− =  

)ولنُجرِ في عبارة  ،]0,1[ من x ليكن2. )K x  ل21تغيير المتحو
1 sinu x t

x
= −:  

( )

2

2

2

2

/2 1 /

1

2 2 2 2
0 0

1 /

2 2
0

1 /

2

2
0

2

2

dcos d
( )

sin cos 1

1 d

1 1

1
ln 1

1

1 1 1
ln

1

xx x

x

x x

x x

ut t
K x

t x t x u

u

x u

u u
x

x

xx

π −
−

−

−

= =
+ +

= ⋅
− +

 
 = + +
  − 

 + −  =   −  

∫ ∫

∫
  

  إذن

2

2 2

22

2 2 2

1 1 1 1
( ) ln 1 ln ln

2 2 21 1

ln( /2)1 1 1
ln ln

2 21 1 (1 1 )

x x x
K x

x x

x xx x

x x x

 + − = + − −   − −
+ −

= − −
− − + −

  

) ومن ثمَّ فإنّ  )
0

lim ( ) ln ln2
x

K x x
+→

+   : وجدنا 1.فإذا جمعنا هذه النتيجة مع نتيجة ، =

  ( )
0

lim ( ) ln 2 ln2
x

J x x
+→

+ =  ú  
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J كان  أياًّ   18. التمرين ( , )x y  2من \{(0, 0)}+ℝنضع ،  
2

2 2

0

2( , ) ln( sin cos )dA x y x y

π

θ θ θ
π

= +∫  

)أثبت أنّ  1. , ) ( , )A x y A y x=  ّ2وأن, 2 ( , )
2

( )x y
A xy A x y
 +  =  

.  

)0نعرّف المتتاليتين  2. )n nu )0و  ≤ )n nv   بالعلاقات ≤
2

0 0 1 1, , ,
2

n n
n n n n

u v
u x v y u v v u+ +

 +  = = = =   
  

  أثبت أن

0 0

1 1
1, ln ( , ) ln

2 2
n nn n

n v A u v u∀ ≥ ≤ ≤.  

)0 المتتاليتين الاستفادة منب 3. )n nS )0و ≤ )n nT   : المعرفّتين بالعلاقتين ≤

n n nS u v= n  و   + n nT u v= −  
  احسب النهايتين  

lim 2 ln( )n
n

n
v−

→+∞
lim   و    2 ln( )n

n
n

u−

→+∞
  

)واستنتج قيمة    , )A x y.  

  الحـل

)تنتج المساواة  1. , ) ( , )A x y A y x= ل من تغيير المتحو
2
πθ θ−֏ . ومن ناحية أخرى

2لنضع  2( , , sin cos)g x y x yθ θθ   عندئذ نلاحظ أنّ  ،=+

( )
( )

2 2 2 2

2 2 2 2 4 4

2 2 2 2 2 2 2

2
2 2

2
2

2

( , , ) ( , , ) ( sin cos ) ( sin cos )

( )sin cos (cos sin )

( 2 )sin cos (cos sin )

sin (2 ) cos (2 )

, ,2

x y

x y

g x y g y x x y y x

x y xy

x y xy xy

xy

g xy

θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ

θ θ θ θ

θ θ

θ

+

+

= + ⋅ +

= + + +

= + + + −

= +
 =   
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  وعلى هذا يكون لدينا:

( )

( ) ( )

( ) ( )

/2

0
/2

2 2

2 2
0 0
/2

2 2

2 2
0 /2

2
2 ( , ) ( , ) ( , ) ln ( , , ) ( , , ) d

2 1
ln , ,2 d ln , , d

1 1
ln , , d ln , , d

x y x y

x y x y

A x y A x y A y x g x y g y x

g xy g xy

g xy g xy

π

π π

π π

π

θ π θ

θ θ θ
π

θ θ θ θ
π π

θ θ θ θ
π π

+ +

+ +

← −

= + =

     = =       

     = +       

∫

∫ ∫

∫ ∫
�����������	�� 


( ) ( )
/2

2 2

2 2
0

2
ln , , d ,x y x y

g xy A xy

π

θ θ
π

+ +     = =       ∫

��������

  

  ونحصل من ثمَّ على المساواة المطلوبة.
  لدينا انطلاقاً مما سبق  ينتج 2.

1 1, ( , ) 2 ( , )n n n nn A u v A u v+ +∀ ∈ =ℕ  

  وعلى هذا يكون لدينا وضوحاً 

0 0, ( , ) 2 ( , ) 2 ( , )n n
n nn A u v A u v A x y∀ ∈ = =ℕ  

  نلاحظ بسهولة أنّ 
2

1 1

1
( ) 0

4n n n nu v u v+ +− = − ≥  

1nإذن مهما تكن  nيكن  ≤ nu v≥ 1، ومن ثمَّ مهما تكنn   يكن ≤
/2

2 2

0
/2

2 2

0

2
( , ) ln( sin cos )d ln

2
( , ) ln( sin cos )d ln

n n n n n

n n n n n

A u v u u u

A u v v v v

π

π

θ θ θ
π

θ θ θ
π

≤ + =

≥ + =

∫

∫
  

  قد أثبتنا أنّ  كوننوعليه 
, ln 2 ( , ) lnn

n nn v A x y u∗∀ ∈ ≤ ≤ℕ  
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  نتيقن بسهولة أنّ  3.
2 2

1 1

1 1
, ,

2 2n n n nn S S T T+ +∀ ∈ = =ℕ  

  ينتج من ذلك بالتدريج البسيط أنّ 
2 2
0 02 2

2 2
, ,

2 2

n n

n nn nn S S T T∀ ∈ = =ℕ  

  يكن ℕمن  nوعليه، مهما تكن 

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2 0 0
0 02

0

2 2

2 2 0 0
0 02

0

1 1
1

2 22

1 1
1

2 22

n n

n n

n

n n

n n

n

n n n

n n n

S T
u S T S T

S

S T
v S T S T

S

          = + = + = ⋅ +            
          = − = − = ⋅ −            

  

  ومنه 
2

0 0

1
0

2

0 0

1
0

1 1
ln ln ln 1

22 2

1 1
ln ln ln 1

22 2

n

n

nn n

nn n

S T
u

S

S T
v

S

+

+

          = + +            
          = + −            

  

0وبملاحظة أنّ  0/ 1T S   نستنتج مباشرة أنّ  >

0

1 1

1 1
lim ln lim ln ln

22 2
n nn nn n

S
u v

+ +→∞ →∞

  = =    
  

  أو
1 1

lim ln lim ln 2 ln
22 2

n nn nn n

x y
u v

→∞ →∞

 +  = =    
  

  نستنتج أنّ  2.المتراجحة التي أثبتناها في  وبالاستفادة من

( , ) 2 ln
2

x y
A x y

 +  =    
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  وأخيراً 
/2

2 2

0

ln( sin cos )d ln
2

x y
x y

π

θ θ θ π
 +  + =    ∫  

)وذلك مهما تكن  , )x y  2من \{(0, 0)}+ℝ .    ú  
J ليكن  19. التمرينϕ 1تابعاً حقيقياً من الصفC  العلى ا

2
0, π    ، (0)يحقق 0ϕ = .

  :  أثبت أنّ 
/2 /2

2 2

0 0
( )d ( )dx x x x

π π

ϕ ϕ′≤∫ ∫  
  التابع المساعد:لاستفادة من وذلك با  

( ) ( )22d( ) ( )cot ( ) ( )cot
d

g x x x x x x
x
ϕ ϕ ϕ′= + −  

sinxكل شمن ال ϕثبت أن المساواة تتحقق إذا وفقط إذا كان ثم أ xλ֏.  استنتج أنه
]على اال  1Cمن الصف  fكان التابع الحقيقي   أياًّ  , ]a bلدينا ،  

( ) ( )
2

2 2

2

4( )
( ) ( ) d ( ) d

b b

a a

b a
f x f a x f x x

π

− ′− ≤∫ ∫  

  الحـل

)لاحظ أوّلاً أنّ التابع ن )cotanx x xϕ֏  ابع مستمرّ على تيقبل التمديد إلى
2

[0, ]π  ّلأن
(0) 0ϕ   فنلاحظ أنّ  g. لنتأمّل إذن التابع 1Cوهو من الصف  =

( ) ( )22

2 2 2 2 2

2 2

d
( ) cot cot

d

2 cot ( 1 cot ) 2 cot cot

g x x x
x

x x x x

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

′= + −

′ ′ ′= + − − + − +

′= −

  

  وعلى هذا يكون لدينا وضوحاً 

( ) ( )

( )

/2 /2
/2 22 2 2

0
0 0

/2
2

0

( ) ( ) d ( )cot ( ) ( )cot d

( ) ( )cot d

x x x x x x x x x

x x x x

π π
π

π

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

 ′ ′− = + −  

′= −

∫ ∫

∫
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  أو

( )
/2 /2 /2

22 2

0 0 0

( )d ( )d ( ) ( )cot dx x x x x x x x

π π π

ϕ ϕ ϕ ϕ′ ′− = −∫ ∫ ∫  

  نستنتج من ذلك مباشرة أنّ 
/2 /2

2 2

0 0
( )d ( )dx x x x

π π

ϕ ϕ′ ≥∫ ∫  

)تحدث المساواة إذا وفقط إذا كان و  )
/2 2

0
( ) ( )cot d 0x x x x

π

ϕ ϕ′ − هذا ويكافئ ، ∫=
 الشرط قولنا

2
0, , ( ) ( )cotx x x xπ ϕ ϕ  ′∀ ∈ =   .أو  

( )
0, , 0

2 sin

x
x

x

π ϕ ′    ∀ ∈ =     
  

  يحُقّق : ℝفي  λوهذا يُكافئ وجود 

0, , ( ) sin
2

x x x
π

ϕ λ
 
 ∀ ∈ =
  

  

]على اال  1Cمن الصف  fتابعاً حقيقيّاً  fليكن  , ]a bبتطبيق ما سبق على التابع .  

( )2 2: 0, , ( ) ( ) ( )x x f a b a x f a
π π

ϕ ϕ  → = + − −   ℝ ֏  
  نستنتج أنّ 

( ) ( )
2

2 2

2

4( )
( ) ( ) d ( ) d

b b

a a

b a
f x f a x f x x

π

− ′− ≤∫ ∫  

  من الشكل fتحدث المساواة إذا وفقط إذا كان التابع و 

( )
sin

2( )

x a
x

b a

π
α β

−
+

−
֏  

) حيث , )α β  2منℝ المطلوب.إثبات . وبذا يكتمل  ú  
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J 1 نضع 20. التمرين
2 2( 1)

0
1 dn

nI n x x−= ، يمثّل هذا المقدار ℕ∗من n كان  أياًّ ، ∫+
nxطول المنحني الممثّل للتابع  x֏  الكان  أياًّ . ونعرّف [0,1]على ا y  من∗

+ℝ 
  :المقدار 

2
0

d
( )

1 1

y
t

J y
t t

=
+ + +

∫  

1 أثبت أن 1.
1

0

2 2
2 ( ) ( )d

1 1
n

nI J n J nx x
n n

−= − +
− − ∫.  

1أثبت أن  2.
1

0
lim ( )d 0n

n
J nx x−

→+∞
=∫.  

)استنتج قيمة النهاية  3. )lim ( 2) lnn
n

n I n
→+∞

− +.  

  الحـل

  لنلاحظ أوّلاً أنّ  1.
1 1

2 2( 1) 1

0 0
1 1

2 2( 1) 1
0

2 1 d (1 )d

2
d

1 1

n n
n

n

n n

I n x x nx x

nx
x

n x nx

− −

−

− −

− = + − +

−
=

+ + +

∫ ∫

∫
  

  ولكن من الواضح أنّ 

( )
2

1

2 2( 1) 1

( 1)
( )

1 1

n
n

n n

n n x
J nx

n x nx

−
−

− −

−′ =
+ + +

  

  إذن

( )
1

1

0
11

1 1

0 0
1

1

0

2
2 ( ) d

1

2 2
( ) ( )d

1 1

2 ( ) 2
( )d

1 1

n
n

n n

n

I x J nx x
n

xJ nx J nx x
n n

J n
J nx x

n n

−

− −

−

− ′− =
−

 − = +
 − − 

= − +
− −

∫

∫

∫
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2لنضع حين تكون  2. n≤ ،
1

1
nnx

n
−

)1بحيث يكون  = ) 1n
nn x − . عندئذ يكون =

  لدينا 

1 1

0 0

( )1 1
( )d d

2 2 2 2

n nx x n
n n n nx x

J nx x nx x
n n

− −≤ = = ≤∫ ∫  

)وذلك لأنهّ من الواضح أنّ  )
2

y
J y   ومن جهة ثانية لدينا .≥

1

1

0

( )d (1 ) ( )

d
(1 ) (1 ) ln( 1)

1

n

n
n

x

n

n n

J nx x x J n

t
x x n

t

− ≤ −

≤ − ⋅ = − ⋅ +
+

∫

∫
  

,ولكن  1 tt e t−∀ ∈ − ≤ℝ إذن  
ln ln

1 1 exp
1 1n

n n
x

n n

 − = − − ≤  − − 
  

  وعلى هذا نستنتج أنّ 
1 1

1 1 1

0 0

0 ( )d ( )d ( )d

1 ln ln( 1)

2 1

n

n

x

n n n

x

J nx x J nx x J nx x

n n

n n

− − −≤ = +

⋅ +
≤ +

−

∫ ∫ ∫
  

1وهذا يثبتُ أنّ 
1

0
lim ( )d 0n

n
J nx x−

→∞
  ، بل لقد أثبتنا أنّ ∫=

( )21
1 ln

0
( )dn n

n
J nx x O− =∫  

)التكامل  لنحسب 3. )J y ّنلاحظ أولاّ أن ،  
2

2
0 0

2

0

d 1 1
( ) d

21 1

1 1 1
d

2 2

y y

y

t t t
J y t

tt t

y t
t

t

+ − +
= =

+ + +

+ −
= −

∫ ∫

∫
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  وعليه
2

2
2

2

12

2
0 1

1
1

1
1

2 2

1

1 1 1
2 ( ) d d

1

d ln(1 )
1

1 ln(1 1 ) 1 ln2

y y

y
y

u t

t u
y J y t u u

t u

u
u u u

u

y y

+

+

+

+

←

+ − −
− = =

−

 = = − +  +

= + − + + − +

∫ ∫

∫  

  وأخيراً 

2 2

1
ln 2 ( ) ln 1 ln2

1 1 1

y
y J y

y y y
− = + − +

+ + + +
  

  
  تُ أنّ وهذا يثب

( )lim ln 2 ( ) ln2 1
y

y J y
→∞

− = −  

  وبالاستفادة من نتيجة الطلب الأوّل يمكننا أن نكتبَ 

( )
1

1

0

2 ( ) 2
( 2) ln ln 2 ( ) ( )d

1 1
n

n

J n n
n I n n J n J nx x

n n

−− + = − − +
− − ∫  

) وعلى هذا فإنّ  )lim ( 2) ln ln(2/ )n
n

n I n e
→∞

− +   أو =

  ln(2/ )ln 1
2n

en
I o

n n n

 = − + +   
  ú  

  

J كان  أياًّ   21. التمرين n  منℕ 2/، نضع

0
sin dn

nI x x
π

= ∫.  
2nIو  nIبين تربط علاقة  جِدْ  1. 2حين يكون  − n≤.  
2و قيمة  2nIمة استنتج قي 2. 1nI +.  
2أن  بملاحظة 3. 2 2 1 2, n n nn I I I+ +∀ ∈ ≤ ≤ℕ أثبت علاقة ،Wallis:  

2(2 !)
lim

2(2 )! 2

n

n

n

n n

π

→+∞
=

⋅
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!، نضع ℕ∗من  nكانت   أياًّ  4. n

n n

n e
a

n n
1lnو  = n

n
n

a
u

a

+=.  

  متقاربة. ∑nuأثبت أن المتسلسلة  �
)1استنتج تقارب المتتالية  � )n na 0حقيقي  عدد من ≤ < ℓ.  

بحساب النسبة  ℓعينّ  �
2

2

n

n

a

a
 Stirling أثبت علاقة ثمُ . Wallis علاقة عمالوباست 

  :الآتية
!

lim 1
2n nn

n

n e nπ−→+∞
=  

  الحـل

  من الواضح أنّ  1.
/2

2
2

0
/2 /21 1

0 0

sin cos cos d

sin sin
cos sin d

1 1

1

1

n
n n

n n

n

I I x x x x

x x
x x x

n n

I
n

π

π π

−
−

− −

− = ⋅

 
 = + ⋅ − − 

=
−

∫

∫  

  وعلى هذا فإنّ 

2

1
2, n n

n
n I I

n
−

−
∀ ≥ =  

0نلاحظ أولاً أنّ  2. 2
I

π
1وأنّ  = 1I   أنّ  n. ونبرهن بالتدريج على =

2 2 2

2 2

2 1

1 3 5 (2 1) (2 )!

2 4 6 (2 ) 2 2 2 ( !)

2 4 6 (2 ) 2 ( !)

1 3 5 (2 1) (2 1)!

n n

n

n

n n
I

n n

n n
I

n n

π π

+

⋅ ⋅ −
= ⋅ = ⋅

⋅ ⋅
⋅ ⋅

= =
⋅ ⋅ + +

⋯

⋯

⋯

⋯

  

0كان   لـمّا 3. sin 1x≤ من  xوذلك أياًّ كانت  ≥
2

[0, ]π  ّاستنتجنا أن  
2 2 2 1 2, 0, , sin sin sin

2
n n nn x x x x

π + + 
 ∀ ∈ ∀ ∈ ≤ ≤
  

ℕ  
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  ومن ثمَّ 
  2 2 2 1 2, n n nn I I I+ +∀ ∈ ≤ ≤ℕ  

  أو

  2 2 1 2

2 1
,

2 2 n n n

n
n I I I

n
+

+
∀ ∈ ≤ ≤

+
ℕ  

2ولكن من الواضح أنّ  2 1 2(2 1)n nI I
n

π
+ = +

  وعليه ينتج ممِاّ سبق أنّ  

2
2 1,

2(2 2) 2(2 1)nn I
n n

π π
+∀ ∈ ≤ ≤

+ +
ℕ  

  أو

2 1

(2 1) 2 1 1
, 1

2 2 22 (2 2) 2
n

n n
n I

nn n n

π π∗
+

+ +
∀ ∈ ⋅ ≤ ⋅ ≤ ⋅ +

+
ℕ  

  ومنه

2 1

2 1 1
, 1

2 2 22
n

n
n I

nn

π π∗
+

+
∀ ∈ ≤ ⋅ ≤ ⋅ +ℕ  

  إذن

2 1

2 1
lim

22
n

n

n
I

n

π
+→∞

 +  ⋅ =  
  

  وهذا يُكافئ
2 22 ( !)

lim
22 (2 )!

n

n

n

n n

π

→∞
=

⋅
.  

!لنتأمّل  4. n

n n

n e
a

n n
1ln، و= n

n
n

a
u

a

+=.  

  نلاحظ بسهولة أنّ  �4.

1

1 1

n

n

n

a n n
e

a n n

+  =   + + 
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  ومن ثمَّ فإنّ 

2 3 2

1 1
1 ln 1

2
1 1 1 1 1

1
2 2

nu n
n

n O O
n n n n

     = − + +        
           = − + ⋅ − + =                  

  

  تقاربة بالإطلاق.م ∑nuوهذا يثبت أنّ المتسلسلة 
  كان  لـمّا �4.

1

1
1

ln ln
n

k n
k

u a a

−

=

= −∑  

ln)1استنتجنا من السؤال السابق أنّ  )n na . وهذا يقتضي أنّ αعدد حقيقي  منمتقاربة  ≤
lim 0n

n
a eα λ

→∞
= = >.  

  لنلاحظ أنّ  �4.
22 2 2 2

2
2

! (2 ) 2 ( !) 2
2

(2 )! (2 )! 2

n n n
n

nn
n

a n e n n n

a n en n n n

     = ⋅ = ⋅      ⋅   
  

إذن، من جهة أولى لدينا 
2

2

lim n

n
n

a

a
λ

→∞
لدينا  Wallis  ، ومن جهة ثانية، استناداً إلى علاقة=

أيضاً 
2

2

lim 2n

n
n

a

a
π

→∞
2λ، إذن = π= َّومن ثم ،  

  !
lim 1

2n nn

n

n e nπ−→+∞
=  ú  

J توطئة 22. التمرين Riemann ، ليكن: [ , ]f a b → ℝ تابعاً مستمراً. نضع  

( , ) ( )sin d

b

a

I f f x x xλ λ= ∫  

limأثبت أنّ    ( , ) 0I f
λ

λ
→+∞

=.  

  .1Cمن الصف  fيمكن أن نبدأ بحالة : مساعدة
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  الحـل

]على اال  1Cتابعاً من الصف  gليكن  , ]a b 0، ولتكن λ<عندئذ يكون لدينا ،  

( , ) ( )sin d

cos 1
( ) ( )cos d

cos cos 1
( ) ( ) ( )cos d

b

a
bb

a a
b

a

I g g x x x

x
g x g x x x

a b
g a g b g x x x

λ λ

λ
λ

λ λ

λ λ
λ

λ λ λ

=

 
  ′= − +
  

′= − +

∫

∫

∫

  

  ومن ثمَّ 

  1
( , ) ( ) ( ) ( ) d

b

a

I g g a g b g x xλ
λ

   ′ ≤ + +    
∫  

limإذن  ( , ) 0I g
λ

λ
→∞

]على  1Cمن الصف  gوذلك مهما يكن التابع  = , ]a b.  

0لتكن  ε< عندئذ يوجد تابع كثير الحدود ،: [ , ]g a bε → ℝ قيحُق   

[ , ]

sup
2( )a b

f g
b a

ε

ε
− ≤

−
  

يوجد، بناءً على ما سبق عددٌ  1Cمن الصف  gε. ولأنّ Weierstrassوذلك استناداً إلى مبرهنة 
εΛ قيحُق  

( , )
2

I gε ε

ε
λ λ≥ Λ ⇒ <  

ελ، في حالة وعندئذ ≥ Λ يكون لدينا  

( , ) ( , ) ( , )
2 2 2

b

a

I f I f g I g f gε ε ε

ε ε ε
λ λ λ ε≤ − + < − + ≤ + =∫  

lim وهذا يثبتُ أنّ  ( , ) 0I f
λ

λ
→∞

=.  ú  
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J احسب التكامل المحدود 23. التمرين:   
/4

0

sin
d

1 tan2

x
x

x

π

=
+∫I  

  الحـل

الفكرة الرابحة هي في إجراء تغيير المتحوّل 
8

x t
π

=   ظة أنهّ في هذه الحالة لدينا :وملاح +

1 tan2 2
1 tan2 1 tan 2 1

4 1 tan2 1 tan2

t
x t

t t

π  ++ = + + = + =  − − 
  

  وعليه فإنّ 

( )
/8

/8

/8/8

/8 /8

/8

/8

1
sin 1 tan 2 d

2 8

1 1
cos sin tan2 d

2 8 2 8

2 1 1
sin cos tan2 d

2 82 2

t t t

t t t t

t t t

π

π

ππ

π π

π

π

π

π π

π

−

− −

−

 = + −  

       = − + − +          

−
= − ⋅

∫

∫

∫

I

/8

/8

1
cos sin tan2 d

2 8
t t t

π

π

π

−

− ⋅∫

  

cosولكنّ التابع  tan2t t t⋅֏  تابعٌ فردي  والتابعsin tan2t t t⋅֏ تابعٌ زوجي، إذن  
/8

0

2 1
cos sin tan2 d ;

82 2
t t t

π
π−

= − ⋅∫I  

  فإذا استفدنا من المساواة

2

2 sin cos
tan2

1 2 sin

t t
t

t
=
−

  

  أمكننا أن نكتب
/8 2

2
0
/8 /8

2
0 0

2 1 2 sin cos
cos d

8 1 2 sin2 2

2 1 cos
cos cos d cos d

8 8 1 2 sin2 2

t t
t

t

t
t t t

t

π

π π

π

π π

− −
= +

−

−
= + −

−

∫

∫ ∫

I
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  ثمُّ أمكننا المتابعة كما يأتي
/8

0
/8

0

2 1 1 cos cos
cos sin cos d

8 8 2 82 2 1 2 sin 1 2 sin

2 1 1 1 1 2 sin
cos ln

82 2 2 2 2 2 1 2 sin

1 2 sin( /8)1 1
cos ln

2 82 2 1 2 sin( /8)

t t
t

t t

t

t

π

π

π π π

π

ππ

π

 − = + − +   − +

  − +  = + −    −   
 +  = −    − 

∫I

  
  ولكن 

2

2

1 2 sin1 2 sin
88 2 2 1 4 sin

8
1 2 sin 1 2 sin

8 8

ππ
π

π π

  + +  
= = − +

− −
  

  ولدينا

1 cos 1 cos
2 2 2 24 4sin , cos

8 2 2 8 2 2

π π
π π

− +− +
= = = =  

  وعليه نجد أنّ 

( )
( )4

1 2 2
ln 2 2 1 2 2 2

2 4 2

1 4 2 2
ln 2 2 1

2 4

+
= − − + −

+
= − + −

I

  

  ú  لوبة.وهي النتيجة المط

J احسب، في حالة  24. التمرينx  المن ا[   : الآتي دو التكامل المحد −[1,1

0

d
( )

1 1

x
t

F x
t t t

=
+ + + −∫  
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  الحـل

1نلاحظ أنّ المقدار  1x x x+ + + ]في اال  xلا ينعدم عندما تتحوّل  − 1,1]− .
  صيغةالمعرّف بال fوعليه يكون التابع 

1
( )

1 1
f x

x x x
=
+ + + −

  

]مستمراًّ على اال  )بملاحظة كل من العلاقتين و . −[1,1 )2

4
1 sin2 2cos πθ θ+ = − 

)و )2

4
1 sin2 2 sin πθ θ− = sin2t نستنتج أنّ تغيير المتحوّل − θ=  أو بالأصَح

1
arcsin

2
tθ   : في آن معاً  يسمح لنا بالتخلّص من إشارتي الجذر التربيعي =

( )

0
1

arcsin
2

0
1

arcsin
2

4 4
0

1
arcsin

2 2

0

d
( ) ,

1 1

2 cos2 d
,

sin2 1 sin2 1 sin2

2 cos2 d
, cos( ) sin( ) 2 cos

sin2 2 cos

1 2 sin
d

1 sin cos

x

x

x

x

t
F x

t t t

u
u

u u

π π

θ θ

θ θ θ

θ θ
θ θ θ

θ θ

=
+ + + −

=
+ + + −

= − + − =
+

−
=

+

∫

∫

∫

∫




  

  وأخيراً 
1

arcsin
2 2

2
0

1 2 sin
( ) cos d

(1 sin )(1 sin )

x

u
F x u u

u u

−
=

+ −∫  

arcsinuتغيير المتحوّل فإذا أجرينا  v=  1وعرفّنا
( ) sin arcsin

2
x xλ

 =   
  وجدنا أنّ  

( ) 2

2
0

1 2
( ) d

(1 ) (1 )

x
v

F x v
v v

λ
−

=
+ −∫  
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بقي أن نكامل التابع الكسري 
2

2

1 2

(1 ) (1 )

v
v

v v

−

+ −
,، نعلم أنهّ توجد ثوابت ֏ ,a b c  تحُقّق  

2

2 2

1 2

1 1(1 ) (1 ) (1 )

v a b c

v vv v v

−
= + +
− ++ − +

  

1)بضرب الطرفين بالمقدار  )v−  1ثمُ التعويضv 1نجد أنّ  ←
4

a = ثمُّ بضرب الطرفين . −
1)2بالمقدار  )v+  1ثمُ التعويضv ← 1نجد أنّ  −

2
c = 0v. وأخيراً بتعويض − ← 

7نستنتج أنّ 
4

b   إذن. =
2

2 2

1 2 1 1 1 1 7 1

4 1 2 4 1(1 ) (1 ) (1 )

v

v vv v v

− − −
= ⋅ + ⋅ + ⋅

− ++ − +
  

  وعليه يكون

( ) ( )1 7 1 ( )
( ) ln 1 ( ) ln 1 ( )

4 4 2 1 ( )

x
F x x x

x

λ
λ λ

λ

 = − + + −   + 
  

  يبرهن أنّ  لقارئاونترك 
1 1 1

[ 1,1], ( ) sin arcsin
2 2

x x
x x xλ

  + − −∀ ∈ − = =  
  

]من  xوعلى هذا، مهما تكن    يكن ،−[1,1
1 1 1 7 1 1

( ) ln 1 ln 1
4 2 4 2

1 1 1

2 2 1 1

x x x x
F x

x x

x x

   + − − + − −   = − + +         
 + − −  −    + + − − 

  

  فمثلاً 
3 2 1

(1) ln( 2 1) ln2
2 2

3 2 1
( 1) ln( 2 1) ln2

2 2

F

F

−
= + − −

+
− = − + − +

  

  وعليه

  
1

1

d
3 ln(1 2) 2

1 1

x

x x x−

= + −
+ + + −∫  ú  
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J الآتيادرس تحولات التابع  25. التمرين  :  
2

d
( )

ln

x

x

t
x F x

t
= ∫֏  

  الحـل

1حظ أنهّ في حالة : نلامجموعة التعريف � x< ال يكون2 ا[ , ]x x  1[محتوى في, [+∞ ،
0ويكون التكامل معرفّاً. وفي حالة  1x< ]2يكون  > , ]x x  ن من ويكو  ]0,1[محتوى في

]0,1[معرّفٌ على  Fثمَّ التكامل معرفّاً أيضاً في هذه الحالة. إذن التابع  ]1, [∪ +∞. 

1التابع  �

ln
t

t
]يقبل التمديد إلى تابع مستمر على اال  ֏ فهو ينتمي إذن إلى  ]0,1

( )loc [ 0,1[R ليكن .G  التابعاً أصلياًّ لهذا التابع معرفّاً على ا[  ، عندئذ يكون]0,1
2[ 0,1[, ( ) ( ) ( )x F x G x G x∀ ∈ = −  

]يقبل الاشتقاق على اال  Fوعليه نستنتج أنّ     ويكون: ]0,1

2 1
]0,1[, ( ) 2 ( ) ( ) 0

ln

x
x F x xG x G x

x

−′ ′ ′∀ ∈ = − = >  

و
0

lim ( ) 0
x

F x
+→
′ ]على اال  1Cينتمي إلى الصف  F. وعليه نرى أنّ = ، وهو ]0,1

(0)متزايد تماماً على هذا اال، ويحقّق  (0) 0F F ′= =. 

1التابع  �

ln
t

t
,1[تابع مستمر على اال  ֏  الصف فهو ينتمي إذن إلى ∞+]

( )loc ]1, [+∞R ليكن .H  التابعاً أصليّاً لهذا التابع معرفّاً على ا]1, ، عندئذ ∞+]
 يكون 

2]1, [, ( ) ( ) ( )x F x H x H x∀ ∈ +∞ = −  
,1[على اال أيضاً يقبل الاشتقاق  Fوعليه نستنتج أنّ     ويكون: ∞+]

2 1
]1, [, ( ) 2 ( ) ( ) 0

ln

x
x F x xH x H x

x

−′ ′ ′∀ ∈ +∞ = − = >  

,1[على اال  1Cينتمي إلى الصف  Fوعليه نرى أنّ  ، وهو متزايد تماماً على هذا ∞+]
  اال.
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  :كما نلاحظ أنّ 

( )
2

1,
2 ln

x x
x F x

x

−
∀ > ≥  

limإذن  ( )
x

F x
→+∞

= +∞. 

)نعلم أنّ . +1الدراسة في جوار العدد  � ) 1
1, ln ln

ln
x x

x x

′∀ > عليه من ، و =

 الواضح أنّ 

( )
2

2
d

1, ln ln ln 2 ln ln ln ln2
ln

x
x

x
x

t
x t x x

t t

 ∀ > = = − =  ∫  

  نرى أنّ  إذن
2 2

1 d 1 d
1, ( ) ln2 1

ln ln

x x

x x

t t t
x F x

t t t t

  −∀ > − = − = ⋅  ∫ ∫  

1ولكنّ التابع 
:

ln

t
j t

t t

−
,0[يقبل التمديد إلى تابع مستمر على  ֏ فله تابع أصلي  ∞+]

J ال، وينتج من ذلك أنّ على هذا ا  

( ) ( )2

1 1
lim ( ) ln2 lim ( ) ( ) (1) (1) 0

x x
F x J x J x J J

+ +→ →
− = − = − =  

)إذن  )
1

lim ln2
x

F x
+→

=. 

)نعلم أنّ . −1الدراسة في جوار العدد  � ) 1
]0,1[, ln( ln )

ln
x x

x x

′∀ ∈ − ، وعليه =

0ه في حالة من الواضح أنّ  1x<  لدينا أيضاً  >

( ) ( )
2

2
d

ln( ln ) ln 2 ln ln ln ln2
ln

x
x

x
x

t
t x x

t t

 = − = − − − =  ∫  

0في حالة  هوعليه نرى أنّ  1x<   لدينا >
2 2

21 d 1 d
( ) ln2 1 ( ) ( )

ln ln

x x

x x

t t t
F x J x J x

t t t t

  −− = − = ⋅ = −  ∫ ∫  
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  وينتج من ذلك أنّ 
( ) ( )2

1 1
lim ( ) ln2 lim ( ) ( ) (1) (1) 0

x x
F x J x J x J J

− −→ →
− = − = − =  

)إذن  )
1

lim ln2
x

F x
−→

=.  

1xإلى تابع مستمر عند  Fبناءً على ما سبق يمكن تمديد التابع  � بوضع  =
(1) ln2F ، ويحقّق ℝ+.فنحصل بذلك على تابع مستمر ومتزايدٍ تماماً على =

( )F + +=ℝ ℝ كان  لـمّا. و 

( )
1 1

1
lim lim 1

lnx x

x
F x

x→ →

−′ = =  

(1)، ويكون لدينا ℝ+ على 1C الصف ينتمي إلى Fاستنتجنا أنّ  1F ′ = . 
 ينتج من الدراسة السابقة أنّ  �

0 1

1 1
, ( ) d ln2 d

ln ln

x x
t t

x F x t t
t t

+
− −

∀ ∈ = = +∫ ∫ℝ  

ونستنتج بوجه خاص أنّ  
1

0

1
ln2 d

ln

t
t

t

−
= ∫.  

  دروس :ونجد فيما يلي الرسم البياني  للتابع الم

    
الخط البياني للتابع

2 d

ln

x

x

t
x

t
∫֏  

  ú    .الدراسةتمّ توبذا 
  

1 2 x

y

0

1

2

ln 2
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J احسب في حالة  26. التمرين( , )m n  2منℕ  الآتيقيمة التكامل المحدود:  
/2

2

0

cos(2 )cos dnmx x x

π

∫  

  الحـل

طريقة متعارفة تنص على تحويل العبارة الحاوية جداء ضرب نسب  عمللحساب هذا التكامل نست
  مثلثيّة إلى عبارة تحوي مجموع حدود لمضاعفات الزاوية.

2
i i

2

2
i i (2 )

22
0

2
2 i ( )

22
0

cos
2

1

2

1

2

n
x x

n

n
k kx x n k
nn

k
n

k x n k
nn

k

e e
x

C e e

C e

−

− −

=

−

=

 +  =    

=

=

∑

∑

  

  وعليه يكون
( )

( )

2 2 i 2

2
2 i( )

22
0

2

22
0

cos(2 )cos Re cos

1
Re

2

1
cos 2( )

2

n xm n

n
k m n k x
nn

k

n
k
nn

k

mx x e x

C e

C m n k x

+ −

=

=

=
  =    

= + −

∑

∑

  

  ولكن

/2

0

0 : 0

cos(2 )d
: 0

2

p

px x
p

π

π

 ≠=  =
∫  

  إذن

  

/2

2
22 1

0

cos(2 )cos d
2

n n m
nn

mx x x C

π
π +
+

=∫  

  ú    ونحصل بذلك على النتيجة المرجوّة
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J احسب في حالة  27. التمرين( , )a n  من∗ ∗
+ ×ℝ ℕ  الآتيقيمة التكامل المحدود:  

sin
d

(1 )sinx

nx
x

a x

π

π− +∫
  

  الحـل

البحث عن تابع أصلي في مثل هذه الحالة أمرٌ عويص. ولكنّ الحالة الخاصّة لهذا التابع في الحقيقة إنّ 
  تساعدنا كثيراً، فتأمّل:

0

0

0 0

0 0

0

sin sin sin
d d d

(1 )sin (1 )sin (1 )sin

sin sin
d d

(1 )sin (1 )sin

sin sin
d d

(1 )sin (1 )sin

sin
d

sin

x x x

x x

x x

x

x x

nx nx nx
x x x

a x a x a x

nx nx
x x

a x a x

nx a nx
x x

a x a x

nx
x

x

π π

π π

π π

π π

π

− −

−

−

= +
+ + +

= +
+ +

= +
+ +

=

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

֏

���������	��������


☺

  

  نستفيد من المتطابقة الشهيرة ،والآن، لحساب التكامل الأخير
1

1

0

nn n
k n k

k

a b
a b

a b

−
− −

=

−
=

− ∑  

  فنلاحظ أنّ 
1i i

i i( 1 )

i i
0

1
i(2 1 )

0

sin

sin

nnx nx
kx n k x

x x
k

n
k n x

k

nx e e
e e

x e e

e

−−
− − −

−
=

−
+ −

=

−
= =

−

=

∑

∑
  

  وعليه نجد أنّ 

0

0 : 0mod2sin
d

: 1mod2sin

nnx
x

nx

π

π

 ==  =
∫  
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  إذن
0 : 0mod2sin

d
: 1mod2(1 )sinx

nnx
x

na x

π

π
π

−

 ==  =+ 
∫  

  ú  وهي النتيجة المطلوبة.
  
J الآتياحسب قيمة التكامل المحدود ا 28. التمرين:  

1

2

0

arctan 1 dx x= −∫I  

  الحـل

sinبإجراء تغيير المتحوّل 
2

u
x   ثمُ مكاملة بالتجزئة نجد ←

1

2

0

0

20 0

2

20 0

0

arctan 1 d

1
arctan cos cos d

2 2 2

1
sin

2 2arctan cos sin sin d
2 2 2

1 cos
2

2 sin
1 1 1 cos2 d d
2 2 3 cos

2 2 cos
2

1
2 d

2 3 cos

x x

u u
u

u
u u u

u
u

u
u

u u
u u

u
u

π

ππ

π π

π
π

= −

 =   

−    = −     +

−
= =

+
+

= − +
+

∫

∫

∫

∫ ∫

∫

I

  
  التكاملتؤول المسألة إذن إلى الحساب 

0

d

cos

x
u

a u+∫  

1في حالة  a<  0وxπ > ≥.  
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2arctanuيير المتحوّل غولكن، بإجراء ت t← نجد  

tan( /2)
2

2
0 0

2

tan( /2)

2
0
1

tan
11 2
1

2
0

1
tan

1 2

22
0

2

2
d

d 1
cos 1

1

d
2

1 ( 1)

d
2

( 1)(1 )

2 d

11

2 1
arctan tan

1

1

21

1

xx

x

a x

aa
a

a x

a

t
u t

a u t
a

t

t

a a t

v

a v

v

va

a

a

x

aa

a
t v

+
+−
−

+
−

+=
+ −

+
+

=
+ + −

=
+ +

=
+−

 +  =    − −

+
←

−

∫ ∫

∫

∫

∫


  

  وعليه

2
0 0

d d
lim

cos cos 1

x

x

u u

a u a u a

π

π

π
−→

= =
+ + −

∫ ∫  

  فإذا عُدنا إلى مسألتنا استنتجنا أنّ 
1

2

2
0

2
arctan 1 d

2 2(1 2)3 1
x x

π π π
= − = − + =

+−
∫I  

  ú  وهي النتيجة المطلوبة.
  
J لنتأمّل تابعاً مستمراًّ  29. التمرين: [0,1]f → K ًوتابعا ،:g → Kℝ  من الصفR 

  دوراً. عندئذ يكون لدينا 1يقبل العدد 
1 1 1

0 0 0
lim ( ) ( )d ( )d ( )d

n
f x g nx x f x x g x x

→∞
= ⋅∫ ∫ ∫  

   احسب قيمة. تطبيق 
2

0

sin
lim d

1 3 cosn

x
x

nx

π

→∞ +∫
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  الحـل

1 اً لنضع تعريف

0
1 ( ) dg t tµ = + 0، وليكن ∫ ε< عندئذ ينتج من الاستمرار المنتظم .

0، أنهّ يوجد [0,1]على اال المغلق والمحدود  fللتابع  η< يحُقّق  

  2( , ) [0,1] , ( ) ( )
2

x y x y f x f y
ε

η
µ

∀ ∈ − < ⇒ − <  (1)  

  يحُقّق 0nعدداً طبيعيّاً ومن جهة ثانية، نجد 

  
1

0
10

1
, ( )d

2

n

k

k
n n n f x x f

n n

ε

µ=

 ∀ ∈ ≥ ⇒ − <  ∑∫ℕ  (2)  

  ولكن

( ) ( )( )

( ) ( )( )

1

1 1

1

1

1

10

1 1

1

1 10

( ) ( )d ( ) ( )d

( )d ( ) ( )d

1
( )d ( ) ( )d

k

n

k

n
k k

n n

k k

n n

k u

n n
k

n

k

n

n

k

n n

k k

n n
k k

x

n n

k k

n n
k k

f x g nx x f x g nx x

f g nx x f x f g nx x

f g u u f x f g nx x
n

−

− −

−

−

=

= =

← +

= =

=

= + −

= + −

∑∫ ∫

∑ ∑∫ ∫

∑ ∑∫ ∫

�����	����


  

  وعلى هذا نرى أنّ 

( ) ( )( )
1

1 1 1

0 0 0

1 1

1 10 0

( ) ( )d

1
( ) ( )d

k

n

k

n

n n

k k

n n
k k

f x g nx x f g

f f g f x f g nx x
n

−= =

− ⋅ =

   − ⋅ + −    

∫ ∫ ∫

∑ ∑∫ ∫ ∫
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  ومنه

( ) ( )
1

1 1 1

0 0 0

1 1

1 10 0

( ) ( )d

1
( ) ( ) d

k

n

k

n

n n

k k

n n
k k

f x g nx x f g

f f g f x f g nx x
n

−= =

− ⋅ ≤

− ⋅ + −

∫ ∫ ∫

∑ ∑∫ ∫ ∫
  

)فإذا اخترنا  )1
1 0max ,n n

η
1nومهما تكن  (2)صار لدينا استناداً إلى  < n<: ما يلي ،  

( )
1 1

1 0 0

1
( )d d

2 2

n

k

n
k

f f u u g u
n

ε ε
µ
µ=

− < =∑ ∫ ∫  

  ، صار لدينا أيضاً :(1)واستناداً إلى 

( )
1 11 1

1

1 0

( ) ( ) d ( ) d
2

( ) d
2 2

k k

n n

k k

n n

n n

k

n
k k

n

k

f x f g nx x g nx x

g u u
n

ε

µ

ε ε

µ

− −= =

=

− ≤

= <

∑ ∑∫ ∫

∑∫

  

  يحُقّق 1nإذن، وجدنا 
1 1 1

1

0 0 0

( ) ( )dn n f x g nx x f g ε≥ ⇒ − ⋅ <∫ ∫ ∫  

  وهذا يثبت النتيجة المطلوبة.

  .تعميم� 

:لنتأمّل تابعاً مستمراًّ  [0, ]f T → K ًوتابعا ،:g → Kℝ  من الصفR 
  دينادوراً. عندئذ يكون ل Tيقبل العدد 

0 0 0

1
lim ( ) ( )d ( )d ( )d

T T T

n
f x g nx x f x x g x x

T→∞
= ⋅∫ ∫ ∫  

)في الحقيقة، يكفي أن نطبق النتيجة السابقة على  )x f xT֏ و( )x g xT֏.  
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  فإذا أتينا إلى التطبيق استنتجنا أنّ 

2 2
0 0 0

sin 1 d
lim d sin d 1

1 3cos 1 3cosn

x x
x x x

nx x

π π π

π→∞
= ⋅ =

+ +∫ ∫ ∫  

  وذلك لأنّ 
/2

2 2
0 0

2/2
0

/2
0

d d
2

1 3 cos 1 3 cos

d
2 lim

1 3 cos

1 tan
2 lim arctan

2 2 2

t

t

t

t

x x

x x

x

x

x

ππ

π

π

π

→

→

=
+ +

=
+

   = =    

∫ ∫

∫  

  ú  لوبة.وهي النتيجة المط
J دف إلى حساب قيمة التكامل 30. التمرين  

1

2 2
1

d

1 1

t

t t−

=
+ + −

∫I  

   من التكاملين المحدوديناحسب كلاًّ ، [0,1[من  xلتكن  1.
1 2

2

1
( ) d

x

t
F x t

t

+
= و     ∫

1 2

2

1
( ) d

x

t
G x t

t

−
= ∫  

) أثبت أنّ  2. )
0

lim ( ) ( )
x

F x G x
+→

= −I ،واستنتج قيمة I.  

  الحـل

0uلنلاحظ أنهّ في حالة  1.   لدينا <
1 ln(1 2)2 2

2 2
sh

ln(1 2)

2

n 1 )

sh

l ( 2

1 ch
(sh ) d d

sh

d
ln(1 2)

sh

ch
ln(1 2)

sh

u u
t

u

u

v

t v
F u t v

t v

v
u

v

v
u

v

←

+

+

+

+
= =

= + − +

 
 = + − −
  

∫ ∫

∫  
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  إذن
ch

(sh ) ln(1 2) 2
sh

u
F u u

u
= + − − +  

  وعليه
2

2 1
( ) ln(1 2) 2 ln( 1 )

x
F x x x

x

+
= + − − + + +  

0وكذلك نلاحظ أنهّ في حالة 
2

u
π

<   لدينا ≥
/21 2 2

2 2
sin

/2 /2

2

sin

1 cos
(sin ) d d

sin

d cos

2 2 sinsin

cos

2 sin

u u

uu

t v

t v
G u t v

t v

v v
u u

vv

u
u

u

π

π π
π π

π

←

−
= =

 
 = − + = − −
  

= − +

∫ ∫

∫  

  وعليه
21

( ) arcsin
2

x
G x x

x

π −
= − +  

  لدينا، [0,1[من  xومن جهة أخرى، في حالة  2.
1 12 2

2 2 2

1 1 2
( ) ( ) d d

1 1x x

t t
F x G x t t

t t t

+ − −
− = =

+ + −
∫ ∫  

  إذن

( )
1

2 20
0

2
lim ( ) ( ) d

1 1x
F x G x t

t t
+→

− = =
+ + −

∫ I  

)ولكن للمقدار  ) ( )F x G x−  الآتيةالصيغة:  

2 2

2
ln(1 2) 2 arg sh arccos

1 1

x
x x

x x
+ − + − −

+ + −
  

ln(1إذن  2) 2
2

π
= + − +I.  ú  
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J تقريب العدد  31. التمرينπ بعدد عادي  

2/لنعرّف  1.

0
sin dn

nW t t
π

= ). برهن أن المتتالية ℕمن  nفي حالة  ∫ )n nW ∈ℕ 
2nW حسابفيد في علاقة تدريجيّة ت دْ جِ  متناقصة تماماً. ثمُّ  ، ثمُّ برهن على أنّ nWبدلالة  +

)المتتالية  )1( 1) n n n
n W W+ ∈
+

ℕ
  تبقى ثابتة. وأخيراً استنتج أنّ  

2 1

1 1
,

2 22 3 2 1
nn W

n n

π π
+∀ ∈ ⋅ ≤ ≤ ⋅

+ +
ℕ  

 ليكن 2.
1

0

(1 ) dn n
nI x x x= 2 . أثبت أنّ ℕمن  nفي حالة  ∫− 12

1

2
n nn

I W +=.  

كثير الحدود   ، يجعليطلب تعيينه nλ . أثبت أنهّ يوجد عدد حقيقي وحيدℕ∗من  nتكن ل 3.
4 4(1 )n n

nX X λ− 2القسمة على يقبل  + 1X )نعرّف عندئذ  .+ )nQ X  َخارج
4 قسمةِ  4(1 )n n

nX X λ− 2على  + 1X )1. احسب + )Q X.  
  ، كثير الحدود :ℕ∗من  n في حالةنعرّف، 4.

4 4
1(1 ) ( ) ( )n n nR X X Q X Q Xλ= − −  

)2 احسب 1) nX R+1ساب في ح فيد، واستنتج علاقة تدريجيّة ت( )nQ X+ دلالة ب
( )nQ X 1و( )Q X .  

)برهن أنّ ثوابت كثير الحدود  5. )nQ X  تنتمي إلىZ ،كانت   أياًّ . نعرّف إذنn  من∗ℕ ،
  بالصيغة :  nΠالعدد العادي 

1

0

4
( )dn n

n

Q x x
λ

Π = ∫  

برهن أنّ  6.
1 4 4

2
0

4 (1 )
d

1

n n

n
n

x x
x

x
π

λ

−
Π − =

  ، واستنتج من ذلك أنّ ∫+

1
1,

(1024)
n n

n
n

π
π∀ ≥ Π − ≤ ⋅  

  .2Πو 1Πاحسب  7.
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  الحـل

0كان   لـمّا 1. sin 1x≤ من  xوذلك أياًّ كانت  ≥
2

[0, ]π  ّاستنتجنا أن  
10, , 0 sin sin

2
n nx x x

π + 
 ∀ ∈ ≤ <
  

  

)وهذا يثبت أنّ المتتالية  )n n
W

∈ℕ
  من الواضح أنّ متناقصة تماماً. ومن جهة أخرى  

/2

2
2

0
/2 /21 1

0 0

sin cos cos d

sin sin
cos sin d

1 1

1

1

n
n n

n n

n

W W x x x x

x x
x x x

n n

W
n

π

π π

−
−

− −

− = ⋅

 
 = + ⋅ − − 

=
−

∫

∫  

  وعلى هذا فإنّ 

2

1
2, n n

n
n W W

n
−

−
∀ ≥ =  

0نلاحظ أولاً أنّ  2
W

π
1وأنّ  = 1W   إنّ وكذلك ف. =

1 1 22, ( 1)n n n nn nW W n W W− − −∀ ≥ = −  

)فالمتتالية  )1( 1) n n n
n W W+ ∈
+

ℕ
1وجميع حدودها تساوي  ثابتة متتالية  0 2

WW
π

=.  

2كان   لـمّا 2 2 1 2n n nW W W+ +<   استنتجنا أنّ  >
2

2 2 2 1 2 1 2 1 2n n n n nW W W W W+ + + +< <  
  أو

  2
2 1

1 1

2 2 2 2 2 1nW
n n

π π
+⋅ < < ⋅

+ +
  

  عليه ينتج ممِاّ سبق أنّ و 

2 1

1 1
,

2 22 2 2 1
nn W

n n

π π
+∀ ∈ ⋅ < < ⋅

+ +
ℕ  
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 ليكن 2.
1

0

(1 ) dn n
nI x x x=   عندئذ. ℕمن  nفي حالة  ∫−

( ) ( ) ( ) ( )
2

2

1

2 2
2 2 2 2sin

0 0
/2

2 1 2 1
2 12 1 2 2

0 0

(1 ) d sin cos sin cos d

1 1 1
sin d sin d

2 2 2

n n n n
n

x

n n
nn n n

I x x x

W

θ

π

θ θ θ θ

ππ

θ

θ θ θ θ

←

+ +
++

= − =

= = =

∫ ∫

∫ ∫
  

  
4ليكن . ℕ∗من  nتكن ل 3. 4( ) (1 )n n

nP X X X=   ولنضع  −
4 2(i) (1 i) ( 2 i) ( 4)n n n

n nPλ = − = − − = −− = −−  
)عندئذ ينعدم كثير الحدود  )n nP X λ+  عندi  فهو ينعدم أيضاً عندi−  ،لأنّ أمثاله حقيقيّة

2لى من ثمَّ يقبل القسمة عهو و  1X ) إذننعرّف . ل+ )nQ X خارجَ قسمة ( )n nP X λ+ 
2على  1X   وبوجه خاص لدينا .+

4 4
1 1

2 6 5 4 2

( ) (1 ) 4

(1 )( 4 5 4 4)

P x X X

X X X X X

λ+ = − +

= + − + − +
  

  ومن ثمَّ 
6 5 4 2

1( ) 4 5 4 4Q X X X X X= − + − +  
  

  ، كثير الحدود :ℕ∗من  n في حالة رّف،نعل 4.
4 4

1( ) (1 ) ( ) ( )n n nR X X X Q X Q Xλ= − −  
  عندئذ

2 4 4 4 4 4 4

4( 1) 4( 1)
1

2
1

( 1) (1 ) ( (1 ) ) (1 ) 4

(1 )

( 1) ( )

n n
n n n n

n n
n

n

X R X X X X X X

X X

X Q X

λ λ λ

λ+ +
+

+

+ = − − + − − −

= − +

= +

  

  وهذا يثبتُ أنّ : 
4 4

1 1( ) (1 ) ( ) ( 4) ( )n
n nQ X X X Q X Q X+ = − + −  



تمرينـات   309  

]ا كان نستنتج من العلاقة السابقة أنهّ إذ 5. ]nQ X∈ ℤ   1كان [ ]nQ X+ ∈ ℤ ّوعليه فإن ،
)ثوابت كثير الحدود  )nQ X  تنتمي إلىZ ،كانت   أياًّ . نعرّف إذنn  من∗ℕي ، العدد العاد

nΠ  1: بالعلاقة

0

4
( )dn n

n

Q x x
λ

Π = ∫.  

1كان   لـمّاوعندئذ  6.

20

d
4

1

x

x
π =

+∫
  استنتجنا أنّ  

1 1

2
0 0
1 4 4

2
0
1 4 4

2
0

4 d
( )d 4

1

(1 )4
d

1

4 (1 )
d

1

n n
n

n n
n n

n

n n

n

x
Q x x

x

x x
x

x

x x
x

x

π
λ

λ λ

λ

λ

Π − = −
+

− + −
=

+

−
=

+

∫ ∫

∫

∫

  

ومن ثمَّ، بملاحظة أنّ 
2

1 1
1

2 1 x
≤ ≤
+

0في حالة   1x≤   نستنتج  ،≥
1 1

4 4 4 4

0 0

2 4
(1 ) d (1 ) d

4 4

n n n n
nn n

x x x x x xπ− ≤ Π − ≤ −∫ ∫  

4ولكن بالاستفادة من  8 18

1

2
n nn

I W   ، نجد=+

8 1

1 1 1 1

4 1 2 2 44 1 8 1
nW

n nn n

π π π π
+⋅ < ⋅ < < ⋅ < ⋅

+ + +
  

  إذن

10 1 10

1 1

12 2
nn nn n

π π
π

+
≤ Π − ≤

+
  

  وبوجه خاص
1

(1024)
n n n

π
πΠ − ≤  

1فعلى سبيل المثال نجد 

22

7
Π 2و  =

47171

15015
Π =.  ú  
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J 2 لتكن 32. التمرين n≤ ف حين يكونولنعر ،k  منnℕ المقدار ،( ) ln

ln

n
k

k
t

n
. ثمُّ =

]ال في انعرف  0,1   التقسيمة المنقوطة  [
( ) ( ) ( ) ( )( ) 1
1 2 1 1( , , , , , , )n n n nn n n

n n nt t t t tσ −
−= ∈ ×… … ℝ ℝ  

)أي  nσاحسب خطوة التقسيمة المنقوطة  1. )nh σ.  

:كن لي 2. [0,1]f → ℝ  تابعاً من الصفR ّف. ولنعر  

1

1 ln 1
2, ( ) ln 1

ln ln

n

n
k

k
n I f f

n n k=

     ∀ ≥ = ⋅ +        ∑  

1أثبت أنّ 

0
lim ( ) ( )dn

n
I f f t t

→∞
= ∫.  

:ليكن  3. [0,1]f → ℝ  تابعاً من الصفRولنعرّف .  

1

1 1 ln
2, ( )

ln ln

n

n
k

k
n J f f

n k n=

 ∀ ≥ = ⋅   ∑  

1استنتج مما سبق أنّ   

0
lim ( ) ( )dn

n
J f f t t

→∞
= ∫.  

0p عندما الآتيتينمن النهايتين  كل النتائج السابقة قيمة   عملاً احسب مست 4. >:  

1

1
lim

(ln ln )

n

n
k

a
k k n→∞ =

=
⋅ و    ∑+

1
1

1 (ln )
lim

(ln )

n p

pn
k

k
b

kn +→∞ =

= ∑  

  الحـل

)أي  nσب خطوة التقسيمة المنقوطة اسلح 1. )nh σ 1، نلاحظ أنهّ في حالة k n≤   لدينا >

( ) ( )
1

ln( 1) ln 1 1
ln 1

ln ln ln

n n
k k

k k
t t

n n n k
+

 + − = − = +   
  

  إذن

1

1 1 ln2
( ) max ln 1

ln lnn
k n

h
n k n

σ
≤ <

 = ⋅ + =  
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:كن لي 2. [0,1]f → ℝ  تابعاً من الصفR . ُكتب مجموع ريمانعندئذ ي( , )nS f σ بالشكل  

( )

1
( ) ( ) ( )

1
1

1

1

1

( , ) ( ) ( )

1 ln 1
ln 1

ln ln

1 ln 1 1 1
ln 1 ln 1 (1)

ln ln ln

n

n
n n n

n k k k
k

n

k
n

k

I f

S f t t f t

k
f

n n k

k
f f

n n k n n

σ

−

+
=

−

=

=

= −

     = +        
         = + − +               

∑

∑

∑
������������	�����������


  

limكان   لـمّاو  ( ) 0n
n

h σ
→∞

1استنتجنا أنّ  =

0
lim ( , ) ( )dn

n
S f f t tσ

→∞
=   ، ولأنّ ∫

1 1
lim ln 1 0

lnn n n→∞

  + =  
  

1استنتجنا أنّ 

0
lim ( )n

n
I f f

→∞
= ∫.  

. عندئذ نلاحظ أنّ [0,1]من  xلتكن  3.
0

ln(1 ) d
1

x t
x x t

t
− + =

  ، ومن ثمَّ ∫+

2

0 0

0 ln(1 ) d d
1 2

x x
t x

x x t t t
t

≤ − + = ≤ =
+∫ ∫  

  ولكن 

1

1 ln 1 1
( ) ( ) ln 1

ln ln

n

n n
k

k
I f J f f

n n k k=

        − = + −              ∑  

  ومن ثمَّ، إذا استفدنا من المتراجحة السابقة وجدنا

1

2
1

2
0,11

1 ln 1 1
( ) ( ) ln 1

ln ln

1 1 ln

ln ln

1 1
sup

ln

n

n n
k
n

k

k

k
I f J f f

n n k k

k
f

n nk

f
n k

=

=
∞

 =  

       − ≤ ⋅ ⋅ − +           
 ≤ ⋅   

  ≤ ⋅   

∑

∑

∑

  

)إذن  )lim ( ) ( ) 0n n
n

I f J f
→∞

− =.  
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1ولأنّ 

0
lim ( )n

n
I f f

→∞
=   استنتجنا أنّ  ∫

1

1 0

1 1 ln
lim

ln ln

n

n
k

k
f f

n k n→∞ =

  =  ∑ ∫  

1فإذا اخترنا  4.
( )

1
f x

x
=
+

  استنتجنا أنّ  

( )1

1
( )

ln ln

n

n
k

J f
k n k=

=
+∑  

  ومن ثمَ 
1

1 0

1 d
lim ln2

(ln ln ) 1

n

n
k

x
a

k k n x→∞ =

= = =
+ +∑ ∫  

)وإذا اخترنا  ) pf x x=  0في حالةp   استنتجنا أنّ  <

1
1

1 ln
( )

ln

n p

n p
k

k
J f

kn+
=

= ⋅∑  

  ومن ثمَ 

    
1

1
1 0

1 ln 1
lim d

1ln

n p
p

pn
k

k
b x x

k pn+→∞ =

= ⋅ = =
+∑ ∫  ú  

J نعرّف في حالة ل 33. التمرينn  منℕ  المقدار  
1

2
0

d
1

n

n

x
u x

x x
=

+ +
∫  

 .1uو 0uاحسب  1.

  أثبت أنّ المقدار 2.
1

1 12
( 1) ( )n n nn u n u nu+ −+ + + +  

  واحسبه. n العددلا يتعلّق ب ثابتٌ 
  .4uو 3uو 2uاحسب  3.
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  الحـل

  لنلاحظ أوّلاً أنّ  1.

( )

1 1 3

0 2 2 22 1
0 0 1/ 3

3
3

2

1/ 3

d 2 d d

1 3 (1 2 ) 1

3 2
ln 1 ln

3

x
t

x x t
u

x x x t

t t

+
←

= = =
+ + + + +

 +    = + + =        

∫ ∫ ∫
  

  وأنّ 
( )1 1 1

1
2 2 2

0 0 0
1

2 0

0

2 1 dd 1 1 d

2 21 1 1

1 2
1 3 1 ln 1

2 2 3

x xx x x
u

x x x x x x

u
x x

+
= = −

+ + + + + +
   = + + − = − − +      

∫ ∫ ∫
  

1المقدار  لنتأمّل 2.
1 12

( 1) ( )n n n nn u n u nu+ −∆ = + + +   عندئذ +

( )

( )

1 1 11
2

2
0
1 1 2 1

2

2
0
1

1 2 2

0
1

1
2 2

0
0

( 1) ( )
d

1

( 1) ( )
d

1

1 1 d

1 d 1 3

n n n

n

n n

n n

n n

n x n x nx
x

x x

nx x x x x
x

x x

nx x x x x x x

x x x x x x x

+ −

−

−

+ + + +
∆ =

+ +
+ + + +

=
+ +

 ′  = + + + + +   

′  = + + = + + =  

∫

∫

∫

∫

  

)لحساب التكاملات  الآتيةومنه العلاقة التدريجيّة  3. )n nu ∈ℕ :  

( )
0 1

1
1 12

3 2 1 3 2
ln , 3 1 ln

23 3
1

1, 3 ( )
1n n n

u u

n u n u nu
n

+ −

+ +
= = − −

∀ ≥ = − + −
+
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  وبوجه خاص

2

3

4

3 3 1 2
ln 1

4 4 8 3
1 3 7 2

ln 1
24 8 16 3

115 35 3 37 2
ln 1

192 64 128 3

u

u

u

 = − − +   
 = − + +   

 = − + − +   

  

  ú  .ويكتمل الحل

J لتكن 34. التمرين α  منℝ ولنعرّف .cos cos
( )

cos cosn

nx n
f x

x

α

α

−
=

−
.   

 .nوذلك أياًّ كانت قيمة  ℝإلى تابع مستمرّ على  nfأثبت أنهّ يمكن تمديد  1.

نعرّف  2.
0

1 cos cos
( ) d

cos cosn

nx n
I x

x

π
α

α
π α

−
=

−∫. 

)0احسب  � )I α 1و( )I α 2و( )I α.  
1عبرّ عن  � 1( ) ( )n nI Iα α+ )بدلالة  +− )nI α  وcosα. 

sinأثبت أنّ  �
( )

sinn

n
I

α
α

α
  . ℕمن  n، وذلك أياًّ كانت =

  الحـل

  لنتذكّر أنّ  1.
( )

2 2 2

0 2

cos Re (cos i sin )

( 1) cos sin (cos )

n

k k n k k
n n

k n

nx x x

C x x T x−

≤ ≤

= +

= − =∑
  

2وقد رمزنا إلى كثير الحدود  2 2

0 2

( 1) (1 )k k n k k
n

k n

C X X−

≤ ≤

− )بالرمز  ∑− )nT X.  

  استنتجنا أنّ التابع ℝيقبل الاشتقاق على كامل  nTكان كثير الحدود   لـمّاو 
( ) (cos )

: cos
: , ( ) cos

(cos ) : cos

n n

n n

n

T t T
t

h h t t
T t

α
α

α
α α

 − ≠→ =  − ′ =

ℝ ℝ  

  .ℝمستمر على كامل  تابعٌ 
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cos)وعليه نستنتج أنّ التابع  )nx h x֏  على كامل تابعٌ مستمرℝ  وهو يتّفق معnf  على
)وهي  nfمجموعة تعريف  )\ ( 2 ) ( 2 )α π α π+ ∪ − +ℝ ℤ ℤ فالتابع .nf  يقبل التمديد إلى

  .ℝتابع مستمر على كامل 
  نعرّف 2.

0

1 cos cos
( ) d

cos cosn

nx n
I x

x

π
α

α
π α

−
=

−∫  

)0عندئذ  �2. ) 0I α )1و  = ) 1I α   و أخيراً  =

( )

2

0

2 2

0

0

1 cos2 cos2
( ) d

cos cos

1 2cos 2 cos
d

cos cos

2 sin2
cos cos d 2cos

sin

x
I x

x

x
x

x

x x

π

π

π

α
α

π α

α

π α

α
α α

π α

−
=

−

−
=

−

= + = =

∫

∫

∫

  

  من جهة أخرى، إذا تذكّرنا أنّ  �2.
cos( 1) cos( 1) 2 cos cosn n nθ θ θ θ+ + − =  

  ، يكون لديناℕ∗من  nاستنتجنا، أنهّ في حالة 

1 1

0

0

0

2 cos cos cos cos
( ) ( ) d

cos cos

2 cos cos
cos cos d

cos cos

2 cos cos
2 cos d

cos cos

2 cos ( )

n n

n

nx x n
I I x

x

nx n
nx x

x

nx n
x

x

I

π

π

π

α α
α α

π α

α
α

π α

α
α
π α

α α

+ −
−

+ =
−

 − = +   − 
  −  =   −  

=

∫

∫

∫
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sinلقد رأينا أنّ العلاقة  �2.
( )

sinn

n
I

α
α

α
n{0,1,2}صحيحة في حالة  = ، فإذا افترضنا ∋

1nو nصحّتها في حالة    استنتجنا من العلاقة التدريجيّة السابقة أنّ  −
1 1( ) 2(cos ) ( ) ( )

sin sin( 1)
2 cos

sin sin
sin( 1)

sin

n n nI I I

n n

n

α α α α

α α
α

α α
α

α

+ −= −
−

= −

+
=

  

sinوهذا يثبتُ أنّ 
( )

sinn

n
I

α
α

α
  ℕ.  úمن  nأياًّ كانت  =

J حساب تكامل مشهور. 35. التمرين  

:ليكن  1. [ , ]f a b → ℝ  1تابعاً من الصفCو ،λ  من∗
+ℝ.  أثبت بإجراء مكاملة

  بالتجزئة أنّ 

1
( )sin d ( ) ( ) ( ) d

b b

a a

f t t t f a f b f t tλ
λ

   ′ ≤ + +    
∫ ∫  

limواستنتج وجود وقيمة النهاية  2. ( )sin d
b

a
f t t t

λ
λ

→∞∫.  
  ليكن التابع: 3.

2

1 1
: 0, : ( )

sin
g g t

t t
π  → = −   ℝ  

مستمر ويقبل مشتقاً مستمراً على  gأثبت أنّ   
2

0, π    ثمُّ أثبت وجود النهايتين ،

0
lim ( )

x
g x

+→
و 

0
lim ( )
x

g x
→
يقبل التمديد إلى تابع من الصف  gنستنتج أن واحسبهما.  ′

1C  العلى ا
2

0, π   د بالرمز لـمُمَ . نرمز إلى هذا الدg .ًأيضا  
0في حالة  4. n≤،  ّنعرّف التابع المستمرnf : بالصيغة   

2

sin((2 1) )
: 0

: 0, : ( ) sin
2 1 : 0

n n

n t
t

f f t t
n t

π

 + ≠  → =     + =

ℝ  

)احسب قيمة  )
/2

0
dn nI f t t

π

= 1nاحسب:  مساعدة. ∫ nI I   أولاً. −−
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  نعرّف التابع المستمر  5.
sin

: 0
: [0, [ : ( )

1 : 0

t
t

h h t t
t

 ≠+∞ → =  =

ℝ  

)ونضع  1/2)

0
( )d

n

nJ h t t
π +

= 0 في حالة ∫ n≤.  

2/أثبت أنّ  �

0

sin((2 1) )
dn

n t
J t

t

π +
= ∫.  

limالأسئلة السابقة لإثبات أنّ  نتائج  فد مناست � ( ) 0n n
n

J I
→∞

− =.  

نعرّف  �
0

sin( ) d
x tH x t

t
= 0 لـمّا ∫ x≤ ّأثبت أن .lim ( )

2x
H x

π

→∞
=.  

  الحـل

:ليكن  1. [ , ]f a b → ℝ  1تابعاً من الصفC .أنّ نجد بإجراء مكاملة بالتجزئة  عندئذ  

cos 1
( )sin d ( ) ( )cos d

b bb

aa a

t
f t t t f t f t t t

λ
λ λ

λ λ

 
  ′= − +
  

∫ ∫  

  ومن ثمَّ 

1
( )sin d ( )cos ( )cos ( )cos d

1
( ) ( ) ( ) d

b b

a a

b

a

f t t t f b b f a a f t t t

f b f a f t t

λ λ λ λ
λ

λ

   ′ ≤ + +    
   ′ ≤ + +    

∫ ∫

∫
  

limوهذا يثبتُ أنّ  2. ( )sin d 0

b

a

f t t t
λ

λ
→∞

=∫.  

كان   لـمّا 3.
3

5sin ( )
6

t
t t O t− = −   في جوار الصفر يحُقّق gاستنتجنا أنّ  +

3 51
36

2 4

( )sin
( ) ( )

sin 6( )

x O xx x x
g x O x

x x x O x

− +−
= = = − +

+
  

ومن ثمَّ 
0

lim ( ) 0
x

g x
+→

(0)فإذا عرفّنا  = 0g مستمراًّ على  gكان   =
2

0, π    .  
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0xومن جهة أخرى لدينا في جوار  =   
2 2

2

2 2 2 2

1 cos cos sin 1
( ) ( )

6sin sin

x x x x
g x O x

x x x x

−′ = − + = = − +  

إذن 
0

1
lim ( )

6x
g x

→
′ = 1و 0الاشتقاق عند  gدّد مَ مُ ـبل التابع ال، وعليه يق−

(0)
6

g ′ = − 

على  1Cينتمي إلى الصف  g دّدمَ مُ ـالهناك. فالتابع  مستمر وهذا المشتق 
2

0, π   .  

إذا عرّفنا  4.
/2

0

sin(2 1)
d

sinn

n t
I t

t

π

+
=   ما يلي : ℕ∗من  nكان لدينا، في حالة   ∫

/2 /2

1

0 0
/2

0
/2 /2

00

sin(2 1) sin(2 1)
d d

sin sin

sin(2 1) sin(2 1)
d

sin

sin2
cos2 d 0

2

n n

n t n t
I I t t

t t

n t n t
t

t

nt
nt t

n

π π

π

π π

−
+ −

− = −

+ − −
=

 
 = = =
  

∫ ∫

∫

∫

  

,0إذن 
2nn I I
π

∀ ∈ = =ℕ.  

  نعرّف التابع المستمر ل 5.
sin

: 0
: [0, [ : (t)

1 : 0

t
t

h h t
t

 ≠+∞ → =  =

ℝ  

)نضع لو  1/2)

0
( )d

n

nJ h t t
π +

= 0 في حالة ∫ n≤.   

  عندئذ �5.

( )
/2(2 1) /2

(2 1)
0 0

/2

0

( )d (2 1) (2 1)d

sin(2 1)
d

n

n
t n u

J h t t h n u n u

n t
t

t

ππ

π

+

← +
= = + +

+
=

∫ ∫

∫
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  ومن ثمَّ  �5.

( )

/2 /2

0 0
/2 /2

0 0

sin(2 1) sin(2 1)
d d

sin

1 1
sin 2 1 d ( )sin(2 1) d

sin

n n

n t n t
J I t t

t t

n t t g t n t t
t t

π π

π π

+ +
− = −

 = − + = +  

∫ ∫

∫ ∫

  

استنتجنا أنّ  1.واستفدنا من نتيجة السؤال  1C ينتمي إلى الصف gكّرنا أنّ فإذا تذ 
lim ( ) 0n n

n
J I

→∞
−   أو =

( 1/2)

0

sin
lim d

2

n

n
n

t
J t

t

π
π

+

→∞
= =∫  

  املة بالتجزئةكيمكننا أن نكتب بعد مُ  �5.

2
0 0

2
0

1 cos 1 cos
( ) d

1 cos 1 cos
d

xx

x

t t
H x t

t t

x t
t

x t

 − − = +
  

− −
= +

∫

∫
  

كان التابع   لـمّاو 
2

1 cost
t

t

−
  استنتجنا أنّ التابع ℝ+تابعاً مستمراً وموجباً على  ֏

2
0

1 cos
d

x
t

x t
t

−
∫֏  

}في  λ، إذن يوجد عنصرٌ ℝ+تابعٌ متزايدٌ على  }+ ∪ +∞ℝ يحُقّق  

2
0

1 cos
lim d

x

x

t
t

t
λ

→∞

−
=∫  

  كان  لـمّاو 
1 cos

lim 0
x

x

x→∞

−
=  

limاستنتجنا أنّ  ( )
x

H x λ
→∞

= .  
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علاوة على ذلك، لا بدُّ أنّ يكون 
2

π
λ   السابق أنّ أثبتنا في الطلب  لأننّا =

2 1
lim

2 2n

n
H

π
π

→∞

 +  =  
  

  وهكذا نكون قد أثبتنا أنّ 

2
0 0

sin 1 cos
lim d lim d

2

x x

x x

t t
t t

t t

π

→∞ →∞

−
= =∫ ∫  

  ú  وبذا يتمّ المطلوب.

J حساب مجاميع بعض متسلسلات ريمان 36. التمرين  

  الجزء الأول

لنتأمّل التابع : 1.
2

: 0, :
sin

x
f x

x
π  →   ℝ  ،يقبل التمديد إلى تابع f . بينّ أنّ ֏

على اال  1Cمن الصف  ،أيضاً  fنرمز إليه بالرمز 
2

0, π    عينّ بوجه خاص قيمة .
(0)f (0)وf ′.  

  .[0,1]على اال  1Cتابعاً من الصف  gليكن  2.
  يحقّق A موجبٌ  أثبت بإجراء تكامل بالتجزئة أنه يوجد ثابت حقيقي �

1

0
0, ( )sin d

A
x g t xt t

x
∀ > ≤∫  

1احسب  �

0
lim ( )sin d

x
g t xt t

→+∞∫.  

(0)كثير حدود ثوابته حقيقية، ويحقق   Pليكن  3. 0P =.  

0,1من  xفي حالة  �   نعرّف ،( )
( )

sin( /2)

P x
x

xπ
ϕ يقبل التمديد  ϕ.أثبت أنّ =

  .[0,1]على اال  1Cإلى تابع من الصف 
  النهاية احسب �

1 1
2

0

sin( )
lim ( ) d

sin( /2)n

n t
P t t

t

π

π→∞

+
∫  
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  الجزء الثاني

]ليكن  ]E X= ℝ وليكن التطبيق الخطيّ فضاء كثيرات الحدود الحقيقية .  
: , ( )h E E P h P Q→ =֏  

  :الآتيةالمعرّف بالصيغة 
2 1

0 0
, ( ) ( ) ( )d ( )d

2

x x
x Q x t x P t t P t t∀ ∈ = − +∫ ∫ℝ  

)، و لنضع Eمن  Pليكن  1. )h P Q=.  

1 أثبت أنّ  �

0 0
, ( )

x

x Q x x P P′∀ ∈ = −∫ ∫ℝ ، احسبو Q ′′.  
)بحساب  ابدأ .kerhو نواته  hصورة التطبيق  Imhعينّ  � )ph X. 

)1نعرّف متتالية كثيرات الحدود  2. )n nP   : يأتيكما   ≤
2

1

1

2
P X X= )1و   − )n nP h P 2في حالة  =− n≤.  

  .3Pو  2Pاحسب  �
2احسب في حالة  � n≤   ًّ(0) من كلاnP (0)وnP nP(1)و ′ ′.  
)1نعرّف المتتالية  � )n nλ   :أتيكما ي  ≤

1

1

3
λ و      =

1

1

2

(2 1)! (2 1)!

n
n k

n
k

n

n k

λ
λ

−
−

=

= −
+ 2في حالة  ∑+ n≤  

2مهما تكن ه أنّ  n أثبت بالتدريج على n≤ يكن ،  
12 2 1

1 2

1

( 1)
(2 )! (2 1)! (2 )!

nn n
n kn k

n
k

X X
P X

n n k

λ
−−

− −

=

  = − − +   −  
∑  

  نحافظ على رموز السؤال السابق. 3.
)، أنهّ في حالة �2. عمالبينّ، دون است � 1)k ≥:  

1

1 10
1 1

120 0

1

20

2, ( )d ,

12, ( )cos( )d ( )cos( )d ,
( )

11, ( )cos( )d ,
( )

m m m

m m

m m

m P P t t P

m P t k t t P t k t t
k

m P t k t t
k

π π
π

π
π

− −

−

′′∀ ≥ = −

∀

•

≥ =

∀ ≥ =

•

•

∫
∫ ∫

∫
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  أثبت أنّ  �

] ]
1
2

1

sin( ) 11, 0, , cos
22 sin( /2)

n

k

n t
n t kt

t
π

=

+
∀ ≥ ∀ ∈ = −∑  

   لدينا ℕ∗من  mو nه في حالة استنتج أنّ  �
1 1

2 2

2
1 0

sin( )1 1
( ) d

2 sin( /2) 2

n
m

mm
k

n t
P t t

tk
π

π=

 +  = −    
∑ ∫  

1ثم استنتج أنّ  � 2

2
1

1 1
( 1)

2
m m

mm
k k

λ π

∞
−

=

= 1وذلك مهما تكن  ∑− m≤.  

عينّ قيمة مجموع المتسلسلة  �
2

1

1
m

k k

∞

=
}من  mفي حالة  ∑ }4,3,2,1.  

  الحـل

  الجزء الأول

كان   لـمّا 1.
0

lim ( ) 1
x

f x
+→

(0)استنتجنا أنهّ إذا عرفّنا  = 1f حصلنا على تابع مستمر على  =

2
0, π    ّومن جهة أخرى نلاحظ أن .  

2 2

sin cos
0, , ( )

sin

x x x
x f x

x

π −  ′∀ ∈ =    

ومن ثمَّ 
0

lim ( ) 0
x

f x
→
′ (0)، فإذا عرفّنا = 0f ′ على  1Cصف من ال fحصلنا على تابع  =

2
0, π   .  

0xليكن  �2.   أنّ نجد بإجراء مكاملة بالتجزئة  عندئذ <
1 11

00 0

cos 1
( )sin d ( ) ( )cos d

xt
g t xt t g t g t xt t

x x

 
  ′= − +
  

∫ ∫  

  ومن ثمَّ 
1 1

0 0

1

0

1
( )sin d (1)cos (0) ( )cos d

1
(1) (0) ( ) d

g t xt t g x g g t xt t
x

g g g t t
x

   ′ ≤ + +    
   ′ ≤ + +    

∫ ∫

∫
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وهذا يثبتُ أنّ  �2.
1

0

lim ( )sin d 0
x

g t xt t
→∞

=∫.  

.3� P   ّ(0)ق كثير حدود ثوابته حقيقية، ويحق 0P    المقدار، [0,1[من  xفي حالة نعرّف  .=
( )

( )
sin( /2)

P x
x

x
ϕ

π
=  

(0)عندئذ نستنتج من  0P Pيحقّق  Qوجود كثير حدود  = XQ=وعندئذ .  

2
]0,1], ( ) ( ) ( )

sin( /2) 2

x x
x x Q x f Q x

x

π
ϕ

π π

 ∀ ∈ = =   
  

  .[0,1]على  1Cابع من الصف يقبل التمديد إلى ت ϕاستنتجنا أنّ  1.وإذا استفدنا من نتيجة 
  نستطيع أن نكتب �2.بالاستفادة من  �3.

1

0

lim ( )sin d 0
x

t xt tϕ
→∞

=∫  

1ومن ثمَّ 
1
20

lim ( )sin( ) d 0
n

t n t tϕ
→∞

+   أي ∫=

1 1
2

0

sin( )
lim ( ) d 0

sin( /2)n

n t
P t t

t

π

π→∞

+
=∫  

  الثانيجزء ال

)، و لنضع Eمن  Pليكن  �1. )h P Q=.  عندئذ، مهما تكنx  منℝ يكن  

  
2 1

0 0 0
( ) ( )d ( )d ( )d

2

x x x
Q x tP t t x P t t P t t= − +∫ ∫ ∫  

1  ومنه 

0 0
( ) ( )d ( )d

x

Q x x P t t P t t′ = −∫ ∫  

1  وكذلك

0
( ) ( )d ( )Q x P t t P x′′ = −∫  
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  لاحظ أنّ نوهنا  �1.

{ }Im [ ] : (0) (0) (1) 0h Q X Q Q Q′ ′⊂ ∈ = = =ℝ  

(0)كثير حدود يحُقّق   Qوبالعكس، إذا كان  (0) (1) 0Q Q Q′ ′= = وعرفّنا  =
P Q ′′= )، تحقّقنا مباشرة أنّ − )h P Q=  ّأي إن  

{ }Im [ ] : (0) (0) (1) 0h Q X Q Q Q′ ′= ∈ = = =ℝ  

)ومن جهة أخرى، إذا كان  ) 0h P استنتجنا أنّ المشتق الثاني لكثير الحدود هذا معدومٌ ومن ثمَّ  =
(1)رة أنّ ثابتٌ. وبالعكس، نلاحظ مباش Pأنّ  0h   . إذن=

{ }ker [ ] : deg 0h Q X Q= ∈ ≤ℝ  

)نعرّف متتالية كثيرات الحدود  2. )
1n n

P
≥

2بوضع  
1

1

2
P X X= )1و  ،− )n nP h P −= 

2في حالة  n≤ .  
  عندئذ نجد بالحساب المباشر أنّ  �2.

2 2

( )
( 2)( 1) 2( 1)

p
p X X

h X
p p p

+
= − +

+ + +
  

  وعليه
2

2 1

4 2 3 2 4 3 2

4 3 2
3 2

6 2 5 2 4 2

6 5

1
( ) ( ) ( )

2
1

2 12 6 6 4 24 6 6

1 1 1
( ) ( ) ( ) ( )

24 6 6
1 1 1

24 30 10 6 20 8 6 12 6

720 12

P h P h X h X

X X X X X X X

P h P h X h X h X

X X X X X X

X X

= = −

      = − + − − + = − + −        

= = − + −

           = − − + + − + − − +               

= −
4 2

0 72 90

X X
+ −
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ImnPكان   لـمّا �2. h∈  2في حالةn   استنتجنا أنّ  ≤
(0) (0) (1) 0n n nP P P′ ′= = =.  

)نعرّف المتتالية  �2. )
1n n

λ
≥

1بوضع  

1

3
λ 2وفي حالة ، = n≤ :  

1

1

2

(2 1)! (2 1)!

n
n k

n
k

n

n k

λ
λ

−
−

=

= −
+ +∑  

  عندئذ تكون العلاقة
12 2 1

1 2

1

( 1)
(2 )! (2 1)! (2 )!

nn n
n kn k

n
k

X X
P X

n n k

λ
−−

− −

=

  = − − +   −  
∑  

2nمحقّقة في حالة  1nأا محقّقة في حالة . لنفترض إذن = 3nحيث  −   أي ≤
22 2 2 3

21
1

1

( 1)
(2 2)! (2 3)! (2 )!

nn n
n kn k

n
k

X X
P X

n n k

λ
−− −

− −
−

=

  = − − +   − −  
∑  

  فإذا تذكّرنا أنّ 

( )( ) ( )
2 2

( )
2 1 2 1

p
p X X

h X
p p p

+
= − +

+ + +
  

  استنتجنا أنّ 
2

2 2 2 3 21
1

1
2 2

2 1 2

2
1

( 1) ( 1)
( ) ( ) ( ) ( 1) ( )

(2 2)! (2 3)! (2 )!

( 1)

(2 2)! 2 (2 1) 2(2 1)

( 1)

(2 3)! (2 1)(2 2) 2(2 2)

( 1)
(2 )!

nn n
n n n kn k

n
k

n n

n n

k
n n k

h P h X h X h X
n n k

X X

n n n n

X X

n n n n

X

k

λ

λ

−
− − − −

−
=

−

− −

− −
= − + −

− −
 −  = − +  − − − 
 −  − − +  − − − − 

+ − −

∑

2 2 2

1 (2 2)(2 1) 2(2 1)

n

k

X

k k k

− +

=

  +   + + + 
∑

  

  ومن ثمَّ 
2 2 2 1 2

2 2 2 2

1
1

( 1) ( 1)
(2 )! 2(2 1)! (2 1)! 2(2 2)!

( 1)
(2 2)! 2(2 1)!

n n
n n

n

n k
n

n k
k

X X X X
P

n n n n

X X

k k
λ

−

− +

− −
=

      = − − + + − −     − − −   
  + − − +   + + 

∑
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  أو

1

12 2 1 2
1

2

22
1 1

1

( 1)
(2 )! (2 1)! (2 )!

2( 1)
( 1)

2 (2 1)! (2 1)!

n

nn n k
n

n n k
k

n
n n k

k

X X X
P

n n k

X n

n k

λ

λ

λ

−

−−
−

−
=
−

− − −

=

  = − − +   −  
 −  + − −   − +  

∑

∑
������������	�����������


  

  أي
12 2 1 2

1

1

( 1)
(2 )! (2 1)! (2 )!

nn n k
n

n n k
k

X X X
P

n n k
λ

−−
−

−
=

  = − − +   −  
∑  

  .ℕ∗من  nفنكون قد أثبتنا صحّة المساواة المطلوبة أياًّ كانت قيمة 
  حافظ على رموز السؤال السابق.لن �3.

)1عندئذ نستنتج من المساواة  	 )m mP h P ، ومن 2أكبر أو تساوي  mفي حالة  =−
  أنّ  �1.نتيجة السؤال

1

1 1

0

( )dm m mP P t t P− −′′ = −∫  

 . عندئذℕ∗من  kوليكن  2عدداً طبيعيّاً أكبر أو يساوي  mليكن  	

( )
1 1

00

sin( )
( )cos d ( )m m

k t
P t k t t P t

k

π
π

π

 
 =
  

∫
1

0
11

2 2 2 2
0 0

1

2 2
0

1

12 2
0

1
( )sin( )d

cos( ) 1
( ) ( )cos( )d

1
( )cos( )d

1
( )cos( )d

m

m m

m

m

P t k t t
k

k t
P t P t k t t

k k

P t k t t
k

P t k t t
k

π
π

π
π

π π

π
π

π
π

−

′−

 
 ′  ′′= −
  

′′= −

=

∫

∫

∫

∫

  

(0)إذ استفدنا من  (1) 0m mP P′ ′= . ومن =
1

0

cos d 0k t tπ   ومن النقطة السابقة. ∫=
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 لنلاحظ أنّ  	

1 1 2

1

0 0
1

2

0

2
( )cos( )d cos( )d

2

2 sin( )

2

t t
P t k t t k t t

t t k t

k

π π

π

π

 −  =    

  −  =     

∫ ∫

( )

( )

1

0
11

2 2 2 2
0 0

1
1 sin( )d

cos( ) 1
1 cos( )d

t k t t
k

k t
t k t t

k k

π
π

π
π

π π

− −

 
 = − −
  

∫

∫

2 2

1

k π
=

 

. عندئذ نبرهن بالتدريج على ℕ∗من  kوليكن  1عدداً طبيعيّاً أكبر أو يساوي  mليكن  	
m  ّمستفيدين من النقطتين السابقتين أن 

1

2
0

1( )cos( )d
( )

m m
P t k t t

k
π

π
=∫  

,0[من  tلنلاحظ أنهّ في حالة  �3. ]π  وn  من∗ℕ لدينا  
i( 1) i

i

i
1

1
2

1 2 cos
1

sin( )

sin( /2)

n n n t nt
kt

t
k k n

e e
kt e

e

n t

t

+ −

= =−

−
+ = =

−
+

=

∑ ∑
  

  ومنه
1
2

1

sin( ) 1
cos

2 sin( /2) 2

n

k

n t
kt

t=

+
= −∑  

  وهكذا إذا استفدنا من النتيجتين السابقتين أمكننا ان نكتب �3.
1

2
1 10

1 1
2

0

1 ( ) cos( ) d
( )

sin( ) 1
( ) d

2 sin( /2) 2

n n

mm
k k

m

P t k t t
k

n t
P t t

t

π
π

π

π

= =

  =    
 +  = −    

∑ ∑∫

∫
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  أو
1 1

2 2

2
1 0

sin( ) 11 ( ) d
2 sin( /2) 2

n
m

mm
k

n t
P t t

tk
π

=

 +  = −    
∑ ∫  

(0)في الجزء الأوّل استنتجنا بعد ملاحظة أنّ  3.وبالاستفادة من نتيجة الطالب  �3. 0mP = 
  أنّ 

12

2
1 0

1lim ( )d
2

n m

mmn
k

P t t
k

π

→∞ =

= −∑ ∫  

  وأخيراً إذا تذكّرنا أنّ 

( )
1

1

0

dm m mP P t t P+′′ = −∫  

استنتجنا أنّ 
1

1

0

(0) ( )dm mP P t t+′′ =   أي  ∫

1

1

0

( )d (0) ( 1)mm m mP t t P λ+′′= = −∫  

  ومنه
1

2

2
1

( 1)1
2

m
mm

m
k k

λ
π

∞ −

=

−
=∑  

)التدريجيّة التي تحسب الأعداد فإذا استفدنا من العلاقة  �3. )n n
λ ∗∈ℕ

  أمكننا أن نحسب  
1 2 3 4 5

1 1 2 1 2

3 45 945 4725 93555m

m

λ − −
  

  ومن ثمَّ 

2 4 6 8 10

2
1

1 2 3 4 5

1

6 90 945 9450 93555m
n

m

n

π π π π π
∞

=
∑

  

  ú  وهو المطلوب.
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J تطبيق حساب التكامل في إثبات متطابقتين 37. التمرين  

0أثبت أنهّ في حالة  1. k n≤   لدينا ≥
1

,

0

1
(1 ) d

( 1)

n k k
n k k

n

I t t t
n C

−= − =
+∫  

  كثير الحدود   ℕمن  nنتأمّل في حالة  2.

0

1 1
( )

1

n
k

n k
k n

F X X
n C=

=
+ ∑  

  أثبت صحّة كل من المساواتين :

1 1

0
1

12 1 2

1

1 1
(1 ) ( ) (1 ) ( )

1 1

(1 ) ( ) (1 ( 1) )

n
n k n k n

n
k
n k

nn n k k k
n

k

X F X X X X
n k

C
X F X X X

k

+ − +

=
+

++ + −

=

+ = + +
+ +

+ = − −

∑

∑

�

�

  

  أنّ  ℕ∗من  nاستنتج في حالة  3.
1

2
0 1

1
1 1

1mod2

1 1 2

2

1 1

2

n n k

k n
k kn
n n k

n

k n
k kn

k

n

kC

C

kkC

+

+
= =

−
= =

=

+
= ⋅

= ⋅

∑ ∑

∑ ∑

�

�

  

  لدينا ℕمن  nاستنتج أيضاً أنهّ في حالة  4.

11
2

2
0 1

2 1 2
( ) ( )

1

n nn k
n k

k n kk
k kn

X T X X T X
n kC

++
+

−
= =

   = +  
∑ ∑  

 .nدلالة على كثير حدود تشبيشيف من النوع الأول والدرجة  nTإذ رمزنا بالرمز 
  المعرّف بالعلاقة:

, (co )s cosnT nθ θ θ=∀ ∈ ℝ  
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  الحـل

1xفي الحقيقة، لدينا في حالة  1.   ما يلي : ℕمن  nو  ≠

( )

( )

1 1

,
0 00 0

11 1

00
1

0

(1 ) d (1 ) d

((1 ) )
(1 ) d

1

1 1 1

1 1 1

n n
nk k k n k k k

n n k n
k k

t
n

n

t
nn

k

k

C x I C t t x t t x t t

x t x
x t x t

x

x
x

n x n

−

= =
=+

=
+

=

= − = + −

 − + = − + =  − 
−

= ⋅ =
+ − +

∑ ∑∫ ∫

∫

∑

  

  أي

  ,
0 0

1

1

n n
k k k
n n k

k k

C X I X
n= =

=
+∑ ∑  

  على النتيجة المطلوبة. في الطرفين حتى نحصل kXيكفي إذن أن نقارن أمثال 
  

1x، وℕمن  nلنلاحظ، في حالة  2. ≠   :أتيما ي −

( )
1 1

0 00 0
1 1 1 1

0
1 1 1 1

0
1 1 1

1

( ) (1 ) d (1 ) d

(1 )
d

(1 )

(1 )
d :

(1 ) 1

1 d
1

1 1 1

n n
kn k k k n k

n
k k

n n n

n n n

n n

n

x

u x
t

u x u x

F x t t x t t t x t

t t x
t

t t x

t t x
t

t t x x

u
x

x x x u

− −

= =

+ + +

+ + +

+ +
+

−

+
←

+ +

= − = −

− −
=

− −

− −
=

− − +
         = − −         + + +     

∑ ∑∫ ∫

∫

∫

∫




  

  فنكون قد أثبتنا أنّ 

  ( )
1

1 1 1

2
)

1 d
( ) ( (1 )

(1 )

n n n
n n

x

u x
u

F x u x
ux

+ + +
+
−

+= − −
+ ∫  �  
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  وعليه
1 11 1 1

1

2

)( 1 (1 )1
( ) d d

(1 )

n n n
n

n n
x x

u x x u
F x u x u

u ux

+ + +
+

+
− −

+
  − − −  = +  +   
∫ ∫  

  أو

  
1 11 1 1

1

2
0 0

1

1 1
( ) d d

1(1 )

x x
n n n

n
n n

t x u v u

t x v
F x t x v

t x vx

+ ++ + +
+

+

= + = −

  − −  = +  − −+  
∫ ∫
��������	�������
 �������	������


  �  

  ولكن
1 1

1

0 00 0

1
d d

1

A A n nn n
k n k k n k

k k

t B
t t B t A B

t B k

+ +
− + −

= =

 −  = = − + 
∑ ∑∫ ∫  

1Bإذن، باختيار  	 1Aو = x=   نستنتج +
1 1

1

00

1 1
d (1 )

1 1

x nn
k

k

v
t x

v k

+ +
+

=

−
= +

− +∑∫  

Bر وباختيا 	 x= 1وA x=   نجد +
1 1 1

1

00

1
d (1 )

1

x nn n
k n k

k

t x
t x x

t x k

+ + +
+ −

=

−
= +

− +∑∫  

1xنجد، في حالة  �وبالعودة إلى  ≠   يأتي، ما ي−
1 1

1

2
0 0

1

1
0

1 (1 ) (1 )
( )

1 1(1 )

1 (1 ) ( )

1(1 )

n nk k
n k n

n n
k k

n k n k n

n
k

x x
F x x x

k kx

x x x

kx

+ +
− +

+
= =

− +

+
=

 + +  = +   + + +  
 + +  =   + +  

∑ ∑

∑
  

  التالية : �فنكون قد أثبتنا العلاقة 

( )
1

1

0

(1 ) (1 )
( )

1 1

nn k
n k n

n
k

X X
F X X X

n k

+
− +

=

+ +
= +

+ +∑  



 332 التوابع الأصليّة والتكامل المحدود

1xوهذا ويمكننا أن نكتب في حالة  ≠   : يأتيما  �وانطلاقاً من  −

( )
1

1 1 1

2

1 1
1 1 1

12
1

1
1 1 2

2
1

)
1 d

( ) ( (1 )
(1 )

1
( ( 1) )d
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1
(1 ( 1) )
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n n n
n n

x

n
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n n k k k
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F x u x
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C u x x u
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+
+ + −
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=
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∫

∑∫

∑

  

  الآتية �فنحصل بذلك على المساواة 
1

12 1 2

1

(1 ) ( ) (1 ( 1) )
n k

nn n k k k
n

k

C
X F X X X

k

+
++ + −

=

+ = − −∑  

1Xلنعوّض  3.   فنجد �في  =
1

2

0 0

1 1 2
2

1 1

n n k
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k kn

n kC

+
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= =

⋅ =
+ +∑ ∑  

  ومن ثمَّ 
1

2
0 1

1 1 2

2

n n k
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k kn
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kC

+

+
= =

+
= ⋅∑ ∑  

1Xوكذلك بتعويض  1nل واستبدا �في  =   نجد nبالمقدار  −

1
1 1

1mod2

1 1
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n n k
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k n
k kn
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C

kkC −
= =

=

=∑ ∑  

2لنعوّض  4. iX e θ=  فنجد �في  
2 i 1 i2 2 i 2 i

2 i

0 0 0

(1 ) (1 ) (1 )

1 1 1

n n nn k k k
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k k kn

e e e e
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n k kC

θ θ θ θ
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− + −
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= = =

 + + +  = + + + + 
∑ ∑ ∑  

2فادة من المساواة وهذا يُكافئ بعد الإصلاح والاست i i1 2 cose eθ θ θ+   أنّ  =
1 1

1

0 0

2 cos(2 ) 2
(cos ) cos cos( 1)

1 1

n nn k
n k

k
k kn

k n
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n kC

θ
θ θ θ

+ +
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= =

−
⋅ = +
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  أو
11

2

0 1

2 cos(2 ) 2
(cos ) cos cos

1

n nn k
n k

k
k kn

k n
k

n kC

θ
θ θ θ

++
+

= =

−
⋅ =

+ ∑ ∑  

)ولكن إذا كانت  )n n
T

∈ℕ
  هي متتالية كثيرات حدود تشبيشيف من النوع الأوّل، المعرفّة بالعلاقة 

( ), , cos cosnn T nϕ ϕ ϕ∀ ∈ ∀ ∈ =ℕ ℝ  
  المساواة السابقة المتطابقة التالية استنتجنا من

11
2

2
0 1

2 1 2
( ) ( )

1

n nn k
n k

k n kk
k kn

X T X X T X
n kC

++
+

−
= =

   = +  
∑ ∑  

  ú  وهو المطلوب.
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  التكاملات المعممة أو المعتلّة
  والتكاملات التابعة لوسيط

  التكاملات المعممة أو المعتلّة 1.

) كنيل .تعريف 1-1. , )a b عنصراً من ×ℝ ℝ   قيحُقa b<وليكن . f  تابعاً من
loc([ , [)a bR ّم أو المعتل. نقول إنالتكامل المعم ∫ ( )d

b

a
f x x  ٌأو موجود  متقارب

   إذا وفقط إذا قبَِلَ التابع

: [ , [ , ( ) ( )d

x

a

F a b x F x f t t→ = ∫ℝ ֏  

  . و في هذه الحالة نكتب bإلى   xاية منتهية عندما تسعى  

( )d lim ( )d

b X

X b
a a

f x x f x x
→

=∫ ∫  

)أمّا إذا لم يكن التكامل المعمم    )d
b

a
f x x∫  ًونترك للقارئ مهمّة متباعدٌ إنهّ  قلنامتقاربا .

[صياغة تعريفٍ مماثل في حالة اال  , ]a b  عوضاً عن[ , [a b.  

) ليكن .مبرهنة 2-1. , )a b  عنصراً من×ℝ ℝ قيحُق a b< .التابعان وليكن f وg من 
loc([ , [)a bR?  مانإذا تقارب التكاملان المعم( )d

b

a
f x x∫ و( )d

b

a
g x x∫  عندئذ

) يتقارب التكامل المعمم )( )d
b

a
f g x xλ+∫،  ًّكانت   أياλ  منK ويكون  

( )( )d ( )d ( )d
b b b

a a a
f g x x f x x g x xλ λ+ = +∫ ∫ ∫  

  الإثبات

  �  الإثبات بسيط ومتروك للقارئ.

  

 الفصل العاشر
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   .أمثلة 3-1.

:1 ، ولنتأمّل التابعℝمن  αلتكن  • [1, [ ,f x
x

α α
+∞ → ℝ . إنّ التكامل ֏

 المعمّم
1

( )df x xα

∞

1متقاربٌ إذا وفقط إذا كان  ∫ α<في الحقيقة لدينا .  

1

1

1 1(1 ) : 1,
11, ( ) ( )d

ln : 1.

x

x F x f t t x
x

α
α α

α
α

α

−

 − ≠ −∀ ≥ = =  =
∫

  
limومن ذلك نرى أنّ  ( )

x
F xα→∞

0موجودة إذا وفقط إذا كانت   1α< −.  

:1ولنتأمّل التابع ، ℝمن  αلتكن  • ]0,1] ,g x
x

α α
→ ℝ م ل المعمّ . إنّ التكام֏

1

0
( )dg x xα∫  1متقاربٌ إذا وفقط إذا كان α>في الحقيقة لدينا .  

1

1

1 1 1 : 1,
]0,1] , ( ) ( )d 1

ln : 1.x

x G x g t t x
x

α
α α

α
α

α

−

    − ≠  ∀ ∈ = = −− =
∫

  
ومن ثمَّ نرى أنّ 

0
lim ( )
x

G xα+→
0جودة إذا وفقط إذا كانت مو   1α> −.  

1إنّ التكامل  •

0
ln dx x∫  ذلك لأنّ −1متقاربٌ وتساوي قيمته .  

( )
1

1
]0,1], ( ) ln d ln 1 ln

x
x

x F x t t t t t x x x∀ ∈ = = − = − −∫
  

 ومن ثمَّ 
0

lim ( ) 1
x

F x
+→

= −.  

) ليكن .مبرهنة4-1. , )a b  عنصراً من×ℝ ℝ قيحُق a b< .وليكن f  تابعاً من
loc([ , [)a bR يأخذ قيمه في ℝ+.  معندئذ يتقارب التكامل المعم( )d

b

a
f x x∫  إذا

  يحُقق M عددٌ موجبٌ  وفقط إذا وُجِدَ 

[ , [, ( )d
x

a
x a b f t t M∀ ∈ ≤∫

   الإثبات  

)التابع  هذا صحيح لأن )d
x

a
x f t t∫֏  متزايداً.يكون عندها  �  
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) ليكن :نتيجة 5-1. , )a b  عنصراً من×ℝ ℝ قيحُق a b< .التابعان وليكن f وg  من
loc([ , [)a bR ّلنفترض أن .[ , [, 0 ( ) ( )x a b f x g x∀ ∈ ≤ . عندئذ تتحقق ≥

  :الآتيتانئتان الخاصّتان المتكاف

)إذا كان التكامل المعمم  � )d
b

a
g x x∫   ًالتكامل  كانمتقاربا( )d

b

a
f x x∫ اً متقارب.  

)إذا كان التكامل المعمم  � )d
b

a
f x x∫   ًالتكامل  كانمتباعدا( )d

b

a
g x x∫ اً متباعد.  

   مثال 6-1.

)كن يل , )α β  2فيℝولنتأمّل التابع ،:  

,
1: [ , [ ,
ln

h e x
x x

α β α β
+∞ → ℝ ֏  

, يكون التكامل المعمّمعندئذ  ( )d
e
h x xα β

∞

  متقارباً إذا وفقط إذا كان ∫
( )(1 ) ( 1) (1 )α α β< ∨ = ∧ <  

  لنناقش الحالات التالية:
1α حالة � >.  
,1[من  γنختار  [α .كان   لـمّا,lim ( ) 0

x
x h xγ

α β→+∞
eعددٌ ، يوجد = c< قيحُق:  

.

1
, ( )x c h x

x
α β γ

∀ ≥ ≤  

d التكامل ولكنّ 
c
x xγ

∞ 1لأنّ  متقاربٌ  ∫− γ< فالتكامل ،, ( )d
c
h x xα β

∞

 متقاربٌ  ∫

,وكذلك يكون التكامل  أيضاً  ( )d
e
h x xα β

∞

∫.  
1α حالة � <. 
[من  γنختار  ,1[α .كان  لـمّا ,lim ( )

x
x h xγ

α β→+∞
= eعددٌ ، يوجد ∞+ c< قيحُق  

.

1
, ( )x c h x

x
α β γ

∀ ≥ ≥  

d التكامل ولكنّ 
c
x xγ

∞ عدٌ ∫− نّ  متبا 1لأ γ>فالتكامل ،, ( )d
c
h x xα β

∞

عدٌ ∫ أيضاً متبا

,وكذلك يكون التكامل  ( )d
e
h x xα β

∞

∫. 
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1α حالة � =. 

  لدينافي هذه الحالة 
ln

1

d d
, ( )

ln

x x

e

t u
x e F x

t t u
β β β

∀ > = =∫ ∫  

limالنهاية ومن ثمَّ تكون  ( )
x

F xβ→+∞
1 موجودة إذا وفقط إذا كان  β<.  

) ليكن .مبرهنة7-1. , )a b  عنصراً من×ℝ ℝ قيحُق a b< .التابعان وليكنf وg  من
loc([ , [)a bR . ّنفترض أنf و g يأخذان قيمهما فيℝ

∗
) وأنّ  + )

lim 1
( )x b

f x

g x→
= .

)عندئذ يكون للتكاملين المعممين  )d
b

a
f t t∫ و( )d

b

a
g t t∫ .الطبيعة نفسها  

  الإثبات
]من  c ثابتاً  ،تعريف النهايةتبِعاً ل ،في الحقيقة نجد , [a b قيحُق  

1
[ , [ ( ) ( ) ( )

2
x c b f x g x g x∈ ⇒ − <  

  ومن ثمَّ 
1

[ , [ ( ) ( ) ( )
2 2

x c b g x f x g x
3

∈ ⇒ ≤ ≤.  

  �  1-5.استناداً إلى النتيجة  وهذا يثبت المطلوب
) ليكن .مبرهنة 8-1. , )a b  عنصراً من×ℝ ℝ قالشرط  يحُقa b< .وليكن f  ًنمتابعا 

loc([ , [)a bRميتقارب التكامل المعم . ( )d
b

a
f t t∫ ق الشرطإذا وفقط إذا تحق  

( )0, [ , [,
v

u
c a b c u v b fε ε∀ > ∃ ∈ ≤ < < ⇒ <∫  

  الإثبات

)يكافئ الشرط السابق قولنا إنّ التـابع  )d
x

a
x f t t∫֏  ـقُ شـرط كوشـي عنـديحُقb  ومـن ثمَّ لـه

  �  .bاية منتهية عند 
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) ليكن .تعريف 9-1. , )a b  عنصراً من×ℝ ℝ قيحُق a b<. وليكن f  ًمن تابعا 
loc([ , [)a bR.  منقول إنّ التكامل المعم( )d

b

a
f t t∫ إذا وفقط إذا   متقارب بالإطلاق

) كان التكامل المعمم ) d
b

a
f t t∫ :ق المتراجحة التاليةمتقارباً.وعندئذ تتحق  

( )d ( ) d

b b

a a

f x x f x x≤∫ ∫  

ه، ولكنّ العكس أنّ التقارب بالإطلاق لتكاملٍ معمّم يقتضي تقاربَ  1-8.ثبت المبرهنة تُ  .ملاحظة �
  خطأ كما سنرى في أمثلة لاحقة.

) ليكن .تعريف 10-1. , )a b  عنصراً من×ℝ ℝ قيحُق a b<وليكن . f  ًمنتابعا 

[ [loc( , )a bR.  منقول إنّ التكامل المعم( )d
b

a
f t t∫ إذا وفقط إذا كان  صف متقاربن

  متقارباً، ولم يكن متقارباً بالإطلاق.

 الـمُعمملندرس التكامل  .مثال 11-1.
0

sin
d
t

I t
t

∞
= ∫ .  

sinيقبل التابع  t
t

t
  لة ظاهرية في جوار الصفر.، فالمشك0التمديد إلى تابع مستمرّ عند  ֏

)ليكن  , )x y  2منℝ ق0 يحُق x y<   . نجد بإجراء مُكاملة بالتجزئة أنّ >

2 2

sin cos cos cos cos cos
d d d

y y yy

xx x x

t t t x y t
t t t

t t x yt t

 
 = − − = − −
  

∫ ∫ ∫  

  ومن ثمَّ 

2

sin 1 1 d 2
d

y y

x x

t t
t

t x y xt
≤ + + =∫ ∫  

  نستنتج من ذلك أنّ 

2 sin
d

y

x

t
x y t

t
ε

ε
< < ⇒ <∫  

  1-8.متقارب بناءً على المبرهنة  I الـمُعممفالتكامل 
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  ، يمكننا أن نكتبℕ∗من  kكانت   أياًّ من ناحية أخرى، 
4 2 ( 1)2 1

2 2
22 1

0
22 1

0
2 2 1

0

sin sin
d d

sin( 2 )
d

2

sin
d

2

1sin d
2 ( 1)

4 1

2 2

k pk

p kk p

k

p k

k

p k

k

p k

t t
t t

t t

u p
u

u p

u
u

u p

u u
p

k

k

π π

π π

π

π

π

π

π

π

π

π π

+−

=

−

=

−

=

−

=

=

+
=

+

=
+

≥ ⋅
+

≥ ⋅ =

∑∫ ∫

∑ ∫

∑ ∫

∑∫

  

 لمعمّمفالتكامل ا
0

sin
d

t
t

t

+∞

 I نستنتج أنّ التكامل 1-8.رط المبرهنة متباعد لأنهّ لا يحقّق ش ∫

  نصف متقارب. معمّمٌ  تكاملٌ 
) ليكن .تعريف12-1. , )a b  عنصراً من×ℝ ℝ  قيحُقa b<وليكن . f  ًمنتابعا 

loc(] , [)a bR . منقول إنّ التكامل المعم( )d
b

a
f t t∫  ٌإذا وفقط إذا وُجِد ثابت  متقارب

c  في] [,a b  مينيجعل التكاملين المعم( )d
b

c
f t t∫ و( )d

c

a
f t t∫  متقاربين. وعندئذ

  :نضع بالتعريف

( )d ( )d ( )d

b c b

a a c

f x x f x x f x x= +∫ ∫ ∫  

) التكامل المعمم لاحظ أنه، بناءً على علاقة شال، لا تتعلّق قيمةُ  )d
b

c
f t t∫ مة بقيc  من

[اال  , [a b.  
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  مقارنة تقارب المتسلسلات وتقارب التكاملات المعمّمة 2.

])locمن  f، وليكن ℝمن  aلتكن  .مبرهنة 1-2. , [)a +∞R ميتقارب التكامل المعم .

( )d
a
f t t

∞

1إذا وفقط إذا تقاربت المتسلسلة  ∫

0

( )d
n

n

x

x
n

f t t
+

≥

    ∑  كانت  أياًّ  ∫

( )n nx ∈ℕ  ًمن عناصر  متتالية[ , [a   .∞+ سعى إلىت ∞+

  الإثبات 

)لنعرّف  ) ( )d
x

a
F x f t t= ]من  x في حالة ∫ [,a . يكون التكامل ∞+

a
f

∞

متقارباً إذا  ∫
limوفقط إذا وُجِدتْ النهاية  ( )

x
F x

→∞
limوهذا يكافئ وجود النهاية  . ( )n

n
F x

→∞
كانت   أياًّ  

)المتتالية  )n nx ∈ℕ  من عناصر[ , [a . ونحصل على التكافؤ المطلوب ∞+تسعى إلى  التي ∞+
  عند ملاحظة أنّ 

  1
1

0
0

( ) ( ) ( )d
k

k

n
x

n
x

k

F x F x f t t
+

−

=

 = +   ∑ ∫  

  �    ا ما يثبت المبرهنة.وهذ

])locمن  f، وليكن ℝمن  aلتكن  .مبرهنة 2-2. , [)a +∞R . نفترض أنه توجد متتالية
( )n nu ∈ℕ  من عناصر[ , [a    :، وتحُقّق الشرطين∞+متزايدة وتسعى إلى  ∞+

1المتسلسلة  �

0

( )d
n

n

u

u
n

f t t
+

≥

    ∑   متقاربة. ∫

1و  �
lim ( ) d 0

n

n

u

un
f t t

+

→∞
=∫.  

)عندئذ يتقارب التكامل المعمم  )d
a
f t t

∞

∫.  
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  الإثبات 
)لنعرّف  ) max{ , }mp x m u x= ∈ ≤ℕ  0عندما تكون[ , [x u∈   . فيكون∞+

0 ( ) ( ) 1, p x p xx u u x u +∀ ≥ ≤ ≤  
) كان التابع  لـمّا )x p x֏  تابعاً متزايداً وغير محدود من الأعلى، كانlim ( )

x
p x

→∞
= +∞ .

aكانت   أياًّ نلاحظ أنه  ،من ناحية أخرىو  x≤  لدينا  
10

( )

( ) 1

0

( )d ( )d ( ( )d ) ( )d
k

k p x

uux xp x

ka a u u

f t t f t t f t t f t t

+−

=

− − =∑∫ ∫ ∫ ∫  

  ومن ثمَّ 

( ) 110

( )

( ) 1

0

( )d ( )d ( )d ( ) d

p xk

k p x

uuux p x

ka a u u

f t t f t t f t t f t t

++−

=

   − + ≤    
∑∫ ∫ ∫ ∫ 

  �  .∞+تسعى إلى  x ونحصل على المطلوب بجعل

])locمن تابعاً  f، وليكن ℝمن  a لتكن .نتيجة 3-2. , [)a +∞R يأخذ قيمه في ℝ+. 
) وأخيراً لتكن )n nu ∈ℕ  من  متزايدةمتتالية[ [,a  عندئذ يقتضي. ∞+ تسعى إلى، ∞+

)المتسلسلة  تقاربُ  )1

0

n

n

u

u
n

f
+

≥
∑ التكامل المعمم  تقاربَ  ∫

a
f

∞

∫.  

sinلندرس التكامل المعمّم . مثال 4-2.
d
t
t

t

∞
α απ
= ∫I حيث α ∈ ℝ.  

> حالة � α1. 

sin في هذه الحالة لدينا 1
,

t
t

t tα α∀ ≥ π dtكان التكامل   لـمّا، و ≥

t

∞

απ∫  ًناستنتجامتقاربا 

  بالإطلاق، ومن ثمَّ تقاربه. αIتقارب التكامل 
  

1α في حالة عرّفنل ����    :يأتيما ، ≥
( 1)

0

sin sin
d ( 1) d

( )

n

n
n

n

t t
a t t

t t n

π π

α α
π

π

+

= = −
+∫ ∫  
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=0 حالة � − ≤α β. 
1 كان  أياًّ عندئذ يكون لدينا،  n≤،  

0 0
( ) sin d ( ) sin d 2na t n t t n t t
π π

β βπ π= + ≥ ≥∫ ∫  
  ذه الحالة.في ه αIمتباعدة، ومنه تباعد التكامل  ∑naينتج من ذلك أنّ المتسلسلة 

> حالة � ≤0 1α. 

) عندئذ، بوضع 1)nn n nb a a= = 1 في حالة، نجد − n≤،  

0

2 sin 2
d

(1 ) ( )
n

t
b t

n t n n

π

α α α α απ π π
≤ = ≤

+ +∫  

)1فالمتتالية )n nb متقاربة.  ∑naمتناقصة وتسعى إلى الصفر، ينتج من ذلك أنّ المتسلسلة المتناوبة  ≤

)وبملاحظة أنّ  1) sin
d

n

n
n

t
b t

t

π +

απ
= التكامل  تقارب 2-2.نستنتج بالاستفادة من المبرهنة  ∫

αI،  وكذلك فإنّ تباعد المتسلسلةnb∑ تبا عد التكامل في هذه الحالة يبينsin
d

t
t

t

∞

απ∫ .  

1αمتقارب بالإطلاق حينما  αI نستخلص من هذه الدراسة أنّ التكامل المعمّم ، ونصف <
0متقارب عندما  1α< 0α، ومتباعد حين يكون ≥ ≤.  

 

])locمن تابعاً  f، وليكن ℝمن  a لتكن .مبرهنة5-2. , [)a +∞R يأخذ قيمه في +ℝ. 
)0متناقص. ونعرّف المتتاليتين  تابعٌ  fنفترض أنّ  )n nx )0و ≤ )n ny   كما يلي:  ≤

1

0

11

0

( ) ( )d

( ) ( )d

a nn

n
k a

a nn

n
k a

x f a k f t t

y f a k f t t

+ +

=
+ ++

=

= + −

= + −

∑ ∫

∑ ∫
  

1 عندئذ يكون لدينا 10, n n n nn x x y y+ +∀ ≥ ≤ ≤ ≤.  
)0وبوجه خاص تكون المتتاليتان  )n nx )0و ≤ )n ny اربتين ويكون للمتسلسلة متق ≤

( )f n a∑ )لتكامل المعمّم او  + )d
a
f t t

∞

  الطبيعة نفسها.  ∫
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  الإثبات
  يكفي أن نثبت صحة المتراجحات، وهذا أمر ميسور إذا لاحظنا ما يلي:

( )

( )

2

1

1

2

1

1

( 1) ( ) d 0

( 2) ( ) d 0

( 1) 0

a n

n n

a n

a n

n n

a n

n n

x x f a n f t t

y y f a n f t t

y x f a n

+ +

+
+ +

+ +

+
+ +

− = + + − ≥

− = + + − ≤

− = + + ≥

∫

∫  

)0 فالمتتالية )n nx )0 ة ومحدودة من الأعلى فهي متقاربة، وكذلك تكون المتتاليةمتزايد ≤ )n ny ≥ 
  �  متناقصة ومحدودة من الأدنى فهي متقاربة.

)0 لتكن .مثال 6-2. )n na ∗ متتالية متزايدة من ≤
+ℝ . 1ولنعرّف( )n nb   بالصيغة ≤

11 1 n
n

nn

a
b

aa

−
  = −   

  

  . التي حدّها العام معرّف بالصيغة ∑nbالمتسلسلة  تتقاربعندئذ 
موجبة، إذن يكفي أن نثبت أنّ متتالية مجاميعها  ∑nb في الحقيقة إنّ حدود المتسلسلة

1كانت   أياًّ ولكن،  الجزئية محدودة. k≤لدينا ،  

1
1 1[ , ]k k

k k

t a a
a a t t

−∈ ⇒ ≤  

   ومن ثمَّ 

1

1 d
k

k

a

k k

k k a

a a t

a a t t
−

−−
≤ ∫  

  ومنه

0

1

1 1 0 0

d 2 2 2
nan n

k k
k

k k k k na

a a tb
a a t t a a a

−

= =

−
= ≤ = − ≤∑ ∑ ∫  

  متقاربة. ∑nb المتسلسلةف
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  التكاملات التابعة لوسيط 3.

همّة التالية، المسمّاة مبرهنة التقارب عتمد في دراستنا للتكاملات التابعة لوسيط على النتيجة المسن
لقريبة، ، وهي ليست أكثر صيغ هذه النتيجة عموميّة ولكنها تسدّ حاجاتنا اLebesgueللوبيغ 

هذه المبرهنة الكثيرَ من التمهيد . يتطلّب إثباتُ وسنأتي لاحقاً على دراسة تكامل لوبيغ بوجه عام
  .هذا البحث ايةلذلك سنقبلها دون برهان، ولقد أرجأنا البرهان إلى 

)كن ولت .ℝ مجالاً ما غير تافه من I ليكن .Lebesgue لوبيغ - مبرهنة 1-3. )n nf ∈ℕ 
)locمتتالية توابع من  )IR ّنفترض أن .  

)المتتالية  � )n nf ∈ℕ  تابع من متقاربة ببساطةf  ينتمي إلىloc( )IR.  
)locفي  يوجد � )IR  ٌموجب  تابعg تكامله ،( )d

I
g x x∫ قمتقارب ويحق  

, nn f g∀ ∈ ≤ℕ  

)ع التكاملات يعندئذ تكون جم   )d
I
f x x∫ و( )( )dn

I n
f x x

∈∫
ℕ

  ن تقاربة ويكو م 

( )d lim ( )dn
I In
f x x f x x

→∞
=∫ ∫.  

  وسيط.ل ابعةتنة المهمة في دراسة التكاملات السنستثمر هذه المبره

  ن التابع. وليكℝمجالين غير تافهين من  Jو I ليكن مبرهنة.2-3.
: , ( , ) ( , )f J I x t f x t× → K ֏  

  نفترض أنّ   
)، ينتمي التابع Jمن  xكانت   أياًّ   � , )t f x t֏  إلىloc( )IR.  
)، التابع Iمن  tكانت   أياًّ   � , )x f x t֏  ال  مستمرعلى اJ.  
)locفي يوجد   � )IR  ٌموجب  تابعgله ، تكام( )d

I
g x x∫ قمتقارب ويحق  

( , ) , ( , ) ( )x t J I f x t g t∀ ∈ × ≤  
)عندئذ يكون التكامل    , )d

I
f x t t∫  ًكانت   أياًّ متقارباx  منJويكون التابع ،  

: , ( , )d
I

F J x f x t t→ ∫K ֏  
  .Jاال  مستمراً على  
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  الإثبات

) إنّ تقارب التكامل , )d
I
f x t t∫  يكفي إذن �بالإطلاق واضح من المتراجحة المذكورة في .

  .Fإثبات استمرار التابع 
) ، ولتكنJمن  xɶلتكن  )n nx ∈ℕ متتالية من J تسعى إلىxɶ ،كان  أياًّ . نعرّف t من I  أياًّ و  
)المقدار  ℕمن  n كان ) ( ),n nf t f x t=فيكون ،  

)locينتمي إلى  nf فالتابع ℕمن  nكانت   أياًّ   � )IR.  
) ، تتقارب المتتاليةIمن  t كان  أياًّ   	 )n nf ∈ℕ  التابع  منببساطة( , )t f x tɶ֏  وهو

)loc من )IR.  

)لدينا ف Iمن tو ،ℕمن  nكانت   أياًّ    ) ( , ) ( )n nf t f x t g t= ≤.  

)نستنتج من ذلك بتطبيق مبرهنة التقارب للوبيغ أنّ  , )d lim n
nI I

f x t t f
→∞

=∫ ∫ɶ  وهذا يكافئ
)قولنا إنّ  ) lim ( )n

n
F x F x

→∞
=ɶو يثبت استمرار ، F  عندxɶ.  �  

  . وليكن التابعℝمجالين غير تافهين من Jو I ليكن .مبرهنة3-3.
: ,  ( , ) ( , )f J I x t f x t× → K ֏  

  ما يأتي:نفترض   
) ينتمي التابع، Jمن  x كان  أياًّ   � , )t f x t֏  إلىloc( )IR ويتقارب التكامل ،

( , )d
I
f x t t∫.  

)يقبل التابع ، Iمن  t كان  أياًّ   � , )x f x t֏ الاشتقاق على J  و ه نرمز إلى مشتق
)بالرمز  , )xx f x t′֏.  

)، ينتمي التابع Jمن xكانت   أياًّ   � ),xt f x t′֏  إلىloc( )IR.  
)locفي يوجد   � )IR  ٌموجب  تابعg،  تكامله( )d

I
g x x∫ قمتقارب ويحق  

( )( , ) , , ( )xx t J I f x t g t′∀ ∈ × ≤  
)عندئذ يكون التكامل  ), dx

I
f x t t′∫  ًكان  أياًّ متقاربا x  منJويقبل التابع ،  
( ): , , d

I
F J x f x t t→ ∫K ֏  

) بالصيغة مشتقه عطى، ويJعلى اال الاشتقاق    ) ( , )dx
I

F x f x t t′ ′= ∫.  
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  الإثبات
K=سنفترض أنّ  R من إذ تنتج الحالة العامّة بتطبيق النتيجة على كل ،Re f وIm f.  

) نّ تقارب التكاملأ نلاحظ أوّلاً  ), dx
I
f x t t′∫  بالإطلاق واضح من المتراجحة المذكورة في�.  

) ولتكن، Jمن  xɶلتكن  )n nx ∈ℕ  متتالية من\{ }J xɶ عى إلىتس xɶ ،كان  أياًّ . نعرّف t  من
I ، كانت   أياًّ وn  منℕ،  المقدار  

( , ) ( , )
( ) n
n

n

f x t f x t
f t

x x

−
=

−

ɶ

ɶ
  

  ونتحقّق أنهّ:
)locينتمي إلى  nf فالتابع ℕمن  nكانت   أياًّ   � )IR.  
)المتتالية  بتتقار ، Iمن  tكان   أياًّ   	 )n nf ∈ℕ  التابع  منببساطة( , )xt f x t′ ɶ֏  وهو

)locمن )IR.  

   الدينف ،Iمن tو ،ℕمن  nكانت   أياًّ   

( ) ( , ) ( )n x nf t f c t g t′= ≤  
، وذلك بناءً على مبرهنة التزايدات nxو xɶتماماً بين  واقعٌ  J من عنصرٌ  nc حيث  

  المحدودة.

  ذلك بتطبيق مبرهنة التقارب للوبيغ أنّ نستنتج من 
( , )d lim ( )dx n

n
I I

f x t t f x x
→∞

′ =∫ ∫ɶ  

  وهذا يكافئ قولنا إنّ 
( ) ( )

( , )d lim n

n n
I

F x F xf
x t t

x x x→∞

−∂ =∂ −∫
ɶ

ɶ
ɶ

  

  و أنّ مشتقه يحقق xɶيقبل الاشتقاق عند F ويثبت أنّ 

   ( ) ( , )dx

I

F x f x t t′ ′= ∫ɶ ɶ   �  
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  ian FunctionsEuler يةولر الأتوابع ال 4.

1 إنّ التكامل .مبرهنة وتعريف 1-4.

0

dx tt e t

+∞
− ∗من  x كان  أياًّ  متقاربٌ  ∫−

+ℝ نرمز إلى .

)قيمته بالرمز  )xΓ ونسمّي التابع ،: , ( )x x∗
+Γ → Γℝ ℝ   .تابع غامّا لأولر ֏

  الإثبات
  :للنناقش حالتين

[من اال  x إذا كان   :1 كان  0,1[
1 1

]0,1] ]1, [0, ( ) ( )x t x tt t e t t e t− − − −
+∞∀ > ≤ ⋅ + ⋅1 1  

1والتكامل 

0
dx tt e t

+∞ −   هذه الحالة. متقارب في ∫−
]من اال  x وإذا كان �   :كان  ∞+,1]

1 / 20, x t t
xt t e M e− − −∀ > ≤ ⋅  

  حيث

( ) 12( 1)1 / 2

0
sup

xxx t
x e

t

M t e
−−− −

>
= =  

1التكاملعليه يتقارب و 

0
dx tt e t

+∞ −   �  أيضاً في هذه الحالة. ∫−

∗على  ∞Cإلى الصف  Γينتمي التابع  .ةمبرهن2-4.
+ℝ ويكون .  

( ) 1

0

, 0, ( ) (ln ) dn n x tn x x t t e t

+∞
− −∀ ∈ ∀ > Γ = ∫ℕ  

  الإثبات
)و  ℕمن  nفي حالة  لنعرّف , )x t  2من∗

+ℝ  
1( , ) (ln )n x t

nf x t t t e− −=  

)ولتكن  , )α β  2منℝ ق0 يحُق 1α β< < <.  

                                             
) هو التابع الحقيقي المعرف بأن A1فإنّ  A⊃ℝإذا كانت  1 ) 1A t t عندما 1= A∈ و( ) 0A t t عندما 1= A∉. 
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2ln/كان التابع   لـمّا �
n

t t tα֏  يقبل التمديد إلى تابع فهو محدود  [0,1]على  مستمر
 على هذا اال ويمكننا أن نعرّف 

( )/2

0 1

sup ln
n

n
t

A t tα

< ≤
=  

1 كان التابع  لـمّاوكذلك  � /2ln
n tt t t eβ− ,1] مستمراً على ֏−  0 ، ويسعى إلى∞+]

  محدود على هذا اال ويمكننا أن نعرّف، فهو ∞+عند 

( )1 /2

1

sup ln
n t

n
t

B t t eβ− −

≤
=  

  بالصيغة ng، إذن، التابع لنعرّف

1
2 2

]0,1] ]1, [0, ( ) ( ) ( )
t

n n nt g t A t t B e t

α
− + −

+∞∀ > = ⋅ + ⋅1 1  

  فيكون لدينا

 , 0, [ , ], ( , ) ( )n nn t x f x t g tα β∀ ∈ ∀ > ∀ ∈ ≤ℕ  ( )∗  

  على التابع  3-3.بتطبيق المبرهنة 

[ , ] , ( , ) ( , )nx t f x tα β ∗
+× →ℝ ℝ ֏  

) عمالوباست )locموجب وينتمي إلى  ngوملاحظة أنّ التابع  ∗( )∗
+R ℝ  ّوأن 

0 ng
+∞

∫ 
)1متقارب، وكذلك بملاحظة أنّ  ) ( , ) ( , )n x nf x t f x t+′ التكامل التابع لوسيط ، نستنتج أنّ =

0
( , )dnx f x t t

+∞

]ل الاشتقاق على يقب ֏∫ , ]α β  التابع المعرّف بالتكامل ومشتقه هو

10
( , )dnx f x t t

+∞

). ينتج من ذلك أنّ التابع ֏∫+ )00
( ) , dx x f x t t

+∞
Γ =∫֏ 

]على اال  ∞Cمن الصف  , ]α β  وأنّ مشتقه من المرتبةn ال هوالتابع  على هذا ا

0
( , )dnx f x t t

+∞

 [0,1[عدد كيفي من  αالمطلوب بملاحظة أنّ  إثبات . وأخيراً يتم֏∫
,1[عدد كيفيّ كذلك من اال  βوأنّ  [+∞.  �  
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  :الخواص التالية Γيحقّق التابع  .مبرهنة3-4.

1-G (1) 1Γ =.  
2-G  ّ0اً كانت أي x< لدينا ف( 1) ( )x x xΓ + = ⋅ Γ.  

3-G  التابع: , ln ( )x xψ ∗
+ → Γℝ ℝ   تابع محدّب. ֏

  الإثبات
  واضحة. 1Gالخاصّة  �
0كانت   ياًّ أ. 2Gلنثبت الخاصة  � Aα<   لدينا >

1d d

A A
A

x t x t x tt e t t e x t e t
α

α α

− − − − = − + ⋅  ∫ ∫  

  بقيم موجبة نجد 0تسعى إلى  αو ∞+تسعى إلى  Aوبجعل 

1

0 0

( 1) d d ( )x t x tx t e t x t e t x x

+∞ +∞
− − −Γ + = = ⋅ = ⋅ Γ∫ ∫  

  ،ℕمن  n، في حالة نجد صاً وخصو 
( 1) ( ) ( 1) 1 (1) !n n n n n nΓ + = ⋅ Γ = × − × × ⋅ Γ =⋯  

0. لتكن 3Gلنثبت الخاصّة  � x< ،كان   لـمّا  

2 1

0

, ( ln ) d 0x tt t e tλ λ

+∞
− −∀ ∈ + ≥∫ℝ  

  أنّ  ناستنتجا
2, ( ) 2 ( ) ( ) 0x x xλ λ λ ′ ′′∀ ∈ Γ − Γ + Γ ≥ℝ  

  ومن ثمَّ يكون
2( ) ( ) ( ( )) 0x x x′′ ′Γ Γ − Γ ≥  

  أو
( ) 0xψ′′ ≥  

  �  محدّبٌ، ويكتمل إثبات المبرهنة. ψوهذا يثبت أنّ التابع 
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   .الآتية، كما تبين المبرهنة Γتميز التابع  3Gو 2Gو 1Gفي الحقيقة، إنّ الخواص 

h:ليكن .مبرهنة4-4. ∗ ∗
+ +→ℝ ℝ  ق الشروط1تابعاً يحقG 2وG 3وG عندئذ يكون .

h = Γ.  
  الإثبات

 كان العدد  أياًّ . عندئذ 3Gو 2Gو 1G تابعاً يحقق الشروط g، وليكن [0,1[من عدداً  x لتكن
1 n<لدينا ،  

( 1) (1 )n x x n x n+ = + + −  
  و

1
( 1) ( )

1 1

x
n n n x

x x
= − + +

+ +
  

  نجد 3Gالخاصّة  عمالوباست

  ( ) ( )1( ) ( 1) ( )
x x

g n x g n g n
−

+ ≤ +  

)   و ) ( )
1

1 1( ) ( 1) ( )
x
x xg n g n g n x+ +≤ − +  

)ولكن  ) ( 1)!g n n=   ، إذن2Gو 1Gبناءً على  −
( 1)! ( 1) ( ) ( 1)!x xn n g n x n n− ⋅ − ≤ + ≤ − ⋅  

 من التابعين  بتطبيق ما سبق على كلΓ وh 1، في حالة نجد n< وx  0,1[من]  

( 1)! ( 1) ( ) ( 1)!

( 1)! ( 1) ( ) ( 1)!

x x

x x

n n n x n n

n n h n x n n

− ⋅ − ≤ Γ + ≤ − ⋅

− ⋅ − ≤ + ≤ − ⋅
  

  ومن ثمَّ 

1 ( )
1, ]0,1],

( ) 1

x x
n nn x

n x
n h n x n

   − Γ +  ∀ > ∀ ∈ ≤ ≤     + −   
  

  لدينا 2Gولكن بحسب الخاصّة 
(1 ) ( )

(1 ) ( )

x x

h x h x

Γ + Γ
=

+
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  أنّ  ، نستنتجnبالتدريج على و 
( ) ( )

( ) ( )

n x x

h n x h x

Γ + Γ
=

+
  

  إذن 
1 ( )

1, ]0,1],
( ) 1

x x
n nx

n x
n h x n

   − Γ  ∀ > ∀ ∈ ≤ ≤      −   
  

)حصلنا على  ∞+تسعى إلى  nفإذا جعلنا  )
]0,1], 1

( )

x
x

h x

Γ
∀ ∈ = .  

0في حالة ولكن  x<لدينا  
(1 ) ( )

(1 ) ( )

x x

h x h x

Γ + Γ
=

+
  

)التابع  يقبلإذن  )

( )

x
x

h x

Γ
تنتج س. ن[0,1[على اال  1ويساوي  هو ثابتٌ ، و دوراً  1 العدد ֏

)إذن أنّ  )
0, 1

( )

x
x

h x

Γ
∀ > h. وبذلك نكون قد أثبتنا أنّ = = Γ.  �  

0كان   أياًّ  .مبرهنة5-4. x< لدينا  

/

1

!
( ) lim :

( 1) ( )

1
li

Euler

Weierstrasm :
)

s1
(

x

n

n
x x k

n
k

n n
x

x x x n

x
x e e

x k

γ

→∞

−

→∞ =

⋅
Γ =

+ +
 = ⋅ +  Γ  ∏

⋯  

الذي يساوي  Eulerهو ثابت  γحيث   
1

1lim ln
n

n
k

n
k→∞ =

  −   ∑.  

  الإثبات

1xeدباً كان التابع كان التابع الأسي مح  لـمّا
x

x

−
. ℝمتزايداً على  -بعد تمديده بالاستمرار- ֏

,ينتج من ذلك أنّ  1 xx x e∀ ∈ + ≤ℝ َّومن ثم .  

  ( )/[0, ] 1 1
n

t n tt t
t n e e

n n

− −∈ ⇒ − ≤ ⇒ − ≤  (1)  



التوابع الأولريةّ   353  

∗ن م xلتكن 
+ℝ ولنعرّف متتالية التوابع .( )n ng ∈ℕ  أتيكما ي :  

1
[0, ]: , 1 ( )

n

x
n n

t
g t t t

n

∗ ∗ −
+ +

 → −   
ℝ ℝ ֏ 1   

:1ولنضع  , x tg t t e∗ ∗ − −
+ +→ℝ ℝ )ستناداً إلى ا. نلاحظ ֏    أنّ  1(

1, 0 nn g g∀ ≥ ≤ ≤  

) تاليةأنّ المتنرى  وكذلك )n ng ∈ℕ  منتتقارب ببساطة g كان   لـمّا. و
0

( ) ( )dx g t t

∞

Γ =∫ 

  متقارباً، فإننا نستنتج من مبرهنة التقارب للوبيغ أنّ تكاملاً 

  1

0 0 0

( ) ( )d lim ( )d lim 1 d

n n

x
n

n n

t
x g t t g t t t t

n

+∞ +∞
−

→∞ →∞

 Γ = = = −   ∫ ∫ ∫  (2)  

  لتكن إذن 

1

0

( ) 1 d

n n

x
n

t
x t t

n
γ − = −   ∫  

,1}من  k سنثبت بالتدريج على , }n…  ّأن  

 

1

1

0

( 1)
( ) (1 ) d

( 1)

( 1)

( 1)
x n k x k

n

n n
x n u u u

x

n k

xx k
γ − + −−

= −
− +
+ −+ ∫

⋯

⋯
  (3)  

t ينتج من تعويض nu֏  في تعريف( )n xγ  ُّبالتجزئة أنّ   بإجراء مكاملةثم  
1

1

0
1 1

1 1 1

0 0

( ) (1 ) d

(1 ) (1 ) d

x n x
n

x
x n n x

x n u u u

u n
n u u u u

x x

γ −

− + −

= −

       = − + −        

∫

∫
  

1kفي حالة  (3)وهذا يثبت العلاقة  = .  
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nلنفترض صحّة العلاقة عند قيمة  k> ّنجد بإجراء مكاملة بالتجزئة أن .  

11

1

00
1

1

0

(1 )
(1 ) d

(1 ) d

n k x k
n k x k

n k x k

u u
u u u

x k

n k
u u u

x k

− +
− + −

− − +

 − − =  + 

−
+ −

+

∫

∫
  

1في حالة  (3)لعلاقة وهذا يثبت ا k+ كان  أياًّ ، ومن ثمَّ صحتها k 1}من, , }n… فإذا أخذنا .
nحالة  k=  وجدنا (3)في العلاقة  

!
( )

( 1) ( )
x

n

n
x n

x x x n
γ =

+ +⋯
  

  .(2)وهذا يثبت المساواة الأولى انطلاقاً من العلاقة 
  أمّا المساواة الثانية فتنتج بملاحظة أنّ 

/

11

1 1
exp ln 1

( )

n n
x k

kkn

x
x n e

x x k kγ

−

==

       = − +      ⋅     
∑ ∏  

  �  .∞+تسعى إلى  nوبجعل 

0كان   أياًّ  .مبرهنة وتعريف 6-4. x< 0و y<  1التكامل  كان
1 1

0
(1 ) dx yt t t− −−∫ 

)متقارباً. نرمز إلى قيمته بالرمز  , )x yβ ونسمّي التابع  
*2 , ): , ( , ) (x y x yβ β+ → ℝ ֏ℝ  

  .تابع بيتا لأولر
  الإثبات

1كان التكاملان   لـمّا

10

d
x

t

t 1و ∫−

10

d

(1 ) y

t

t مباشرة تقارب التكامل  استنتجنامتقاربين،  ∫−−

  �  7-1.المبرهنة لاستفادة من المدروس با
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0كان   أياًّ  مبرهنة.7-4. x< 0و y<  لدينا  

( , ) ( , )x y y xβ β=        و( 1, ) ( , )
x

x y x y
x y

β β+ =
+

  

  الإثبات
1tلمتحول االخاصّة الأولى واضحة بإجراء تغيير  � u−֏.  
  سنثبت الخاصّة الثانية بإجراء تكامل بالتجزئة �

1

1

0
1

0
1 1

2
0

1

1 1

0

( 1, ) (1 ) d
1

(1 )

1

(1 )
d

1 (1 )

(1 ) d ( , )

x

x y

x x y

x x y

x y

t
x y t t

t

t t

t x y

x t t
t

x y t t

x x
t t t x y

x y x y

β

β

+ −

+

− +

− −

 + = −  − 

   − = −   − +   
  −+  + −  −

= − =
+ +

∫

∫

∫

  

 �   طلوب إثباته.وهو الم

  .Γالتابع  دلالةب βلتعبير عن التابع في االمبرهنة التالية  فيدت
0كان   أياًّ  .مبرهنة8-4. x<  0و y<  لدينا  

( ) ( )
( , )

( )

x y
x y

x y
β

Γ ⋅ Γ
=

Γ +
  

  الإثبات
  أنّ  nالمبرهنة السابقة وبالتدريج على  لاستفادة مننجد با

( ) ( 1)
( 1, ) ( , )

( ) ( 1)( )

( ) ! 1
( , )

( ) ( )!

x y

x y

x n x x
x n y x y

x y n x y x y

x n x n n
x y

x y n x yn n n

β β

β
+

+ +
+ + =

+ + + + +
+ ⋅

= ⋅ ⋅
+ + +⋅

⋯

⋯

⋯

⋯

  

  نجد أنّ  ∞+تسعى إلى  nجعل و علاقة أولر  عمالوباست

  ( )
lim ( 1, ) ( , )

( )
y

n

x y
n x n y x y

x
β β

→+∞

Γ +
+ + =

Γ
  ( )∗  
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uلمتحول اة أخرى بإجراء تغيير يمن ناح
t

n
)في التكامل الذي يعرّف  ֏ 1, )x n yβ + نجد  +

  أنّ 
1

1

0

1

0

( 1, ) (1 ) ( ) d

1 d

y x n y

n x n

y

n x n y t nt n t

u
u u

n

β + −

+
−

+ + = −

 = −   

∫

∫
  

)لنعرّف إذن متتالية التوابع  )n ng ∈ℕ   :كما يلي  

1
[0, ]: , 1 ( )

n x

y
n n

t
g t t t

n

+
∗ ∗ −
+ +

 → −   
ℝ ℝ ֏ 1   

:1  ولنضع , y tg t t e∗ ∗ − −
+ +→ℝ ℝ ֏  

0، أنّ 4-5.نلاحظ، كما في المبرهنة  ng g≤ 1 كان  أياًّ ، ≥ n≤ة ، وكذلك أنّ المتتالي
( )n ng ∈ℕ  تسعى ببساطة إلىg كان التكامل  لـمّا. و 

0
( ) ( )dy g t t

∞
Γ = نا متقارباً، فإنّ  ∫

  نستنتج من مبرهنة التقارب للوبيغ أنّ 

0 0

( ) ( )d lim ( )d lim ( 1, )y
n

n n
y g t t g t t n x n yβ

+∞ +∞

→∞ →∞
Γ = = = + +∫ ∫  

)وبالعودة إلى  )نجد  ∗( )
( ) ( , )

( )

x y
y x y

x
β

Γ +
Γ =

Γ
  �  وبذلك يتم إثبات العلاقة المطلوبة. 

)لنحسب  .ثالم 9-4. )1
2

Γ .  

  في الحقيقة لدينا

( ) ( ) 21 1
2 21 1 1

,
2 2 (1) 2

β
Γ ⋅ Γ       = = Γ       Γ    

  

2sintولكن بتغيير المتحول  u=  في التكامل الذي يحسب( )1 1
2 2
,β نجد  

/21

0 0

1 1 d
, 2 d
2 2 (1 )

t
u

t t

π

β π
  = = =   ⋅ −∫ ∫  
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  ومن ثمَّ 
( )1
2

Γ = π  

2tبإجراء تغيير المتحول . ملاحظة x→  في التكامل( )1
2 0

1 te dt
t

−∞
Γ = نحصل على  ∫

  قيمة تكامل شهير

2

dxe x π

+
−

−

∞

∞

=∫  

   ولرلأ ابع غامّات تتمّات حول 5.

)فلدينا  ]0,1[من  xكان   أياًّ  .علاقة التمام - مبرهنة 1-5. ) (1 )
sin

x x
x

π

π
Γ Γ − =.  

  الإثبات 
  تسعى المتتالية التي حدها العام معطى بالعلاقة 4-5.لنذكّر بأنهّ، بمقتضى المبرهنة 

!
( )

( 1) ( )

x

n

n n
x

x x x n
γ =

+ +⋯
  

)إلى  )xΓلنأخذ . x  0، ولتكن ]0,1[من n< عندئذ يكون  
1 2

2

2 2 2 2 2

2 2

1

( !)
( ) (1 )

( 1) ( )(1 )(2 ) ( 1 )

( !)

1(1 )(2 ) ( )
1

1
(1 / )

x x

n n

n

k

n n n
x x

x x x n x x n x

n n

n xx x x n x

n

n x
x x k

γ γ
−

=

⋅ − =
+ + − − + −

= ⋅
+ −− − −

= ⋅
+ −

⋅ −∏

⋯ ⋯

⋯
  

limكان لدينا   لـمّاو  1
1n

n

n x→∞
=

+ −
limو  ( ) (1 ) ( ) (1 )n n

n
x x x xγ γ

→∞
− = Γ Γ − 

)أنّ النهاية  نرى )22
1

lim 1
n

x

kn
k

x
→∞ =

⋅ ) دة، ونرمز إليها بالرمزموجو  ∏− )22
1

1 x

k
k

x

∞

=

⋅   ويكون  ∏−

  
2 2

1

1
( ) (1 )

(1 / )
k

x x
x x k

∞

=

Γ Γ − =
⋅ −∏

  ( )1  
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  :أنّ  أتيسنثبت فيما ي

  
2

2 2
1

[0, ], sin 1
k

x
x x x

k
π

π

∞

=

  ∀ ∈ = ⋅ −   
∏  (2)  

  يكونومن ثمَّ 
2

2
1

[0,1], sin 1
k

x
x x x

k
π π

∞

=

  ∀ ∈ = ⋅ −   
∏  

)لنأتِ الآن إلى إثبات برهنة. وهذا يكفي لإثبات الم )2.  
0كانت   أياًّ لنعرف  n< كثير الحدود ،  

( ) ( )
2 1 2 11 i i

( ) 1 1
2 i 2 1 2 1

n n

n

X X
P X

X n n

+ + 
 = + − −
 + + 

  

2فيه يساوي  2nX، لأنّ ثابت2nكثير حدود من الدرجة nPإنّ  1

( 1)

(2 1)

n

nn +
−
+

، ثمُ إنّ 

(0) 1nP   جذراً بسيطاً هي  2nيقبل  nP. ونتحقّق بسهولة أنّ =

{ }(2 1) tan , 1, , 2
2 1

kn k n
n
π+ =+ …  

  :يحُقّق nλنستنتج من ذلك وجود ثابت 

( )

( ) ( )

�

2

2 1
1

((2 1) )

2 1 2 1
1 1

2

2 2
1 2 1

( ) (2 1)tan

(2 1)tan (2 1)tan

1
(2 1) tan

n
k

n n n
k

n n
n kk

n n n
k k

n

n k
k n

P X n X

n X n X

X

n

π
+

=

π + −π
+ +

= =

π
= +

=λ + −

=λ + − + −

  =λ −   + 

∏

∏ ∏

∏

  

(0)بالشرط  �nλويمكننا تعيين الثابت  1nP �، وهذا يعطي = 1nλ   ، إذن=

  
2

2 2
1 2 1

( ) 1
(2 1) tan

n

n k
k n

X
P X

n π
= +

  = −   + 
∏  (3)  

,0]من  xكانت   أياًّ ولكن لنضع،  ]π كانت   أياًّ ، وn  منℕ:  

2 1

0

( 1)
( ) ( )

(2 1)!

n k
k

n n
k

x xP x x
k

+

=

−
∆ = −

+∑  
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  فيكون لدينا
2 1 2 1

0

2 1 1

, ,
13

2 1 2 1 | |2

,
3 3

i (i )
( ) Im 1

2 1 !

(i )
Im 1 1

! 2 1

| | | | | | ( 1)( 1)

! ! 2(2 1) 2(2 1)

n n k

n
k

n kk

n k n k
jk

n n xk k

n k
k k

x x
x

n k

x j
b b

k n

x x x ek k
b

k k n n

+ +

=
+ −

==
+ +

= =

     ∆ = + −    +   
     = = − −      + 

−−
≤ ≤ ≤

+ +

∑

∑ ∏

∑ ∑

�  

  استفدنا من المتراجحة إذ 

,
( 1)

0
2(2 1)n k

k k
b

n

−
≤ ≤

+
  

  أنّ  ∞+تسعى إلى  nينتج من ذلك بجعل . kوهي متراجحة بسيطة يمكن إثباا بالتدريج على 

[0, ], lim ( ) sinn
n

x xP x xπ
→∞

∀ ∈ =  

,1}من  kكانت   أياًّ ولكن من جهة أولى،  , }n…  0لدينا
2 1 2

k

n

π π
< <

+
قّق ، ومن ثمَّ تتح

tanالمتراجحة 
2 1 2 1

k k

n n

π π
≥

+ +
  ، إذن يكون لدينا

2 2

2 2 2 2
2 1

1 1
(2 1) tan k

n

x x

k n ππ
+

− ≤ −
+

  

  ومنه

  
2

2 2
1

1, [0, ], (1 ) ( )
n

n
k

x
n x P x

k
π

π=

∀ ≥ ∀ ∈ − ≤∏  (4)  

mومن جهة ثانية، إذا كان  n> وx  0]من, ]π ، ّفإن  
2 2

2 2 2 2
1 12 1 2 1

( ) 1 1
(2 1) tan (2 1) tan

m n

m k k
k km m

x x
xP x x

m mπ π
= =+ +

      = − ≤ −     + +   
∏ ∏  

  وجدنا ∞+تسعى إلى  mفإذا جعلنا 

  
2

2 2
1

1, [0, ], sin 1
n

k

x
n x x x

k
π

π=

  ∀ ≥ ∀ ∈ ≤ −   
∏  (5)  
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  أنّ  (5)و (4)ينتج من 
2

2 2
1

1, 0, , sin 1 ( )
n

n
k

x
n x x x xP x

k
π

π=

   ∀ ≥ ∀ ∈ ≤ − ≤     
∏  

  وجدنا أنّ  ∞+تسعى إلى  nا فإذا جعلن
2

2 2
1

0, , sin 1
k

x
x x x

k
π

π

∞

=

   ∀ ∈ = ⋅ −     
∏  

 �  وهذا يثبت المطلوب.

  .Raabeراب علاقة العلاقة التكامليّة المعروفة باسم  أتيسنثبت فيما ي

0ان ك  أياًّ  .مبرهنة2-5. x< فلدينا  
1

Ra
1

ln ( )d ln ln a( b2
2

e) :
x

x
t t x x x π

+
Γ = − +∫  

  الإثبات

1لنضع 
( ) ln ( )d

x

x
H x t t

+
= Γ∫ ّإن .H  قابل للاشتقاق على∗

+ℝ  ويحُقّق  

( ) ln ( 1) ln ( ) lnH x x x x′ = Γ + − Γ =  
  يحُقق ℝفي  cإذن يوجد ثابت 

   ( ) lnH x x x x c= − +  ( )∗  

)نرى من العلاقة  1)
( )

x
x

x

Γ +
Γ 1أنّ التكامل  =

0
ln ( )dt tΓ∫ متقارب، لأنّ التكامل

1

0
ln dt t∫  متقارب و

0
ln ( ) ~ lnt tΓفإذا جعلنا .x  في  0تسعى إلى( وجدنا  ∗(

1

0
ln ( )dc t t= Γ∫ .  

1tيسمح لنا تغيير المتحول  t−֏ بكتابة  

( )

( )

1 1 1

0 0 0

1

0 0

1
ln ( )d ln (1 )d ln ( ) (1 ) d

2
1 1 1

ln ln(sin ) d ln ln(sin )d
2 2 2

c t t t t t t t

t t t t
π

π π π
π

= Γ = Γ − = Γ Γ −

= − = −

∫ ∫ ∫

∫ ∫
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كان ولكن إذا  
0
ln(sin )dI t t
π

=   كان  ∫
/2

0 /2

/2 /2 /2

0 0 0

0

ln(sin )d ln(sin )d

sin2
ln(sin )d ln(cos )d ln d

2
1 sin 1

ln d ln2
2 2 2 2

I t t t t

t
t t t t t

t
t I

π π

π

π π π

π π

= +

 = + =   
 = = −  

∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫

  

ln2Iومن ثمَّ  π=   نجد c، وبالعودة إلى العلاقة التي تحسب −
1 1 1
ln ln2 ln(2 )

2 2 2
c π π= + =  

)الاستفادة من المطلوب ب إثبات ويتم )∗.  �  
  Stirlingستيرلينغ  علاقة - مبرهنة3-5.

1/2

( )
lim 1

2x xx

x

x e π
− −→+∞

Γ
=  

  الإثبات
0لتكن x< ولنضع للتسهيل ،( ) ln ( )f t t= Γفيكون لدينا ،  

1 1

0
11

0 0
1 12 2

0 0
1

0

( )d ( )d

1 1
( ) ( )d

2 2

( ) ( 1)
( ) ( )d

2 2 2

1 1
( ) ln 4 (1 ) ( )d

2 8

x

x
t

t

f t t f x t t

t f x t t f x t t

f x f x t t t t
f x t f x t t

f x x t t f x t t

+

=

=

= +

        ′= − + − − +          
 + + − − ′ ′′= − + + + 
 

′′= + − − +

∫ ∫

∫

∫

∫

  

0محدّباً، أي f كان التابع  لـمّاو  f ,[0,1] كان، و ≥′′ 4 (1 ) 1t t t∀ ∈ −    نا أنّ ستنتجا ≥
1 1

0 0

1
0 4 (1 ) ( )d ( )d ( 1) ( )t t f x t t f x t t f x f x

x
′′ ′′ ′ ′< − + < + = + − =∫ ∫  
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  ومنه نستنتج 
1

1 1
0, 0 ( ) ln ( )d

2 8

x

x

x f x x f t t
x

+

∀ > < + − <∫  

  وجدناالمبرهنة السابقة استفدنا من فإذا 
1

0 ln ( ) ln ln 2
8

x
x

x x
e x

π

     < Γ + − <       
  

  المتراجحة وهذا يكافئ 
1/2 1/2 1

2 ( ) 2 exp
8

x xx xx e x x e
x

π π
− −− −  < Γ < ⋅   

  

  �  المطلوب. ويثبتُ 
0مهما تكن  .نتيجة 4-5. x<  فلدينا المتراجحة  

1/(8 )2 ( 1) 2x x x x xx e x x x e x eπ π− −< Γ + < ⋅  

!إذن يكون لدينا  2n nn n e nπ−≈ .ٍبتقريب جيّد  
0كانت   أياًّ  .مبرهنة5-5. x< لدينا  

0 1

( ) 1 1
lim ln

( ) ( )

n

n
k k

x x
n

x x k x k x k
γ

∞

→∞ = =

 ′Γ  = − = − − + Γ + + 
∑ ∑  

∗يكون التقارب منتظماً على كل مجموعة متراصة في  إذ
+ℝ.  

  الإثبات 
  لنلاحظ أولاً أنّ 

0 1 1

1 1

1 1 1 1 1
ln ln

1 1
ln

( )

n n n

k k k
n n

k k

n n
x k k x k x k

x
n

k x k x k

= = =

= =

 − = − − + −  + + 
  = − − +  + 

∑ ∑ ∑

∑ ∑
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)ولكن من جهة أولى،  )1
lim 1/ ln

n

kn
k n γ

=→∞
−  أويلر هو ثابت γحيث  ∑=

Euler 0كانت   أياًّ . ومن جهة ثانية x<  لدينا
2

1

( )

x
O

k x k k

 =  +  
. إذن نستنتج من 

  :ةالمساواة السابقة وجود النهاية وتقارب المتسلسلة والمساواة في العلاقة التالي

  

0كان   أياًّ من جهة أخرى،  x β< 0و ≥ n< لدينا  

0 1 1

1 1
( ) ln ln

( )

n

n n

k k k n

x
x n n

x k k k x k

ε

λ γ

∞

= = = +

       − − = − − +    + +     
∑ ∑ ∑

�							
							�

  

  ومنه 

2
0 0 1

1

1
sup ( ) ln | |

1 1
| |

1

| |

n

n
x k k n

n
k n

n

x n
x k k

k k

n

β

β
λ ε

ε β

β
ε

∞

< = = +
∞

= +

≤

  − − ≤ +  +  
 ≤ + −   − 

≤ +

∑ ∑

∑  

  متتالية التوابع تقاربت إذن

0 1

1
ln

n

k n

x n
x k= ≥

   −   +  
∑֏  

∗ متراصة من على كل مجموعة بانتظام
+ℝ   

  وبأسلوب مماثل نثبت النتيجة الموافقة في حالة مجموع المتسلسلة.

  وأخيراً إذا وضعنا
!

: , ( )
( 1) ( )

x

n n

n n
x

x x x n
γ γ∗ ∗

+ +→ =
+ +

ℝ ℝ
⋯

  

0 1

1 1
0, lim ln ( )

( )

n

n
k k

x
x n x

x k x k x k
γ λ

∞

→∞ = =

  ∀ > − = − − + =  + + 
∑ ∑

 تعريف
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  فإننّا نرى أنّ 
ln)متتالية التوابع ♦ )n nγ  منتتقارب ببساطة lnΓ 4-5.المبرهنة  بمقتضى  
0 كان  أياًّ و  ♦ n<،كان ln nγ  ًللاشتقاق على  قابلا∗

+ℝ.  
ln)والمتتالية  ♦ )nγ ∗تتقارب بانتظام على كل مجموعة متراصة في  ′

+ℝ  من التابعλ .  

ln)ينتج من ذلك أنّ  ) λ′Γ λأو  =
′Γ

=
Γ

  �  المطلوب. إثبات ، ويتم

  فمثلاً 

(1) γ′Γ = و     −
1

1
1, ( 1) !

m

k

m m m
k
γ

=

  ′∀ ≥ Γ + = ⋅ −    
∑  

   .مبرهنة6-5.

لدينا ف ]0,1[من  xكان   أياًّ   1.
1

0

d
1 sin

xu
u

u x

π

π

∞ −
=

+∫.  

1كان   أياًّ وكذلك  2. α< لدينا ف
0

d

sin( / )1

v

vα
π

α π α

∞

=
+∫.  

  الإثبات

0,1من  x لتكن 1.   ّنعلم أن ، ( ) (1 )
( ,1 )

(1)

x x
x xβ

Γ Γ −
− =

Γ
 وذلك بناءً على المبرهنة، 

  ومن ثمَّ يكون لدينا استناداً إلى علاقة التمام 8-4.
1

1

0

(1 ) d
sin

x xt t t
x

π

π

− −− =∫  

لتكامل المطلوب بإجراء تغيير المتحوّل ونحصل على ا
1

t
u

t
=

−
.  

xvينتج هذا من التكامل السابق بأخذ  2. u=  1و
x

α
=.  �  

  



مبرهنة التقارب للوبيغ  365  

  

  مبرهنة التقارب للوبيغ 6.

إثباتاً لمبرهنة التقارب للوبيغ، التي كانت محور دراستنا للتكاملات المتعلّقة  رةهذه الفقسنعرض في 
، أتيبعض الخواص البسيطة التي سندرجها فيما يفيه ستعرض ن اً بوسيط. يتطلّب هذا الإثبات تمهيد

، بالكتذاا. ولقد أوردنا هذا الإثبات لنُدرته إذ قلّما نجده في  همّة بحدّ موالتي يمكن أن تكون 
  ضُ هذه المبرهنة ضمن الإطار العامّ لنظرية القياس.رَ فتـُعْ 

  تمهيد 1-6.

: ليكن .مبرهنة1-1-6. [0,1]f +→ ℝ  ّتابعاً من الصف Rعندئذ يكون .  

( )
2

1 1 2

0 0
( )d ( ) df x x f x x

  ≤  ∫ ∫  

  الإثبات 

1ضع لن

0
( )df x xµ =   ، فيكون لدينا∫

( )

( )

1 1
1 22 2

0
0 0
1

2 2

0

0 ( ( ) ) d ( ) d 2 ( )d

( ) d

f x x f x x f x x

f x x

µ µ µ

µ

≤ − = − +

= −

∫ ∫ ∫

∫
  

وهذا يثبت المتراجحة المطلوبة، والتي تمثّل حالة خاصّة من المتراجحة المعروفة باسم متراجحة كوشي 
   �  شوارتز.

  
:ليكن  .مبرهنة2-1-6. [ , ]f a b +→ ℝ لصف تابعاً من اR0 ، ولتكن ε< يوجد تابع .

:مستمر  [ , ]g a b +→ ℝ  الآتيتين:يحقّق الخاصتين  
  

� [ , ], 0 ( ) ( )x a b g x f x∀ ∈ ≤ ≤.  

� ( ( ) ( ))d
b

a
f x g x x ε− ≤∫. 
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  الإثبات
0كانت   أياًّ نعلم أنه  ε< 0د عدد موجب تماماً يوج η<  بحيث يكون  

  ( )d ( , )
3

b

a
f x x S f

ε
σ− ≤∫  (1)  

0 كانت التقسيمة المنقوطة  أياًّ وذلك  0 1( , , , , , )n nt tσ λ λ −= … ) التي تحقّق … )h σ η<.  

نذكّر أنّ �
1

1
1

( , ) ( )( )
n

i i i
i

S f f t tσ λ

−

+
=

= 1 و ∑−
0

( ) max( )i i
i n

h t tσ +≤ <
= −.�  

)يحُقق  Nإذن  لنثبّتْ  )/N b a η> )ولنضع ، − )/it a i b a N= + من  iفي حالة  −
,0,1} اموعة , }N…ولنعرّف التابع ، : [ , ]h a b +→ ℝنضع   :أتيكما ي( ) 0ih t   أياًّ ، =
,0,1}من  iكان  , }N… ونضع ،{ }1( ) inf ( ) :i i ih x m f t t t t += = <   أياًّ  >
[1من  x كان [,i it t +.  

,0,1}من  iكان   أياًّ نجد  ،hتعريف استناداً إلى  , 1}N [1من  iλ،  عدداً …− [,i it t   بحيث +

( )
3( )i i im f m
b a

ε
λ≤ ≤ +

−
  

0 :التقسيمة المنقوطة فإذا عرفّنا 0 1( , , , , , )N Nt tσ λ λ −=ɶ …    ولاحظنا أنّ  …
1

1
0

( )d ( )
N

b

i i i
a

i

h x x t t m

−

+
=

= −∑∫  

  صار لدينا

( )d ( , ) ( )d
3

b b

a a
h x x S f h x x

ε
σ≤ ≤ +∫ ∫ɶ  

)استفدنا من كون ، و (1) عملنافإذا است )
b a

h
N

σ η
−

= <ɶ:أمكننا أن نكتب ،  

  ( ) 2
( ) ( ) d

3 3 3

b

a
f x h x x

ε ε ε
− ≤ + =∫  (2)  

  أنّ ومن ناحية أخرى، من الواضح 
  [ , ], 0 ( ) ( )x a b h x f x∀ ∈ ≤ ≤  (3)  

 hبالتابع  gمستمراً. سنقوم إذن باستبدال تابع مستمر  hتكمن المشكلة في عدم كون التابع 
 ة لبحيث يحقّق التابع الجديد خواص(3)و (2) لخاصتينمشا.  
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لنضع 
0[ , ]

sup max i
i Na b

M h m
≤ <

=   يحقّق α ، ولنختر عدداً =
22 6

max ,
M M

N
b a

α
ε

  > ⋅    − 
  

  ثمّ لنضع

( )
0

: [ , ] , ( ) min ( ), min i
i N

g a b g x h x x tα
≤ ≤

→ = −ℝ  

  من الواضح أنّ 
  [ , ], 0 ( ) ( ) ( )x a b g x h x f x∀ ∈ ≤ ≤ ≤  (4)  

]مســتمر علــى  gومــن ناحيــة أخــرى  , ]a b  ّلأن lim ( ) 0 ( )
i

i
x t

g x g t
→

=   لـــمّاو .  iكانــت   أيــّاً  =

/كان  ( )/(2 ) ( )/2M b a N hα σ< − = ɶ  الاتكانت ا   
{ }

0
[ , ] / , /i i i N
a b t M t Mα α

≤ ≤
 ∩ − +   

  منفصلة مثنى مثنى. لنضع

0

[ , ] / , /
N

i i
i

J a b t M t Mα α
=

   = ∩ − +      
∪  

  ولنلاحظ أنّ 

( )

( ) ( )
0

[ , ]\ [ , ] ,

[ , ] min

( ) ( )

i

i
i N

M
x a b J x a b i x t

x a b x t M

g x h x

α

α
≤ ≤

 ∈ ⇒ ∈ ∧ ∀ − >   

⇒ ∈ ∧ − >

⇒ =

  

  ومنه

( ) ( )
2

( ) ( ) d ( ) ( ) d

2
( )d d

3

b

a J

J J

h x g x x h x g x x

M N
h x x M x

ε

α

− = −

≤ ≤ = <

∫ ∫

∫ ∫
  

)وجدنا أنّ  (2)نا العلاقة عملفإذا است ( ) ( ))d
b

a
f x g x x ε− ة وهذا، بالإضافة إلى العلاق .∫≥

  �  ، يُكمِل إثبات المطلوب.(4)
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)0لتكن  .مبرهنة3-1-6. )n nϕ ، ℝ+إلى  [0,1]متتالية متزايدة من التوابع المستمرة من اال  ≤
  . نفترض أنّ ℝ+ إلى [0,1]تابعاً مستمراً من  ϕوليكن 

[0,1], ( ) lim ( )n
n

x x xϕ ϕ
→∞

∀ ∈ ≤ ≤ +∞  

1  عندئذ 1

0 0
( )d lim ( )dn

n
x x x xϕ ϕ

→∞
≤∫ ∫. 

  الإثبات 
0لتكن  ε<ولنضع ،  

{ }[0,1] : ( ) ( )n nF x x xϕ ϕ ε= ∈ ≥ +  

1n، وأنّ [0,1]مجموعة جزئية من  nF من الواضح أنّ  nF F+ بسبب المتراجحة ، nكانت   أياًّ  ⊃
1n nϕ ϕ+ NFيحُقق  N. لنثبت بطريقة نقض الفرْض أنه يوجد ≤ = ∅ .  

0كانت   أياًّ في الحقيقة، إذا لم يكن ذلك صحيحاً وجدنا،  n≤عنصرا ، ً nx  منnF وعندئذ .
)0 تكون المتتالية )n nx  ، يوجد إذن تابع متزايد تماماً [0,1]اصّة متتالية من عناصر اموعة المتر  ≤
:λ →ℕ ℕ  المتتالية الجزئيةيجعل( ) 0( )n nxλ إذا   .[0,1]ينتمي إلى  ℓ عنصر من تتقارب ≤

mو ،ℕمن  mت نكا n<  كان ( )m nλ<  َّو من ثم   
( ) ( )n n mx F Fλ λ∈ ⊂  

  أي

( ) ( ), ( ) ( )n m nn m x xλ λϕ ϕ ε∀ > ≥ +  

، أنّ ∞+تسعى إلى  n، بجعل استنتجنا ℓعند تابعاً مستمراً  mϕو ϕ كان كل من  لـمّاو 
( ) ( )mϕ ϕ ε≥ +ℓ ℓ ّالعدد  ، و لكنm  عددٌ اختياري فيℕ  إذن  

, ( ) ( )mm ϕ ϕ ε∀ ∈ ≥ +ℕ ℓ ℓ  

  وجدنا ∞+تسعى إلى  mفإذا جعلنا 
( ) lim ( )m

m
ϕ ε ϕ

→∞
≥ +ℓ ℓ  

NFيحُقق  N ويثبت وجود ،ضوهذا يناقض الفرْ  =   . أي:∅
[0,1], ( ) ( )Nx x xϕ ϕ ε∀ ∈ < +  
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  ومن ثمَّ 
1 1 1

0 0 0

( )d ( )d lim ( )dN n
n

x x x x x xϕ ε ϕ ε ϕ
→∞

≤ + ≤ +∫ ∫ ∫  

0كان   لـمّاوأخيراً،  ε<  ّعدداً اختيارياً، استنتجنا أن  

  
1 1

0 0

( )d lim ( )dn
n

x x x xϕ ϕ
→∞

≤∫ ∫  �  

)0لتكن  :نتيجة 4-1-6. )n nϕ  ϕ، وليكن ℝ+إلى  [0,1]متتالية من التوابع المستمرة من  ≤
  . نفترض أنّ ℝ+إلى [0,1]تابعاً مستمراً من 

0

[0,1], ( ) ( )n
n

x x xϕ ϕ

∞

=

∀ ∈ ≤ ≤ +∞∑  

1  عندئذ 1

0 0
0

( )d ( )dn
n

x x x xϕ ϕ

∞

=

≤ ∑∫ ∫.  

  الإثبات
  �   لسابقة على متتالية ااميع الجزئيّة.يكفي أن نطبّق المبرهنة ا

  Lebesgueمبرهنة التقارب للوبيغ  2-6.

)0لتكن  .مبرهنة1-2-6. )n nf   . نفترض أنّ [0,1] متتالية من التوابع المعرّفة على اال ≤
  .[0,1] مستمرّ على nf، التابع ℕمن  nكانت   أياًّ  �
0 لديناف، [0,1]من  xكانت   أياًّ ، و ℕمن  nكانت   أياًّ  � ( ) 1nf x≤ ≤.  
lim لديناف ،[0,1]من  xكانت   أياًّ  � ( ) 0n

n
f x

→∞
=.  

1المتتالية  �

0
n
n

f
∈

    ∫
ℕ

  .ℓ متقاربة وايتها 

  .ℓ=0 ذئعند
  



 370 التكاملات المعمّمة أو المعتلّة والتكاملات التابعة لوسيط

  الإثبات
)لنذكّر بأنّ  � )ℕℝ  0هو فضاء المتتاليات الحقيقية( )n na   ومة، أي التي تحقّقشبه المعد ≤

{ }( )card 0 : 0kk a≥ ≠ < +∞  
  ولنعرّف اموعة 

( )
0

0

( ) : ( 0, 0) ( 1)k k k k

k

a k a a

∞

≥
=

   ∆ = ∈ ∀ ≥ ≥ ∧ =    
∑ℕℝ  

  عرّفولن

0
0

: ( )n k n k k k

k

K a f a

∞

+ ≥
=

   = ∈ ∆    
∑   

}   و }1
2

0
inf :n nd g g K= ∈∫  

,10من الواضح أنّ  n nn K K+∀ ≥ )0، ومن ثمَّ فإنّ المتتالية ⊃ )n nd متتالية متزايدة وهي  ≤
limيحُقق  λويوجد  ،فهي متقاربة 1محدودة من الأعلى بالعدد  n

n
d λ

→∞
=.  

0 كان  أياًّ ، وجدنا، ndإذا عُدنا إلى تعريف العدد  � n≤،  ًعنصرا ng  فيnK قيحُق  

( )
1

2

0

1
( ) d

1n ng x x d
n

≤ +
+∫  

0لتكن  < ε  0و لنخترn ق الاقتضاءيحق   
2 2

0

1

8 1 8nn n d
n

ε ε
λ

      > ⇒ − < ∧ <      +   
  

) لنأخذ ثمُّ  , )n m  2منℕ  ق0تحُقn m n<   . فيكون >
1 1 1 12

2 22

0 0 0 0

1
( ) 4 ( ) 2 2 d

2n m n m n mg g g g g g x
 − + + = +  ∫ ∫ ∫ ∫  

mكان   لـمّاو  nK K⊃   كانng وmg  ن من يعنصرmK ، َّ1 ينتمي ومن ثم
( )

2 m ng g+  إلى

mK إذن ،  
1

2

0

2 2
4 2 2

1 1n n m n mg g d d d
n m

− + ≤ + + +
+ +∫  
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  ومن ذلك نستنتج أنّ 

( )
1

2

0
2 2 2

2

2 2
d 2 ( ) ( )

1 1

4 4 4

n n n mg g x d d
n m

λ λ

ε ε ε
ε

− ≤ − − − + +
+ +

≤ + + <

∫  

  يكون 6-1-1. وأخيراً استناداً إلى المبرهنة
1

0

dn mg g x ε− <∫  

   نكون بذلك قد أثبتنا أنّ 

  
12

0
0 0

( , )
0, , dn m

n m
n g g x

n m n

∈ ∀ε > ∃ ⇒ − < ε< < 
∫

ℕ  ( )1  

:أن ننشئ تابعاً متزايداً تماماً  (1)يمكننا انطلاقاً من  � , ( )n nδ δ→ℕ ℕ    يحُقق ֏

  
1

1
( 1) ( )

0

0, 2 n
n nn g gδ δ

− −
+∀ ≥ − ≤∫  (2)  

  :كما يلي  δ(0)في الحقيقة نختار 

{ }1
1

0
(0) min : , 2m kk m k g gδ −= ∀ > − <∫  

) نعرّفومن ثمّ  )nδ تدريجيّاً بالعلاقة:  

{ }1
1

0
( ) min ( 1) : , 2 n

m kn k n m k g gδ δ − −= > − ∀ > − <∫  





)لنلاحظ أنّ الشرط   ) ( )n ng Kδ δ∈  يعني وجود( )
0( )nk kb    تحُقق ∆في  ≤

  ( )
( ) ( )

0

n
n k k n

k

g b fδ δ

∞

+
=

= ∑  (3)  





  لدينا ف [0,1]من  xكانت   أياًّ و  
  ( )lim ( ) 0n

n
g xδ→∞

=  (4)( )4  
0 ، ولتكن[0,1]من  xفي الحقيقة، لتكن  ε< 0. عندئذ يوجدn  فيℕ يحُقّق   

0 0 ( )mm n f x ε> ⇒ ≤ ≤  
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  ولكن، � وذلك بناءً على الفرْض
0 0( 0, ( ) )n n k k n k n n> ⇒ ∀ ≥ + δ ≥ + >  

  ومنه 

( ) ( )
0 ( ) ( )

0 0

0 ( ) ( )n n
n k k n k

k k

n n g x b f x bδ δ ε ε

∞ ∞

+
= =

> ⇒ ≤ = ≤ =∑ ∑  





  من ناحية أخرى لدينا 

  1

( )0
lim ( )dn
n

g x xδ→∞
=∫ ℓ  ( )5  

0كانت   أياًّ  � لأنه بالاستفادة من الفرْض < ε  0نجدn  فيℕ يحُقّق   
1

0

0

( )dmm n f x x> ⇒ − < ε∫ℓ  

0n، في حالة ومنه n>يكون ،  
1 1( )

( ) ( )0 0
0

( )

0

( )d ( )dn
n k k n

k

n
k

k

g x x b f x x

b

∞

δ +δ
=
∞

=

− ≤ −

≤ ε = ε

∑∫ ∫

∑

ℓ ℓ

  





mو [0,1]من  xكانت   أياًّ و أخيراً   n> دينال  
1

( ) ( 1) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
m

n k k m
k n

g x g x g x g x

−

δ δ + δ δ
=

≤ − +∑  

  ،(4) بناءً علىومن ثمَّ يكون لدينا، 

( ) ( 1) ( )0, [0,1], ( ) ( ) ( )n k k
k n

n x g x g x g x

∞

δ δ + δ
=

∀ ≥ ∀ ∈ ≤ −∑  

)والعلاقة  6-1-4.المبرهنة  عملناوإذا است 0صار لدينا، مهما تكن  2( n≤،  
1 1

1
( ) ( 1) ( )

0 0

0 2 2k n
n k k

k n k n

g g g

∞ ∞
− − −

δ δ + δ
= =

≤ ≤ − ≤ =∑ ∑∫ ∫  

وهذا يقتضي أنّ 
1

( )

0

lim ( )d 0n
n

g x xδ→∞
  �  .(5)استناداً إلى  ℓ=0. ومن ثمَّ ∫=
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aكن يل .نتيجة 2-2-6. b< 0 . ولتكنعددين حقيقيين( )n nf ] متتالية توابع من ≤ , ]a b إلى 
+ℝنفترض ما يلي .:  
∗في  يوجد �

+ℝ  عددM  ق0يحُق, [ , ], ( )nn x a b f x M∀ ≥ ∀ ∈ ≤.  
] مستمر على nfالتابع ف، ℕمن  nكانت   أياًّ  � , ]a b.  
)0المتتالية  � )n nf ] الصفر على منتتقارب ببساطة  ≤ , ]a b.  

lim عندئذ ( )d 0
b

n
n a

f x x
→∞

=∫.  
   الإثبات

: لنعرّف [0,1] , ( ( ))/n ng x f a x b a M+→ → + −ℝ نلاحظ أنّ التابع .ng  تابع
)0 المتتالية وأنّ ، [0,1]يأخذ قيمه في ، و [0,1]مستمر على  )n ng ببساطة إلى الصفر على تسعى  ≤

  . [0,1] اال

1لنضع

0
( )dn nu g t t= )0. إنّ ∫ )n nu لنعرّف و فهي محدودة،  [0,1] متتالية من اال ≤

lim [0,1]n
n

u
→∞

= ∈ℓلية جزئية ، توجد متتا( ) 0( )n nuϕ )تحُقق  ≤ )lim n
n

uϕ→∞
= ℓ .

)مطبقةً على المتتالية  6-2-1.واستناداً إلى المبرهنة  ) 0( )n ngϕ   ومنه، ℓ=0نجد أنّ  ≤
0 lim lim 0n n

nn

u u
→∞→∞

≤ ≤ = =ℓ  

lim أي 0n
n

u
→∞

  كان  لـمّا. و =
1

0
( )d ( ) ( )d ( )

b

n n n
a
f t t b a Mg x x M b a u= − = −∫ ∫  

)وضعنا  إذ( ( )t a x b a= + lim ، كان لدينا− ( )d 0
b

n
an
f t t

→∞
=∫.  �  

a ليكن .تعميم3-2-6. b< 0. ولتكن عددين حقيقيين( )n nf ] متتالية توابع من ≤ , ]a b 
  :. نفترض أنّ ℝ+إلى
∗في  يوجد �

+ℝ  عددM  ق0يحُق, [ , ], ( )nn x a b f x M∀ ≥ ∀ ∈ ≤.  
  .R إلى الصف nf، ينتمي التابع ℕمن  nكانت   أياًّ  �
)المتتالية  � )n nf 0 تسعى ببساطة إلى.  

lim عندئذ ( )d 0
b

n
an
f t t

→∞
=∫.  
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   الإثبات

0 كانت  أياًّ ، و 6-1-2.يوجد بمقتضى المبرهنة  n≤تابع مستمر ، : [ , ]ng a b +→ ℝ  يحقق
  الشرطين:
♦ [ , ], ( ) ( )n nx a b g x f x∀ ∈ ≤.  

♦ ( ) 1
( ) ( ) d

1

b

n n
a
f x g x x

n
− ≤

+∫.  

)0من الواضح أنّ المتتالية  )n ng   ومن ثمَّ  6-2-2. تحقق شروط المبرهنة ≤

lim ( )d 0
b

n
an
g x x

→∞
=∫  

  ولدينا من ناحية أخرى
1

0, 0 ( )d ( )d
1

b b

n n
a a

n f x x g x x
n

∀ ≥ ≤ ≤ +
+∫ ∫  

limنستنتج إذن أنّ  ( )d 0
b

n
an
f x x

→∞
=∫.  �  

   المبرهنة الأساسية ، التي تسمّى مبرهنة التقارب للوبيغ. نصل هنا إلى

)، ولتكن ℝ مجالاً غير تافه في I ليكن .-Lebesgueمبرهنة 4-2-6. )n nf ∈ℕ  متتالية توابع
)loc من الصف )IR ّنفترض أن .   

)المتتالية  � )n nf ∈ℕ  تابع  منتتقارب ببساطة:f I → K من الصف loc( )IR.  

g:يوجد تابع � I +→ ℝ من الصف loc( )IR  ق0يحُق, nn f g∀ ≥ ≤.  

)التكامل  � )d
I
g x x∫ .متقارب  

)عندئذ تكون التكاملات )
0

( )dn
I n
f x x

)و ∫≤ )d
I
f x x∫  متقاربة ويكون لدينا  

lim ( )d ( )dn
I In
f x x f x x

→∞
=∫ ∫  
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  الإثبات 

)من الواضح أنّ التكامل  )d
I
f x x∫  ،0كانت   أياًّ متقارب بالإطلاق، وأنه n≤ان التكامل ، ك

( )dn
I
f x x∫  ّمتقارباً بالإطلاق أيضاً. لأنnf g≤ وf g≤لنعرّف إذن المقدار .  

( )( ) ( ) dn n
I
f x f x x∆ = −∫  

infضع ولن Iα = ∈ ℝ وsup Iβ = ∈ ℝ.  
) كان التكامل  لـمّا )d

I
g x x∫  ًأنّ استنتجنا متقاربا  

lim ( )d 0
a

a
g t t

αα→
limو    ∫= ( )d 0

bb
g t t
β

β→
=∫  

0ن لتك ε< ًنجد استناداً إلى ما سبق عددا ، A  منI يحُقّق  

( )d
8

A

g t t
α

ε
<∫  

  يحُقق Iمن  Bونجد كذلك عدداً 

A B<  و  ( )d
8B

g t t
β ε

<∫  

  ومنه يكون

( )( ) ( ) d 2 ( )d 2 ( )d

( ) ( ) d
2

B A

n n
A B

B

n
A

f t f t t g t t g t t

f t f t t

β

α

ε

∆ ≤ − + +

≤ − +

∫ ∫ ∫

∫
  

)ولكن المتتالية  )[ , ]
0

n A B
n

f f
≥

]متتالية توابع من  − , ]A B إلى +ℝ وهي تنتمي إلى الصف ،

R ال وتسعى ببساطة إلى الصفر على ا[ , ]A Bويتحقّق كذلك الشرط ،:   

[ , ]

0, [ , ], ( ) ( ) 2 sup ( )n
t A B

n x A B f x f x g t M
∈

∀ ≥ ∀ ∈ − ≤ =  

  تحُقق 0nإذن بمقتضى المبرهنة السابقة نجد 

0 ( ) ( ) d
2

B

n
A

n n f x f x x
ε

> ⇒ − <∫  

nومن ثمَّ يكون  ε∆ 0n كانت  أياًّ  > n< ّوهذا يثبت أن . lim 0n
n→∞

∆  وبذا يتمّ  .=

  �  المطلوب. إثبات
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  تمرينات

J  ا وتباعدها. 1.التمرينادرس طبيعة التكاملات المعمّمة التالية من حيث تقار  

( )

33

1 2

1 1

2
3 4

1 1

5 6

7 8

1 1

9

1

1
d , d ,

1

1 2 d , ( ln(1 ) ln )d ,

1 1
d d ,

ln (ln )ln ( ln )

1 1 1
sin d , sin( )sin d ,

1
ln sin d ,

e

x

a b a b c
e e

x x x
I x I x

xe

I x x x a x I x x x

I x I x
x x x x x

I x I x x
x x x

I x
x

α
∞ ∞

∞ ∞

∞ ∞

∞ ∞

∞

+ −
= =

+

= + − + + = + −

= =

     = =        

 =   

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

10

1
1 2 2

11 12

0 0

1
ln cos d ,

(ln ) (sin )
d , d .

(1 )

I x
x

x x
I x I x

xx x α

∞

∞

 =   

= =
−

∫ ∫

∫ ∫

  

  الحـل

)لنتأمّل التابع  � )
1 x

x
f x

e

α

=
+

3lim/. نلاحظ ببساطة أنّ  ( ) 0x

x
e f x

→∞
. إذن يوجد =

01عددٌ  x≤ 30/ بحيث يكون ( ) xf x e−≤ 0xفي حالة  ≥ x≥ ّالتكامل ، ولأن 

0

/3 dx

x
e x

∞ متقارب استنتجنا أنّ  ∫−
0x
f

∞

  متقارباً.  1Iمتقاربٌ أيضاً وعليه يكون  ∫

التابع لنتأمّل  �
33 1

( )
x x

f x
x

+ −
7/6lim. نلاحظ ببساطة أنّ = 3 ( ) 1

x
x f x

→∞
= .

طبيعة التكامل  2Iإذن للتكامل المعمّم 
7/61

1
dx

x

∞

نفسها، ولكنّ هذا الأخير متقاربٌ إذن  ∫

2I  ٌأيضاً. متقارب  
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)2ليكن  � ) 1 2f x x x x a= + − + 1. من الواضح أنهّ في حالة + a=  3يكونI 

0fمتقارباً لأنّ  1عندئذ. أمّا في حالة  = a≠  ّ1فإن
lim ( )

2x

a
x f x

→∞

−
وهذا يقتضي  =

1، لأنّ التكامل 3I كاملتباعد الت

1
dx x

∞   متباعدٌ. ∫−

)ليكن  � ) ln(1 ) lnf x x x= +   ، نلاحظ أنّ −

( )ln 1 1/ 1
( )

ln(1 ) ln 2 ln

x
f x

x x x x+∞

+
=

+ + ∼  

dمتباعدٌ لأنّ  4Iإذن  �

2 lne

x

x x

∞

  التالي. متباعدٌ أيضاً، انظر التكامل ∫

1ليكن   �
( )

lna b
f x

x x
   التالية: الحالاتلنناقش ، و =

1a حالة ♦ ,1[من  γنختار . < [a .كان   لـمّاlim ( ) 0
x

x f xγ

→+∞
، يوجد =

e c< قيحُق:  
1, ( )x c f x
x γ

∀ ≥ ≤  

dولكن 
c
x xγ

+ −∞

1γمتقارب لأنّ  ∫ )إذن التكامل  ،< )d
c
f x x

∞

∫ 

)وكذلك يكون التكامل  ،متقاربٌ  )d
e
f x x

∞

∫.  

1 حالة ♦ a>.  نختارγ  من] ,1[a .كان  لـمّا lim ( )
x

x f xγ

→+∞
= ، يوجد ∞+

e c< قيحُق :  
1, ( )x c f x
x γ

∀ ≥ ≥  

dولكن 
c
x xγ

+ −∞

1متباعد لأنّ ∫ γ>إذن التكامل ، ( )d
c
f x x

∞

متباعدٌ، ∫

)وكذلك يكون التكامل  )d
e
f x x

∞

∫.  
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1 حالة ♦ a=. يكون هنا: 
ln

1

( ) ( )d d

x x

b

e

F x f t t u u−= =∫ في حالة  ∫

x e>النهاية ، ومن ثمَّ تكون lim ( )
x

F x
→+∞

1bموجودة إذا وفقط إذا كانت   > .

  وعليه :

dالتكامل 

lna b
e

x

x x

∞

)متقاربٌ  ∫ 1) (( 1) ( 1))a a b> ∨ = ∧ > ⇔   

6ليكن  �

1
d

(ln )ln ( ln )e

a b c

e

I x
x x x

∞

= . نجد بأسلوب مماثل للتمرين السابق أنّ ∫

 يكون متقارباً إذا وفقط إذا تحقّق الشرط: 6Iالتكامل 

( 1) (( 1) ( 1)) (( 1) ( 1))a a b a b c> ∨ = ∧ > ∨ = = ∧ >  

1ليكن  � 1
( ) sinf x

x x

 =   
,1]، هذا تابع موجب على اال    ، وهو يحُقق ∞+]

2

1
( )f x

x
+∞∼  

7إذن لا بدُ أن يكون التكامل  1
( )dI f x x

+∞
=   متقارباً. ∫

1ليكن  �
( ) sin( )sinf x x

x

 =   
fنكتب . يمكننا أن  h g=   حيث  +

sin( )
( )

1 1
( ) sin( ) sin

x
h x

x

g x x
x x

=

     = ⋅ −         

  

0وعندئذ نرى بسهولة أنهّ يوجد ثابتٌ  c< قيحُق :
3

( )
c

g x
x

1xفي حالة  ≥ ، إذن ≤

التكامل 
1

( )dg x x
+∞

كان التكامل   لـمّاق. و بالإطلا متقاربٌ  ∫
1

( )dh x x
+∞

متقارباً أيضاً  ∫

8استنتجنا أنّ  1
( )dI f x x

+∞
=   متقاربٌ. ∫
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1ليكن  �
( ) ln cosf x

x

 =   
2. نتيقّن بسهولة أنّ  1

lim ( )
2x

x f x
→∞

يكون  ،. وعليه=

9التكامل  1
( )dI f x x

+∞
=   لإطلاق.متقارباً با ∫

1ليكن  �
( ) ln sinf x

x

 =   
2. نتيقّن بسهولة أنّ  1

lim ( ) ln
6x

x f x x
→∞

+ . وعليه =

 يكون التكامل

( )
1

( ) ln df x x x

∞

+∫  

متقارباً بالإطلاق، ولكنّ التكامل 
1

ln dx x
+∞

10متباعدٌ، إذن  ∫ 1
( )dI f x x

+∞
= ∫ 

  متباعدٌ أيضاً.

ن ليك �
2ln

( )
(1 )

x
f x

x x
=

−
  . نتيقّن بسهولة أنّ :

1
lim ( ) 0
x

f x
−→

2/3و      =

0
lim ( ) 0
x

x f x
+→

=  

كان   لـمّاو 
1

2/3

0
dx x∫  ّمتقارباً استنتجنا أن

1

11 0
( )dI f x x=   .متقاربٌ أيضاً  ∫

ليكن  �
2sin

( )
x

f x
xα

=.  

ظ أنّ التكامل نلاح ♦
1 2

0

sin
d
x
x

xα
3يكون متقارباً إذا وفقط إذا كان  ∫ α>، 

كما نلاحظ أنّ التكامل    ♦
2

1

sin
d
x
x

xα

∞

1يكون متقارباً إذا وفقط إذا كان  ∫ α< . 

نستنتج من ذلك أنّ التكامل 
2

0

sin
d
x
x

xα

∞

يكون متقارباً إذا وفقط إذا تحقّقت المتراجحة  ∫

1 3α< <.  
  ú 
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J ا. 2. التمرينل تقاراحسب التكاملات المعمّمة التالية بعد أن تعل  

/2

1 2

0 0
/2 /2

3 4

0 0

2
5 6

0 0
1

7 83/2
0 0

(cos )ln(tan )d , d ,

ln(sin )d , ln(cos )d ,

ln 2 sin cos d , d ,( , )
2

ln sin
d , d d .

(1 )

n x

ax bx

x

I x x x I x e x

I x x I x x

x e e
I nx x I x a b

x

x t
I x I t x

tx x

π

π π

π

∞
−

∞ − −
∗
+

∞ ∞

= =

= =

  −= = ∈  
   = =   −   

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫

ℝ

  

  الحـل

دراسة التكامل  �
/2

1 0
(cos )ln(tan )dI x x x

π

=   . لنلاحظ أنّ ∫

( )

( )

1
cos ln(tan ) sin ln(tan )

cos
1 cos cos

sin ln(tan )
2 1 sin 1 sin

1 sin
sin ln(tan ) ln

cos

x x x x
x
x x

x x
x x

x
x x

x

′= −

 ′ = − +   − + 
′ + = −   

  

)إذن التابع   ) 1 sin
( ) sin ln tan ln

cos

x
x F x x x

x

+
= على اال  أصلي  تابعٌ  ֏−

2
0, π     للتابعcos ln(tan )x x x֏ كان   لـمّا. و  

0
lim ( ) 0
x

F x
+→

و      =
/2

lim ( ) ln2
x

F x
π→

= −  

  متقارب وأنّ  1Iالتكامل  استنتجنا أنّ 
/2

1

0

(cos )ln(tan )d ln2I x x x

π

= = −∫  
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2 دراسة التكامل �

0

dn xI x e x

∞
−= ، n!أنهّ يساوي  n. هذا سهل ويبرهن بالتدريج على ∫

2أو يمكننا أن نلاحظ أنّ  ( 1)I n= Γ +.  

دراسة التكاملين  �
/2

3

0

ln(sin )dI x x

π

= و ∫
/2

4

0

ln(cos )dI x x

π

=   . لنلاحظ أنّ ∫

sin

2
ln ln ln(sin ) ln

2
ln |ln(sin )| ln ln

2
0

2
x x

x x x

x

x

x

x

x

π

π

π

π

≤ ≤ ≤

⇒ + ≤ ≤

⇒ − ≤ ≤ −

< ⇒

   

ولأنّ التكامل 
1

0
ln dx x∫  3متقاربٌ استنتجنا التقارب بالإطلاق للتكاملIولكن .  

2

/2 /2

3
0 0

0

/2
0

lim ln(sin )d lim ln(cos )d

lim ln(cos )d

t x
I x x t t

x x

π

π ε π

ε ε
ε
α

α π

− +

→ →← −

→

= =

=

∫ ∫

∫
  

3متقاربٌ أيضاً و 4Iإذن  4I I=:لنحسب إذن .  
/2

3 3 4

0
/2

0 0
/2

0 /2

/2

3

0

2 ln(sin cos )d

1
ln(sin2 )d ln2 ln(sin )d ln2

2 2 2

1 1
ln2 ln(sin )d ln(sin )d

2 2 2

ln2 ln(sin )d ln2
2 2

x x

I I I x x x

x x x x

x x x x

x x I

π

π π

π π

π

π
π

π π

π

π π

← −

= + =

= − = −

= − + +

= − + = − +

∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

���������������

  

3وعليه يكون  4 ln2
2

I I
π

= = −.  
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دراسة التكامل  �
0

ln 2 sin cos d
2n

x
J nx x

π  = ⋅  ∫ التقارب واضح كما في الحالة .

0إنّ ف وكذلكالسابقة.  32 ln2 0J I π= + = . 

1nلنفترض إذن أنّ    . عندئذ≤

0 0

0

cos( /2)1
sin ln 2 sin sin d

2 2 sin( /2)

cos( /2)1
sin d

2 sin( /2)

n

xx
nJ nx nx x

x

x
nx x

x

ππ

π

   = −    

= −

∫

∫
  

  ينتج من هذا مباشرة أنّ 

2
1

0

cos ( /2)d
2

J x x

π
π

= − = −∫  

  كما ينتج أيضاً أنّ 

( )

( ) ( )

( )

1

0

1 1
2 2

0

0

cos( /2)1
( 1) sin( 1) sin d

2 sin( /2)

cos cos d

1
cos( 1) cos d

2

0

n n

x
nJ n J n x nx x

x

n x x x

n x nx x

π

π

π

+− + = + −

= + ⋅

= + +

=

∫

∫

∫

  

)1يبرهن هذا على أنّ المتتالية  )n nnJ   ثابتة ومن ثمَّ  ≤

0

0

0

ln 2 sin d 0
2

1, ln 2 sin cos d
2 2n

x
J x

x
n J nx x

n

π

π
π

 = =  

 ∀ ≥ = ⋅ = −  

∫

∫
.  
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6دراسة التكامل  �

0

d
ax bxe e

I x
x

∞ − −−
= 0b في حالة، ∫ a>   Aلنتأمّل عددين . <

0 يحققان εو Aε<   أنّ :عندئذ نلاحظ  >

( ) ( )

d d d

d d

d d

1
ln d d

A A A
ax bx ax bx

aA bA
t t

a b
b aA

t t

a bA
b bA

t t

a aA

g h A

e e e e
x x x

x x x

e e
t t

t t

e e
t t

t t

b e e
t t

a t t

ε ε ε

ε ε
ε

ε
ε

ε

ε

− − − −

− −

− −

− −

−
= −

= −

= +

−
= − −

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫
������������� ���������

  

 ولكن

0 ( ) ( )g b aε ε≤ ≤ 0   و   − ( ) lnaA b
h A e

a

−≤ ≤  

  إذن

0
lim ( ) 0g
ε

ε
→

limو      = ( ) 0
A

h A
→∞

=   

  ويبرهن على أنّ  6Iوهذا يثبت تقارب التكامل 

0

d ln
ax bxe e b

x
x a

∞ − −−
=∫  

دراسة التكامل  �
1

7 3/2
0

ln
d

(1 )

x
I x

x x
=

  المقدار، ]0,1[من  x، في حالة عرّف. لن∫−

3/2
1/2

ln
( ) d

(1 )

x
t

F x t
t t

=
−∫  
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 عندئذ

arcsin

3arcsin
/4

arcsin

2
/4

arcsin
arcsin

/4
/4

2 ln(sin )
( ) 2 sin cos d

sin cos

ln(sin )
4 d

cos

4 tan ln(sin ) 4 d

x

u t

x

x
x

u
F x u u u

u u

u
u

u

u u u

π

π

π
π

=
= ⋅

⋅

=

 = ⋅ −  

∫

∫

∫

  

  وعليه نجد أنّ 

( ) 2 ln 2 ln2 4 arcsin
1

x
F x x x

x
π= + − +

−
  

  وهكذا نرى أنّ 

0
lim ( ) 2 ln2
x
F x π

→
= و      +

1
lim ( ) 2 ln2
x
F x π

→
= − +  

  متقاربٌ، ولدينا 7Iإذن التكامل 
1

7 3/2
0

ln
d 2

(1 )

x
I x

x x
π= = −

−∫  

8دراسة التكامل  �

0

sin
d d

x

t
I t x

t

∞ ∞   =     
∫  ، لنعرّف التابع∫

sin
( ) d

x

t
x G x t

t

∞

= ∫֏  

  :فنرى أنهّ من جهة أولى لدينا

0
0 0

( )d ( ) sin d 1 ( ) cos

X X
X

G u u uG u u u XG X X
 = + = + −  ∫ ∫  

  ومن جهة ثانية:

2 2

sin cos cos cos
( ) d d

X X X

t t X t
G X t t

t Xt t

∞ ∞∞ 
 = − = −
  

∫ ∫  
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  وعليه فإنّ 

2 2
1

cos cos( )
( ) cos d d

X

t uX
XG X X X t u

t u

∞ ∞

− = − =∫ ∫  

  ملة بالتجزئة نجداوبإجراء مُك

2 3
1 1

3
1

sin( ) 2 sin( )
( ) cos d

sin 2 sin( )
d

uX uX
XG X X u

Xu X u

X uX
u

X X u

∞∞

∞


− = +


= +

∫

∫
  

  إذن

  
3

1

1 1 2 2
( ) cos dXG X X u

X X Xu

∞

− ≤ + =∫  

  ينتج من هذا أنّ 

0

2
, ( )d 1

X

X G x x
X

∗
+∀ ∈ − ≤∫ℝ  

  ويثبت أنّ  8Iتقارب التكامل  وهذا يبرهن

   
0

sin
d d 1

x

t
t x

t

∞ ∞    =    
∫ ∫.  ú  

J  ليكن 3.التمرين +:f →ℝ ℝ  ًعلى بانتظامتابعاً مستمرا +ℝ ّالتكامل المعمّم  . نفترض أن

0
f

∞

lim. أثبت أنّ متقاربٌ  ∫ ( ) 0
x

f x
→∞

= .  

g:+ مستمر أعطِ مثالاً عن تابع  →ℝ ℝ اية عند ومع ذلك فإنّ ∞+، ليس له ،

تكاملَه المعمّم 
0
g

∞

  متقاربٌ. ماذا تستنتج؟ ∫
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  الحـل

  : الآتيةلى الخاصّة البسيطة سنحتاج إ

:ليكن . خاصة [ , ]f a b → ℝ  0تابعاً مستمراًّ، ولتكن λ<عندئذ .  

0 0

1
( )d [ , ], ( )

b

a

f t t t a b f t
b a

λ λ≤ ⇒ ∃ ∈ ≤
− ∫  

]لنفترض جدلاً أنّ هذا غير صحيح أي  , ], ( )t a b f t λ∀ ∈ مراًّ ولا مست fكان   لـمّا. <
]ينعدم على  , ]a b ال، إذن توجدإشارته على هذا ا استنتجنا أنهّ لا يغير ،σ موعة  منا

{ ] تحُقق −{1,1 , ], ( )t a b f tσ λ∀ ∈ ). ومن ثمَّ يكون < )d

b

a

f t t
b a

σ
λ>

− ا ، وهذ∫

  ناقض الفرْض.ي
0لنأتِ الآن إلى إثبات التمرين. لتكن  ε<  0إذن نجد بسبب الاستمرار المنتظم η< قتحُق  

  2( , ) , ( ) ( )
2

x y x y f x f y
ε

η∗
+∀ ∈ − < ⇒ − <ℝ  (1)  

0عمّمة كما يوجد استناداً إلى معيار كوشي لتقارب التكاملات الم xε< قتحُق  

  ( )d

y

x

y x x f t tε η ε> > ⇒ <∫  (2)  

xنعرّف إذن  xε ε η= +ɶ  ونختارx xε <ɶ  على  (2)ثمُّ نطبّقx η−  وx η+  :فنستنتج  

  1
( )d

2 2

x

x

x x f t t

η

ε

η

ε

η

+

−

> ⇒ <∫ɶ  

  وبالاستفادة من الخاصّة التي أثبتناها أوّلاً نجد أنّ 

  , , , ( )
2x xx x t x x f tε

ε
η η ∀ > ∃ ∈ − + < ɶ  

xxنجد بسبب كون  (1)وبالعودة إلى  t η−   أنّ  >

  , ( ) ( ) ( ) ( )
2 2x xx x f x f t f x f tε

ε ε
ε∀ > ≤ + − < + =ɶ  

limأي  ( ) 0
x

f x
→∞

=.  
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ُ مثال التابع المستمرّ    2يبين: , sing x x∗
+ →ℝ ℝ خطأ عكس النتيجة السابقة.  ֏

المساواة  في حين تبينّ ، ∞+إذ ليس لهذا التابع اية عند 
2

2

0 0

sin
sin d d

2

x x
u

t t u
u

=∫ ∫ 

المعمّم تقارب التكامل 
0

( )dg t t
∞

∫.  ú  

J  ليكن 4.التمرين : ]0,1]f → ℝ ه المعمّمتابعاً متناقصاً، تكامل 
1

0
( )df x x∫  .ٌمتقارب

احسب النهاية 
0

lim ( )
x

xf x
+→

.  

  الحـل

1من اال  xلتكن 
2

0,    . عندئذ يكون لدينا بسبب تناقص التابعf:  
2

/2

( )d ( ) 2 ( )d

x x

x x

f t t x f x f t t≤ ≤∫ ∫  

إذن تقارب التكامل المعمّم 
1

0
( )df x x∫  ّيقتضي أن

0
lim ( ) 0
x

xf x
+→

=.  ú  

J  ليكن  5.التمرين+:f →ℝ ℝ تابعاً مستمراً ومحدوداً على +ℝ ّأثبت أن .  

2 2
0

( )
lim d (0)

21n

nf x
x f

n x

π
+∞

→∞
=

+∫  

  الحـل

)هذا تطبيق مباشر لمبرهنة التقارب للوبيغ على متتالية التوابع  )
1n n

f
≥

  حيث  

2

1
: , ( )

1
n n

t
f f t f

nt
+

 → =   +
ℝ ℝ  

التابع المستمرّ  مناطة فهي تتقارب ببس
2

(0)
: , ( )

1

f
h h t

t
+ → =

+
ℝ ℝوتحُقّق .  

1, 0, ( ) ( )nn t f t g t∀ ≥ ∀ ≥ ≤  
)هو التابع  gو )t Mh t֏ حيث 

0

sup ( )
t

M f t
≥

. نستنتج إذن من تقارب التكامل =

0
g

∞

، أنّ ∫
0 0

lim (0)
2n

n
f h f

π∞ ∞

→∞
= =∫ ∫.  ú  
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J  ادرس وفقاً لقيم  6.التمرين( , )α β  2منℝمتقارب التكامل المعم ،  

2
1

( , ) d
1 sin

x
I x

x x

α

β
α β

+∞

=
+∫  

  الحـل

  التي حدّها العام معرّفٌ بالصيغة : ∑naله طبيعة المتسلسلة ف مَل موجبٌ الـمُكاالتابع 
( 1)

2 2
0

( )
d d

1 sin 1 ( ) sin

n

n

n

x n t
a x t

x x n t t

π π
α α

β β
π

π

π

+
+

= =
+ + +∫ ∫  

1كانت   أياًّ لنعرّف إذن،  n≤: المقادير التالية ،  

( ) ( )
( ) ( )

max ,( 1) , min ,( 1) .

max ,( 1) , min ,( 1) .

n n

n n

n n n n

n n n n

α α α α α α

β β β β β β

λ π λ π

µ π µ π

+ −

+ −

= + = +

= + = +
  

  فيكون لدينا عندئذ

2 2
0 0

d d

1 sin 1 sin
n n n

n n

t t
a

t t

π π

λ λ
µ µ

− +
+ −

≤ ≤
+ +∫ ∫  

  ونرى بسهولة أنّ 
/2

2 2
0 0

d d
2

1 sin 1 sin 1

t t

t t

π π
π

= =
+ + +∫ ∫
ℓ ℓ ℓ

  

cotanأجرينا تغيير المتحوّل  إذ 1 tant θ= + ℓ .لحساب هذا التكامل  
  نستنتج إذن أنّ 

1 1

n n
n

n n

a
πλ πλ

µ µ

− +

+ −
≤ ≤

+ +
  

  وعليه :
0 في حالة � β< .1يكون لدينا /2 /2

na nα β α βπ + − −

+∞
، وعليه تتقارب المتسلسلة ∽⋅

na∑  1إذا وفقط إذا كان
2

β
α − < 1أو  −

2

β
α + <.  
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0 في حالة � β>  . 1يكون لدينا
na nα απ +

+∞
 ∑na، وعندئذ تتقارب المتسلسلة ∽⋅

1ط إذا كان قإذا وف 0α + 0βفي حالة  صحيحة قى هذه النتيجة. وتب> =.   

)2تكون متقاربة إذا وفقط إذا كان  ∑naنستنتج أنّ المتسلسلة  1) max(0, )α β+ < .
  أو

  
2

1

( , ) d
1 sin

x
I x

x x

α

β
α β

+∞

=
)2متقارب  ∫+ 1) max(0, )α β+ < ⇔  ú  

J  7.التمرين  

2أثبت تقارب التكامل المعمّم  1.

0
dxI e x

+∞ −= ∫.  

2أثبت أنّ  2. 2/2
sin

0
lim dxe x I

π
λ

λ
λ −

→+∞
=∫.  

) قيم رس وفقاد 3. , )α β  2من
+
∗ℝتقارب التكامل ،  

2sin

0

( , ) dx xI x e x
αβα β

+∞
−= ∫  

  الحـل

22limتقارب التكامل أمرٌ واضح لأنّ  1. ( 1) 0x

x
x e−

→∞
+ ، والتكامل =

2
0

d

1

x

x

∞

+∫ 

  متقاربٌ.
)لنتأمّل متتالية  2. )n na ∈ℕ  ال1]من ا,   . ولنعرّف∞+تسعى إلى  ∞+]

2
2

[0, /2] 2
( ) ( ) exp sin

nn a n

n

t
f t t a

a
π

  = ⋅ − ⋅   
1  

locينتمي إلى الصف  nfالتابع  � *( )+R ℝ.  
*من  tكانت   أياًّ  �

+ℝ  2فلدينا

*lim ( ) ( ) t
n

n
f t t e

+

−

→∞
= ⋅

ℝ
1.  

*من  tكانت   أياًّ  �
+ℝ   كانت   أياًّ وn  منℕ فلدينا ، 

2 2

*
4 /( ) ( ) ( )t

nf t t e g t
π

+

−≤ =
ℝ
1  
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والتكامل 
0

( )dg t t

∞

  متقاربٌ. لإثبات ذلك نلاحظ أنّ : ∫

2 2 2

2

2

2

0 0
2 2

2
0 sin

4
sin

4
( ) exp ( )

n

n

n n

n
n

n

a t
t

a

t t

a a

t
t a

a

t
f t g t

π π

π

π

π

≤ ≤ ⇒ ≤ ≤

⇒ ≤ ⋅ ≤

  ⇒ ≤    
  ⇒ ≤ − =   

  

 وعليه، نستنتج استناداً إلى مبرهنة التقارب للوبيغ أنّ 

2

0 0

lim ( )d dtn
n

f t t I e t

∞ ∞
−

→∞
= =∫ ∫ 

)وذلك مهما تكن المتتالية  )n na ∈ℕ  ال1]من ا,   . هذا يعني أنّ ∞+التي تسعى إلى  ∞+]
/2

2 2

0

lim exp sin d
t

t I

λπ

λ
λ

λ→∞

   − =     ∫  

tتغيير المتحوّل لنا  تيحيو  xλ֏  ّأن نستنتج بسهولة أن  
/2

2 2

0

lim exp( sin )dx x I

π

λ
λ λ

→∞
⋅ − =∫  

  التي حدّها العام معرّف بالصيغة التالية : ∑naمَل موجب إذن له طبيعة المتسلسلة الـمُكاالتابع  3.

2 2

( 1)

sin ( ) sin

0

d ( ) d

n

x x n t t
n

n

a x e x n t e t
α α

π π

β β π

π

π

+
− − += = +∫ ∫  

  عندئذ نرى بسهولة أنّ 

2 2( 1) sin sin

0 0

d ( 1) dn t n t
nn e t a n e t

α α α α

π π

β β π β β ππ π− + −⋅ ≤ ≤ + ⋅∫ ∫  
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فإذا وضعنا 
/2

2 2

0

( ) exp( sin )dF x x

π

λ λ λ= ⋅   ، وجدنا∫−

( ) ( )2 2 ( 1)
( 1)

( 1)
n

n n
F n a F n

n n

β β β β
α α α α

α α α α

π π
π π

π π

+
⋅ + ≤ ≤ ⋅

+
  

  وهذا يبرهن على أنّ 

/2

/2
lim 2n

n

a
I

n

β α

β α
π −

−→∞

   =   
  

1إذا وفقط إذا كان  ∑naوعليه تتقارب المتسلسلة 
2

α
β−   ، إذن<

  ( ) 2sin

0

, dx xI x e x
αβα β

+∞
−= )متقارب  ∫ )2 2α β> + ⇔  ú  

J  احسب التكامل المعمّم  8.التمرين
1

3 2 3
0

dx
I

x x
=

−
  بعد التوثق من تقاربه. ∫

  الحـل

مَل يُكافئ الـمُكاالتقارب واضح لأنّ التابع 
2/3

1

x
ويكافئ  0في جوار 

3

1

1 x−
. 1في جوار  

لحساب هذا التكامل نجري تغيير المتحول 
3

1

1
x

t+
  فنجد أنّ  ֏

1

33 2 3
0 0

d 3
d

1

x t
I t

tx x

∞

= =
+−

∫ ∫  

1تغيير المتحوّل  مجدّداً وإذا أجرينا 
t

u
  في التكامل الأخير وجدنا أيضاً أنّ  ֏

3 3 3
0 0 0

3 3 3
d d d

1 1 1

t
I t u t

t u t

∞ ∞ ∞

= = =
+ + +∫ ∫ ∫  

  وعليه فإنّ 

3 3 3 2
0 0 0 0

3 3 1 1
2 d d 3 d 3 d

1 1 1 1

t t
I t t t t

t t t t t

∞ ∞ ∞ ∞
+

= + = =
+ + + − +∫ ∫ ∫ ∫  
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1 إذا أجرينا تغيير المتحول ،وأخيراً  3

2 2
t v+֏  ّفي التكامل الأخير وجدنا أن  

2
1/ 3

d 2
3

1 3

v
I

v

π
+∞

−

= ⋅ =
+∫  

  ú   وهذه هي النتيجة المطلوبة.

J  ما: 9.التمرينق من تقاراحسب التكاملين المعمّمين التاليين بعد التوث  
2

4 4
0 0

d d
,

1 1

x x x
I J

x x

∞ ∞

= =
+ +∫ ∫  

  الحـل

1إنّ تغيير المتحول وكذلك فالتكاملين واضح، إنّ تقارب 
x

x
Iيثُبتُ أنّ  ֏ J=:وعليه .  

2 2

4
20 0

2

2
0

2

1
1

1
2 d d

11

1

1
d 2

1
2

1 d

12 2

x xI I J x x
x

x
x

x
x

x x t
x

x
x

t

t

π

∞ ∞

∞

+∞

−∞

+
+

= + = =
+ +

′  −   
= −

  − +  

= =
+

∫ ∫

∫

∫

֏  

  وعليه فإنّ 

  
2 2

I J
π

= =  

  ú     وهذه هي النتيجة المطلوبة.
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J  10.التمرين 2 دف إلى حساب التكامل المعمّم

0
dxI e x

+∞ −= . لنتأمّل التكاملات ∫

  :الآتية
/2 1

2

2
0 0 0

d
sin d , (1 ) d ,

(1 )

n n
n n n n

x
W x x I x x J

x

π ∞

= = − =
+∫ ∫ ∫  

)1احسب  1. )n nI )1و ≤ )n nJ )1بدلالة  ≤ )n nW ≥.  

  أثبت أنّ : 2.
22[0,1], 1 xx x e−∀ ∈ − ≤   

  و

 2

2

1[0, [,
1

xx e
x

−∀ ∈ +∞ ≤
+

  

,1استنتج أنّ  3. n n
In I J
n

∀ ≥ ≤ ≤.  

2nWبين  تدريجيّة أوجد علاقة 4.   واستنتج أنّ  ،nWو +

11,
2n nn nWW π

−∀ ≥ =  

  .I استنتج قيمة ثمُ   
  الحـل

cosxتغيير المتحول  1. θ←  فيnI  ّ2يسمح لنا أن نستنتج أن 1n nI W يير .أمّا تغ=+
cotanxالمتحوّل  θ←  ّ2فيجعلنا نستنتج أن 2n nJ W −=.  

  نستنتج من تحدّب التابع الأسّي أنّ منحنيه البياني يقع فوق مماسه عند المبدأ أي  2.
, 1 xx x e∀ ∈ + ≤ℝ  

  .x المتحولب 2x، وتنتج الثانية من استبدال x المتحولب −2xتنتج المتراجحة الأولى من استبدال 
  ، أنّ 2.، تثبت المتراجحة الأولى في إذن 3.

2

1 1

2

0 0

(1 ) d dn nxx x e x−− ≤∫ ∫  
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  أو

2 2

0 0

1 1
d d

n

t t
n

I
I e t e t

n n n

∞
− −≤ ≤ =∫ ∫  

  ، أنّ 2.، تثبت المتراجحة الثانية في وكذلك

2

2
0 0

d
d

(1 )

nx

n

x
e x

x

∞ ∞
− ≤

+∫ ∫  

nومنه 

I
J

n
  ، وهذا يثبت المتراجحة المطلوبة.≥

  بالتجزئة أنّ نجد بإجراء مُكاملة 4.
/2

2

0
/2 /21 2

2

0 0

(cos sin )cos d

sin sin 1
cos d

1 1 1

n
n n

n n

n

W W

W
n n n

π

π π

θ θ θ θ

θ θ
θ θ

+

+ +

+

− =

 
 = + = + + + 

∫

∫
  

  أو

2( 1) ( 2)n nn W n W ++ = +  
)وهذا يقتضي أنّ المتتالية  )1 0

( 1) n n n
n W W+ ≥

  متتالية ثابتة، وعليه نستنتج أنّ  +

*
1 1 0,

2n nn nWW WW
π

−∀ ∈ = =ℕ  

)وبملاحظة أنّ  )
0n n

W
≥

  متتالية متناقصة نرى  

2 1 2 1 2 1

2 1 2 2

1

2(2 2) 2 1

n n n n

n n

I W W W

W W
n n

π π

+ + +

+ +

= =

≥ = =
+ +

  

  و

2 2 2 2 2 2

2 2 2 3

1

2(2 2) 2 1

n n n n

n n

J W W W

W W
n n

π π

− − −

− −

= =

≤ = =
− −

  



تمرينات  395  

  

  نستنتج أنّ  3.وبالاستفادة من 

1,
2 1 2 1

n n
n I

n n

π π
∀ ≥ ⋅ ≤ ≤ ⋅

+ −
  

، نجد ∞+تسعى إلى  nوبجعل 
2

I
π

=.  ú  

J  11.التمرين  

 . أثبت أنّ التكاملℕ∗من n لتكن 1.
+

0

d
( )

chn
t

I n
t

∞
=  I(1) احسبثمُّ متقارب.  ∫

  . I(2)و
)علاقة تدريجيّة بين  دْ جِ  2. 2)I n )و  − )I n واستنتج .( )I n.  
)لتكن  3. , )n m  2منℕ  ق0تحُق m n≤   ثبت تقارب التكامل . أ>

0

sh
( , ) d

ch

m

n

t
J n m t

t

∞

= ∫.  

) علاقة بين دْ جِ  4. 2, 2)J n m− )و − , )J n m  3في حالة n≤ 2و m≤.  

)احسب  5. ,0)J n و( ,1)J n و( ,2)J n.  

)استنتج قيمة  6. , )J n m  0عندما يكون m n≤ <.  
  الحـل

)تقارب  1. )I n ضح.وا  

2 2 1
0 1

2 0
0

2 2
(1) d d arctan

21 1

d
(2) th 1

ch

t

t

e
I t x x

e x

t
I t

t

π
∞ ∞ ∞

∞ ∞

 = = = =  + +

 = = =  

∫ ∫

∫
  

3nنفترض أنّ  2.   ، عندئذ≤

1
0 0

1 2
0 0

sh 1
( 2) ( ) sh d sh d

ch ( 1)ch

sh 1 1
d

1( 1)ch ch

n n

n n

t
I n I n t t t t

t n t

t
t

nn t t

∞ ∞

−

∞ ∞

− −

′ −  − − = =    − 

 − = +  −− 

∫ ∫

∫
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  وعليه نجد أنّ 
2

3, ( ) ( 2)
1

n
n I n I n

n

−
∀ ≥ = −

−
  

  إذن
2 1 2

2 1 2

2( 1) 2( 2) 2 2 ( !)
(2 ) (2)

2 1 2 3 3 (2 )!
2 1 2 3 1 (2 )!

(2 1) (1)
2 2( 1) 2 2 ( !)

n

n

n n n
I n I

n n n n

n n n
I n I

n n n

π

−

+

− −
= ⋅ = ⋅

− −
− −

+ = ⋅ = ⋅
−

⋯

⋯

  

)تقارب التكامل  3. , )J n m .واضح  

3نفترض أنّ  4. n≤ 2و m≤عندئذ .  

1 1

1
0 0

1 2

1 2
0 0

sh 1
( , ) sh d sh d

ch ( 1)ch

sh 1 sh
d

1( 1)ch ch

1
( 2, 2)

1

m m

n n

m m

n n

t
J n m t t t t

t n t

t m t
t

nn t t

m
J n m

n

∞ ∞
− −

−

∞ ∞− −

− −

′ −  = =    − 

 − − = +  −− 
−

= − −
−

∫ ∫

∫  

)من الواضح أنّ  5. , 0) ( )J n I n=.  

1

d 1
( ,1) : 1

1

1 1
( ,2) ( 2,0) ( 2) : 2

2 2

n

u
J n n

nu

J n J n I n n
n n

∞

= = >
−

= − = − >
− −

∫  

تكفي الاستفادة من العلاقات التدريجيّة، كما يمكن بإجراء تغيير المتحول 6.
2

1

ch
u

t
أن نرى  ←

1أنّ  1
( , ) ,

2 2 2

m n m
J n m β

 + − =   
  ú  هو تابع بيتا لأولر. βو، 
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J  التابعانليكن  12.التمرين ( , ) ln(1 )xf x t t= و +
1

0
( ) ( , )dF x f x t t= . أثبت أنّ ∫

F  عليها. هل يمكن القول إنّ  معرّف على مجموعة الأعداد الحقيقيّة الموجبة وأنهّ مستمر
( )F x′ ؟ وجبةموجود على مجموعة الأعداد الحقيقيّة الم  

  الحـل

  نلاحظ أنّ ل
ln: ]0,1] , ( , ) ln(1 ) ln(1 )x x tf x t t e+ × → + = +ℝ ℝ ֏.  

)فالتابع  ℝ+من  xكانت   أياًّ  � , )t f x t֏  تابع 0,1[على  مستمر].  
)فالتابع  [0,1[من   tكانت   أياًّ  � , )x f x t֏  تابع على  مستمر+ℝ.  
)وأخيراً لدينا المتراجحة الواضحة:  � , ) ]0,1], 0 ( , ) ln2x t f x t+∀ ∈ × ≤ ≤ℝ.  

  .ℝ+على  مستمرF  إذن استناداً إلى مبرهنة استمرار التكاملات التابعة لوسيط نستنتج أنّ 
  ومن جهة أخرى

)فالتابع  ℝ+من  x كان  أياًّ  � , )t f x t֏  تابع والتكامل[0,1[على  مستمر ، ( )F x 
  متقاربٌ.

lnفالتابع المشتق  [0,1[من  t كان  أياًّ  �
( , )

1

x

x

f t t
x x t

x t

∂
=

∂ +
بصفته موجود وهو  ֏

locينتمي إلى الصف  tللمتحوّل  اً تابع
R  0,1[على].  

  من الواضح أنّ وأخيراً  �

( , ) ]0,1], ( , ) ln
f

x t x t t
x

+
∂

∀ ∈ × ≤
∂

ℝ  

والتكامل   
1

0

ln dt t∫ .ٌمُتقارب  

قابلٌ للاشتقاق على  Fنستنتج إذن من مبرهنة قابلية اشتقاق التكاملات التابعة لوسيط، أنّ التابع 

+ℝ ّوأن ،  

  
1

0

ln
0, ( ) d

1

x

x

t t
x F x t

t
′∀ ≥ =

+∫  ú  
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J  ليكن 13.التمرين a وb  قان عددين حقيقيّينيحُقa b< وليكن ،g  ًّتابعاً حقيقياًّ مستمرا
]على  , ]a bنضع.  

( , ) ( )cosf x t g t xt= و( ) ( , )d
b

a
F x f x t t= ∫  

) احسب، و ∞C ينتمي إلى الصف F أثبت أنّ  )nF  في حالةn  من∗ℕت أخيراً . وأثب
limأنّ  ( ) 0

x
F x

→+∞
=.  

  الحـل

  لنضع

: [ , ] , ( , ) ( )cos
2

n
n nf a b f x t t g t xt n

π × → = +   
ℝ ℝ  

  ولنعرّف

( ) ( , )d

b

n n

a

H x f x t t= ∫  

قابل  nHعندئذ نبرهن ببساطة بالاستفادة من مبرهنة اشتقاق التكاملات التابعة لوسيط أنّ 
1nوأنّ  ℝللاشتقاق على  nH H +′ =.  

0Fح لنا هذا أن نستنتج أنّ تيي H=  ائيّاً من المراّت وأنّ مشتقّه منيقبل الاشتقاق عدداً لا
  nH.  úهو  nالمرتبة 

J  1ليكن التابع   14.التمرين
( , )

1 cos
f t x

x t
=

+
.  

) التي تجعل xقيم  دْ جِ  1. , )t f t x֏ 0] قابلاً للمكاملة على, ]πثمّ احسب ، 

0
( , )df x t t

π

∫.  

استنتج قيمة التكامل  2.
2

0

cos
d

(1 cos )

t
t

x t

π

+∫.  

 احسب 3.
3

0

cos
d

(1 cos )

k t
t

x t

π

  .{0,1,2}من  kفي حالة  ∫+
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  الحـل

من الواضح أنّ  1.
0

( , )df t x t

π

[تنتمي إلى  xمعرّف إذا وفقط إذا كانت  ∫ 1, 1[− + .

1نا تغيير المتحول فيدوعندئذ ي
2arctan

1

x
t u

x

 +  =    − 
  أن نكتبَ  في 

22 2
0 0

d 2 d

1 cos 11 1

t u

x t ux x

π
π

∞

= =
+ +− −

∫ ∫  

ملات التابعة لوسيط، حيث نترك تفاصيل التوثقّ من تحقّق يمكن تطبيق نظريةّ اشتقاق التكا 2.
  الشروط للقارئ، فنجد أنّ 

2 2 2 2
0

cos d

(1 cos ) 1 (1 ) 1

t t x

x t x x x

π
π π′ = = −   + − − −

∫  

  ونستنتج من هذا أيضاً أنّ 

2 2
0 0 0

2

2 2 2

2 2

d d cos
d

1 cos(1 cos ) (1 cos )

1 (1 ) 1

(1 ) 1

t t t
x t

x tx t x t

x

x x x

x x

π π π

π π

π

= −
++ +

= +
− − −

=
− −

∫ ∫ ∫

  

ق من تحقّق الشروط نترك تفاصيل التوثّ  إذيمكن تطبيق نظريةّ اشتقاق التكاملات التابعة لوسيط،  2.
  للقارئ، فنجد باشتقاق التابعين السابقين أنّ 

2 2

3 2 2 2 2 2
0

cos d 1 1 2

2 2(1 cos ) (1 ) 1 (1 ) 1

t t x x

x t x x x x

π
π π

′  + = = ⋅  + − − − ⋅ − 
∫  

  و

3 2 2 2 2 2
0

cos d 1 3

2 2(1 cos ) (1 ) 1 (1 ) 1

t t x

x t x x x x

π
π π

′  = − = − ⋅  + − − − − 
∫  
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  وبملاحظة أنّ 

3 2 3

1 1 cos

(1 cos ) (1 cos ) (1 cos )

t
x

x t x t x t
= −

+ + +
  

  نجد بسهولة قيمة التكامل الأخير:

3 2 3
0 0 0

2

2 2 2 2 2

2

2 2 2

d d cos
d

(1 cos ) (1 cos ) (1 cos )

3

2(1 ) 1 (1 ) 1

2

2 (1 ) 1

t t t
x t

x t x t x t

x

x x x x

x

x x

π π π

π π

π

= −
+ + +

= + ⋅
− − − −

+
= ⋅

− −

∫ ∫ ∫

  

  ú  .الحلوبذا يتم 

J  درس تحوّلات التابع ا 15.التمرين
1

2 2 2
0

d
( )

(1 )( )

t
F x

t x t
=

− −
كافئاً لقيمة مُ  دْ ، ثمّ جِ ∫

( )F x  وفي جوار+1في جوار ، +∞.  

  الحـل

]\معرّف على  Fالتابع  1,1]−ℝ  ال1]وهو زوجي ومتناقص وضوحاً على ا, ونلاحظ  .∞+]
1أنه مهما تكن  x<  يكن  

1 1

2 2 2
0 0

1 d 1 d
( )

1 1 1

t t
F x

x t x t
≤ ≤

− − −
∫ ∫  

  وعليه نجد

2 2

2 1
1, 1 ( )

1 1 1/

x x
x F x

x xπ
∀ > ≤ ≤ =

− −
  

  ومن ثمَّ 

3

1
( )

2
F x O

x x

π  = +   
  .∞+في جوار  
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  ، لنعرّف إذن+1المسألة أعقد في جوار 
1

2 2 2
0

d
1, ( )

(1 )( )

t t
x J x

t x t
∀ > =

− −
∫  

بإجراء تغيير المتحوّل : 
2 21 1

2 2

x x
t u

+ −
  في التكامل السابق نجد ֏−

2
2

2
2

1
1

1
12

2
11

1 d 1 1 1
( ) ln( 1) ln

2 2 2 11

x
x

x
xu x

J x u u
xu

+
+

−
−  + = = + − =

  − −
∫  

  ولنعرّف من جهة ثانية 
1

2 2
0

1
1, ( ) ( ) ( ) d

(1 )( )

t
x H x F x J x t

t x t

−
∀ > = − =

+ −
∫  

  و

2 2

1
: [1, [ [0,1] , ( , )

(1 )( )

t
h h x t

t x t

−
+∞ × → =

+ −
ℝ  

  :ما يأتيما فنجد 

1مهمــا تكــن  � x<  يكــن التــابع( , )t h x t֏  ويقبــل المكاملــة علــى  [0,1]مســتمراً علــى
  هذا اال.

)يكن التابع ، [0,1]من  tمهما تكن  � , )x h x t֏  1]مستمراً على, [+∞.  

 وإذا عرفّنا �

1
: [0,1] , ( )

1
g g t

t
→ =

+
ℝ  

  لاحظنا أنّ 
1

( , ) [1, [ [0,1], ( , ) ( )
1

x t h x t g t
t

∀ ∈ +∞ × ≤ =
+

  

والتكامل   
1

0
( )dg t t∫  .ٌمتقارب  
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   نستنتج إذن أنّ التابع
1

0

( ) ( , )dx H x h x t t= ∫֏  

,1]على  مستمر تابعٌ    ، وبوجه خاص ∞+]
1

1
0

d
lim ( ) (1) ln2

1x

t
H x H

t+→
= = =

+∫  

  نرى أنّ  Hوبالعودة إلى تعريف 

1

1 3
lim ( ) ln( 1) ln2

2 2x
F x x

+→

  + − =  
  

  أو

   1 3
( ) ln( 1) ln2 ( 1)

2 2
F x x o x= − − + + −   

  ú  .+1في جوار 

J  ليكن 16.التمرين f تابعاً حقيقيّاً معرفّاً ومستمراًّ ومتناقصاً على +ℝ ولنفترض أنّ التّكامل ،

المعمّم 
0

( )df t t
∞

)1 التوابع متتالية، ℕ∗من  nكانت   أياًّ متقارب. نعرّف ∫ )n nu ≥ 

) بالعلاقة: ) ( )nu x f nx=.  

)أثبت أنّ المتسلسلة  1. )nu x∑  0كانت   أياًّ ذات حدود موجبة ومتقاربة متسلسلة x<، 

  : وأنّ 

1 0
1

( )d ( ) ( )dn
n

f tx t u x f tx t

+∞∞ ∞

=

≤ ≤∑∫ ∫  

+مستمرّ على  ،nuمجموع المتسلسلة ذات الحدّ العامّ  ،Sأثبت أنّ  2.
∗ℝ.  

أثبت أنّ  3.
00

lim ( ) ( )d
x
xS x f u u

∞

→
= . متى يكون مجموع المتسلسلة ذات الحدّ العامّ ∫

( )nx xu x֏  مستمراًّ على+ℝ؟  
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  الحـل

))نلاحظ أنّ 1. 1) ) ( ) ( )f n x f tx f nx+ ≤ ]من  tوذلك مهما تكن  ≥ , 1]n n + ،
  ليه يكون لديناعو 

  
1

10, , ( ) ( )d ( )

n

n n

n

x n u x f tx t u x

+

+∀ > ∀ ∈ ≤ ≤∫ℕ   �  

  وعليه يكون
1

11 0

( )d ( ) ( )d

n nn

m
m

f tx t u x f tx t

+

=

≤ ≤∑∫ ∫  

)وهذا يثبت تقارب المتسلسلة  )nu x∑  0كانت   أياًّ وذلك x< ّونجد أيضاً أن .  

  
11 0

( )d ( ) ( )dn
n

f tx t u x f tx t

∞ ∞∞

=

≤ ≤∑∫ ∫  �  

  ، �ونجد بأسلوب مماثل، انطلاقاً من 2.

11

0, , ( )d ( ) ( )dm
m nn n

x n f tx t u x f tx t

∞ ∞∞

= ++

∀ > ∀ ∈ ≤ ≤∑∫ ∫ℕ  

  وعليه يكون

* 1
0, , 0 ( ) ( ) ( )dn

nx

x n S x S x f u u
x

∞

∀ > ∀ ∈ ≤ − ≤ ∫ℕ  

  إذن

1
0, sup ( ) ( ) ( )dn

x a
na

a S x S x f u u
a

∞

>
∀ > − ≤ ⋅ ∫  

∗على كل مجموعة متراصّة من  ∑nuرب المنتظم لمتسلسلة التوابع وهذا يثبتُ التقا
+ℝ ويبرهن .

∗على  Sاستمرار اموع 
+ℝ.  

  نجد أنّ  �بالاستفادة من  3.
( 1)

1 0

( )d ( ) ( )d

n x nxn

m
mx

f u u xu x f u u

+

=

≤ ≤∑∫ ∫  
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  وعليه يكون

0 0

0 ( )d ( ) ( )d

x

f u u xS x f u u

∞

≤ − ≤∫ ∫  

وهذا يبرهن على أنّ 
0

0

lim ( ) ( )d
x

xS x f u u
+

∞

→
= ∫.  

ومن الواضح أنّ اموع
1

( )n
n

x xu x

∞

=
يكون مستمراًّ عند الصفر إذا كانت ايته عندما  ֏∑

أي إذا وفقط إذا كان ، 0مساوية قيمته عند 0لى إ xتسعى 
0

( )d 0f u u

∞

. وهذا يكافئ، ∫=

0fتابعاً مستمراًّ وموجباً، أن يكون  fبسبب كون  =.  ú  

J  ليكن   16.التمرينp  1[من, ضع ن .∞+]
0

( ) d
1

tx

p

e
g x t

t

+∞ −
=

معرّف  g. أثبت أنّ ∫+

ة الأعداد الحقيقيّة على مجموع ∞C على مجموعة الأعداد الحقيقيّة الموجبة وأنهّ من الصف
  الموجبة تماماً.

  الحـل

0لتكن  .ℝ+معرّف على  gمن الواضح أنّ التابع  a< ولنضع ،[ , [J a= ، ثمُّ لنتأمّـل ∞+
  التابع 

( )
: : ( , )

1

n tx

n p

t e
f J x t

t

−

+
−

× →
+

ℝ ℝ ֏  

  يلي: نلاحظ ما
)التابع  كان،  Jمن  xكان   أياًّ  � , )nt f x t֏  مستمراًّ على+ℝ  وهو يقبل المكاملة

  لأنّ  ℝ+على 
/2( , ) , ( , ) ta

n nx t J f x t M e−
+∀ ∈ × ≤ℝ  

  حيث
/2

0

2
sup

1

nn ta

n p
t

t e n
M

eat

−

≥

    = ≤      + 
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  يمكننا أن نعرّف إذن 

0

( ) ( , )dn nH x f x t t

∞

= ∫  

)التابع  ، كانℝ+من  tأياًّ كانت  � , )nx f x t֏ قابلاً للاشتقاق علىJ ّونلاحظ أن ،  

1( , ) , ( , ) ( , )n nx t J f x t f x t
x

+ +
∂

∀ ∈ × =
∂

ℝ  

1وتكامله  tبالنسبة إلى  مستمر وهو تابع    1

0

( ) ( , )dn nH x f x t t

∞

+ +=   متقاربٌ. ∫

  وأخيراً نرى مباشرة أنّ  �
/2

1( , ) , ( , ) ta
n nx t J f x t M e

x

−
+ +

∂
∀ ∈ × ≤ ⋅

∂
ℝ  

2/والتكامل   

0

dtae t

∞
  متقاربٌ. ∫−

وأنّ  Jقابلٌ للاشتقاق على  nHلوسيط، نجد أنّ إذن استناداً إلى مبرهنة اشتقاق التكاملات التابعة 
1nHمشتقّه هو  +.  

نّ التابع ، nبالتدريج على  ،نستنتج من ذلك )0أ ) ( )x g x H x=֏  ًقابلٌ للاشتقاق عددا
  وأنّ  Jئيّاً من المرات على لاا

( )

0

( )
, ( ) d

1

n tx
n

p

t e
x J g x t

t

∞ −−
∀ ∈ =

+∫  

0كان   لـمّاو  a<  ّعدداً كيفيّاً استنتجنا أنg  ينتمي إلى الصفC∞  على+ℝ  ّوأن  

  ( )

0

( )
, , ( ) d

1

n tx
n

p

t e
x n g x t

t

∞ −
∗
+

−
∀ ∈ ∀ ∈ =

+∫ℝ ℕ  ú  

J  2 ليكن  18.التمرين

0
( ) cos(2 )dtf x e xt t

∞ −=  1Cالصف  ينتمي إلى f. أثبت أنّ ∫

). ثمُّ أثبت أنّ ℝ على ) 2 ( ) 0f x xf x′ +    .fواستنتج عبارة  =

2نقبل أنّ 

0
d /2te t π

∞ − =∫.  
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  الحـل

  لنعرّف التابع
2

: , ( , ) cos(2 )tf f x t e xt−
+× → =ℝ ℝ ℝ  

  ولنلاحظ ما يلي :
)فالتــابع  ℝمــن  xمهمــا يكــن  � , )t f x t֏ مســتم علــى  ر+ℝ  وتكاملــه الــذي يعــرّف

F .ٌمتقارب  
)فالتابع  ℝمن من  tمهما تكن  � , )x f x t֏  يقبل الاشتقاق علىℝ ويحقّق  

2

( , ) 2 sin(2 )tf
x t te xt

x

−∂
= −

∂
  

  .tبالنسبة إلى  مستمر وهو تابع   

2وأخيراً نلاحظ أنّ التكامل  �

0

dtte t

∞
  متقاربٌ وأنّ  ∫−

2

( , ) , ( , ) 2 tf
x t x t te

x

−
+

∂
∀ ∈ × ≤

∂
ℝ ℝ  

، ℝيقبل الاشتقاق على  Fإذن استناداً إلى مبرهنة اشتقاق التكاملات التابعة لوسيط نستنتج أنّ 
  وأنّ 

2

2 2

0

0
0

( ) 2 sin(2 )d

sin(2 ) 2 cos(2 )d

2 ( )

t

t t

F x te xt t

e xt xe xt t

xF x

∞
−

∞
∞

− −

′ = −

 = −  

= −

∫

∫  

2نستنتج من ذلك أنّ 

, ( ( )) 0xx e F x ′∀ ∈ =ℝ 2، أي إنّ التابع

( )xx e F x֏  ٌتابع
  . وعليهℝثابتٌ على 

  2 2

, ( ) (0)
2

x xx F x F e e
π− −∀ ∈ = =ℝ  ú  
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J  0 في حالةنعرّف  19.التمرينx  المقدار  ،≤
2

2

2
0

( ) exp d
x

F x t t
t

+∞   = − −   ∫ أثبت .

على  1Cمستمرّ ومحدود على مجموعة الأعداد الحقيقيّة الموجبة، وأنهّ من الصف  F أنّ 
∗
+ℝ ّ2. ثمُّ أثبت أنF F′ =   .Fواستنتج عبارة  −

  الحـل

لنعرّف التابع   
2

2

2
: , ( , ) exp

x
f x t t

t

∗
+

  × → − −   
ℝ ℝ ℝ ֏.  

)فالتابع  ،ℝمن  xمهما يكن  � , )t f x t֏  على  مستمر∗
+ℝ.  

∗من  tمهما تكن  �
+ℝ ، يكن التابع( , )x f x t֏  مستمراًّ علىℝ.  

2وأخيراً التكامل  �

0
dte t

∞   متقاربٌ ولدينا ∫−
2

( , ) , ( , ) tx t f x t e∗ −
+∀ ∈ × ≤ℝ ℝ  

نستنتج من ذلـك أنّ التـابع 
0

( ) ( , )dF x f x t t

∞

= ∫  علـى  مسـتمرℝ كمـا نلاحـظ مباشـرة أنـّه .

  تابع زوجي ويحُقق المتراجحة

2

0

, 0 ( ) d
2

tx F x e t
π

∞
−∀ ∈ ≤ ≤ =∫ℝ  

0لتكن  a<،  وليكن[ , [aJ a=   ، ثمُّ لنعرّف∞+
2

2

2
: , ( , ) expa

x
g J x t t

t

∗
+

  × → − −   
ℝ ℝ ֏  

)فالتابع  aJمن  xمهما يكن  � , )t g x t֏  على  مستمر∗
+ℝ  وتكامله الذي يعرّف

( )F x .ٌمتقارب  
∗من  tمهما تكن  �

+ℝ  فالتابع( , )x g x t֏ يقبل الاشتقاق علىaJ ويحقّق  
2 2 2/

2

2
( , ) t x tx
g x t e e
x t

− −∂
= −

∂
  

∗على  مستمر وهو تابع   
+ℝ  بالنسبة إلىt.  



 408 التكاملات المعمّمة أو المعتلّة والتكاملات التابعة لوسيط

2وأخيراً نلاحظ أنّ التكامل  �

0
dte t

∞ 1متقاربٌ وأنّ  ∫−

0

sup( )u

u

ue e− −

>
  ، إذن=

2 2 2 2
2

/

2

2 2
( , ) , ( , ) t x t t

a

g x
x t J x t e e e

x x aet

∗ − − −
+

 ∂  ∀ ∈ × = ⋅ ≤ ⋅  ∂  
ℝ  

، aJيقبل الاشتقاق على  Fإذن استناداً إلى مبرهنة اشتقاق التكاملات التابعة لوسيط نستنتج أنّ 

2وأنّ مشتقّه هو  2 2/

2
0

2
dt x tx

e t
t

∞
− −−

0كان   لـمّاو  .∫ a<  ّعدداً كيفياًّ استنتجنا أنF  يقبل

∗الاشتقاق على 
+ℝ ّوأن ،  

2
2

2 2
0

2
2

2
0

2
0, ( ) exp d

2 exp d 2 ( ) /

x x
x F x t t

t t

x
u u F x u x t

u

∞

∞

 − ′ ∀ > = − −   

  = − − − = − ←   

∫

∫ �

  

,20 ومنه ( ( )) 0xx e F x ′∀ >    يحُقق ℝفي  λوهذا يثبت وجود ، =

20, ( ) xx F x eλ −∀ > =  

(0) إذن 0عند  مستمرF  ولكنّ 
2

F
π

λ = زوجياً  Fوبالاستفادة من كون التابع ، =

  نستنتج أنّ 

  2| |, ( )
2

xx F x e
π −∀ ∈ =ℝ  ú  

J  ليكن  20.التمرين+:f →ℝ ℝ  ًمستمراًّ، ولنفترض وجود عددين حقيقيّين موجبين  تابعا
,+ بحيث يتحقّق mوعدد طبيعيّ  bو aتماماً  ( ) mt f t at b∀ ∈ ≤ +ℝ .  

نضع 
0

( ) ( ) dtxg x f t e t
∞ −= 0كانت   أياًّ ، ∫ x<.  

  قارب على مجموعة الأعداد الحقيقيّة الموجبة تماماً.أثبت أنّ هذا التّكامل مت 1.

)على مجموعة الأعداد الحقيقيّة الموجبة تماماً. احسب  ∞Cمن الصّفّ  gأثبت أنّ  2. )ng  في
nحالة  ∗∈ ℕ ّوأثبت أن .lim ( ) lim ( ) 0

x x
g x g x

→+∞ →+∞
′= =.  
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  الآتي: التابع هو fيأتي نفترض أنّ فيما   
2(1 cos )/ : 0

( )
1/2 : 0

t t t
f t

t

 − >=  =
.  

g احسب3. 0xعندما  gواستنتج عبارة  ′′ مستمرّ على مجموعة الأعداد  g. أثبت أنّ <

واستنتج قيمة  g(0)الحقيقيّة الموجبة. احسب 
0

sin
d
t
t

t

+∞

∫.  

  الحـل

  لنعرّف العدد

/2

0

2
( , ) sup

n

n tc

t

n
M n c t e

ce

−

>

 = =   
.  

0كانت   أياًّ لنلاحظ أنهّ  1. x< فلدينا  
( ) /2, ( ) ( , /2)tx xtt f t e aM m x b e− −

+∀ ∈ ≤ +ℝ  

وهذا يثبت تقارب التكامل 
0

( ) ( ) dtxg x f t e t
∞ −= 0كانت   أياًّ وذلك  ∫ x<.  

0لتكن 2. c< ، وليكن[ , [cJ c=   ، التابعℕمن  nفي حالة ، ثمُّ لنعرّف، ∞+
: , ( , ) ( ) ( )n tx

n c nh J h x t t f t e−
+× → = −ℝ ℝ  

)فالتابع ، cJمن  xمهما يكن  � , )nt h x t֏  على   مستمر+ℝ  ّوتكامله متقاربٌ لأن  
/2( , ) , ( , ) ct

c n nx t J h x t A e−
+∀ ∈ × ≤ℝ  

) حيث   , /2) ( , /2)nA aM n m c bM n c= + +.  
)فالتابع  ،ℝ+من  tمهما تكن  � , )nx h x t֏  يقبل الاشتقاق علىcJ ويحقّق  

1( , ) ( , )n
n

h
x t h x t

x
+

∂
=

∂
  

  .tبالنسبة إلى  ℝ+على  مستمر وهو تابع   

2/وأخيراً نلاحظ أنّ التكامل  �

0
dcte t

∞   متقاربٌ وأنّ  ∫−

1 /2
1( , ) , ( , )n ct

c n

h
x t J x t A e

x

+ −
+ +

∂
∀ ∈ × ≤ ⋅

∂
ℝ  
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نستنتج إذن أنّ 
0

: ( , )dn nH x h x t t
∞

وأنّ التابع المشتق هو  cJقابل للاشتقاق على  ֏∫

10التابع المعطى بالعلاقة 
( , )dnx h x t t+

∞

0كان العدد  لـمّا. و ֏∫ c<   ّكيفيّاً استنتجنا أن

nH  يقبل الاشتقاق على∗
+ℝ  1وأنّ التابع المشتق هوnH 0H. وأخيراً بملاحظة أنّ + g= 

∗على  ∞Cينتمي إلى الصف  gنرى أنّ 
+ℝ،  ّوأن  

( )

0

, , ( ) ( ) ( ) dn n txn x g x t f t e t

∞
∗ −
+∀ ∈ ∀ ∈ = −∫ℕ ℝ  

0xه في حالة ونلاحظ من جهة أخرى أنّ    لدينا ℕمن  nو  <

1
0 0

1
d dn tx n u

n
t e t u e u

x

∞ ∞
− −

+
=∫ ∫  

  وعليه نرى أنّ 

0

, lim d 0n tx

x
n t e t

∞
−

→∞
∀ ∈ =∫ℕ.  

  وهكذا، بملاحظة أنّ 

0 0

1

0 0

( ) d d

( ) d d

m tx tx

m tx tx

g x a t e t b e t

g x a t e t b te t

∞ ∞
− −

∞ ∞
+ − −

≤ +

′ ≤ +

∫ ∫

∫ ∫
  

  نستنتج أنّ 
lim ( ) lim ( ) 0
x x

g x g x
→+∞ →+∞

′= =.  

  يحُقق التابع  3.

2

1 cos
: 0

( )
1

: 0
2

t
t

tf t

t

 − >=  =

  

  لأنهّ تابع محدود. في نص المسألة  fمن التابع الخواص المطلوبة 
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  ومن ثمَّ يكون لدينا

( )

0 0

( )

0

2

1
( ) (1 cos ) d Re d

1
Re

1 1 1
Re

1

xt i x t

i x t

g x t e t e t
x

e

x i x

x

x i x x x

∞ ∞
− −

∞−

  ′′ = − = −     
 
 = −  − 
 = − = −  −  +

∫ ∫

  

limحظة أنّ وبملا ( ) 0
x

g x
→+∞

′   ، وبحساب التابع الأصلي نجد أنّ =

2

2

1
( ) ln

2 1

x
g x

x
′ =

+
  

lim، بملاحظة أنّ ومجدداً  ( ) 0
x

g x
→+∞

  ، وبحساب التابع الأصلي نجد=

2

2

1
( ) ln arctan

2 1

x x
g x

xx
= +

+
  

  أو

2

2 2
0

1 cos 1
0, d ln arctan

2 1

txt x x
x e t

xt x

∞
−−

∀ > = +
+∫  

  ر التكاملات التابعة لوسيط وملاحظة أنّ وبالاستفادة من مبرهنة استمرا

*2

2 2

1 cos 1 cos
( , ) , txt t
x t e

t t

−
+

− −
∀ ∈ ≤ℝ  

وأنّ التكامل 
2

0

1 cos
(0) d

t
g t

t

∞
−

= متقارب، نستنتج أنّ  ∫
0

(0) lim ( )
x

g g x
+→

  . أي=

2
0

1 cos
d

2

t
t

t

π
∞

−
=∫  
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  ولكن

2
00 0

0

1 cos 1 cos sin
d d

cos 1 sin
d

x xx

x

t t t
t t

t tt

x t
t

x t

 − − = − +
  

−
= +

∫ ∫

∫
  

، نجد أنّ التكامل ∞+تسعى إلى  xإذن بجعل 
0

sin
d
t
t

t

∞

  متقاربٌ وأنّ  ∫

  
2

0 0

sin 1 cos
d d

2

t t
t t

t t

π
∞ ∞

−
= =∫ ∫  ú  

J  2في حالة نعرّف  21.التمرين

2
( , ) 0,t x π ∈    المقدارين  :  

ln(1 cos cos )
( , )

cos

x t
f x t

t

+
  و   =

/2

0

( ) ( , )dF x f x t t

π

= ∫  

مستمرّ وقابل للاشتقاق على اال  F أثبت أنّ  1.
2

0, π    ثم احسب .F ′.  
) صيغةاستنتج عبارة مبسّطة ل 2. )F x  في حالةx  من

2
0, π   .  

:  سبق لحساب التكامل فدْ ممااست 3.
1

2
0

ln(1 )
d

1

u
u

u u

+

−
∫.  

  الحـل

ln(1نعلم أنّ التابع 1. )u
u

u

+
  . وعليهℝعلى  hمديد إلى تابع مستمر قابل للت ֏

من  xمهما يكن  �
2

0, π    ، فالتابعcos (cos cos ) ( , )t x h x t f x t=֏  ٌتابع
 على مستمر

2
0, π    .ٌوتكامله متقارب  

من  tمهما تكن  �
2

0, π    فالتابع ،( , )x f x t֏  يقبل الاشتقاق على
2

0, π    : ويحُقّق  
sin

( , )
1 cos cos

x
f x t
x x t

∂ −
=

∂ +
  

على  مستمر وهو تابع 
2

0, π     بالنسبة إلىt.  
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  وأخيراً نلاحظ أنّ  �
2

2
( , ) 0, , ( , ) 1

f
x t x t

x
π ∂ ∀ ∈ ≤   ∂

  

نستنتج إذن أنّ التابع 
2

0

ln(1 cos cos )
( ) d

cos

x t
x F x t

t

π

+
= يقبل الاشتقاق على  ֏∫

2
0, π    وأنهّ مهما تكن ،x  من

2
0, π    ،فلدينا  

2 2

/2 tan( /2)

2tan tan
0 0

sin 1
( ) d 2 d

1 cos cos 1x t

x

v

x
F x t v x

x t v

π

=

−′ = = − = −
+ +∫ ∫  

  نستنتج من ذلك أنّ 2.
2 2

2
0, , ( )

8 2

x
x F xπ π ∀ ∈ = −    

)استفدنا من أنّ  إذ )
2

0F π   . وعليه نكون قد برهنّا أنّ =

/2 2 2

2
0

ln(1 cos cos )
0, , d

cos 8 2

x t x
x t

t

π

π π+ ∀ ∈ = −   ∫  

0xيقتضي هذا في حالة    أنّ  =
/2 2

0

ln(1 cos )
d

cos 8

t
t

t

π
π+

=∫  

cosuوعندئذ يسمح تغيير المتحول  t=  ّأن نستنتج أن  

  
1 2

2
0

ln(1 )
d

81

u
u

u u

π+
=

−
∫  

  ú    وهي قيمة التكامل المطلوب حسابه.
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J  ليكن التابع  22.التمرين
0

d
( )

( 1)x

t
x f x

t t

+∞

=
+∫֏.  

) قيمةو أعط مكافئاً ل fأوجد مجموعة تعريف  1. )f x  0بجوارx =.  

  يقبل تناظراً يطلب تعيينه. fأثبت أن  2.

  .f لتابعمستمرّ على مجموعة تعريفه و احسب الحدّ الأدنى ل fأنّ  أثبت 3.

  الحـل

، وعليه ]0,1[من  xان إذا وفقط إذا ك ∞+وعند  0من الواضح أنّ التكامل يتقارب عند  1.

. لنجرِ تغيير المتحوّل ]0,1[هي fتكون مجموعة تعريف التابع 
1

t
u

t
=

+
  . نجد عندئذ أنّ 

1

2
0 0
1

1

0

d d
( ) (1 )

1 1(1 )

(1 ) d (1 , )

(1 ) ( )

x

x

x x

t u u
f x t t

u ut

u u u x x

x x

β

+∞ −
−

− −

 = + =   − − +

= − = −

= Γ − Γ

∫ ∫

∫  

  هما التابعان الأولرياّن المعروفان. وعليه نرى مباشرة أنّ  βو Γحيث 
]0,1[, ( ) (1 ) (1 )x xf x x x∀ ∈ = Γ − Γ +  

)إذن  )
0

lim 1
x
xf x

→
=.  

)يتّضح من العلاقة  2. ) (1 ) ( )f x x x= Γ − Γ  ّ1)أن ) ( )f x f x− ، وعليه يكون المنحني =
1متناظراً بالنسبة إلى المستقيم الذي مُعادلته  fالبياني للتابع 

2
x =.  

أيضاً على مجموعة تعريفه. ونحن نعلم أنّ  مستمرf  مستمراًّ استنتجنا أنّ  Γكان التابع   لـمّا 3.
ln Γ  ٌإذن نستنتج من ذلك أنّ التابع  ،تابع محدّبln ( )x f x֏  التابع محدّب على ا
  نفسه محدّباً على هذا اال. f. وعليه يكون التابع ]0,1[
  ، يكن]0,1[من  x، مهما تكن ومن ثمَّ 

( ) ( )1 1
2 2

( ) (1 ) ( )f f x f x f x≤ + − =  
  إذن

( )1
2]0,1[

inf ( )
x

f x f π
∈

= =  
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  نعلم أنّ استناداً إلى مادرسناه عن التوابع الأولرية أنّ  ،في الحقيقة

   ]0,1[, ( )
sin

x f x
x

π

π
∀ ∈ = ú  

J  ادرس وجود التابع  23.التمرين
2 2

2
0

ln( )
( ) d

1

x t
x f x t

t

+∞
+

=
، ثمُّ هوقابليّة اشتقاق ֏∫+

  .fعبارة بسيطة للتابع  دْ جِ 

  الحـل

  يكون لدينا ∞+في جوار  tعندما تكون 
2 2

2 2

ln( ) 2 ln

1

x t t

t t

+

+
∼  

  .∞+وهذا يقتضي تقارب التكامل في جوار 
0أمّا في جوار  t= 0، فالتكامل يكون غير معمّم في حالةx مل الـمُكا، ويُكافئ التابع ≠

2 lnt  0في حالةx   أياًّ متقارباً  f. وفي جميع الأحوال يكون التكامل الذي يعُرّف التابع =
  زوجي وضوحاً. f. والتابع ℝهي  f. إذن مجموعة تعريف التابع ℝمن  xكان 
0لتكن  a<، : ولنعرّف التابع  

2 2

2

ln( )
: [ , ] , ( , )

1

x t
h a a x t

t

∗
+

+
− × →

+
ℝ ℝ ֏  

]من  xمهما يكن  � , ]a a− ، فالتابع( , )t h x t֏  على  مستمر∗
+ℝ.  

∗من  tمهما تكن  �
+ℝ،  يكن التابع( , )t h x t֏  مستمراًّ على[ , ]a a−.  

)في حالة  وأخيراً لدينا � , )x t  من[ , ]a a ∗
+− ×ℝ ما يأتي  

2 2

2

2 2

2

2 ln ln(1 / )
( , )

1
2 ln ln(1 / )

( )
1

t x t
h x t

t

t a t
g t

t

+ +
≤

+
+ +

≤ =
+

  

والتكامل 
0

( )dg t t

∞

على كل مجال من النمط  fمتقاربٌ. يبرهن هذا على استمرار التابع  ∫

[ , ]a a− فهو إذن ، على  مستمرℝ 0، لأنّ العددa   كيفي.  <



 416 التكاملات المعمّمة أو المعتلّة والتكاملات التابعة لوسيط

0cلتكن  cJ,وليكن ، < c = +∞  ،التابع، ثمُّ لنعرّف  
2 2

2

ln( )
: , ( , )

1
c

x t
k J k x t

t
+

+
× → =

+
ℝ ℝ  

)فالتابع ، cJمن  xمهما يكن  � , )t k x t֏  على  مستمر+ℝ .ٌوتكامله متقارب  

)فالتابع ، ℝ+من  tمهما تكن  � , )x k x t֏  يقبل الاشتقاق علىcJ ويحقّق  

2 2 2

2 1
( , )

1

x
k x t
x x t t

∂
= ⋅

∂ + +
  

  .tبالنسبة إلى   ℝ+على مستمر وهو تابع   

وأخيراً نلاحظ أنّ التكامل  �
2

0

1
d

1
t

t

∞

  متقاربٌ وأنّ  ∫+

2

2 1
( , ) , ( , )

1
c

k
x t J x t

x c t
+

∂
∀ ∈ × ≤ ⋅

∂ +
ℝ  

التابع نستنتج إذن أنّ 
0

: ( , )df x k x t t

∞

  وأنّ التابع المشتق هو  cJعلى قابل للاشتقاق  ֏∫

2 2 2
0

2 1
d

1

x
x t

x t t

∞

⋅
+ +∫֏  

0كان العدد   لـمّاو  c<   ّكيفيّاً استنتجنا أنf  يقبل الاشتقاق على∗
+ℝ وأنّ التابع المشتق هو :  

2 2 2
0

2 1
( ) d

1

x
f x t

x t t

∞

′ = ⋅
+ +∫  

1xلنفترض مؤقتّاً أنّ    عندئذ يكون لدينا ≠

2 2 2 2 2 2 2

2 2 1 1

( )(1 ) 1 1

x x

x t t x x t t

 = −   + + − + +
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  وعليه يكون

2 2 2 2 2
0 0

2

2 2 1
( ) d d

1 1 1

2
(1 )

2 11

x x
f x t t

x x t x t

x
xx

π π

∞ ∞

′ = −
− + − +

= ⋅ ⋅ − =
+−

∫ ∫
  

1وتبقى هذه النتيجة صحيحة في حالة  x=  أيضاً بسبب استمرار التابعf . وعليه يوجد ثابت ′
c قيحُق   

0, ( ) ln(1 )x f x x cπ∀ > = + +  
  ، إذنℝعلى  مستمرf  ولكنّ التابع 

2
0

ln
(0) 2 d

1

t
c f t

t

∞

= =
+∫  

1ولكنّ تغيير المتحوّل 
t

u
cسمح لنا أن نستنتج أنّ ي ֏ c= 0cيكون ف، −   . إذن=

0, ( ) ln(1 )x f x xπ∀ > = +  
  زوجيّاً نرى أنّ  fوبالاستفادة من كوْن التابع 

  ( ), ( ) ln 1 | |x f x xπ∀ ∈ = +ℝ ú  

J  ليكن التابع    24.التمرينg المعرّف بالعلاقة  :
0

cos( )
( ) d

1

ax
g a x

x

+∞

=
+∫.  

  وأنهّ تابع زوجيّ. ℝ∗معرّف على  gأثبت أنّ  1.
عدداً طبيعياًّ موجباً  nليكن . عدد حقيقيّ موجب تماماً  aنفترض حتىّ اية المسألة أنّ 

:  المعرّف بالعلاقة ngتماماً وليكن التطبيق 
0

cos( )
( ) d

1

n

n

ax
g a x

x
=

+∫.  

 ngتكون متتالية التوابع  0a عدد حقيقيّ موجب تماماً  في حالةتمرّ وأنهّ مس ngأثبت أنّ  2.
]0على اال  g منمتقاربة بانتظام  [,a +∞.  
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  :لآتيتينا العلاقتينصحّة أثبت  3.

0

cos
( ) d (1)

cos sin
( ) cos d sin d (2)

a a

u
g a u

a u

u u
g a a u a u

u u

+∞

+∞ +∞

=
+

= +

∫

∫ ∫
  

  .(2)تقارب التكاملين الواردين في العلاقة  معلّلاً 
) لمقداراستنتج أنّ ل 4. ) ln( )g a a+  اية منتهية عندما تسعىa دْ جِ ثمُّ  ،إلى الصفر 

) لمقداراً لكافئمُ  )g a 0جوار فيa =.  
)ت أنّ بأث 5. )a g a  محدود عندما تتناهىa ماذا بشأن تقارب التكامل . ∞+ إلى

2

0

( )dg a a

∞

  ؟∫

  الحـل

0لتكن  1. a≠ ّعندئذ نرى بسهولة أن ،  

2
00 0

2
0

cos sin sin
d d

1 (1 ) (1 )

sin sin
d

(1 ) (1 )

A AA

A

ax ax ax
x x

x a x a x

aA ax
x

a A a x

 
 = +
 + + + 

= +
+ +

∫ ∫

∫
  

كان التكامل   لـمّاو 
2

0

sin
d

(1 )

ax
x

a x

∞

sinمتقارباً بالإطلاق، و ∫+
lim 0

(1 )A

aA

a A→∞
=

+
، استنتجنا 

)كامل الذي يعرّف تقارب الت )g a.  من ثمَّ و  

2
0 0

cos sin
, ( ) d d

1 (1 )

ax ax
a g a x x

x a x

∞ ∞
∗∀ ∈ = =

+ +∫ ∫ℝ  

)ومن الواضح أنّ  )a g a֏ تابع زوجي على∗ℝ.  ّلذلك سنفترض من الآن فصاعداً أنa  تنتمي
∗ إلى

+ℝ.  
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متتالية التوابع بالاستفادة من مبرهنة استمرار التكاملات التابعة لوسيط نرى بسهولة أنّ  2.

( )
0n n

g
≥

المعرفّة بالصيغة  
0

cos
( ) d

1

n

n

ax
g a x

x
=

  .ℝالمستمرةّ على هي متتالية من التوابع  ∫+

00لتكن  a< ولنبرهن أنّ متتالية التوابع ( )
0n n

g
≥

 على gالتابع  منتتقارب بانتظام  

0 0[ , [aJ a= من a. في الحقيقة، مهما تكن ∞+
0a
J :يكن  

2

2

cos sin sin
( ) ( ) d d

1 (1 ) (1 )

sin sin
d

(1 ) (1 )

n

nn n

n

ax ax ax
g a g a x x

x a x a x

an ax
x

a n a x

∞ ∞∞

∞

 
 − = = +
 + + + 

= +
+ +

∫ ∫

∫
  

  ومن ثمَّ 

2

1 d 2
( ) ( )

(1 ) (1 )(1 )
n

n

x
g a g a

a n a na x

∞

− ≤ + =
+ ++∫  

  وعليه يكون

0 0

2
1, sup ( ) ( )

( 1)
a

n
a J

n g a g a
a n∈

∀ ≥ − ≤
+

  

وهذا يثبت التقارب المنتظم على 
0a
J للمتتالية( )

0n n
g

≥
 على مستمرg  التابع ف. gمن التابع  

0a
J ، 00وذلك مهما تكن a< إذن .g  تابع على مستمر ∗

+ℝومن ثمَّ على ، ∗ℝ  ّلأن g 
  زوجي.

0نذكّر هنا أنّ  3. a< بإجراء تغيير المتحوّل  (1)، تنتج العلاقةax u= ، ّفنجد أن  

0

cos
( ) d

u
g a u

a u

∞

=
+∫  

  وعليه نرى أنّ 

cos( ) cos cos sin sin
0, ( ) d d

a a

t a a t a t
a g a t t

t t

∞ ∞
− +

∀ > = =∫ ∫  
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  لكن نعلم أنّ و 

2

2

sin 1 cos 1 cos
d d

cos sin sin
d d

A AA

aa a
A AA

aa a

t t t
t t

t t t

t t t
t t

t t t

 − − = +
  

 
 = +
  

∫ ∫

∫ ∫
  

sinأنّ التكاملين  رىن ،∞+تسعى إلى  Aبجعل  ،إذن
d

a

t
t

t

∞

cosو ∫
d

a

t
t

t

∞

  متقاربان وأنّ  ∫

2

2

sin 1 cos 1 cos
d d

cos sin sin
d d

a a

a a

t a t
t t

t a t

t a t
t t

t a t

∞ ∞

∞ ∞

− −
= − +

= − +

∫ ∫

∫ ∫
  

  إذن

cos sin
0, ( ) cos d sin d

a a

t t
a g a a t a t

t t

∞ ∞

∀ > = ⋅ + ⋅∫ ∫  

  لنلاحظ أنّ  4.
1

1 1

cos cos 1 cos d
d d d

a

a a

t t t t
t t t

t t t t

∞ ∞
−

= − −∫ ∫ ∫ ∫  

1ولكنّ التابع  cost
t

t

−
التكامل  ، وعليه يكونℝيقبل التمديد إلى تابع مستمر على  ֏

 الـمُعمّم
1

0

1 cos
d
t
t

t

−
  متقارباً، إذن ∫

1

0
1 0

cos cos 1 cos
lim ln d d d
a

a

t t t
a t t t

t t t+

∞ ∞

→

  − + = −    
∫ ∫ ∫  

0وبملاحظة أنهّ مهما تكن  a< فلدينا  

cos sin
( ) ln (1 cos )ln cos ln d sin d( )

a a

t t
g a a a a a a t a t

t t

∞ ∞

+ = − + + +∫ ∫  
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  نستنتج أنّ 

( )
1

0
1 0

cos 1 cos
lim ( ) ln d d
a

t t
g a a t t

t t+

∞

→

−
+ = −∫ ∫  

  وعليه يكون

0

1
( ) ln

| |
g a

a
∼  

  نرى أنّ  1.استناداً إلى العلاقة التي أثبتناها في  5.

*

2
0

sin
, ( ) d

(1 )

ax
a ag a x

x

∞

∀ ∈ =
+∫ℝ  

  ومن ثمَّ يكون لدينا

*

2
0

1
, ( ) d 1

(1 )
a ag a x

x

∞

∀ ∈ ≤ =
+∫ℝ  

)وعليه فالتابع  )a g a֏  الخاصّة  ∞+يحُقّق في جوار( )2

2 1( )
a

g a O=  0ويحُقّق في جوار 

)الخاصّة  )2 2( ) lng a O a= ولأنّ التكاملين .
1

2

0

ln da a∫ و
2

1

da

a

∞

متقاربان نستنتج أنّ  ∫

2التكامل 

0

( )dg a a

∞

  ú  متقارب أيضاً. ∫

  
J  0 ليكن 25.التمرينa b>   . وليكن<

0

( ) cos  d
at bte e

I x xt t
t

+∞ − −−
= ∫  

)أثبت أنّ  )I x معرّف على مجموعة الأعداد الحقيقيّة.احسب ( )I x.  

  يمكن اشتقاق ما داخل التكامل. .مساعدة
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  الحـل

  لنعرّف

cos : 0
: , ( , )

: 0

bt ate e
xt t

f f x t t
a b t

− −

+

 − >× → =  − =

ℝ ℝ ℝ  

كان التكامل   لـمّا
0

d
bt ate e

t
t

− −∞ −
)متقارباً، استنتجنا أنّ  ∫ )x I x֏  معرّف علىℝ.  

  : يأتيوكذلك نلاحظ ما 
)فالتابع ، ℝمن  xمهما يكن  � , )t f x t֏  على مستمر +ℝ، .ٌوتكامله متقارب  
)فالتابع ، ℝ+من  tمهما تكن  � , )x f x t֏  يقبل الاشتقاق علىℝ، ويحقّق  

( , ) ( )sinat btf
x t e e xt

x

− −∂
= −

∂
  

  .tبالنسبة إلى  ℝ+على مستمر وهو تابع 

وأخيراً نلاحظ أنّ التكامل  �
0

( )dbt ate e t
∞ −   متقاربٌ وأنّ  ∫−−

( , ) , ( , ) bt atf
x t x t e e

x

− −
+

∂
∀ ∈ × ≤ −

∂
ℝ ℝ  

نستنتج إذن أنّ 
0

( ) ( , )dx I x f x t t
∞

=   المشتق هو: وأنّ  ℝقابل للاشتقاق على  ֏∫

( )( ) ( )

0 0

2 2 2 2

( ) ( )sin d Im d

1 1
Im

at bt a ix t b ix tI x e e tx t e e t

x x

a ix b ix a x b x

∞ ∞− − − + − +′ = − = −
 = − = −  − −  + +

∫ ∫
  

   يحُقق kثابت  ℝفي  وعلى هذا، يوجد
2 2

2 2

1
, ( ) ln

2

a x
x I x k

b x

+
∀ ∈ = +

+
ℝ  

limنستنتج مباشرة أنّ  Riemann ريمان مبرهنة عمالوباست ( ) 0
x
I x

→∞
ن لا بدُّ أن يكون ، إذ=

0k   ، وعلى هذا نرى أنّ =

  
2 2

2 2

1
, ( ) ln

2

a x
x I x

b x

+
∀ ∈ =

+
ℝ ú  
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J  1 كان  أياًّ نعرّف،  26.التمرينx ≥  قدار، الم−
/2

2

0
( ) ln(1 sin )dG x x t t

π

= +∫.  

]مستمرّ على  Gأثبت أنّ  1. 1, [− [وقابل للاشتقاق على  ∞+ 1, [− +∞.  

)احسب  2. )G x′  1عندما x− <.  

)استنتج عبارة  3. )G x  1عندما x− ≤.  
  الحـل

0لتكن  a≤ 2. نلاحظ مباشرة أن التابع( , ) ln(1 sin )x t x t+֏  بالنسبة إلى كل مستمر
على  tو xمن 

2
1, 0,a π  − ×      ّوأن ،  

2 2 2ln(1 sin ) ln(1 sin ) ln(cos )x t a t t+ ≤ + −  
)وذلــــك مهمــــا تكــــن  , )x t  مــــن

2
1, 0,a π  − ×     .  نســــتنتج إذن أنّ التــــابعG  معــــرّف و مســــتمر 

]على  1, ]a− ومن ثمَّ على ،[ 1, [−   عددٌ كيفي. aلأنّ  ،∞+

[عنصراً من  αكن يل 1,   ، ولنتأمّل التابع−]0
2

2
: [ , [ [0, ] , ( , ) ln(1 sin )f x t x tπα +∞ × → +ℝ ֏  

  نلاحظ ما يلي :
]من  xمهما يكن  � , [α )فالتابع ، ∞+ , )t f x t֏  على  مستمر

2
[0, ]π.  

 من tمهما تكن  �
2

[0, ]π،  فالتابع( , )x f x t֏  يقبل الاشتقاق على[ , [α   ويحقّق ∞+
2

2

sin
( , )

1 sin

f t
x t

x x t

∂
=

∂ +
  

 على مستمر تابع  وهو
2

[0, ]π بالنسبة إلى t.  

  وأخيراً نلاحظ أنّ  �

2

1
( , ) [ , [ [0, ], ( , )

1

f
x t x t

x
πα

α

∂
∀ ∈ +∞ × ≤

∂ +
  

]قابل للاشتقاق على  Gنستنتج إذن أنّ  , [α   وأنّ التابع المشتق هو: ∞+
/2 2

2
0

sin
( ) d

1 sin

t
G x t

x t

π

′ =
+∫  

[اختياري من اال  αولأنّ العدد  1, [، نستنتج أنّ هذا يبقى صحيحاً على −]0 1, [− +∞.  
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0xلنفترض دف الحساب فقط أنّ  cotu، ولنجرِ تغيير المتحوّل ≠ t=  في( )G x′:  
/2 2

2 2 2
0 0

2 2
0 0

sin d
( ) d

1 sin (1 )(1 )

1 d d

1 1

1 1

2 22 1 1 1

t u
G x t

x t u x u

u u

x u x u

x x x x

π

π π π

∞

∞ ∞

′ = =
+ + + +

   = −  + + +  
 = − = ⋅  + + + +

∫ ∫

∫ ∫  

0xوالنتيجة الأخيرة صحيحة أيضاً في حالة    لحساب المباشر في هذه الحالة.با =
(0)كان   لـمّاو  0G 1استنتجنا أنهّ مهما تكن  = x−   يكن لدينا : ≥

  
0

0

1 d
( )

1 1 2 1

ln(1 1 )

1 1
ln

2

x

x

t
G x

t t

t

x

π

π

π

= ⋅ ⋅
+ + +

 = + +  
+ +

=

∫

  

  ú    وهي النتيجة المرجوّة.

J  بعد أن تثبتَ تقاربه : الآتياحسب قيمة التكامل المعمّم    27.التمرين  
1 3

2
0

1
ln d

11

x x
x

xx

 + =   − −
∫I  

  الحـل

مل الـمُكانلاحظ أنّ التابع  �
3

2

1
: ln

11

x x
f x

xx

 +    − −
]تمر على مس ֏ ، وأنهّ ]0,1

 ما يأتي: −1يحُقّق في جوار 

1 1
( ) ln

11
f x O

xx

 =   − −
  

  متقاربٌ. Iفالتكاملُ 
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2tبإجراء تغيير المتحوّل  � x=  نرى أنّ التابع
2

22
1

3

x
x x

+
− تابعٌ أصلي  ֏−

للتابع 
3

21

x
x

x−
 وعليه فإنّ  ֏

3 2 2
2

2 2
00 0

2 2
2

2
0

1 2 1 2 2
ln d 1 ln d

1 3 1 31 1

2 1 2 2
1 ln d

3 1 3 1

TT T

T

x x x x x
x x x

x xx x

T T x
T x

T x

 + + + + = − − + − −− − 

+ + +
= − − +

− −

∫ ∫

∫

  

  نستنتج أنّ  1تسعى إلى  Tوبجعل 

1 13 2

2 2
0 0

1 1

2

2
0 0

/2 /2

2

0 0
/

0

n

2

si

1 2 2
ln d d

1 31 1

1 2
2 d 1 d

31

1
2 d 2 cos d

3

2 sin2 5

6 6

x

x x x
x x

xx x

x x x
x

π

π

θ

π

θ θ θ

θ θ π
π

←

 + + =  − − −

= − −
−

= −

 + = − =
  

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

���������������������������������
  

  إذن
1 3

2
0

1 5
ln d

1 61

x x
x

xx

π +  =  − −
∫  

 ú  .رجوةوهي قيمة التكامل الم
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J  دف هذه المسألة إلى حساب المقدار   28.التمرين  

0 1

1 1
lim sup

n k

nn x k

x

kx→∞ > =

 −      
∑  

  الجزء الأوّل

,بالاستفادة من المتراجحة  1. 1 xx x e∀ ∈ + ≤ℝ. رهن أنّ التابعب  

2
0

1
( ) d

x
ue u

x F x u
u

− −
= ∫֏  

  ، ثمُ ادرس تحولاته. ℝ كامل  معرّفٌ على
∗ينتمي إلى  ℓعدد حقيقي وحيد  استنتج أنهّ يوجد 2.

+ℝ ويحقّق ( ) 1F =ℓ.  
2 عدداً طبيعيّاً يحُقّق nكن يل 3. n≤ على ، ولنعرّف+ℝ التابع n∆ بالصيغة  

2
0

d
( ) 1 1 1

x n

n

u u
x u

n u

     ∆ = − + − −       
∫  

)اكتب  � )n x∆ ل تابع كثير ا صيغةبلحدود بالمتحوx.  
∗ينتمي إلى  nεوحيد حقيقي ، وبرهن أنهّ يوجد عدد∆nادرس تحوّلات التابع  �

+ℝ ،
) ويحُقّق ) 0n nε∆ =.  

)عين إشارة  � )n x∆  0تبعاً لكون nx ε≤ nأو > xε <.  

ln(1برهن أنّ التابع  4. )x
x

x

+
∗متناقص تماماً على  ֏

+ℝ ّواستنتج من ذلك أن ،  

12, , ( ) ( )n nn x x x∗
+ +∀ ≥ ∀ ∈ ∆ < ∆ℝ  

)2أنّ المتتالية  بين و    )n nε lim نضعمتناقصة، فهي من ثمَّ متقاربة.  ≤ n
n

ε
→∞

Λ=��،  ّأنه بين
2مهما تكن  n≤  4فلديناnεΛ ≤ ≤.  

)2نتأمّل متتالية التوابع  5. )n nf ≥ :  

2

(1 / ) 1
: 0

: ]0, 4] , ( )

0 : 4

n

n
n n

n

u n u
u

f f u u
u

ε

ε

 + − − < ≤→ =  < ≤

ℝ  
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  والتابع

  2

1
: 0

: ]0, 4] , ( )

0 : 4

ue u
u

f f u u
u

 − − < ≤ Λ→ =  Λ < ≤

ℝ  

4أثبت أنّ  � 4

0 0
lim ( )d ( )dn
n

f u u f u u
→∞

=∫ ∫.  
Λاستنتج من ذلك أنّ  � = ℓ.  

  الجزء الثاني

)1في هذا الجزء نتأمّل متتالية التوابع    )n nA ∗المعرفّة على  ≤
+ℝ  أتيكما ي :  

1

1 1
( )

n k

n n
k

x
A x

kx =

−
= ∑  

)1كما نتأمّل متتالية )n nv limقق من الأعداد الحقيقيّة تحمتناقصة  ≤ 0n
n
v v

→∞
= >.   

)1متتالية التوابع  لتكن 1. )n nh ∗المعرفّة على  ≤
+ℝ  :كما يأتي  

(1 / ) 1
: 0

( )
0 :

n

n
n

n

u n
u v

h u u
v u

 + − < ≤=  <

  

∗المعرّف على  h والتابع
+ℝ : بالصيغة  

1
: 0

( )
0 :

ue
u v

h u u
v u

 − < ≤=  <

  

أثبت أنّ   �
0 0

lim ( )d ( )dn
n

h u u h u u
∞ ∞

→∞
=∫ ∫.  

  بملاحظة أنّ  �

( ) 1

1

1
1 d

x
k kx t t

k

−− = ∫  

  أثبت أنّ 

0

1
lim 1 d

v
u

vn
n

n

v e
A e u

n u

−

→∞

  − + =    ∫  
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2كن يل 2. n≤ دف الآن إلى دراسة ،التابع  تغيراتnA  ال1]على ا, [+∞ .  

أثبت أنّ    �
1

( ) ( )n nn

n
A x B x

x +
′   بين أنّ و ، =

2

1 ( 1)
( )

( 1)

n

n

x n x
B x

n x

− − −′ = −
−

   

  ستنتج من ذلك، بإجراء تكامل بالتجزئة، أنّ ا   �
0, ( ) ( ( 1))n nx B x n x∀ > = ∆ −  

  . الأوّلهو التابع المعرّف في الجزء  ∆nحيث 
  . وبين أنّ nAالتابع  تغيراتاستنتج من ذلك جدول   �

0

sup ( ) 1 n
n n

x

A x A
n

ε

>

  = +   
  

  استنتج من الدراسة السابقة أنّ  3.

0 1

1 1 1
lim sup

n k

nn x k

x e

kx

−

→∞ > =

  − −    =       
∑

ℓ

ℓ
  

هو العدد الحقيقي الوحيد الذي يحُقق  ℓ حيث
20

1
d 1

ue u
u

u

− −
=∫

ℓ.  

  الحـل
  الجزء الأوّل

 ،(0,1)لاحظــة أنّ التـــابع الأسّـــي محــدّبٌ نســـتنتج أنّ خطــّـه البيـــاني يقــع فـــوق مماسّـــه في النقطـــة بم 1.
  وهذا يعني أنّ 

, 1 xx x e∗∀ ∈ + <ℝ  

كان   لـمّاو 
20

1 1
lim

2

u

u

e u

u→

− −
استنتجنا أنّ التابع  =

2

1ue u
u

u

− −
يقبل التمديد إلى  ֏

  هو 0 ينعدم عندو ، ℝ كامل  معرّفٌ على F . فله تابع أصلي وحيدℝابع مستمر على كامل ت

20

1
( ) d

ux e u
x F x u

u

− −
= ∫֏  

كان   لـمّاو 
2

1
( ) 0

xe x
F x

x

− −′ =   متزايدٌ تماماً. F، استنتجنا أنّ  ℝ∗من  xكانت   أياًّ  <
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كان   لـمّافي الحقيقة،  2.
0 !

k
u

k

u
e

k

∞

=

=   استنتجنا أنّ  ∑

2

2
4

1 1 1
0,

2 6 ! 2 6

u k

k

e u u u u
u

ku

∞ −

=

− −
∀ ≥ = + + ≥ +∑  

  ومن ثمَّ 
2

0

1
0, ( ) d

2 6 2 12

x
u x x

x F x u
 ∀ ≥ ≥ + = +  ∫  

(0)لدينا وبوجه خاص،  0F 4و =
(2)

3
F إذن استناداً إلى مبرهنة القيمة الوسطى يوجد  .≤

)يحُقّق  ]0,2[ينتمي إلى اال  ℓعددٌ  ) 1F =ℓ . وبسبب التزايد التام للتابعF  علىℝ 
)الجذر الحقيقي الوحيد للمعادلة  ℓيكون  ) 1F =ℓ.  

2 قّقعدداً طبيعيّاً يحُ  nكن يل 3. n≤ ، على ولنعرّف+ℝ التابع n∆ بالصيغة  

2
0

d
( ) 1 1 1

x n

n

u u
x u

n u

     ∆ = − + − −       
∫  

  كان   لـمّاعندئذ  �3.

2

2
2

1
1 1

n n k
kn

k
k

Cu
u u

nu n

−

=

      + − − =       
∑  

  :الآتيةهو تابعٌ كثير الحدود يعُطى بالصيغة  ∆nاستنتجنا أنّ 

1

2

( ) 1
( 1)

n k
kn

n k
k

C
x x

n k

−

=

∆ = −
−

∑  

، لأنّ مشتقّه سالبٌ. وهو يحُقّق ℝ+متناقصٌ تماماً على و  مستمر تابعٌ  ∆nالتابع  �3.
(0) 1n∆ limو = ( )n

x
x

→∞
∆ = ∗ينتمي إلى  nεإذن يوجد عددٌ وحيدٌ  .∞−

+ℝ  يحُقّق
( ) 0n nε∆ = .  

  : ∆nللتابع  الآتيا جدول الإشارات يكون لدين ∆nواستناداً إلى التناقص التام للتابع  �3.
0

( ) 0
n

n

x

x

ε +∞
∆ + −
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ln(1كان التابع   لـمّا 4. )x x− محدّباً تماماً، استنتجنا أنّ تابع نسبة التزايد  ֏+
1
ln(1 )x x
x

− [على تابعٌ متزايدٌ تماماً  ֏+ 1, [− أنّ التابع من ثمَّ نستنتج و  ∞+

1
ln(1 )x x
x

∗متناقص تماماً على  ֏+
+ℝ 2. وعليه يكون لدينا في حالةn من  uو ≤

∗
+ℝ أتيما ي :  

1
ln 1 ln 1

1

n u n u

u n u n

   +  ⋅ + < ⋅ +      +   
  

  وبالاستفادة من كون التابع الأسّي متزايداً تماماً، نجد
1

1 1
1

n n
u u

n n

+     + < +      +   
  

  كان  لـمّاو 
1

1 2
0

d
( ) ( ) 1 1

1

x n n

n n

u u u
x x

n n u

+

+

         ∆ − ∆ = + − +         +     
∫  

  أنّ  نااستنتج

12, , ( ) ( )n nn x x x∗
+ +∀ ≥ ∀ ∈ ∆ < ∆ℝ  

2nوبوجه خاص يكون لدينا في حالة    :يأتيما  ≤
1 1 10 ( ) ( )n n n nε ε+ + += ∆ < ∆  

1nاستنتجنا أنّ  ∆nفإذا استفدنا من جدول إشارات   nε ε+ )2المتتالية ، ف> )n nε  متناقصة ≤
lim نضعهي من ثمَّ متقاربة. و ، تماماً وموجبة n

n
ε

→∞
Λ=��، ديناعندئذ يكون ل  

22, 4nn ε ε∀ ≥ Λ ≤ ≤ =  
1لأنّ 

2 4
( ) 1X X∆ = −.  

أنّ أيضاً من الواضح و اً، عيّ طَ تنتمي إلى صف التوابع المستمرةّ قِ  fو nfمن الواضح أنّ التوابع  �5.
)2متتالية التوابع  )n nf   . ومن جهة أخرى لديناfتتقارب ببساطة من التابع  ≤

2

1
2, ]0,4], 0 ( )

u

n

e u
n u f u

u

− −
∀ ≥ ∀ ∈ ≤ ≤  
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تكامل وال
4

2
0

1
d

ue u
u

u

− −
  تكاملٌ متقاربٌ. إذن عملاً بمبرهنة التقارب للوبيغ يكون لدينا ∫

4 4

0 0
lim ( )d ( )dn
n

f u u f u u
→∞

=∫ ∫  

  أو �5.

2 2
0 0

d 1
lim 1 1 d ( )

n n u

n

u u e u
u u F

n u u

ε Λ

→∞

    − −   + − − = = Λ       
∫ ∫  

  ولكن

2
0

d
1 1 1 ( ) 1

n n

n n

u u
u

n u

ε

ε

      + − − = − ∆ =       
∫  

)إذن  ) 1F Λ Λ، ومن ثمَّ = = ℓ  2.استناداً إلى نتيجة السؤال  

  الجزء الثاني

أنّ  أيضاً  من الواضحو اً، عيّ طَ تنتمي إلى صف التوابع المستمرةّ قِ  hو nhواضح أنّ التوابع من ال �1.
)1متتالية التوابع  )n nh   . ومن جهة أخرى لديناhتتقارب ببساطة من التابع  ≤

1, , 0 ( ) ( )nn u h u g u∗
+∀ ≥ ∀ ∈ ≤ ≤ℝ  

  بالصيغة : gوقد عرفّنا التابع 

1

1

1
: 0

: 0, , ( )
0 :

ue
u v

g g u u
v u

 − < ≤ +∞ → =    <

ℝ  

)امل كان التك  لـمّاو  )
0

dg u u

∞

  أنّ عملاً بمبرهنة التقارب للوبيغ تكاملاً متقارباً استنتجنا  ∫

0 0

lim ( )d ( )dn
n

h u u h u u

∞ ∞

→∞
=∫ ∫  
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  أو �1.

0 0

d 1
lim 1 1 d

nv vn u

n

u u e
u

n u u→∞

    −   + − =       
∫ ∫  

1بملاحظة أنّ ولكن، 

1

1
d

x
k

kx
t t

k

−−
= ∗من  xنرى في حالة ، ∫

+ℝ وn  من∗ℕ  ّأن :  

1

1 1 1 1
( 1)

0

1 1 1 1 1
( ) d d

1

1 d
1 1

x xn nk n
k

n n n n
k k

n x n

n

x t
A x t t t

k tx x x

u u

n ux

−

= =
−

− −
= = =

−
     = + −       

∑ ∑ ∫ ∫

∫
  

  ومن ثمَّ 

0

d
1 1 1 1

nvn n

n n
n

v v u u
A

n n n u

−              + = + + −                 
∫  

limولكن نستنتج من كون  n
n
v v

→∞
limأنّ  = 1

n

vn

n

v
e

n

−
−

→∞

  + =   
  ولقد أثبتنا أنّ  

0 0

d 1
lim 1 1 d

nv vn u

n

u u e
u

n u u→∞

    −   + − =       
∫ ∫  

  إذن لا بدُّ أن يكون

0

1
lim 1 d

v
u

vn
n

n

v e
A e u

n u

−

→∞

  − + =    ∫  

2كن يل 2. n≤ دف الآن إلى دراسة تحولات التابع ،nA  ال1على ا, +∞  .  

∗من  xو  ℕ∗من  nنلاحظ أنهّ في حالة    �2.
+ℝ لدينا  

1

1
1 1

1
1

( )

1 1
( )

1

n

n nk
k

n n n
k k
n k k

n
k

B x

n x
A x x

kx x

n x x

n kx

−
+

= =

+
=

− −′ = +

 −  = −   

∑ ∑

∑
�����������������
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  حيث
1

1 1

1 1
( )

( 1)

n nk k n k

n
k k

x x x x x
B x

n k n x k

+

= =

 − − − = − = −   − 
∑ ∑  

  إذن
1

1

2
1

1

2

2

(( 1) 1)( 1)
( )

( 1)

( 1) 1 1

1( 1)

1 ( 1)

( 1)

nn n
k

n
k

n n n

n

n x x x x
B x x

n x

nx n x x

xn x

x n x

n x

+
−

=
+

+ − − − +′ = −
−

− + + −
= −

−−
− + −

=
−

∑

  

1ولكن، بإجراء تغيير المتحوّل  �2.
u

t
n

←   في التكامل التالي  +

2
0

d
( ) 1 1 1

x n

n

u u
x u

n u

     ∆ = − + − −       
∫  

0xنستنتج أنهّ، في حالة    لدينا <
1 /

2
1

1 /

1

1 ( 1)
( ) 1 d

( 1)

1 ( )d 1 1 (1)

x n
n

n

x n

n n n

t n t
x t

n t

x
B t t B B

n

+

+

− + −
∆ = +

−

 ′= + = + + −  

∫

∫

  

ولكن نستنتج من الصيغة 
1

1
( )

n k k

n
k

x x
B x

n k=

 −  = −   
(1)أنّ  ∑ 1nB   ومنه =

( ) 1n n

x
x B

n

 ∆ = +   
  

  أو
( ( 1)) ( )n nn x B x∆ − =  

)نستنتج من المساواة السابقة أنّ إشارة  �2. )nA x′  1على, +∞   هي من إشارة
( ( 1))n n x∆ − ،  
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  وعليه
1 1

( ) 0

( ) 0 1( )

n

n

n

n

n n n

x

A x

A x A

ε

ε

+ +∞

′ + −

+ր ց

  

)كان   لـمّاو  ) 0nA x   استنتجنا من الدراسة السابقة أنّ  ]0,1[على اال  >

0

sup ( ) 1 n
n n

x

A x A
n

ε

>

  = +   
  

)كانت المتتالية   لـمّاو  3. )
2n n

ε
≥

استنتجنا من نتيجة السؤال  ℓمتتالية متناقصة وتسعى إلى العدد  
  أنّ  �1.

0
0

1
lim sup ( ) lim 1 d

u
n

n n
n nx

e
A x A e u

n u

ε −

→∞ →∞>

    −  = + =           ∫
ℓ

ℓ  

  هو العدد الحقيقي الوحيد الذي يحُقق ℓو

20

1
d 1

ue u
u

u

− −
=∫

ℓ  

  ولكن

2
00 0

1 1 1
d d

1 1
1

u u ue e u e u
u u

u u u

e e

 − − − − − = + 
 

− − −
= + =

∫ ∫
ℓℓ ℓ

ℓ ℓℓ

ℓ ℓ

  

  إذن

0

1
lim sup ( )n
n x

e
A x

−

→∞ >

  − =  

ℓ

ℓ
  

هو العدد الحقيقي الوحيد الذي يحُقق  ℓ و
20

1
d 1

ue u
u

u

− −
=∫

ℓ.  ّونجد بحساب تقريبي أن  

1.502861017 335≈ℓ    1و
0.517 351436894

e−−
≈

ℓ

ℓ
  

  ú  المطلوب. وهو



تمرينات  435  

  

J  دف هذه المسألة إلى    29.التمرين إثبات تعميمٍ لمبرهنة قسمة التوابع من الصفC∞.  
0ليكن   1. a<وليكن التابعان المستمراّن ،  

: [0,1]ω → ℝ  و : [ , ]h a a− → ℝ  
]من  xنعرّف في حالة  , ]a a−  المقدار  

1

0
( ) ( ) ( )dH x t h xt tω= ∫  

]على  مستمرH  بين أنّ  � , ]a a−.  

]على  1Cإلى الصف hبين أنهّ إذا انتمى  � , ]a a−  انتمىH  1أيضاً إلى الصفC 
]على  , ]a a−.  

0 لتكن  2. a< وليكن ،: [ , ]f a a− → ℝ  تابعاً من الصفnC حيث n ∗∈ ℕ  ،
). نفترض أنّ nℕمن  kلتكن  ثمُّ  1)(0) (0) (0) 0kf f f −′= = = =⋯.  
  نعرّف :ثمُّ 

1

1 ( )

0

1
[ , ], ( ) (1 ) ( )d

( 1)!
k kx a a g x t f xt t

k

−∀ ∈ − = −
− ∫  

]أثبت أنّ  � , ], ( ) ( )kx a a f x x g x∀ ∈ − =.  
,0,1}من  pلىأثبت بالتدريج ع � , }n k−…  ّأنg ينتمي إلى الصفpC  أنّ و  

1

( ) 1 ( )

0

1
[ , ], ( ) (1 ) ( )d

( 1)!
p p k p kx a a g t t t f xt t

k

− +∀ ∈ − = −
− ∫  

  استنتج من الدراسة السابقة صحة الخاصّة التالية: 3.
f:، وليكن 0 العدد ينتمي إليهي ℝمجالاً مفتوحاً من  Iليكن  ” I → ℝ 

g:، عندئذ يوجد تابع ℕ∗من  k. ثمُّ لتكن ∞C الصفتابعاً من  I → ℝ 
   يحُقّق Iعلى  ∞Cمن الصف 

1 ( )

0

(0)
, ( ) ( )

!

k p
p k

p

f
x I f x x x g x

p

−

=

∀ ∈ = +∑.“  
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  الحـل

  الحقيقة لدينافي  هذا تطبيق مباشر على مبرهنة استمرار التكاملات المتعلّقة بوسيط. �1.

)التابعان  � ) ( )t t h xtω֏ و( ) ( )x t h xtω֏ الين تابعان مستمراّن على[0,1] ا 
]و , ]a a− .بالترتيب 

إذا وضعنا  �
[0,1] [ , ]

sup | | sup | |
a a

M hω
−

= ) وعرفّنا × )g t M= ة في حالt  [0,1]من  

  كان لدينا

[0,1], [ , ], ( ) ( ) ( )t x a a t h xt g tω∀ ∈ ∀ ∈ − ≤  

1وكان التكامل 

0
( )dg t t∫  .ًمتقارباً وضوحا  

]على  تمر مس Hإذن استناداً إلى مبرهنة استمرار التكاملات التابعة لوسيط نستنتج أنّ  , ]a a−.  
  هذا تطبيق مباشر على مبرهنة اشتقاق التكاملات المتعلّقة بوسيط. في الحقيقة لدينا �1.

]من  xمهما تكن  � , ]a a−  يكن التابع( ) ( )t t h xtω֏ [0,1]راًّ على مستم. 

)يقبل التابع  [0,1]من  tمهما تكن  � ) ( )x t h xtω֏  الاشتقاق على[ , ]a a− .
)ومشتقه يساوي  ) ( )x t t h xtω ). والتابع ֏′ ) ( )t t t h xtω تابعٌ مستمر على  ֏′

 .[0,1]اال 

إذا وضعنا  �
[0,1] [ , ]

sup | | sup | |
a a

M hω
−

′= ) وعرفّنا × )g t M=  في حالةt  [0,1]من 

 استنتجنا أنّ 

[0,1], [ , ], ( ) ( ) ( )t x a a t t h xt g tω ′∀ ∈ ∀ ∈ − ≤  

1امل وكان التك

0
( )dg t t∫ .ًمتقارباً وضوحا  

 1Cينتمي إلى الصف  Hنستنتج أنّ  ،استناداً إلى مبرهنة اشتقاق التكاملات التابعة لوسيط ،إذن
]على  , ]a a−.  
1في حالة  ،لنعرّف �2. p k≤ ≤،  

1
1 ( )

0
( ) (1 ) ( )d

( 1)!

p
p p

p

x
I x t f xt t

p

−= −
− ∫.  
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1ه في حالة نلاحظ أنّ  p k≤   لدينا >
1

1 ( )

0
1 11

( ) ( 1)

0 0

1

( ) (1 ) ( )d
( 1)!

(1 )
( ) (1 ) ( )d

! !

( )

p
p p

p

p p p
p p p

p

x
I x t f xt t

p

x t x
f xt t f xt t

p p

I x

−

+
+

+

= −
−

 − = − + − 
 

=

∫

∫  

)1إذن  ) ( )kI x I x= أو  

( )
1

0 0

( ) d ( )d ( )

x

kI x xf xt t f u u f x′ ′= = =∫ ∫  

]وهذا يُكافئ القول  , ], ( ) ( )kx a a f x x g x∀ ∈ − =.  
0في حالة  �2. p n k≤ < )نعلم أنّ  − )p kf ]على  1Cينتمي لى الصف  + , ]a a−  ّوأن

1)1التابع  )p kt t t ، �1.إذن، بالاستفادة من الخاصّة  [0,1]تابعٌ مستمر على اال  ֏−−
  نستنتج أنّ التابع

1

1 ( )

0

1
(1 ) ( )d

( 1)!
p k p kx t t f xt t

k

− +−
− ∫֏  

]يقبل الاشتقاق على اال  , ]a a− وأنّ مشتقّه هو التابع  
1

1 1 ( 1 )

0

1
(1 ) ( )d

( 1)!
p k p kx t t f xt t

k

+ − + +−
− ∫֏  

nينتمي إلى الصف  gوهذا يثبتُ أنّ التابع  kC ]على  − , ]a a− وأنهّ في حالة p من 
{0, , }n k−… وx  من[ , ]a a−  لدينا  

1

( ) 1 ( )

0

1
( ) (1 ) ( )d

( 1)!
p p k p kg x t t f xt t

k

− += −
− ∫  

  بتطبيق ما سبق على التابع 3.
( )

0

(0)
( )

!

k p
p

p

f
x f x x

p=

− ∑֏  

]في جوارٍ المعرّف  , ]a a− محتوىً في  ،للصفرI، .نستنتج صحّة الخاصّة المطلوبة   ú  
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J  نعرّف عندما 30.التمرين ( , )t x من ∗
+ ×ℝ ℝ  :المقدارين  

2

arctan( )
( , )

(1 )

tx
f t x

t t
=

+
  و   

0

( ) ( , )dF x f t x t

+ ∞

= ∫  

  .ℝمعرّف ومستمرّ على  F أثبت أنّ   1.

Fواحسب  ℝعلى  1Cمن الصف  Fأثبت أنّ   2. ′.  

)لمقدار استنتج عبارة مبسّطة ل  3. )F x ينتمي  عندماx إلى ℝ. ا سبق لحساب مم فدْ واست

التكامل 
2

0

arctan
d

u
u

u

+∞     ∫.  

  الحـل
  لنتأمّل التابع 1.

arctan
: 0

: , ( )
1 : 0

u
u

h h u u
u

 ≠→ =  =

ℝ ℝ  

عند اللااية، إذن  0 ، وهو يسعى إلىعلى مجال تعريفه 1Cينتمي إلى الصف  hنعلم أنّ التابع 
,يحُقّق  Mيوجد عددٌ  ( )u h u M∀ ∈ ≤ℝ . ّونلاحظ أن  

2 2

arctan( )
( , ) ( )

(1 ) 1

tx x
f t x h tx

t t t
= =

+ +
  

)في حالة  , )t x +∈ ×ℝ ℝ.  لنتأمّل مجالاً ما[ , ]I A A=   ، عندئذ−
)كان التابع   Iمن  xكانت   اً أيّ  � , )t f t x֏  تابعاً مستمراًّ على+ℝ. 

)يكن التابع  ℝ+من  tمهما تكن  � , )x f t x֏  تابعاً مستمراًّ علىI .  
)كانت   أياًّ وأخيراً  � , )t x  منI+ ×ℝ  تتحقّق المتراجحة 

2
( , )

1

M
f t x

t
≤

+
  

والتكامل 
20

d

1

t

t

∞

  تكاملٌ متقاربٌ وضوحاً. ∫+

إذن التابع 
0

( ) ( , )dx F x f t x t
∞

=  مستمر فهو  Iتابعٌ مستمر على اال الكيفي  ֏∫
  .ℝعلى كامل 
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  ومن جهة أخرى، 2.
)كان التابع   ℝمن  xكانت   أياًّ  � , )t f t x֏  تابعاً مستمراًّ على+ℝ وتكامله ،

 متقاربٌ.

)يكن التابع  ℝ+من  tمهما تكن  � , )x f t x֏  تابعاً قابلاً للاشتقاق علىℝ، ولدينا 

2 2 2

1
( , ) , ( , )

(1 )(1 )

f
t x t x

x t t x
+

∂
∀ ∈ × =

∂ + +
ℝ ℝ  

)والتابع  , )
f

x t x
x

∂
∂

، وكذلك مهما ℝ+من  tكانت قيمة   أياًّ  ℝتابعٌ مستمر على كامل  ֏

)يكن التابع  ℝمن  xتكن قيمة  , )
f

t t x
x

∂
∂

  .ℝ+اً على تابعاً مستمرّ  ֏

)كانت   أياًّ وأخيراً  � , )t x  من,+ ×ℝ ℝ  تتحقّق المتراجحة 

2

1
( , )

1

f
t x

x t

∂
≤

∂ +
  

والتكامل 
20

d

1

t

t

∞

  تكاملٌ متقاربٌ وضوحاً. ∫+

التابع ينتمي إذن 
0

( ) ( , )dx F x f t x t
∞

= ويكون  .ℝعلى كامل  1Cإلى الصف  ֏∫
  لدينا

2 2 2
0

d
, ( )

(1 )(1 )

t
x F x

t t x

∞

′∀ ∈ =
+ +∫ℝ  

2فإذا افترضنا أنّ  1x   ب مكننا أن نكتأ ≠

( )

2

2 2 2 2
0

2

1 1
( ) d

1 1 1

1
| |

2 21

2 1 | |

x
F x t

x t t x

x
x

x

π π

π

∞  ′ = −  − + + 
 = −   −

=
+

∫

  

2وهذه النتيجة تبقى صحيحة في حالة  1x Fاستمرار التابع  بسبب = ′.  
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(0)وبملاحظة أنّ  3. 0F   نستنتج أنّ  =

( )
2

0

arctan( )
, ( ) d sgn( ) ln 1 | |

2(1 )

tx
x F x t x x

t t

π
∞

∀ ∈ = = +
+∫ℝ  

1xخاص، في حالة وبوجه    نجد =

2
0

arctan
d ln2

2(1 )

t
t

t t

π
∞

=
+∫  

  ولكن
2 2

2 2
00 0

arctan arctan 1 arctan
d d

2 2(1 )

t t t
t t

tt t t

∞∞ ∞ 
 = + +  

∫ ∫  

  إذن
2

2
0

arctan
d ln2
t
t

t
π

∞

=∫  

  ú  وهي النتيجة المطلوبة.

J  31.التمرين   

. I   ليكن+:h ∗ →ℝ ℂ تابعاً من الصفloc
R نفترض أن التكامل .

0
h

∞

متقارب  ∫

وأنّ 
0

( )dh t t
∞

=∫ ℓ دف في هذا الجزء إلى إثبات أنه مهما تكن .0 λ<  يكن

/التكامل 

0
( )dt

e h t t
λ

∞   متقارباً، وتتحقّق المساواة التالية: ∫−
/

0
lim ( )dt

e h t t
λ

λ

∞ −

→∞
=∫ ℓ  

لنعرّف إذن 
0

( ) ( )d
x

H x h t t= 0، وذلك عندما تكون ∫ x≤.  
0أثبت أنه يوجد عدد   1. M≤  يحُقّق, ( )x H x M+∀ ∈ ≤ℝ.  
0Aفي حالة أثبت   2. 0λو <   صحة المساواة  <

/

/ /

0 0

( )d ( ) ( )d

AA

t A ue h t t e H A e H u u

λ

λ λ
λ

− − −= +∫ ∫  
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0استنتج أنه مهما تكن 3. λ< يكن التكامل ،/

0
( )dt

e h t t
λ

∞ متقارباً ويساوي  ∫−

0
( )due H u uλ

∞ −∫.  
)لتكن 4. )n nx ∈ℕ  متتالية ما من∗

+ℝ  في حالة  . نعرّف∞+تسعى إلى( , )n u  من

+×ℕ ℝ  المقدار( ) ( )u
n nf u e H x u−= لتي حدّها العام االمتتالية تقارب . أثبت

0
( )dnf u u

∞

  ، وعينّ ايتها.∫

/استنتج أنّ  5.

0 0
lim ( )d ( )dt

e h t t h t t
λ

λ

∞ ∞−

→∞
=∫ ∫.  

. II  ليكنα  من∗
+ℝفي حالة  ،. نعرّف( , )x t  من+

∗×ℝ ℝ، المقدار  
i 1( , ) xt tf x t e t eα

α
− −=  

أثبت أن  1.
0

( , )df x t tα

∞

  . نعرّف إذن ℝمن  xكانت   أياًّ متقارب بالإطلاق ∫

0
( ) ( , )dF x f x t tα α

∞
= ∫  

  بوسيط. اً متعلّق تكاملاً  ′Fα اكتب ، ثمُ ℝيقبل الاشتقاق على  Fαأثبت أنّ  2.

ixtللتابع  ℝاً معرفّاً على أوجد تابعاً أصليّ   3. tt e e−֏ ثمُّ أثبت بإجراء مكاملة .
  بالتجزئة أنّ 

2

i
( ) ( )

1

x
F x F x

x
α αα

−′ =
+

  

  ، نعرّف ℝمن  xمهما تكن  4.
/22( ) (1 ) exp( i arctan ) ( )G x x x F x
α

α αα= + −  
  و استنتج أنّ ، ′Gαاحسب 

, ( ) ( )x G xα α∀ ∈ = Γℝ  
  لمقدارينل Γأوجد عبارة لا تحوي على توابع مثلثية، أو على التابع   5.

0

cos( )
dt

xt
e t

t

∞
   و   ∫−

0

sin( )
dt

xt
e t

t

∞
−∫  
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)، في حالة عينّ  6. , )xα  2من( )∗
+ℝ : قيمة كل من التكاملين  

/1

0

(sin ) d
t x

t t e tα

∞
1/  و   ∫−−

0

(cos ) d
t x

t t e tα

∞
−−∫  

. III  دف إلى حساب
0

sin
d
t
t

tβ

∞

و ∫
0

cos
d
t
t

tβ

∞

  .]0,1[من  β في حالة ∫

iأثبت تقارب التكامل   1. 1

0
dtJ e t tα

α

∞ −= . يمكن إجراء ]0,1[من  α في حالة ∫
  مكاملة بالتجزئة.

/ نضع  2. i 1

0
( ) dt x tJ x e e t tα
α

∞ − −= 0في حالة  ∫ x<. قيمة النهاية  احسب
lim ( )
x
J xα→∞

  .]0,1[من  α في حالة Jα، واستنتج قيمة
)حسب قيمة التكاملين المطلوبين بدلالة ا  3. )βΓ .وتوابع مثلثيّة  
. IV ليكنλ  من∗

+ℝفي حالة . نعرّف ،( , )x t  2من
+( )∗ℝ المقدار  

/1( , ) (sin ) txk x t t t e
λ

λ
−−=  

.نتائج  عملاست  1. III  لكتابة قيمة التكامل
0

( ) ( , )dK x k x t tλ λ

∞
= ∫.  

  احسب بطريقتين مختلفتين قيمة 2.
1

lim 1 (1)
n
n K K

n
λ λ→∞

      + −         
  

/، للتكامل Γ′ي التابع ، عبارة، تحو λ واستنتج بدلالة

0
ln sin dt
t t e t

λ
∞ −⋅ ⋅∫.  

  ا سبق لإثبات أنّ مم فدْ است 3.

/

0

(1) lim ln sin dt
t t e t

λ

λ

∞
−

→∞
′Γ = ⋅ ⋅∫  

  ثبت أنأ �
1 1 1

/

0 0 0

cos 1
lim ln sin d ln sin d d

t t
t t e t t t t t

t

λ

λ

−

→∞

−
⋅ ⋅ = ⋅ =∫ ∫ ∫  
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  بإجراء مكاملة بالتجزئة أثبت أنّ  �
2

/ /

2
1 1

/

2
1

cos
ln sin d d

1

sin
d

1

t t

t

t
t t e t e t

t

t
e t

t

λ λ

λ

λ

λ

λ

λ

∞ ∞
− −

∞
−

⋅ ⋅ =
+

+
+

∫ ∫

∫
  

1ستنتج أنّ ا �

0 1

cos 1 cos
(1) d d

t t
t t

t t

∞−′Γ = +∫ ∫.  

 أنّ  أثبت. Euler أويلر ثابت γليكن   �

0

1 cos cos
0, d ln d

x

x

t t
x t x t

t t
γ

∞−
∀ > = + +∫ ∫  

  أثبت أيضاً أنّ  �

0

1
0, d ln d

x
t t

x

e e
x t x t

t t
γ

∞− −−
∀ > = + +∫ ∫  

  الحـل

1. I كان التابع   لـمّاH اً مستمراًّ على تابع+ℝ  اية منتهية تساوي ولهℓ  استنتجنا  ∞+عند
,يحُقّق  M. فيوجد عددٌ ℝ+أنهّ تابعٌ محدودٌ على  ( )x H x M+∀ ∈ ≤ℝ .  

.2. I   ّ0لنفترض أنA 0λو <    عندئذ نجد بإجراء مُكاملة بالتجزئة أنّ  <

/ / /

0 0

1
( )d ( ) ( )d

A A

t A t
e h t t e H A e H t t

λ λ λ

λ

− − −= +∫ ∫  

tوبإجراء تغيير المتحوّل  uλ← في التكامل الأخير نجد  
/

/ /

0 0

( )d ( ) ( )d

AA

t A ue h t t e H A e H u u

λ

λ λ
λ

− − −= +∫ ∫  
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.3. I  0لتكنλ  محدوداً أنّ التكامل H. نستنتج من كون التابع <
0

( )due H u uλ

∞
−∫ 

lim/متقاربٌ بالإطلاق ولأنّ  ( ) 0A

A
e H A

λ−

→∞
/استنتجنا أنّ التكامل  =

0

( )dt
e h t t

λ

∞
−∫ 

  أنّ و  متقاربٌ 

/

0 0

( )d ( )dt ue h t t e H u u
λ

λ

∞ ∞
− −=∫ ∫  

.4. I لتكن( )n nx ∈ℕ  متتالية ما من∗
+ℝ  في حالة  . نعرّف∞+تسعى إلى( , )n u  من

+×ℕ ℝ  المقدار  
( ) ( )u
n nf u e H x u−=  

)إنّ  � )n nf ∈ℕ
 .ℝ+متتالية من التوابع المستمرةّ على  

)تتقارب متتالية التوابع  � )n nf ∈ℕ
بالصيغة  ℝ+المعرّف على  fببساطة من التابع  

( ) uf u e−= ℓ  0في حالةu (0)، و< 0f =. 

)كان   ،ℝ+من  uو ،ℕمن  nكانت   أياًّ  � ) u
nf u Me−≤ والتكامل ،

0
due u

∞  متقاربٌ.  ∫−

  إذن استناداً إلى مبرهنة التقارب للوبيغ يكون لدينا 

0 0

lim ( )d dun
n

f u u e u

∞ ∞
−

→∞
= =∫ ∫ℓ ℓ  

.5. I  ّنستنتج إذن أن  

0 0

lim ( )d ( )due H u u h t t
λ

λ

∞ ∞
−

→∞
= =∫ ∫ℓ  

.3.لى وهذا يُكافئ، بناءً ع Iقولنا ،  

/

0 0

lim ( )d ( )dt
e h t t h t t

λ

λ

∞ ∞
−

→∞
=∫ ∫  
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.1. II  لنلاحظ أنهّ في حالةx  منℝ لدينا  
1( , ) tf x t t eα

α
− −=  

)1 ، لدينا0وعليه في جوار  , ) ( )f x t O tαα
1والتكامل  =−

1

0
dt tα−∫  متقارب، وفي جوار

)2/لدينا  ∞+ , ) ( )t
f x t O eα

2/والتكامل  =−

1
dt

e t
∞ متقاربٌ أيضاً. إذن  ∫−

0
( , )df x t tα

∞

∗من  αو ℝمن  xكانت   اً أيّ تكاملٌ متقاربٌ بالإطلاق  ∫
+ℝ.  

.1. II  يأتيلنلاحظ ما:  
∗من  xمهما تكن  �

+ℝ فالتابع ( , )t f x tα֏  على تابعٌ مستمر∗
+ℝ  وتكامله

 متقاربٌ.

∗من  tمهما تكن  �
+ℝ  فالتابع( , )x f x tα֏  1ينتمي إلى الصفC ولدينا 

i, , ( , ) i xt tf
t x x t e t e

x

αα∗ −
+

∂
∀ ∈ ∀ ∈ =

∂
ℝ ℝ  

∗من  tومهما تكن 
+ℝ  فالتابع( , )

f
x x t

x

α∂
∂

، ومهما ℝتابعٌ مستمر على كامل  ֏

)فالتابع  ℝمن  xتكن  , )
f

t x t
x

α∂
∂

∗تابعٌ مستمر على  ֏
+ℝ. 

∗من  tوأخيراً مهما تكن  �
+ℝ و مهما تكن ،x  من∗

+ℝ فلدينا 

( , ) tf
x t t e

x

αα −∂
≤

∂
  

والتكامل   
0

dtt e tα
∞   تكاملٌ متقاربٌ. ∫−

  إذن، استناداً إلى مبرهنة اشتقاق التكاملات المتعلّقة بوسيط، نستنتج أنّ التابع 

0

( ) ( , )dx F x f x t tα α

∞

= ∫֏  

  ، وأنّ ℝعلى  1Cينتمي إلى الصف 

i

0

, ( ) i dxt tx F x e t e tα
α

∞
−′∀ ∈ = ∫ℝ 
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.3. II  ّبملاحظة أن  
i ( 1 i ) ( 1 i )d 1

d 1 i
xt t x t x te e e e

t x

− − + − + = =   − + 
  

  نستنتج بإجراء مُكاملة بالتجزئة ما يلي :

i

0

( 1 i ) ( 1 i ) 1

0 0

i 1

2
0

( ) i d

i i
d

1 i 1 i

i i
d ( )

1 i 1

xt t

x t x t

t

xt t

F x e t e t

e t e t t
x x

x
e t e t F x

x x

α
α

α α

α
α

α

α
α

∞
−

∞∞
− + − + −

=
∞

− −

′ =

 
 = −
 − + − + 

− +
= =

− +

∫

∫

∫

  

.4. II  مهما تكنx  منℝ نعرّف ،  
/22( ) (1 ) exp( i arctan ) ( )G x x x F x
α

α αα= + −  
  عندئذ نلاحظ أنّ 

2 2 2

i i
( ) ( ) ( ) ( ) 0

1 1 1

x x
G x G x G x G x

x x x
α α α α

α α
α

− +′ = − + =
+ + +

  

  . ℝتابعٌ ثابتٌ على كامل  aG، وهذا يثُبتُ أنّ التابع ℝمن  xوذلك مهما تكن 

)كان   لـمّاو  )(0)Gα α= Γ  ّاستنتجنا أن, ( ) ( )x G xα α∀ ∈ = Γℝوعليه .  

i 1 i arctan

/22
0

( )
, ( ) d

(1 )

xt t xx F x e t e t e
x

α α
α α

α
∞

− − Γ
∀ ∈ = =

+
∫ℝ  

.5. II  1ففي حالة

2
α   نجد =

i

4 2
0

(1/2) arctan
, d exp i

21

t
xt e x

x e t
t x

∞ −  Γ ∀ ∈ =   +
∫ℝ  

(1/2)ولكن نعلم أنّ  πΓ   وأنّ  =

2

4 2 2

arctan 1
exp i 1 1 i

2 2 1 1 1

x x
x

x x

    = + + +      ⋅ + + +
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  إذن
2

2
0

2 2
0

1 1
, cos( ) d

2 1

, sin( ) d
2 1 1 1

t

t

e x
x xt t

t x

e x
x xt t

t x x

π

π

∞ −

∞ −

+ +
∀ ∈ = ⋅

+

∀ ∈ = ⋅
+ ⋅ + +

∫

∫

ℝ

ℝ

  

.6. II  في حالة( , )xα  2من( )∗
+ℝ لدينا  

( )i 1

/22
0

(
d exp i arctan

(1

)

)

xu ue u e u x
x

α

α

α
α

∞
− − Γ

=
+

∫  

tفإذا أجرينا تغيير المتحوّل  xu←  ّاستنتجنا أن  

( )/i 1

/22
0

(
d exp i arcta

(1 )

)
nt xt x

e t e t x
x

α
α

α

α
α

∞
−− Γ

=
+

∫  

  أو

( ) ( )

( ) ( )

/1

/22
0

/1

/22
0

(
cos d cos arctan

(1 )

(
sin d s

)

)
in arctan

(1 )

t x

t x

x
t t e t x

x

x
t t e t x

x

α
α

α

α
α

α

α

α
α

α

∞
−−

∞
−−

Γ
=

+

Γ
=

+

∫

∫
  

.1. III  لتكنα  عندئذ]0,1[من .  
i

i 1 1 i 2

00 0

1 i
d ( 1) d

i 1

AA A
t

t te
e t t t e t tα α α

α

− − −
 − = + −  − 

∫ ∫  

iوهنا نلاحظ أنّ التكامل  2

0

( 1) dte t tα

∞
  . ]0,1[من  αمتقاربٌ بالإطلاق في حالة  ∫−−

iفإذا استفدنا من كون  1lim (( 1) ) 0A

A
e Aα−

→∞
− iاستنتجنا أنّ  = 1

0

dtJ e t tα
α

∞
−= ∫ 

  . ]0,1[من  αمتقاربٌ في حالة 
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.2. III نضع / i 1

0

( ) d
t x tJ x e e t tα

α

∞
− −= 0في حالة  ∫ x<.  عندئذ بالاستفادة من نتيجة

limنستنتج أنّ  Iالجزء  ( )
x
J x Jα α→∞

  أنّ  IIولكن وجدنا في ، =

( )/i 1

/22
0

( )
( ) d exp i arctan

(1 )

t xt x
J x e t e t x

x

α
α

α α

α
α

∞
−− ⋅ Γ

= =
+

∫  

  استنتجنا أنّ  ∞+تسعى إلى  xفإذا جعلنا 

i 1

0

d ( ) exp i ( ) cos i sin
2 2 2

tJ e t tα
α

απ απ απ
α α

∞
−            = = Γ ⋅ = Γ +                  ∫  

.3. III  1فإذا عرفّناβ α=   وجدنا أنّ  ]0,1[من  −
i

0

d (1 ) sin i cos
2 2

te
t

tβ
βπ βπ

β

∞        = Γ − ⋅ +           ∫  

)التمام إذا استفدنا من علاقة ثمُّ  ) (1 )
sin

π
β β

βπ
Γ Γ −   استنتجنا أنّ  =

i

0

1 1
d i

2 ( ) cos( /2) sin( /2)

te
t

tβ
π

β βπ βπ

∞  = ⋅ +  Γ  ∫  

0ومنه، في حالة  1β<   لدينا ،>

0

cos
d

2 ( )cos( /2)

t
t

tβ
π

β βπ

∞

=
Γ∫  

  و
0

sin
d

2 ( )sin( /2)

t
t

tβ
π

β βπ

∞

=
Γ∫  

  :Fresnelل فرن يْ لَ وبوجه خاص نجد قيمة تكامُ 

0 0

cos sin
d d

2

t t
t t

t t

π
∞ ∞

= =∫ ∫  
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. IV  ليكنλ  من∗
+ℝفي حالة . نعرّف ،( , )x t  2من

+( )∗ℝ المقدار  
/1( , ) (sin ) txk x t t t e
λ

λ
−−=.  

.1. IV  ّفي الحقيقة، إن( ) Im ( )xK x Jλ λ=ومنه ،  

/1 i arctan

/22
0

( )
Im ( ) (sin ) d Im

(1 )

x
tx x

x x

x
J t t e t e

λ λλ
λ

λ

∞
−−

 ⋅ Γ  = =   + 
∫  

  أو

( )/1

/22
0

( )
( ) (sin ) d sin arctan

(1 )

x
tx

x

x
K x t t e t x

λ
λ

λ
λ

λ

∞
−− ⋅ Γ

= =
+

∫  

.2. IV  ّنلاحظ من جهة أولى أن  

/

0 0

1
1 (1) ( 1)(sin ) d ( )dn t

nn K K n t t e t t t
n

λ
λ λ ϕ

∞ ∞
−      + − = − =          ∫ ∫  

)/وقد رمزنا  ) ( 1)(sin )n t
n t n t t e

λ
ϕ

−=   :يأتيوهنا نلاحظ ما  .−
)1المتتالية  � )n nϕ ∗هي متتالية من التوابع المستمرةّ على  ≤

+ℝ. 

)1المتتالية  � )n nϕ )/تتقارب ببساطة من التابع  ≤ ) ln sin t
t t t e

λ
ϕ

−= ⋅ المعرّف على  ⋅
∗
+ℝ.  ّوذلك لأنlim ( 1) lnn

n
n t t

→∞
− =. 

1وبملاحظة أنّ  � max(1, )x xe x e− استناداً إلى مبرهنة التزايدات المحدودة نستنتج  ≥
 أنّ 

0, 0, ( 1) ln max(1, )n
n u n u u u∀ > ∀ > − ≤ ⋅  

∗من  tومن ثمَّ، مهما تكن 
+ℝ وn  من∗ℕ يكن  

/( ) ln max(1, ) t
n t t t e

λ
ϕ

−≤  

/والتكامل   

0

ln max(1, ) dt
t t e t

λ

∞
  متقاربٌ وضوحاً.  ∫−

  نستنتج أنّ  إذن استناداً إلى مبرهنة التقارب للوبيغ

0 0
lim ( )d ( )dn
n

t t t tϕ ϕ
∞ ∞

→∞
=∫ ∫  
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   أو

/

0

1
lim 1 (1) ln sin d

t

n
n K K t t e t

n

λ

λ λ

∞
−

→∞

      + − = ⋅ ⋅          ∫  

  لديناولكن، من جهة ثانية، 
1

lim 1 (1) (1)
n
n K K K

n
λ λ λ→∞

      ′+ − =         
  

  فإذا استفدنا من الصيغة

( )
/22

( )
( ) sin arctan

(1 )

x

x

x
K x xλ

λ
λ

λ

⋅ Γ
=

+
  

  استنتجنا أنّ 
( )
( )2

cos arctan( )
( ) ln arctan ( )

( ) sin arctan1

xx
K x K x

x x
λ λ

λλ
λ

λλ

 ′Γ  ′ = + + ⋅  Γ +
  

  ومن ثمَّ 
2

22

arctan
(1) ln (1)

11
Kλ

λ λ λ

λ λλ

 ′ ′ = + Γ + ⋅    ++
  

  وهكذا نكون قد أثبتنا أنّ 
2

/

22
0

arctan
ln sin d ln (1)

11

t
t t e t

λ λ λ λ

λ λλ

∞
−   ′ ⋅ ⋅ = + Γ + ⋅    ++

∫  

.3. IV ا سبق أنّ مم نستنتج  

  /

0

(1) lim ln sin dt
t t e t

λ

λ

∞
−

→∞
′Γ = ⋅ ⋅∫  �  

  الآتي hعلى التابع  Iبتطبيق نتيجة  �

ln sin : 0 1

0 : 1

t t t
t

t

 ⋅ < < <
֏  

  نستنتج أنّ 

  
1 1

/

0 0

lim ln sin d ln sin d
t

t t e t t t t
λ

λ

−

→∞
⋅ ⋅ = ⋅ ⋅∫ ∫  �  
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  ونجد بإجراء مُكاملة بالتجزئة أنّ 
1 1

1

0
0 0

1

0

cos 1
ln sin d (1 cos )ln d

cos 1
d

t
t t t t t t

t

t
t

t

− ⋅ = − +  

−
=

∫ ∫

∫
 

 ك بملاحظة أنّ التابعوكذل �

2
/ /

2 2
cos sin

1 1

t t
t t e t e

λ λλ λ

λ λ

− −− −
+ +

֏  

/تابعٌ أصلي للتابع 
sin

t
t t e

λ−
 : يأتيملة بالتجزئة ما لـمُكانجد با ֏

2
/ / /

2 2
1 1 1

cos sin
ln sin d d d

1 1

t t tt t
t te t e t e t

t t

λ λ λλ λ

λ λ

∞ ∞ ∞
− − −= +

+ +∫ ∫ ∫  

بعد ملاحظة تقارب التكاملين  Iوعليه بالاستفادة من 
1

cos
d
t
t

t

∞

و ∫
1

sin
d
t
t

t

∞

  نستنتج أنّ  ∫

  /

1 1

cos
lim ln sin d dt t

t te t t
t

λ

λ

∞ ∞
−

→∞
=∫ ∫  �  

  نستنتج أنّ  �في  �و �وبتعويض 
1

0 1

cos 1 cos
(1) d d

t t
t t

t t

∞
−′Γ = +∫ ∫ 

γ(1)يحُقق  Euler)ثابت  ( γ ولـمّا كان � ′= −Γ أنّ  استنتجنا 

1

0 1

cos 1 cos
d d

t t
t t

t t
γ

∞
−

− = +∫ ∫  
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∗من  xلتكن إذن 
+ℝ عندئذ يمكننا أن نكتب  

1

0 0 1

1 1

1 1

1 cos 1 cos 1 cos
d d d

cos 1 cos
d d

cos cos
d ln d

cos
ln d

x x

x

x

x

t t t
t t t

t t t

t t
t t

t t

t t
t x t

t t

t
x t

t

γ

γ

γ

∞

∞

∞

− − −
= +

−
= + +

= + + −

= + +

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

  

1ومن جهة أخرى، نعلم أنّ  �

0

0, ( ) (ln ) dx tx x t t e t

∞
− −′∀ > Γ =   ، ومن ثمَّ ∫

0

(1) (ln ) dtt e tγ

∞
−′− = Γ = ∫  

  ولكن
1 1

1

0
0 0

1

0

1
ln d (1 )ln d

1
d

t
t t

t

e
t e t e t t

t

e
t

t

−
− −

−

− = − −  

−
=

∫ ∫

∫
  

  و

1
1 1

1

ln d ln d

d

t
t t

t

e
t e t e t t

t

e
t

t

∞ ∞ −∞
− −

∞ −

 = − +  

=

∫ ∫

∫
  

  إذن
1

0 1

1
(1) d d

t te e
t t

t t
γ

∞− −−′− = Γ = +∫ ∫  
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∗من  x في حالة إذن
+ℝ يمكننا أن نكتب  

1

0 0 1

1 1

1 1 1
d d d

1
d d

ln d

x x
t t t

x
t t

t

x

e e e
t t t

t t t

e e
t t

t t

e
x t

t

γ

γ

− − −

∞ − −

∞ −

− − −
= +

−
= + +

= + +

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫

  

  ú  المطلوب.إثبات وبذا يتمّ 
 

J  32.التمرين   

. I   ليكنf  1تابعاً من الصفC  موجباً ومتناقصاً تماماً على[ , [a + تابعاً  H. وليكن ∞
]على  1Cمحدوداً ومن الصف  , [a + ∞.  

aه في حالة مكاملة بالتجزئة أنّ  عمالأثبت باست 1. α β≤   لدينا >

( ) ( )d 2 ( ) sup ( )
t

f t H t t f H t

β

α β
α

α
≤ ≤

′ ≤∫  

∗من  xه في حالة استنتج أنّ  2.
+ℝ 1و α β≤   لدينا >

2

2sin( )
d

1

t xt
t

xt

β

α
α

≤
+∫  

. II  نضع، في حالةx  منℝ،  
2

0

sin( )
( ) d

(1 )

xt
F x t

t t

∞

=
+∫.  

  .ℝمن  xمهما تكن  أثبت تقارب التكامل السابق وذلك  1.

,أثبت أنّ :   2. ( ) | |
2

x F x x
π

∀ ∈ ≤ℝ.  

F. احسب ℝ يقبل الاشتقاق على Fأثبت أنّ 3. واستنتج أنه مستمر ومحدود على  ′
ℝ .  

. III  0في حالة x<  0و n< نضع  
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2
0

sin( )
( ) d

1

t xt
K x t

t

∞

=
و      ∫+

2
0

sin( )
( ) d

1

n

n

t xt
K x t

t
=

+∫  

)أثبت تقارب التكامل  1. )K x.  

)1أثبت تقارب المتتالية  2. )n nK ]مجموعة من النمط  بانتظام على كل ≤ , [a + ∞ ،
0 حيث a< ،التابع  منK.  

0حالة  في 3. x< 0و n< نضع 
2

0

cos( )
( ) d

1

n

n

xt
L x t

t
=

أثبت أنّ التابع . ∫+

nL  يقبل الاشتقاق على∗
+ℝ واحسب مشتقه بدلالة ،nK ثمُ استنتج أنّ التابع  ،

F .المعرّف في  ′ II  يقبل الاشتقاق على∗
+ℝ وعبرّ عن ،F   .Kبدلالة  ′′

تقارب التكامل  استنتج 4.
0

sin
d
u

C u
u

∞

=   ، وأثبت أنّ ∫

0, ( ) ( )x F x F x C′′∀ > − =  
. IV  0في حالة x<نعرّف ،( )( ) ( ) ( ) xG x F x F x e−′= Gحسب . ا+ أثبت ، و ′

limأنّ  ( ) 0
x
G x

→∞
  ، واستنتج أنّ :=

0, ( ) xx G x Ce−∀ > =  
0أخيراً استنتج في حالة    x<  قيمة المقدار( ) ( )F x F x′+  وقيمة الثابتC .  

)ار نعرّف عندها المقد ) ( ) xH x F x e=احسب . H ، ثمُ احسب Hواستنتج قيمة  ′
( )F x  ًّكانت   أياx  منℝ.  

  الحـل

.1. I  ليكنf  1تابعاً من الصفC  موجباً ومتناقصاً تماماً على[ , [a + تابعاً  H. وليكن ∞
]على  1Cمحدوداً ومن الصف  , [a + في حالة  نجد أنهّمكاملة بالتجزئة  عمالاستب .∞
a α β≤   لدينا >

( ) ( )d ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )df t H t t f H f H f t H t t

β β

α α

β β α α′ ′= − −∫ ∫  

  ومن ثمَّ 
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( )

( )

( ) ( )d ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) d

( ) ( ) ( ) d sup ( )

2 ( ) sup ( )

t

t

f t H t t f H f H f t H t t

f f f t t H t

f H t

β β

α α

β

α β
α

α β

β β α α

β α

α

≤ ≤

≤ ≤

′ ′≤ + + −

   ′ ≤ + + −    
≤ ⋅

∫ ∫

∫  

.2. I  لنتأمّل في حالةx  من∗
+ℝ التابعين ،cos( )

( )
xt

H t
x

= و  −
2

( )
1

t
f t

t
=

+
 

,1]المعرّفين على اال  . بتطبيق النتيجة السابقة على هذين التابعين نجد في حالة ∞+]
1 α β≤   ما يلي : >

2 2

2 1 2sin( )
d

1 1

t xt
t

x xt

β

α

α

αα
≤ × ≤

+ +∫  

ل تتيح لنا هذه النتيجة أن نثبت، اعتماداً على شرط كوشي، تقارب التكام
2

0

sin( )
d

1

t xt
t

t

∞

+∫ 

∗من  xوذلك مهما كانت قيمة 
+ℝ.  

.1. II   لتكنx  منℝعندئذ، بالاستفادة من المتراجحة .  

, sin | |u u u∀ ∈ ≤ℝ  

  يمكننا أن نكتب

2 2

| |sin( )
,

(1 ) 1

xxt
t

t t t
+∀ ∈ ≤

+ +
ℝ  

ولأنّ التكامل 
20

d

1

t

t

∞

متقاربٌ ويساوي  ∫+
2

π  استنتجنا أنّ التابعF المعطى بالصيغة  

2
0

sin( )
( ) d

(1 )

xt
x F x t

t t

∞

=
+∫֏  

  .، لأنّ التكامل متقاربٌ بالإطلاقℝمعرّفٌ على كامل 
.2. II   ّكما نرى مباشرة أن  
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2 2
0 0

| |sin( )
, ( ) d d | |

2(1 ) 1

xxt
x F x t t x

t t t

π
∞ ∞

∀ ∈ ≤ ≤ =
+ +∫ ∫ℝ  

.3. II  لنضع
2

sin( )
( , )

(1 )

xt
f x t

t t
=

+
  عندئذ ،

)فالتابع  ℝ+من  xمهما تكن  � , )t f x t֏  على تابعٌ مستمر+ℝ .ٌوتكامله متقارب 

)فالتابع  ℝ+من  tمهما تكن  � , )x f x t֏  1ينتمي إلى الصفC ولدينا 

2

cos( )
, , ( , )

1

f xt
t x x t

x t
+

∂
∀ ∈ ∀ ∈ =

∂ +
ℝ ℝ  

)فالتابع  ℝ+من  tومهما تكن  , )xx f x t′֏  على كامل تابعٌ مستمرℝ ومهما ،
)تابع فال ℝمن  xتكن  , )xt f x t′֏  على تابعٌ مستمر+ℝ. 

 فلدينا من  ، و مهما تكن ℝ+من  tوأخيراً مهما تكن  �

2

1
( , )

1

f
x t

x t

∂
≤

∂ +
  

والتكامل   
20

d

1

t

t

∞

  تكاملٌ متقاربٌ. ∫+

  إذن، استناداً إلى مبرهنة اشتقاق التكاملات المتعلّقة بوسيط، نستنتج أنّ التابع 

0

( ) ( , )dx F x f x t t

∞

= ∫֏  

  ، وأنّ ℝعلى  1Cينتمي إلى الصف 

2
0

cos( )
, ( ) d

1

xt
x F x t

t

∞

′∀ ∈ =
+∫ℝ 

)cosوأخيراً، بالاستفادة من كون  ) 1xt    نستنتج أنّ  ≥

, ( )
2

x F x
π′∀ ∈ ≤ℝ.  

  
.1. III  2.نعلم بناءً على نتيجة الطلب. I  0أنهّ في حالة x< الآتيالتكامل  يتقارب:   



تمرينات  457  

  

2
0

sin( )
( ) d

1

t xt
K x t

t

∞

=
+∫  

.2. III  0نعرّف في حالةx 0nو < التكامل  <
2

0

sin( )
( ) d

1

n

n

t xt
K x t

t
=

. فنحصل ∫+

)على متتالية التوابع  )n nK ∗∈ℕ 0. لتكنa x، عندئذ في حالة < a≥ 0وn m≥ > 
  يكون لدينا

2

sin( ) 2 2
( ) ( ) d

(1 )

n

n m

m

xt
K x K x t

mx mat t
− = ≤ ≤

+∫  

0m تسعى إلى اللااية نستنتج أنهّ في حالة nوبجعل    يكون لدينا <
2

sup ( ) ( )m
x a

K x K x
ma≥

− ≤  

)عليه فإنّ متتالية التوابع و  )n nK ∗∈ℕ  تتقارب بانتظام على كلّ مجموعة متراصّة من∗
+ℝ  نحو التابع

K.  
.3. III 0حالة  في x< 0و n< نضع   

2

cos( )
( , )

1

xt
g x t

t
=

+
و    

2
0

cos( )
( ) d

1

n

n

xt
L x t

t
=

+∫  

∗من  xمهما تكن  �
+ℝ  فالتابع( , )t g x t֏  على 0]مستمر, ]n .ٌوتكامله متقارب 

,0]من  tمهما تكن  � ]n  فالتابع( , )x g x t֏  1ينتمي إلى الصفC ولدينا 

2

sin( )
[0, ], , ( , )

1
x

t xt
t n x g x t

t

∗
+ ′∀ ∈ ∀ ∈ = −

+
ℝ  

,0]من  tومهما تكن  ]n  فالتابع( , )xx g x t′֏  على كامل تابعٌ مستمر∗
+ℝ ومهما ،

∗من  xتكن 
+ℝ  فالتابع( , )xt g x t′֏  على 0]تابعٌ مستمر, ]n. 

,0]من  tوأخيراً مهما تكن  � ]n ومهما تكن ،x  من∗
+ℝ ،فلدينا ( , ) 1xg x t′ ≤ ،

التكامل إنّ وكذلك ف
0

d
n

t∫  ٌتكاملٌ متقارب !.  
   نستنتج أنّ التابع إذن، استناداً إلى مبرهنة اشتقاق التكاملات المتعلّقة بوسيط،
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0

( ) ( , )d

n

nx L x g x t t= ∫֏  

∗على  1Cينتمي إلى الصف 
+ℝ ّوأن ،n nL K′ = −.  

)إذن نستنتج بشأن متتالية التوابع  )n nL ∗∈ℕ  يأتيما:  
)تتقارب المتتالية  � )n nL ∗∈ℕ  ببساطة على∗

+ℝ  من التابعF ′. 

∗على  1Cإلى الصف  nLتنتمي التوابع  �
+ℝ. 

)تتالية الم � )n nL ∗∈
′

ℕ
∗ظام على كل مجموعة متراصّة من متقاربة بانت 

+ℝ التابع  منK−. 

Fإذن التابع  ∗تابعٌ قابلٌ للاشتقاق على  ′
+ℝ ولدينا  

, ( ) ( )x F x K x∗
+ ′′∀ ∈ = −ℝ.  

.4. III 0كن في حالة ولx   لدينا <

2
0 0

1 sin( ) sin( )
( ) ( ) d d

1

xt xt
F x K x t t t

t tt

∞ ∞ + = + =   +∫ ∫  

إذن التكامل 
0

sin
d
u

C u
u

∞
= (1)متقاربٌ لأنهّ يساوي  ∫ (1)F K+ ، وإذا أجرينا تغيير

txالمتحوّل  u=  ّفي هذا التكامل استنتجنا أن  

0

sin( )
( ) ( ) d

xt
F x K x t C

t

∞

+ = =∫  

  وعليه 
0, ( ) ( )x F x F x C′′∀ > − =   

. IV  0في حالة x<نعرّف ،( ) ( ( ) ( )) xG x F x F x e−′=   . عندئذ نلاحظ أنّ +
, ( ) ( ( ) ( )) x xx G x F x F x e Ce∗ − −

+ ′ ′′∀ ∈ = − = −ℝ  
  كما نعلم بناءً على دراستنا السابقة أنّ 

, ( ) (1 )
2

xx G x x e
π∗ −

+∀ ∈ ≤ +ℝ  

limإذن  ( ) 0
x
G x

→∞
=.  

, وهكذا نرى أنّ  ( ) xx G x Ce∗ −
+∀ ∈ =ℝ ، َّومن ثم  
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, ( ) ( )x F x F x C∗
+ ′∀ ∈ + =ℝ  

Fكان التابع   لـمّاو     أنّ استنتجنا  ℝعلى كامل  1Cينتمي إلى الصف  ′

(0) (0)
2

C F F
π′= + =  

0xلنعرّف إذن، في حالة  )، المقدار < ) ( ) xH x F x e= ّولنلاحظ أن ،  

, ( ) ( ( ) ( ))
2

x xx H x F x F x e e
π∗

+ ′ ′∀ ∈ = + =ℝ  

  إذن

, ( ) ( 1)
2

xx H x e
π∗

+∀ ∈ = −ℝ  

لأنّ 
0

lim ( ) 0
x

H x
+→

=.  

0xالة وهكذا نكون قد أثبتنا أنهّ في ح )يكون لدينا  ≤ ) (1 )
2

xF x e
π −= ولكنّ التابع  −

F  تابعٌ فردي إذن  

| |

2
0

sin( )
, ( ) d sgn( )(1 )

2(1 )

xxt
x F x t x e

t t

π
∞

−∀ ∈ = = −
+∫ℝ  

  ú  .ةالمطلوبي النتيجة وه
J  دف إلى دراسة بعض خواص التابع المعروف 33.التمرين بِسِل باسم تابع Bessel  من النوع

  ضعن ،ℝمن  xفي حالة . الأول
/2

0

2
( ) cos( sin )dJ x x

π

θ θ
π

= ∫  

. I توطئات.  

0مهما تكن  1. n≤ 2/، نضع

0

2
sin dn

nW
π

θ θ
π

= )0المتتالية  ادرس. ∫ )n nW ≥ 

  بدلالة التابع "عاملي" و بينّ أنّ  2nWواحسب بوجه خاص 

2

1
1, 0 nn W

nπ
∀ ≥ ≤ ≤  

1nCتابعاً من الصف  fليكن  2.   . أثبت أنّ Iمن  a. ولتكن 0 يحوي Iعلى مجال  +
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1( ) 1
( 1)

0 0

(0)
( ) (1 ) ( )d

! !

n k n
k n n

k

f af a a t f ta t
k n

+ +

=

= + −∑ ∫  

  ما يلي :، ℕ∗من  n، في حالة استنتج 3.
   فلدينا ℝمن  aمهما تكن  -  

    
1 2

2

0

| |( 1)
cos

(2 )! (2 )!

n nk
k

k

a
a a

k n

−

=

−
− ≤∑  (1)  

0 مهما تكن -   a< فلدينا   

    
1

2
22 22

0

( 1)

1

n k
n

kk n
k

Wa
W

a aa

−

=

−
− ≤

+
∑  (2)  

1)1/2السؤال السابق في حالة التابع من  فادةستالايمكن    )t t −+֏.  

. II  التابعJ  مجموع متسلسلة، وتحويلٌ بصفته  متعلق به تكاملي.  

1لتثبت أنهّ في حالة  (1)العلاقة  عملاست 1. n≤ وx  منℝ لدينا  

  
1

2 22
2

0

( 1)
( )

(2 )! (2 )!

n k
k nn

k
k

W
J x W x x

k n

−

=

−
− ≤∑  (3)  

أثبت أنّ  2.
2

2

( /2)
, lim 0

( !)

n

n

x
x

n→∞
∀ ∈ =ℝ.  

  استنتج أنّ  3.

  
2

2
0

( 1)
, ( )

2( !)

kk

k

x
x J x

k

∞

=

 − ∀ ∈ =   ∑ℝ  (4)  

0أثبت أنه مهما تكن  4. p<  يكن التكامل
0

( ) ( )dpxL p e J x x
∞ −=   متقارباً. ∫

  أثبت أنّ  5.
1

2
22 1 2 1

0

( 1)
( )

n k
n

kk n
k

W
L p W

p p

−

+ +
=

−
− ≤∑  

) احسب ثمُ  )L p  1في حالةp ≥.  
. III  مشتقات التابعJوالمعادلة التفاضلية التي يحققها ،.  
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0مهما تكن n≤ وx  منℝنضع ،  
/2

0

2
( ) (sin ) cos sin d

2
n

n

n
K x x

π
π

θ θ θ
π

 = +   ∫ 

)أثبت أنّ التابع  1. )nx K x֏  قابل للاشتقاق علىℝ  ّ1وأنn nK K+ . ثم =′
)و أنّ  ℝعلى  ∞Cالصف ينتمي إلى  Jتج أنّ استن )n

nJ K=.  
)أثبت أنّ متتالية التوابع  2. )

0( )n nJ   تابع يطلب تعيينه. من ℝتتقارب بانتظام على  ≤
)sinاحسب مشتق التابع  3. sin )xθ θ֏ و استنتج أن  

  , ( ) ( ) ( )x x J x x J x J x′′ ′∀ ∈ + = −ℝ  (5)  

. IV  تقارب التكامل( )∫
0

d
∞

J x xتهيموحساب ق.  

]على  1Cمن الصف  fليكن  1. , ]a b  ّأثبت أنlim ( )sin( )d 0
b

ax
f t xt t

→∞
=∫.  

من  aأثبت أنه في حالة  2.
2

0, π   و ،x  منℝ  لدينا 

/2sin

2
0

2 2
( ) sin( )d sin( sin )sin d

1

a

a

tJ x xt t x
t

π

θ θ θ
π π

′ = − −
−

∫ ∫  

lim تنتج أنّ سا 3. ( ) 0
x
J x

→∞
′ J(0). ثم احسب= ، واستنتج قيمة ′

0

( )
lim
x

J x

x→

′.   

نقبل أنّ التكامل  4.
0

sin
d
t
t

t

∞

متقارب وقيمته  ∫
2

π نعرف .sin
( ) d

x

t
G x t

t

∞

= ∫.  

2أثبت أنّ   -
0, ( )x G x

x
∀ > ≤ .  

2/أثبت أنّ التابع  -

0

2
( ) ( sin )dx F x G x

π

θ θ
π

= على يقبل الاشتقاق  ֏∫

ℝ ّوأن ،( )
( )

J x
F x

x

′
′ 0xفي حالة  =   ، ثم استنتج أنّ ≠

0

( )
0, 1 d ( )

AJ x
A x F A

x

′
∀ > + ≤∫  
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ما سبق لإثبات تقارب التكامل  عملاست -
0

d
( )

x
J x

x

∞
  واحسب قيمته. ∫′

ا سبق لإثبات تقارب التكامل مم فدْ است 5.
0

( )dJ x x
∞

  واحسب قيمته. ∫

.V جذور التابع J.  

0في حالة  1. x<  نضع( ) ( )H x x J x= ّأثبت أن .  

2

1
0, ( ) 1 ( ) 0

4
x H x H x

x

 ′′∀ > + + =  
  

0 لتكن 2. a≤ ولنضع ،( ) sin( )h x x a= H. بحساب مشتق المقدار− h Hh′ ′− 
  أثبت أنّ 

2
0

( )
( ) ( ) sin d

4( )

H x a
H a H a x x

x a

π

π
+

+ + = −
+∫  

[ينعدم بالضرورة على اال  Hما سبق أن  عمالأثبت باست 3. , [a a π+ ّواستنتج أن ،
,0[يقبل عدداً لاائياً من الجذور في اال  Jالتابع  [+∞. 

  الحـل

.1. I  0مهما تكن n≤ 2/، نضع

0

2
sin dn

nW
π

θ θ
π

= ∫ .  

)0المتتالية  من الواضح أنّ  � )n nW 0لأنّ المتراجحة  متناقصة، ≤ sin 1x≤  xفي حالة  ≥
من اال 

2
0, π    تقتضي 

1

2
, 0, , 0 sin sinn nn x x xπ + ∀ ∈ ∀ ∈ ≤ ≤  ℕ 

2لنفترض أنّ  � n≤،  عندئذ 

( )
/2

2 2
2

0
/2 /21

0 0

sin cos d
2

sin 1
cos sin d

1 1

n
n n

n
n

W W x x x

x
x x x

n n

π

π π

π −
−

−

− =

 
 = + − − 

∫

∫
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2 أو

1

1n n nW W W
n

− − =
−

  ، وهذا يُكافئ

22, ( 1)n nn nW n W −∀ ≥ = −  
1nWفإذا ضربنا طرفي المساواة السابقة بالمقدار    استنتجنا أنّ  −

1 1 22, ( 1)n n n nn nWW n W W− − −∀ ≥ = −  
1nالمتتالية التي حدها العام وهذا يثبتُ أنّ  nnWW   وتساوي ثابتة −

1 0

2
WW

π
=  

 من جهة أخرى نستنتج من العلاقة التدريجيّة نفسها أنّ و  �

2 2( 1)

2 1
1,

2n n

n
n W W

n
−

−
∀ ≥ =  

  ومن ثمَّ 
2 2 2( 1) 2

2 2( 1)

2 ( !) 2 (( 1)!)
1,

(2 )! (2( 1))!

n n

n n

n n
n W W

n n

−

−
−

∀ ≥ =
−

  

2 وهذا يثبتُ أنّ  22

1
1,

2

n
n nn

n W C∀ ≥ =. 

 لدينا ℕ∗من  nه في حالة نلاحظ أنّ  وكذلك �

2
2 2 2 1

2
2 2n n nnW nW W

π
−≤ =  

  إذن

2

1
, 0 nn W

nπ

∗∀ ∈ ≤ ≤ℕ 

.2. I لنثبت أنّه إذا كان f 1ف تابعاً من الصnC  .Iمن  aكان و  ،0 يحوي Iعلى مجال  +
  عندئذ

11( )
( 1)

0 0

(0)
( ) (1 ) ( )d

! !

n nk
k n n

k

af
f a a t f ta t

k n

+
+

=

= + −∑ ∫  

0nفي الحقيقة، هذه النتيجة صحيحة وضوحاً في حالة  لنفترض إذن صحّتها عند قيمة  .=
1n 1nCمن الصف  fتابعاً ، ولنتأمّل −   .Iمن  a نقطةو  ،0 يحوي Iعلى مجال  +
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  عندئذ يكون لدينا
1 ( )

0

(0)
( )

! ( 1)!

n k n
k

n
k

f a
f a a R

k n

−

=

= +
−∑  

  حيث
1

1 ( )

0
1 1

( ) ( 1)

0 0
1

( ) ( 1)

0

(1 ) ( )d

(1 )
( ) (1 ) ( )d

1
(0) (1 ) ( )d

n n
n

n
n n n

n n n

R t f ta t

t a
f ta t f ta t

n n

a
f t f ta t
n n

−

+

+

= −

 − = − + − 
 

= + −

∫

∫

∫

  

  .وهي تسمّى علاقة تايلور مع باقٍ تكامليّ  .nوهذا يثبت العلاقة المطلوبة في حالة 
  

.3. I قة تايلور مع باق تكاملي على التابع لنطبّق علاcos  2وحتىّ المرتبة 1n   فنجد −
12 1 2( )

2 1 (2 )

0 0

cos (0)
cos (1 ) cos ( )d

! (2 1)!

n nk
k n n

k

a
a a t ta t

k n

−
−

=

= + −
−∑ ∫  

2) ولكن )cos (0) ( 1)m m= 2)و − 1)cos (0) 0m+   إذن، =
11

2
2 2 1 (2 )

0 0

( 1)
cos (1 ) cos ( )d

(2 )! (2 1)!

n k n
k n n

k

aa a t ta t
k n

−
−

=

−
= + −

−∑ ∫  

  ومن ثمَّ 
11 2 2

2 2 1

0 0

( 1)
cos (1 ) d

(2 )! (2 1)! (2 )!

n n nk
k n

k

a a
a a t t

k n n

−
−

=

−
− ≤ − =

−∑ ∫  

  المطلوبة. (1)وهي العلاقة 
:1/2أمّا إذا طبّقنا علاقة تايلور مع باق تكاملي على التابع  (1 )f t t وحتىّ المرتبة  ֏+−

1n   لوجدنا −
11 ( )

1 ( )

0 0

1 (0)
(1 ) ( )d

! ( 1)!1

n k n
k n n

k

f u
u t f tu t

k nu

−
−

=

= + −
−+

∑ ∫  
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  ولكن
1
2

1
2

( )

2

1 3 1
( ) 1 (1 )

2 2 2
(2 )!

( 1) (1 )
2 !

kk

kk

k

f u k u

k
u

k

− −

− −

    − − −    = − + +              

= − +

⋯

  

  إذن
11 1

2 2 1/2
0 0

1 (1 )
( 1) ( 1) d

(1 )1

n n
k k n n

k n n
k

n t
W u W u t

tuu

− −

+
=

−
= − + −

++
∑ ∫  

0uإذن في حالة    يكون لدينا ≤
11 1

2 2 1/2
0 0

1

1
2 2

0

1 (1 )
( 1) d

(1 )1

(1 ) d

n n
k k n

k n n
k

n n n
n n

n t
W u W u t

tuu

W u n t t W u

− −

+
=

−

−
− − ≤

++

≤ − =

∑ ∫

∫
  

u/21وعليه بإجراء التعويض  a←  0في حالةa   نجد <
1

2 2

2 22
0

( 1)
1

n
k k n

k n
k

W Wa

a aa

−

=

− − ≤
+

∑  

  المطلوبة. (2)وهي العلاقة 

  
.1. II  1في حالة  يمكننا أن نكتب (1)العلاقة استناداً إلى n≤ وx  منℝ وθ  من

2
0, π    

  :ما يأتي
1 2

2 2 2

0

( 1)
cos( sin ) sin sin

(2 )! (2 )!

n nk
k k n

k

x
x x

k n
θ θ θ

−

=

−
− ≤∑  

وبالمكاملة على اال 
2

0, π     ،1في حالة نجد n≤ وx  منℝ ،المتراجحة الآتية :  

  
1

2 22
2

0

( 1)
( )

(2 )! (2 )!

n k
k nn

k
k

W
J x W x x

k n

−

=

−
− ≤∑  (3)  
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.2. II كانت المتسلسلة   لـمّا( )1
! 2

n
x

n
  متقاربة، سعى حدّها العام إلى الصفر ومن ثمَّ  ∑
2

2

( /2)
, lim 0

( !)

n

n

x
x

n→∞
∀ ∈ =ℝ  

.3. II  كان  لـمّاو
2

22

2

( /2)

(2 )! ( !)

n
nnW x
x

n n
  :أنّ ، (3) في ∞+تسعى إلى  nبجعل استنتجنا  =

  
2

2
0

( 1)
, ( )

2( !)

kk

k

x
x J x

k

∞

=

 − ∀ ∈ =   ∑ℝ  (4)  

.4. II  استناداً إلى العلاقة
/2

0

2
( ) cos( sin )dJ x x

π

θ θ
π

=   نستنتج مباشرة أنّ  ∫

/2

0

2
, ( ) cos( sin ) d 1x J x x

π

θ θ
π

∀ ∈ ≤ ≤∫ℝ  

التكامل  إذن
0

( ) ( )dpxL p e J x x

∞
−= ∗من  pكانت قيمة   أياًّ متقاربٌ بالإطلاق  ∫

+ℝ.  

.5. II  0لنلاحظ أنهّ في حالةp   لدينا ℕمن  kو  <

2 2

2 1 2 1 2 1
0 0

1 (2 1) (2 )!
d dpx k k u

k k k

k k
e x x u e u

p p p

∞ ∞
− −

+ + +

Γ +
= = =∫ ∫  

0p، أنهّ في حالة (3)وعليه نستنتج من العلاقة    لدينا : <
1

2 2

2 2 2 2
00 0 0

1( 1)
( )d d d

2 ( !) 2 ( !)

n k
xp px k px k

k n
k

e J x x e x x e x x
k n

∞ ∞ ∞−
− − −

=

−
− ≤∑∫ ∫ ∫  

  ومنه
1

2
22 1 2 1

0

( 1)
( )

n k
n

kk n
k

W
L p W

p p

−

+ +
=

−
− ≤∑  

2كان   لـمّاو  1
2lim ( / ) 0n
n

n
W p +

→∞
1pفي حالة  =   أنّ  ،(2)، استناداً إلى العلاقة استنتجنا ≤

22 1 2
0

1( 1)
1, ( )

1

k

kk
k

p L p W
p p

∞

+
=

−
∀ ≥ = =

+
∑  
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.1. III 0مهما تكن n≤، وx  منℝو ،θ  من
2

0, π   نضع ،  
2

( , ) (sin ) cos sin
2

n
n

n
k x x

π
θ θ θ

π

 = +   
  

   و
/2

0

( ) ( , )dn nK x k x

π

θ θ= ∫  

  : يأتي عندئذ نلاحظ ما
)، كان التابع ℝمن  xكانت   أياًّ  � , )nk xθ θ֏  مستمراًّ ومحدوداً على

2
0, π   . 

من  θكانت   أياًّ  �
2

0, π     ، كان التابع( , )nx k x θ֏  على قابلاً للاشتقاقℝوكان ، 

1( , ) ( , )n
n

k
x k x

x
θ θ+

∂
=

∂
  

من  θ، وℝمن  xوأخيراً مهما تكن  �
2

0, π    يكن 

( , ) 1nk x
x

θ
∂

≤
∂

  

وتكامل التابع الثابت على اال 
2

0, π     متقاربٌ. إذن التابع( )nx K x֏  تابعٌ قابلٌ للاشتقاق
)1ومشتقّه هو التابع  ℝعلى  )nx K x+֏.  0كان   لـمّاوJ K=  استنتجنا مما سبق أنّ التابع
J  ينتمي إلى الصفC∞  علىℝ،  ّوأن  

( ), n
nn J K∀ ∈ =ℕ  

.2. III في الحقيقة، نستنتج من المساواة  
/2

( )

0

2
( ) (sin ) cos sin d

2
n n n
J x x

π
π

θ θ θ
π

 = +   ∫  

  أنّ 
/2

( )

0

2
, , ( ) (sin ) dn n

nn x J x W

π

θ θ
π

∀ ∈ ∀ ∈ ≤ =∫ℕ ℝ  

)ولكنّ المتتالية  )n nW
∈ℕ

). إذن تسعى متتالية التوابع 0ى إلى متتالية متناقصة وتسع  )( )n nJ ∈ℕ 
  بانتظام إلى التابع الثابت الصفري.
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.3. III  ّلنلاحظ أوّلاً أن  

/2

0
/2

0
/2

2

0

2
( ) cos( sin )d

2
( ) sin sin( sin )d

2
( ) sin cos( sin )d

J x x

J x x

J x x

π

π

π

θ θ
π

θ θ θ
π

θ θ θ
π

=

′ = −

′′ = −

∫

∫

∫

  

  لدينا ،ℝمن  xفي حالة  ،إذن

( )

/2

2

0
/2

0
/2/2

0 0

2
( ) ( ) cos cos( sin )d

2
cos sin( sin ) d

2 2
cos sin( sin ) sin sin( sin )d

( )

xJ x xJ x x x

x

x x

J x

π

π

ππ

θ θ θ
π

θ θ θ
π θ

θ θ θ θ θ
π π

′′+ =

∂
=

∂

 
 = +
  

′= −

∫

∫

∫

  

  فنكون بذلك قد أثبتنا أنّ 
  , ( ) ( ) ( ) 0x xJ x J x xJ x′′ ′∀ ∈ + + =ℝ  (5)  

.1. IV  ليكنf  1من الصفC  على[ , ]a b 0، في حالة عندئذx   : لدينا، <

cos( ) 1
( )sin( )d ( ) ( )cos( )d

b bb

t aa a

xt
f t xt t f t f t xt t

x x=

 
  ′= − +
  

∫ ∫  

  وعليه، 

1
0, ( )sin( )d ( ) ( ) ( ) d

b
b

a
a

x f t xt t f a f b f t t
x

 
′∀ > ≤ + + 

  
∫ ∫  

lim إذن  ( )sin( )d 0

b

x
a

f t xt t
→∞

=∫.  
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.2. IV  لتكنa  من
2

0, π    لتكن ، وx  منℝ  لدينا  
/2

0
/2

0

2
( ) sin sin( sin )d

2 2
sin sin( sin )d sin sin( sin )d

a

a

J x x

x x

π

π

θ θ θ
π

θ θ θ θ θ θ
π π

′ = −

= − −

∫

∫ ∫
  

  ولكن
sin

2arcsin
0 0

2 2
sin sin( sin )d sin( )d

1

a a

t

t
x xt t

tθ
θ θ θ

π π←
− = −

−
∫ ∫  

 إذن

/2sin

2
0

2 2
( ) sin( )d sin( sin )sin d

1

a

a

tJ x xt t x
t

π

θ θ θ
π π

′ = − −
−

∫ ∫  

.3. IV  ّنستنتج إذن أن  
sin

2
0

2 2
( ) sin( )d 1

1

a
atJ x xt t

tπ π

 ′ ≤ + −   −
∫  

0εلتكن  من  a، ولنختر <
2

0, π     2يحُقّق
1

2

a ε

π
− .1.عندئذ بالاستفادة من  ≥ IV 

  تحُقّق 0xنجد 
sin

0
2

0

2
sin( )d

21

a

tx x xt t
t

ε

π
≥ ⇒ ≤

−
∫  

  وعليه نكون قد أثبتنا أنّ 
0 ( )x x J x ε′≥ ⇒ ≤  

limومنه  ( ) 0
x
J x

→∞
′ =.  

(0)ومن جهة أخرى لدينا  0J ′   . نستنتج إذن أنّ =
/2

2

0
0

( ) 2 1
lim (0) sin d

2x

J x
J

x

π

θ θ
π→

′
′′= = − = −∫  
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.4. IV  أنّ التكامل نعلم
0

sin
d
t
t

t

∞

 ويساويمتقارب  ∫
2

π. ف نعرّ لsin
( ) d

x

t
G x t

t

∞

= ∫.  

∗من  xلتكن  �
+ℝ عندئذ 

2

2

sin cos cos cos cos
( ) d d

cos cos
d

xx x

x

t x t x t
G x t t

t t t

x t
t

t

∞ ∞∞

∞

 − − = = +
  

−
=

∫ ∫

∫
  

  ومن ثمَّ 

2 2

cos cos d 2
( ) d 2

x x

x t t
G x t

xt t

∞ ∞−
≤ < =∫ ∫ 

 التابع يكنل �
/2

0

( ) ( , )dx F x f x

π

θ θ= 2 حيث ֏∫
( , ) ( sin )f x G xθ θ

π
 . عندئذ =

)، فالتابع ℝمن  xتكن  مهما � , )f xθ θ֏  تابع على  مستمر
2

0, π   . 

من  θمهما تكن  �
2

0, π    فالتابع ،( , )x f x θ֏ الاشتقاق على  يقبلℝ ويحُقّق ، 

2 sin( sin )
: 0

( , )
2

sin : 0

x
xf xx

x
x

θ

πθ

θ
π

− ⋅ ≠∂ = ∂  − ⋅ =

  

)والتابع  , )xf xθ θ′֏  ٌتابع على مستمر
2

0, π    وذلك مهما كانت ،x  منℝ. 

 وأخيراً  �

2 2
, 0, , ( , )xx f xπ πθ θ  ′∀ ∈ ∀ ∈ ≤  ℝ  

وتكامل التابع الثابت متقاربٌ على 
2

0, π    .  
قابلٌ  Fإذن، استناداً إلى مبرهنة اشتقاق التكاملات التابعة لوسيط، نستنتج أنّ التابع 

  وأنّ  ℝللاشتقاق على 
/2

0

1 2 ( )
, ( ) sin( sin )d

J x
x F x x

x x

π

θ θ
π

∗
  ′ ′ ∀ ∈ = − =    

∫ℝ  
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 وعلى هذا يكون
0

( ) (0) ( )d
A

F A F F x x′= +   أو، ∫

0

( )
0, ( ) 1 d

A
J x

A F A x
x

′
∀ > = + ∫  

limلنثبت أنّ  � ( ) 0
A

F A
→∞

). لتحقيق ذلك نتأمّل متتالية ما = )n na ∈ℕ  من∗
+ℝ 

)2، ولنعرّف ∞+تسعى إلى  ) ( sin )n nf G a
π

θ θ=.  
تابعٌ مستمر على  nfفالتابع  ℕمن  nمهما تكن  �

2
0, π   . 

)تتالية الم � )n nf ∈ℕ  متقاربة ببساطة من التابعℓ المعرّف على 
2

0, π      يأتيكما :
(0) 1=ℓ و( ) 0θ =ℓ  في حالة

2
0, πθ  ∈    وذلك بسبب تقارب التكامل .

0

sin
d
t
t

t

∞

∫. 

، وعلى ∞+لأنهّ مستمر ويقبل اية منتهية عند  ℝ+على  تابعٌ محدود Gالتابع  �
يحُقّق  Mهذا يوجد ثابتٌ 

2
, 0, , ( )nn f Mπθ θ ∀ ∈ ∀ ∈ ≤  ℕ. 

  يكون لدينا إذن، اعتماداً على مبرهنة التقارب للوبيغ،
/2

0
lim ( ) ( )d 0n
n

F a
π

θ θ
→∞

= =∫ ℓ  
)ولأنّ المتتالية  )n na ∈ℕ   ّكيفيّة نستنتج أنlim ( ) 0

A
F A

→∞
=.  

وبالعودة إلى المساواة  �
0

d
( ) 1 ( )

A x
F A J x

x
′= + تسعى إلى اللااية  Aوجعل  ∫

نستنتج أنّ التكامل 
0

d
( )

x
J x

x

∞

 متقارب وأنّ  ∫′
0

d
( ) 1

x
J x

x

∞

′ = −∫. 

.5. IV  ّبالعودة إلى المعادلة التفاضليّة نستنتج أن 

0

( ( ) ( ))d 1J x J x x

∞

′′+ =∫  

(0)كان   لـمّاو  0J ′ lim، و= ( ) 0
x
J x

→∞
′ ، استنتجنا أنّ =

0
( )d 0J x x

∞
′′   ومن ثمَّ  ∫=

0
( )d 1J x x

∞
=∫  
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.1.V  0في حالة x<  نضع( ) ( )H x x J x= .عندئذ  

( )

( )

2

( ) ( ) ( ) 2( ) ( ) ( )

1 1
( ) ( ) ( )

4
1 1

( ) ( ) ( )
4

1 1
( ) ( )

4
1

1 ( )
4

H x x J x x J x xJ x

J x J x xJ x
x x x

J x J x xJ x
x x x

J x xJ x
x x x

xJ x
x

′′ ′′ ′ ′ ′′= + +

′ ′′= − + +

′ ′′= − + +

= − −

 = − +   

  

  وهذا يثبتُ أنّ 

2

1
0, ( ) 1 ( ) 0

4
x H x H x

x

 ′′∀ > + + =  
  

.2.V 0 لتكن a≤ ولنضع ،( ) sin( )h x x a=   عندئذ نستنتج من المساواة. −

( )H h Hh H h Hh′′ ′ ′′ ′′− = −  
  أنّ 

2

( )
, ( ) ( ) sin( )

4

H x
x H h Hh x x a

x
′′ ′∀ ∈ − = − −ℝ  

  وعليه 

2

( )
( ) ( )d sin( )d

4

a a

a a

H x
H h Hh x x x a x

x

π π+ +

′′ ′− = − −∫ ∫  

  ومنه

2
0

( )
( )sin( ) ( )cos( ) sin d

4( )

a

a

H x a
H x x a H x x a x x

x a

π
π+ + ′ − − − = −   +∫  

  أو

    
2

0

( )
( ) ( ) sin d

4( )

H x a
H a H a x x

x a

π

π
+

+ + = −
+∫  (6)  
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.3.V  ّلنفترض أن H ال  لاينعدم على ا] , [a a π+،  فهو إذن يحُافظ على إشارة ثابتة ولتكن
ε  ال. عندئذ نستنتج بسبب استمرارعلى هذا اH ارين أنّ المقد( )H aε و( )H aε π+ 

)أنّ اموع  (6). ونستنتج أيضاً من العلاقة ℝ+ينتميان إلى  ) ( )H a H aε π ε+ سالبٌ  +
[، في اال J، ومن ثمَّ Hتماماً وهذا تناقض واضح. إذن لا بدُّ أن ينعدم  , [a a π+.  

2جذراً في كل من االات  J إذن يقبل التابع ,(2 1)n nπ π +  حيث n من∗ℕ وهذا .
∗يقبل عدداً لاائيّاً من الجذور في  Jيبرهن على أنّ التابع 

+ℝ.  ú  

Jدف في هذه المسألة إلى دراسة ما يسمّى بالمتوسّط  34. التمرين”الهندسي-الحسابي“.  
. I ليكن ( , )a b  2من( )∗

+ℝ ف المتتاليتيننعر .( )n nx ∈ℕ  و( )n ny ∈ℕ : تدريجياًّ كما يلي  
0 0

1 1

, ,

, ,
2

n n
n n n n

x a y b

x y
n x x y y+ +

= =

+
∀ ∈ = =ℕ

  

,1أثبت أنّ  1. n nn x y∀ ≥ ≤.  

1أثبت أيضاً أنّ  2. 11, ,n n n nn x x y y+ +∀ ≥ ≤ ≤.  

)أثبت أنّ المتتاليتين  3. )n nx ∈ℕ  و( )n ny ∈ℕ  النهاية نفسها. نسمّي هذه  منمتقاربتان
)، ونرمز إليها bو aلعددين ل “الهندسي-الحسابي”النهاية المتوسّط  , )a bM.  

  الآتية:أثبت صحة الخواص  4.
2

3

2

( , ) ( ) , ( , ) ( , )

( , , ) ( ) , ( , ) ( , )

( , ) ( ) , ( , )
2

a b a b b a

a b a b a b

a b
a b ab a b

λ λ λ λ

∗
+

∗
+

∗
+

∀ ∈ =

∀ ∈ =

+
∀ ∈ ≤ ≤

ℝ

ℝ

ℝ

M M

M M

M

  

:بالعلاقة :  Ωنعرف التابع  5. ]0,1] , ( ) ( ,1)x x∗
+Ω → Ω =ℝ Mعن المقدار عبر ، 

( , )a bM  بدلالةΩ وa وb .  
. II  في حالة( , )a b  2من( )∗

+ℝ نضع  
/2

2 2 2 2
0

d
( , )

cos sin
a b

a b

π
θ

θ θ
=

+
∫D  
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  الآتية:أثبت صحة الخواص  1.
2

3

2

( , ) ( ) , ( , ) ( , )

1
( , , ) ( ) , ( , ) ( , )

( , ) ( ) , ( , )
2 2

a b a b b a

a b a b a b

a b a b a b
b a

λ λ λ
λ

π π

∗
+

∗
+

∗
+

∀ ∈ =

∀ ∈ =

∀ ∈ ≤ ⇒ ≤ ≤

ℝ

ℝ

ℝ

D D

D D

D

  

)عين تغيير المتحول  2. )tθ ϕ=  الآتيةصحة المساواة يفيد في إثبات الذي:  

2

2 2 2 2
0

d
( , ) ( ) , ( , )

1

t
a b a b

t a b t

∞
∗
+∀ ∈ =

+ ⋅ +
∫ℝ D  

xatتغيير المتحول  نجري 3. e
b

حتى  bو aبدلالة  βو αالسابق. عينّ  في التكامل =

  يكون

2

0

d
( , ) ( ) , ( , ) 2

ch(2 )

x
a b a b

xα β

∞
∗
+∀ ∈ =

+∫ℝ D  

)argshأخيراً نقوم بإجراء تغيير المتحول  4. )x u=  ّفي التكامل السابق. استنتج أن 

2( , ) ( ) , ( , ) ,
2
a ba b a b ab∗

+
 + ∀ ∈ =   

ℝ D D  

)ليكن 5. , )a b  2من( )∗
+ℝ،  ولتكن( )n nx ∈ℕ  و( )n ny ∈ℕ  المتتاليتين المعرفّتين في. I 

1لاقة بسيطة بين ع دْ جِ  1( , )n nx y+ +D و( , )n nx yD:ّثمُّ برهن أن ،  

( , )
2 ( , )

a b
a b

π
=D
M

  

  
. III  0لتكنz  ف المتتالية ]0,1[منثمُّ لنعر ،( )n nz ∈ℕ قةبالعلا:  

1

2
,

1
n

n
n

z
n z

z
+∀ ∈ =

+
ℕ  

)ادرس تقارب المتتالية  1. )n nz ∈ℕ  ا متزايدة وتسعى إلى العددناً أ1مبي.  

)1أوجد علاقة بين  2. ,1)nz +D و( ,1)nzD.  
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  استنتج أنّ : 3.

0
0

0 1

1 ( )
, ( )

2

n
k

k n

z z
n z

z= +

 + Ω ∀ ∈ Ω ≤ ≤   
∏ℕ  

.في هو التابع المعرّف  Ω حيث I  0ثمُّ استنتج من ذلك طريقة لحساب( )zΩ اً تقريبي.  
)يد دراسة سرعة تقارب المتتالية نر  4. )n nz ∈ℕ 1العدد  من.  

1احسب النهاية  �

2

1
lim

(1 )

n

n
n

z

z

+

→∞

−

−
.  

أثبت صحة المتراجحة  �
2

1 2
0 0

(1 )
, 1

(1 )(1 )

n
n

z
n z

z z
+

−
∀ ∈ − ≤

+ +
ℕ.  

 نعرف العدد �
0

0

2
0 0

1

(1 )(1 )
z

z
K

z z

−
=

+ +
. بين أنّ 

0
0 1zK< ، ثمُّ >

:  أثبت أنّ 
0

2 1
0, 1 (1 )

n

n z
n z z K −∀ ∈ − ≤ −ℕ.  

1نفترض أنّ  �
0 4
z 1. أعطِ تقديراً لعدد الحدود = 2, , , pz z z…  الكافي لحساب

(1/4)Ω 1010غر من بخطأ أص− .  
. IV  

حساب في  فيدعلاقة تدريجيّة ت دْ جِ  1.
/2

2

0

2
cos dn

n

π

λ θ θ
π

= ∫ ثمُّ عين ،nλ  بدلالةn 

   التابع عاملي.عملاً مُست
]من  αلتكن 2. 2 ، ولنعرف]0,1 2( ) cosn n

nf θ α θ= أثبت التقارب المنتظم .

2، ثمُّ استنتج قيمة اموع ∑nfللمتسلسلة 
0

n
nn
λ α

∞

=∑.  
]من  αلتكن  3. 2لنعرف ، و ]0,1 2( ) cosn n

n ng θ λ α θ= أثبت التقارب المنتظم .
  ثمُّ استنتج صحة المساواة ∑ng للمتسلسلة

/2

2 2

2 2
0 0

2 d

1 cos

n
n

n

π
θ

λ α
π α θ

∞

=
=

−
∑ ∫  
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    استنتج من الدراسة السابقة أنّ  4.
2

22

4
0

( )1
]0,1], (1 )

( ) 2

n
nn

n
n

C
x x

x

∞

=

∀ ∈ = −
Ω ∑  

  الحـل

. I ليكن ( , )a b  2من( )∗
+ℝ .ف المتتاليتين ولنعر( )n nx ∈ℕ و( )n ny ∈ℕ أتيتدريجيّاً كما ي:  

  
0 0

1 1

, ,

, ,
2

n n
n n n n

x a y b

x y
n x x y y+ +

= =

+
∀ ∈ = =ℕ

  

.1. I 21كان   لـمّا
( ) 0

2 2

α β
αβ α β

+
− = −   أنّ استنتجنا مباشرة  ≤

1, n nxn y∀ ≥ ≤   
.2. I من الم توسطين الحسابي والهندسي لعددين محصورين بين نستنتج مما سبق، ومن كون كل

  أصغرهما وأكبرهما أنّ 
1 11, ,n n n nn x x y y+ +∀ ≥ ≤ ≤  

.3. I  إذن المتتالية( )n nx ∗∈ℕ  1متتالية متزايدة ومحدودة من الأعلى بالعددy  ٍفهي متقاربة من عدد 
λ المتتالية ، و( )n ny ∗∈ℕ  فهي متقاربة أيضاً من عددٍ  0متتالية متناقصة ومحدودة من الأدنى بالعدد

Λ ونستنتج من جعل .n  ّاية في العلاقات التدريجيّة أنتسعى إلى اللا
2

λ + Λ
Λ ، ومنه =

λ = Λ وهذا يثبت تقارب المتتاليتين .( )n nx ∈ℕ و( )n ny ∈ℕ  من النهاية نفسها والتي سنرمز
)إليها بالرمز  , )a bM.  

.4. I  لنرمز بالرمز( ( , ), ( , ))n n nx a b y a b ∈ℕ  يأتيإلى المتتالية المعرفّة تدريجيّاً كما :  
0 0

1 1

( , ) , ( , ) ,

( , ) ( , )
, ( , ) ( , ) ( , ), ( , )

2
n n

n n n n

x a b a y a b b

x a b y a b
n x a b x a b y a b y a b+ +

= =

+
∀ ∈ = =ℕ

  

 عندئذ نلاحظ مباشرة أنّ  �

1 1( , ) ( , )x a b ab x b a= 1و  = 1( , ) ( , )
2

a b
y a b y b a

+
= =  

1nكان   أياًّ ومن ثمَّ  )كان   ≤ , ) ( , )n nx a b x b a= و( , ) ( , )n ny a b y b a=  ، ُوهذا يثبت
)أنّ  , ) ( , )a b b a=M M. 
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 أنّ  nونبرهن بالتدريج على  �

, ( , ) ( , ), ( , ) ( , )n n n nn x a b x a b y a b y a bλ λ λ λ λ λ∗∀ ∈ = =ℕ  
)وهذا يثبتُ أنّ  , ) ( , )a b a bλ λ λ=M M. 

1كان   لـمّاوأخيراً  � 1, ( , ) ( , ) ( , )nn x a b x a b y a b∗∀ ∈ ≤ ≤ℕ أنّ  استنتجنا  

( , )
2

a b
ab a b

+
≤ ≤M  

.5. I  ف التابعنعرΩ  : بالعلاقة: ]0,1] , ( ) ( ,1)x x∗
+Ω → Ω =ℝ M ، قعندئذ نتوث

  مباشرة، بالاستفادة من الخواص السابقة، أنّ 

2 min( , )
( , ) ( ) , ( , ) max( , )

max( , )

a b
a b a b a b

a b

∗
+

 ∀ ∈ = ⋅ Ω   
ℝ M  

. II  في حالة( , )a b  2من( )∗
+ℝ نضع  

/2

2 2 2 2
0

d
( , )

cos sin
a b

a b

π
θ

θ θ
=

+
∫D.  

.1. II  بإجراء تغيير المتحوّل
2
πθ ϕ← )في التكامل  − , )a bD  نستنتج مباشرة أنهّ يساوي

( , )a bD ّ1من الواضح أنّ . وكذلك فإنه
( , ) ( , )a b a bλ λ

λ
=D D وأخيراً، في حالة .a b≤ 

  يكون لدينا
2 2 2 2 2 2cos sina a b bθ θ≤ + ≤  

  وهذا يثبت أنّ 

( , )
2 2

a b a b
b a

π π
≤ ⇒ ≤ ≤D  

  
.2. II  ل بإجراءتغيير المتحوtantθ   شرة أنّ نجد مبا =

2

2 2 2 2
0

d
( , ) ( ) , ( , )

1

t
a b a b

t a b t

∞
∗
+∀ ∈ =

+ ⋅ +
∫ℝ D  

  



 478 التكاملات المعمّمة أو المعتلّة والتكاملات التابعة لوسيط

.3. II ل  ثمُّ نجريتغيير المتحوxat e
b

  فنجد ،في التكامل السابق =

2 2 2 2 2 2
0

2 2 2 2
0

2 2
0 0

d d
( , )

1

d d
2

d d
2 2

ch22 ch2

x

x x

x x x x

t e x
a b

t a b t b ae a be

x x

a be a be a be a be

x x

xa b ab x α β

∞ ∞

−∞
∞ ∞

− −
−∞

∞ ∞

= =
+ ⋅ + + ⋅ +

= =
+ ⋅ + + ⋅ +

= =
++ +

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

D

  

2abα حيث 2و = 2a bβ = +.  
.4. II  لأخيراً بإجراء تغيير المتحوargsh( )x u= نجد ،في التكامل السابق  

( )

2
0 0

2 2
0

d d
( , ) 2 2

ch(2 ) 2 sh

d
2

1 2

2 , 2

,
2

x x
a b

x x

u

u u

a b
ab

α β α β α

α β α

α β α

∞ ∞

∞

= =
+ + +

=
+ ⋅ + +

= +
 + =   

∫ ∫

∫

D

D

D

  

  : الآتيةفنكون قد أثبتنا العلاقة المهمّة 

2( , ) ( ) , ( , ) ,
2
a ba b a b ab∗

+
 + ∀ ∈ =   

ℝ D D  

.5. II  ليكن( , )a b  2من( )∗
+ℝ،   ولتكن( )n nx ∈ℕ و( )n ny ∈ℕ  المتتاليتين المعرفّتين. I 

  عندئذ نستنتج انطلاقاً من العلاقة السابقة أنّ 

1 1, ( , ) ( , )n n n nx y x y+ +∀ ∈ =ℕ� D D  

)فجميع حدود المتتالية  )( , )n n n
x y

∈ℕ
D  متساوية وتساوي( , )a bD ونستنتج من المتراجحة .  

, ( , )
2 2n n
n n

x y
y x

π π∗∀ ∈ ≤ ≤ℕ� D  
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  أنّ 

, ( , )
2 2n n

a b
y x

π π∗∀ ∈ ≤ ≤ℕ� D  

  وجدنا أنّ  ∞+تسعى إلى  nفإذا جعلنا 

( , )
2 ( , )

a b
a b

π
=D
M

  

. III  0لتكنz  ف المتتالية ]0,1[منثمُّ لنعر ،( )n nz ∈ℕ : بالعلاقة  

1

2
,

1
n

n
n

z
n z

z
+∀ ∈ =

+
ℕ  

.1. III  ّ00من الواضح أن 1z< 0. لنفترض أنّ > 1nz<   ئذ عند >

( )

( )( )

1

2
2 (1 )

1 1

1 2 0
1

n n
n n n n n

n n

n
n n n

n

z z
z z z z z

z z

z
z z z

z

+ − = − = − +
+ +

= − + + >
+

  

  و

( )2
1

12
1 1 0

1 1

nn
n

n n

zz
z

z z
+

−
− = − = >

+ +
  

1وهذا يثبتُ أنّ  1n nz z +<   . إذن لقد أثبتنا أنّ >
1, 0 1n nn z z +∀ ∈ < < <ℕ  

)فالمتتالية  )n nz ∈ℕ  فهي إذن متقاربة من عدد  1متتالية متزايدة ومحدودة من الأعلى بالعددℓ 

2. وهذا العدد يحُقّق ]0,1[ينتمي إلى اال 
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). فالمتتالية ℓ=1وهذا يقتضي أن  )n nz ∈ℕ  1متزايدة وتسعى إلى العدد متتالية.  
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)المتتالية فتقارب  )n nz ∈ℕ .هو تقاربٌ تربيعي  
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)في الحقيقة إذا استفدنا من تزايد المتتالية  � )n nz ∈ℕ  سبق أنّ استنتجنا مما  
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  ليتحقّق المطلوب. 4zو 3zو 2zو 1zإذن يكفي حساب 



 482 التكاملات المعمّمة أو المعتلّة والتكاملات التابعة لوسيط

.1. IV  لحساب
/2

2

0

2
cos dn

n

π

λ θ θ
π

= 2cosيمكننا مثلاً إجراء تغيير المتحول  ∫ tθ = 

  لنجد

( ) ( ) ( )
( ) ( )

/2 1

2 1/2 1/2

0 0
1 1
2 21 1 1

2 2 2
1

2

2 2

2 1
cos d (1 ) d

1 1
,

1 !

(2 )!

( !) 2 4

n n
n

n

k

n
n

n n

t t t

n
n k

n n

Cn

n

π

λ θ θ
π π

β
π π

− −

=

= = −

Γ + Γ
= + = = −

Γ +

= =

∫ ∫

∏  

.2. IV  لتكنα  من[ 2، ولنعرف]0,1 2( ) cosn n
nf θ α θ= .لمتسلسلة ا

0
n

n

f

∞

=
متقاربة  ∑

بالنظيم على اال 
2

0, π    ، فهي متقاربة بانتظام ومجموعها يساوي
2 2

1

1 cos
θ

α θ−
  . إذن ֏

/2 /2

2 2

2 2
00 0

2 d 2
cos d

1 cos

n n

n

π π
θ

α θ θ
π πα θ

∞

=

   =   −  
∑∫ ∫  

  ومن ثمَّ 

/2

2

2 2 2 2
0

2

2

0 0

22
0

2 d 2 d
, tan

1

1 cos 1

2 d
,

11
1

1

n
n

n

u

u

x

x

u

u x

π

θ
θ

λ α
π πα θ α

π α
α

α

∞∞

=
∞

= ←

← −

=
− − +

=
+−

=
−

∑ ∫ ∫

∫  



تمرينات  483  

  

.3. IV  لتكنα  من[ 2،  ولنعرف ]0,1 2( ) cosn n
n ng θ λ α θ=.لمتسلسلة من الواضح أنّ ا

0
ng

∞

متقاربة بالنظيم على اال  ∑
2

0, π    فهي إذن متقاربة ، وذلك استناداً إلى النتيجة السابقة

بانتظام ومجموعها يساوي 
2 2

1

1 cos
θ

α θ−
  . وعلى هذا فإنّ ֏

/2 /2

2 2 2 2

2 2
0 00 0

2 d 2
cos d

1 cos

n n n
n n

n n

π π
θ

λ α θ θ λ α
π πα θ

∞ ∞

= =

   = =   −  
∑ ∑∫ ∫  

.4. IV  وبوجه خاص لدينا في حالةx  0,1من    
/2

2 2

2 2 2
0 0

2 d
(1 )

cos sin
2 1 1

( ,1)
( ,1) ( )

n
n

n

x
x

x
x x

π
θ

λ
π θ θ

π

∞

=

− =
+

= = =
Ω

∑ ∫

D
M
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  الثانيالجزء مفردات دليل 
  .يظهر فيها المفهوم المشار إليه ظهوراً معنوياً التي صفحة الرقم  إلىالعدد يشير 

  
 54 ,1 تابع الأسّي ال

 5 ساس لأتابع الأسّي ال

 63 ,8 تابع التجيب 

 64 ,6 تابع التجيب الزائدي

 14 تابع التجيب العكسي

 63 ,8 تابع الجيب 

 64 ,6 ديتابع الجيب الزائ

 65 ,13 تابع الجيب العكسي

 5 تابع الرفع إلى أس

 66 ,13 تابع الظل 

 66 ,6 تابع الظل الزائدي

 54 ,13 تابع الظل العكسي

 55 ,5 تابع اللوغاريتمي ال

 216 ,212 تابع أصلي

 348   تابع غامّا لأولر

 354   لأولر بيتاتابع 

 215 تابع مستمر قِطَعيّاً 

 216 قِطَعيّاً محلياً  تابع مستمر 

 51 تابع مهمل أمام آخر

 49 تابع يهُيمن على آخر

 ABEL  153 تحويل آبل

 3 تشاكل تقابلي زمري

 152 ,139  تقارب البسيط ال

 152 تقارب بالنظيم

 152 ,141 تقارب بانتظام  على كل متراصّة ال

 152 ,139 تقارب بانتظام ال

 222 تقسيمة منقوطة

 335 المتباعد تكامل ال

 335 تكامل المتقارب ال

 228 ,218 تكامل المحدود ال

 335 تكامل المعمّم ال

 339 تكامل متقارب بالإطلاق

 339 تكامل نصف متقارب

 RIEMANN  244 توطئة ريمان

 EULER  352 ثابت أولر

 72 جدول التغيرات

 222 خطوة التقسيمة المنقوطة

 CAUCHY  284 شرط كوشي

 142,152 شرط كوشي بانتظام

 R 225صف ال

locصف ال
R 227 

 357 علاقة التمام

 RAABE    360علاقة راب

 STIRLING  361, 361 علاقة ستيرلينغ

 CHASLES  213 علاقة شال

 WALLIS 286 علاقة واليس

 BERNSTEIN 146 ات حدود برنشتاينير كث

 TCHBYSHEV  329تشبيشف كثيرات حدود 

 LEBESGUE 345, 374 مبرهنة التقارب للوبيغ

 DINI  165 مبرهنة ديني

 WEIERSTRASS  146 مبرهنة فايرشتراس

 139 متتالية توابع
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  متراجحة كوشي شوارتز
CAUCHY-SCHWARZ  

365 

 152 متسلسلة توابع

 RIEMANN   222 مجموع ريمان

 72 مستقيم مقارب

 72 منحني التابع

 72 منحى مقارب

  لاغرانج-منشور تايلور
TAYLOR-LAGRANGE  

61 

 49 نشر المحدود ال

 49 نشر المحدود بالمعنى القوي ال

 72 نقطة انعطاف
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ليل التح اختصاصفي  ا�كتوراه في الرIضيات البحتة

 . 1990التابعي من جامعة بيير وماري كوري في �ريس عام 
 

. وقد 1990ام العالي للعلوم التطبيقية والتكنولوجيا منذ ع المعهديدرّس ا�كتور قو� الرIضيات في 
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وضع في هذه السلسc من الكتب العلميّة أغلب الموضوعات التي درّسها في المعهد العالي في 


الجبر العام، والجبر الخطّي، والتحليل، والمعادلات التفاضلية، والتحليل العقدي،  مجالات
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