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  حمزة الحاكمي   : المادة  دكتور  ◄

 الدوارة  الزمر:  عنوان المحاضرة ◄              العاشرة  :  المحاضرة  ◄

 أهلاً بكم أصدقائي سندرس في هذه المحاضرة :  :المحتوى العلمي 

 سنتابع في الزمرة الدوارة ومبرهنات عنها.-1

 نتعرّف على بعض الزمر الجزئية في الزمرة الدوارة. -2

 شروط لأجلها تكون الزمرة المولدة بعنصرين دوارة. -3

مبرهنة: ))هذه المبرهنة تعطينا الشرط الازم والكافي كي تكون عناصر الزمرة الدوارة المنتهية مولدات لها(( 

 الشروط الاتية متكافئة :ان      حيث   زمرة دوارة منتهية مرتبتها         لتكن النص :

1)                

2)    (   )  1 

 الاثبات :

(𝟐 ← (   )   ولنفرض جدلا أن     حيث        لنفرض أن (𝟏 عندئذ  1     

  ومنه:            و       حيث :         يوجد 

(  )  (  )   (   )  (  )    

0ومنه :         :(  )    

 . إذاً لن نحصل على جميع العناصر ,نصل الى جزء فقط((.  لاتصل الى   ))قيم 

(   )   وبالتالي          وهذا يناقض كون   1 

 (𝟏 ← (   )   لنفرض أن 𝟐 ( بحيث:        عندئذ يوجد  1 

 1  يعني  الفا(   )          

                      (  )  (  )  

     (  )  (  )       

          و        اصغر زمرة جزئية تحوي 

                              

 1البنى الجبرية  
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:نتيجة (   مولدة بالعنصر   عندئذٍ) الزمرة      عدد صحيح وليكن  1  لنفرض ان  

   (   )  1         

مثال: {7         2 1 0}                                          

   1      1     7   
            

مبرهنة تكون أيضا دوارة . زمرة دوارةكل زمرة جزئية من  :  

 البرهان:

 : زمرة جزئية في   لتكن     حيث زمرة دوارة        لتكن  

)طالما المحايد بحد ذاته يؤلف زمرة جزئية عندها تكون دوارة.  ومنه          { }   .1

      
 0  و     حيث        ومنه     عندئذٍ يوجد  { }   .2

ℓ :ℓلنأخذ المجموعة   {                   } 

 وبالتالي:      ان   تحوي عنصر اصغر وليكن  ℓ    ℓ  لان  ℓ 0 إن 

       (1) 

 ))لنثبت الاحتواء المعاكس((

 وحسب خوارزمية القسمة فإنه       حيث      عندئذٍ       ليكن 

0حيث                

0عندئذ   0  لنفرض جدلا أن       

                ⏟
ولنضرب من اليسار ب    

              

 ℓفي الأصغرهو العنصر   وهذا يناقض كون     و ℓ  وأن      لأجله وجدنا عنصر ومنه

       (  )         وبالتالي:     0  ومنه نجد ان 

        (2) 

اصغر عدد صحيح   حيث    زمرة مولدة بالعنصر        نجد ان  1 و 2حتوائين ومن الإ

 موجب يحقق 
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 الزمر الجزئية في الزمرة الدوارةبعض 

مبرهنة:   قاسم للعدد       وليكن     حيث   زمرة دوارة منتهية مرتبتها        لتكن 

   المولدة بالعنصر  وهي   زمرة جزئية واحدة فقط مرتبتها   ندئذ يوجد في ع
 

    . 

 لان المرتبة لايمكن ان تكون سالبة(( 0  ))ان 

 البرهان:

0أي ان   فإن العنصر المولدّ لها مرتبته   بما ان الزمرة الدوارة مرتبتها          

0و  ( 
 

 )   ومنه فإن      
 

  زمرة دوارة مرتبتها    

 ))لنثبت انها وحيدة((

        وحسب المبرهنة السابقة فإن    مرتبتها   زمرة جزئية في   لتكن 

     لأجله اصغر عدد صحيح موجب     حيث 

  (  1)  (     1)  0(  )  
 

 
   

 

 
 

         فإن :  ومنه
 

 فهي وحيدة.   

  جميعها دوارة. (  ).   ان عملية الجمع بالمقاس 

 جزء منها فقط. (( ) ).    اما عملية الضرب بالمقاس 

 : كل زمرة منتهية مرتبتها عدد أولي تكون دوارة . مبرهنة 

 الإثبات : 

  الأقلعدد أولي ))ان هذه الزمرة تحوي على    حيث   زمرة منتهية مرتبتها    لنفرض أن 

 عنصرين((

          

  وحسب لاغرانج فإن مرتبة الزمرة (    يولد زمرة جزئية في  )       إن     

(1  ) مرتبة الزمرة  تقسم      

(1    )(          قواسم ال    1)حيث   {1  } 

(1    )                   مرفوض  1  0( )  1       (1  

                                    (    1)            (2 

 مجموعتين منتهيتين لهما نفس كمية العناصر وكل مجموعة محتواه بالآخر يكونان متساويان 

      تكون    ومنه 
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عندئذ     مرتبتها زمرة منتهية     لتكن   تمهيدية: 

1)                

             يقسم ( )  (2

 البرهان:

  هي       لنفرض ان مرتبة الزمرةو منتهية   زمرة جزئية في      عندئذً     ليكن  -1
(    1)    

          ومنه:   يقسم   عندئذٍ: 

( )0إن       :             (  )    

    ومرتبتها من مرتبة العنصر المولد    جزئية في  زمرة    عندئذٍ     ليكن  -2
  (    1)   0( )  ومنه تم المطلوب  تقسم مرتبة      حسب لاغرانج فإن و  

( )0وأن         زمرة و    لتكن            0( )   مبرهنة:       

                وان              لنفرض ان  

(   )0عندئذ  هو المضاعف المشترك الأصغر للعددين  (   )   )))       (   )    

   )) 

 البرهان:

 لنفرض ان  

     (   ) 

                               بحيث         

 

(   )        

تنبيه:                       (   ))) 

         لان 

              (  )  (  )    
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λلنفرض ان       (   )0  ومنه      0(   ) 

     

 (   )     λ  λ    

 λ نضرب من اليمين بمقلوب 

 λ  λ           λ       λ      
                 

}وبالتالي  
  يقسم   

  يقسم  
      λ (   )0      ومنه:             (   )      

( )0وأن         زمرة و    لتكن             0( ) :تمرين        

(   )     و          و  عندئذ : 1 

             

0(   )  0( ) 0( ) 

 :  الحل

( )0ولنفرض أن               ليكن     

 عندئذٍ:

             

             

 ))القاسم(( ومنه: 1   وحسب الفرض     يقسم كلاً من   ومنه فإن 

           

 ومنه فإن:                

0(   )     (   )      

(   )0نجد : ةوحسب المبرهنة  السابق  0( ) 0( ) 
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( )0 بحيث        زمرة و    لتكن             0( ) (   )   وان           :تمرين  1 

 .            عندئذ :         وبفرض 

 :  حلال

             ومنه فإن               ومنه              لدينا 

 نثبت الاحتواء المعاكس((ل))

(   )   لما كان  1:         فإن   1         

                        (  )⏟
  

 
 (  )               (  ) ⏟  

  

 

        (   )         

 ومنه نجد ان          بنفس الطريقة نثبت ان 

            

             

0           (   )وعناصرها هي :         

وظيفة: اوجد هذه العناصر      2  لتكن  

      {   

0     
                                                                    

0     
 

 1 0     ولنأخذ 0  لنثبت ان  

       
       

 1 0     ولنأخذ 1  لنثبت ان 

       

         

 1 0     ولنأخذ 2  لنثبت ان 

            
          

 {                }     وبالتالي 

 انتهت المحاضرة

هلا همج  – الأخضرولاء  –ناريمان جلو  إعداد: 
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  حمزة الحاكمي   : المادة  دكتور  ◄

  الزمر الجزئية:  عنوان المحاضرة ◄                 الحادية عشر :  المحاضرة  ◄

 أهلاً بكم أصدقائي سندرس في هذه المحاضرة :  :المحتوى العلمي 

 الزمر الجزئية الناظمية.-1

 خواصها على شكل مبرهنات.دراسة بعض  -2

إذا حققت   ناظمية في   ان نقول    زمرة جزئية في    زمرة و    لتكن    تعريف الزمر الجزئية الناظمية:

 : الشروط

                     

 ي(المرافق اليمين  مرافق يساري )أي كل 

 ينتج مباشرة من التعريف :

 .  زمرة جزئية ناظمية في      و  فإن كلا من   لأجل أية زمرة  (1

 تبديلية , كانت جميع زمرها ناظمية.  اذا كانت الزمرة  (2

 تمهيدية :

 فإن الشروط الاتية متكافئة :  زمرة جزئية في   زمرة و    لتكن 

 .   ناظمية في    الزمرة الجزئية  (1

2)                                                     

3)                                                    

 الاثبات :

   2  يف فإن :ـرعندئذ فحسب التع  ناظمية في    لنفرض أن الزمرة الجزئية   ((1 

                       

                    عندئذٍ:                       ليكن   

       بحيث       يوجد              ولما كان 

 1البنى الجبرية  
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  ( 1                      يد اثبات أنه نر((2 

 : بحيث     عندئذٍ يوجد            يكن ل

                       
                        

 الطريقة نثبت الاحتواء المعاكس ومنه يتم المطلوب بنفس 

                                            لنفرض أن ((2        

     (          فإن         ولما كان 

          فإن 

    1                                            لنفرض أن ((  

 يجب إثبات أن :   زمرة جزئية ناظمية في    لإثبات أن 

                       

      فإن       عندئذ يوجد        ليكن 

  ⏟            (بالمحايد    ضربنا )
محايد

 

         )        )        )⏟          
(حسب    

        

       

 لنثبت الاحتواء المعاكس :

  ومنه       حيث       عندئذ       ليكن 

           ⏟  
محايد

                 )      

       

  ومنه الزمرة الجزئية ناظمية في         ومن الاحتواءين نجد أن 
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 تمرين:

(                فإن:         لأجل أي زمرة                               

   ان هذا المركز زمرة جزئية ناظمية في 

 :الحل

 ولنبرهن  زمرة جزئية في  (   وجدنا سابقاً ان   

            )        ) 

 بحيث: (     عندئذ يوجد      (       ليكن 

                       ) 
      )        ) 

 دراسة خواص الزمرة الناظمية: 

مبرهنة: زمرة فإن القضايا التالية صحيحة :  لتكن  

 .  هو زمرة جزئية ناظمية في    الجزئية الناظمية في  تقاطع أي أسرة من الزمر (1

 .   تكون ناظمية في    عندئذ   ناظمية في   إذا كانت     بحيث   زمرة جزئية في      لتكن  (2

(     وتحقق  زمرة جزئية في    اذا كانت  (3  .   ناظمية في    عندئذ تكون الزمرة الجزئية   2 

 الاثبات :

⏟    لتكن  (1
   

 ولنفرض ان    أسرة من الزمر الجزئية الناظمية في مجموعة ما و قابلة للعد ((   )) حيث  

  لنبرهن على انها ناظمية في   زمرة جزئية في    وجدنا سابقاً ان           

                  

                        عندئذٍ:       حيث           ليكن    

 فإن العنصر   ناظمية في    ولما كانت             ومنه                

               
                

                                              ناظمية في   نجد ان 
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                                عندئذٍ:   ناظمية في   وان     لنفرض ان  (2

                                         ناظمية في   لنثبت ان 

  ناظمية في   وهذا يبين ان  

(    أن ولنفرض   زمرة جزئية في   لتكن  (3 المرافقات وبالتالي  عدد يدل على  2 أي أن الدليل  2 

 أي :             مولدة بعنصر مختلف عن المحايد أي أن      و  فقط هما   للزمرة يوجد مرافقتين 

   المرافقتين اليساريتين الوحيدتين في         

          : والمرافقات تشكل تجزئة

         

        

 وايضاً لدينا                

        

         

                                               ناظمية في   عندئذٍ 

 

مبرهنة فإن الشروط الاتية متكافئة :   جزئية في  زمر    زمرة و    لتكن  :

 .  هو زمرة جزئية في      الجداء  (1

2)              

 تبديلي(  و   زمرة مولدة بالاجتماع و     )             (3

 )) التبديلية لجداء المجموعات و ليس لجداء العناصر((

 الاثبات :

   2  عندئذ :       وليكن    زمرة جزئية في      الجداء لنفرض أن((1 

          فإن                  اذا كان  -1

          فإن                    اذا كان -2

    موجود في الجداء   العنصر  الأحوالفي كل 

         

          

           

                       ليكن 

               ومنه:                  حيث   

 )زمرة مغلقة اذا حوّت عنصرين تحوي جداءهما(

            

            

  من الاحتوائين نجد          
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  زمرة جزئية في     عندئذٍ            لنفرض أن ((2     

 وبالتالي حسب تعريف الجداء:        عندئذٍ       ليكن 

                  

       )       )               

         

ملاحظة: ليست بالضرورة زمرة بل مجموعة.    زمرة ولكن     فهذا يعني ان             بما ان  

 الاحتواء المعاكس :لنثبت 

 ومنه                       حيث              عندئذ ليكن       

                         

         وبالتالي                       ومنه فإن 

 .          ومن الاحتواءين نجد :  

   1    زمرة جزئية في      نبرهن أن            لنفرض ان((  

⏞   ليستا خاليتين فالجداء ليس خالي      بما أن 
  

  ⏞
  

        

 ∅        

 : حيث          ليكن 

        

        

            و                      حيث : 

(                   ومنه فإن   
            

    
  )⏟                 

  )  
  

  

 

      لنأخذ
     

       نفرض للسهولة:             
  )  

و           حيث          

        

                     

 .   زمرة جزئية في      أن  وهذا يبين 
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مبرهنة عندئذ :   ناظمية في   إذا كانت   زمر جزئية في     زمرة  و     لتكن : 

   زمرة جزئية في       (1
2)              
3)             

 الاثبات : 

          :   ناظمية في    (  لنفرض ان الزمرة الجزئية  1

 ∅        

 عندئذٍ:         ليكن 

                        
                          

(               ومنه             
         

     
   

        
  ⏟  

  

        
  )   ⏟        

  

               

 .   زمرة جزئية في     ومنه فإن 

 

 (.1من المبرهنة السابقة ومن اعتماداً على )( ينتج مباشرة 3( و)2)

تمهيدية .  زمرة جزئية ناظمية في     عندئذٍ   في  ناظمية جزئية زمر    زمرة و   لتكن : 

 البرهان:

 ولنبرهن على ان    زمرة جزئية في     فإن    في ناظمية   بما ان 

                       )          

                   حيث       (          عندئذ :          (          ليكن 

        )            )⏟      
   

         )⏟      
  

 

           

 انتهت المحاضرة 

هلا همج  – الأخضرولاء  –ناريمان جلو  إعداد: 
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  حمسة الحاكمي   : الدادة  دكتور  ◄

   زمرة الخارج:  عنوان المحاضرة ◄                  الثانية عشر:  المحاضرة  ◄

 أهلاً بكم أصدقائي سىدرص في هذي المحاضزة :  :المحتوى العلمي 

 سمزة الخارج .-1

 مبزهىتان عه سمزة الخارج وأمثلت. -2

 وتعّزف على الشمز الجشئيت في سمزة الخارج. -3

تمهيديت: إن المجموعة :   زمرة جزئٌة ناظمٌة فً    زمرة و    لتكن  

     *                 + 

 :ذشكم سمزج تانىسثح نهعمهيح انضزتيح).( وانمعزفح تانشكم

        
 

 
 (  ) (  )  (   )  

        (  )هى    .وإن مقهىب انعىصز   إن انعىصز انمحايذ فيها هى 

 البرهان:

ان 
 

 
               هي مدمىعح غيز خانيح وان  

 :إثثاخ انعمهيح انردميعيح 

                 , (  ) (  )-   
 (   )      ((   )  )  (  (   ))  

   (   )    ,(  )(  )- 

     هى المحايد:  إثباث أن *
 

 
      (  )   (  )(   )  (   )       

 1البنى الجبرية  
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   نيكه  إثباث المقلىب:* 
 

 
     وتانراني       ومىه     عىذئذٍ  

 

 
 فإن: 

(  )(    )  (     )       (  )        

 وسمي انشمزج  زمرة جزئٌة ناظمٌة فً    زمرة و   لتكن 
 

 
:تعزيف  وفق   تشمزج انخارج نهشمزج  

 

   
     

 

 
     

مثال: )سمزج ذدميعيح(   

   +17     4 3 2 1 0*           18بالمقاس     الاعداد الصحٌحة   زمرة فً

 ومنه 18تقسم  3نإ
  

 
 :       زمرة جزئٌة فً   

   
18

3
     6     0  6 12  (مضاعفات 6فً    )         

 تبدٌلٌة.     لان       زمرة جزئٌة ناظمٌة فً    ان 

ان زمرة الخارج : 
   

 
 *         + 

  0    *0 6 12 +  6    12    

1    *1 7 13+ 

2    *2 8 14+ 

3    *3 9 15+ 

4    *4 10 16+ 

5    *5 11 17+ 

6      

7    (1  6)    (1   )  (6   )  1      1    

8    (2  6)    (2   )  (6   )  2      2    

 ...18وهكذا حتى    



[WWW.SYRIAMATH.NET] 

 

 

Maths_WhatsApp : 099192114          Facebook_Page : IOM           F.B Group :2017 طلاب كلية العلوم قسم الرياضيات  
 

3 

 
   
3
 *    1      2     3      4     5   + 

 لنشكل الجدول التالً: 

5    4    3    2    1        

5    4    3    2    1        
  5    4    3    2    1    1    

1      5    4    3    2    2    

2    1      5    4    3    3    

3    2    1      5    4    4    
4    3    2    1      5    5    

1 مه اندذول ودذ ان وظيز 5هى        

2وظيز  4هى        

2: ان وظيز مه خلال القاوىناو  2) هى         )   2    

18  2 16 و 16     4    
 (  )⋃  :  سمزة ضزبيت: سمزة أولز( 2

  *1 3 7 9 11 13 17 19+ 

   3    *1 3 9 7+ 

 )عذد انعىاصز(.  مزافقاخ في  8ذثذيهيح. نها   لان   زمرة جزئٌة ناظمٌة فً   ان 

 وحسة انمزافقاخ انمخرهفح عه طزيق لاغزاوح.

(   )  
(   )

(   )
 
 

 
                    (نها مزافقان )                  2 

  3  9  7  

11  *11 13 19 17+ 
 

 
 *  11 + 
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11      

11      
  11  11  

مثال: انشمزج اندشئيح:  نىأخذ في سمزج الاعذاد انصحيحح  

  4  *0  4  8  12 + 

 . سمزج خشئيح واظميح في   ان 

0  4  4  

1  4  *  11  7  3  1  5  9  13 + 

2  4  *  10   6  2 2  6  10 14 + 
3  4  *  9  5  1 3  7  11  15 + 

4  4  *  12  8  4  0  4  8  12 +  4  
5  4  (1  4)  4  (1  4 )  (4  4 )  1  4  

 

4 
 *4  1  4  2  4  3  4 + 

3  4  2  4  1  4  4    

3  4  2  4  1  4  4  4  
4  3  4  2  4  1  4  1  4  

1  4  4  3  4  2  4  2  4  

2  4  1  4  4  3  4  3  4  

مبزهىت: تبدٌلٌة .   دوارة عندئذ تكون الزمرة  ( )   زمرة اذا كانت زمرة الخارج   لتكن  

 الاثبات :

 ٌولدّ هذه الزمرة.عنصر من عناصرها ٌوجد لنفرض أن زمرة الخارج  دوارة عندئذ)حسب التعرٌف(  

   ( )      ( )               

( )     :عندئذ              لٌكن   
 

 ( )
                                                              

     ( )  (   ( ) )       ( )  حسب الضرب فً زمرة الخارج 
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   ( )     ( )       

     ( )  (   ( ) )       ( )  حسب الضرب فً زمرة الخارج 

       و          حٌث  ( )     ٌوجد 

         (    )⏟    
تبدٌلً

                      (       ) 

           

 (   )(   )       

 .تبدٌلٌة  وبالتالً الزمرة 

فً زمرة الخارج  ̅ كل زمرة جزئٌة    زمرة جزئٌة ناظمٌة فً    زمرة و    لتكن  
 

 
هً   مبزهىت :

 .   تحوي   زمرة جزئٌة فً    حٌث     من الشكل 

 الاثبات :

 ولنعّرف المجموعة :    زمرة جزئٌة فً الزمرة  ̅ لتكن 

  *                          ̅+ 

∅إن   ⏞ لأن :                 
محاٌد الزمرة 

        ̅        

 فإن:  ̅       : وإن      عندئذ:          لٌكن 

(    )  (  )(    ) 

 (  )(  )    ̅ 

 لأنه:  وتحوي   فً زمرة جزئٌة   ومنه         نجد ان   وحسب تعرٌف 

            ̅          

 . ناظمٌة فً     فإن  ناظمٌة فً   ولما كانت 

وحسب التعرٌف إن 
 

 
 زمرة. 
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̅ لنبرهن أن           : 

̅ لٌكن      ̅       :  عندئذ 

 ̅         

̅      نما كان   وحسة انرعزيف    ̅  

  ̅     
 

 
   ̅  

 

 
  

̅ نىثثد الاحرىاء انمعاكس: نيكه  ̅ عىذئذٍ :                      

  ̅ ̅ وتما أن             ̅              

 ̅     وتانراني 
 

 
  ̅   

 هرب منا خطأ بسيط  في الصفحة الخامسة السطر الثاني والثالثتنويه:  في المحاضرة الثامنة  

             الصح:               الخطأ :

            الصح:              لأن الخطأ :

 

 انتهت المحاضرة 

 

 نىلا وخىد عكس انمعىى نما وخذ نهمعىى معىى ...

 ىلا وخىد انحشن نما وخذ نهفزذ معىى ...ن

 نىلا وخىد انفشم نما وخذ نهىداذ معىى ...

هلا همح  – الأخضرولاء  –ناريمان خلو  إعداد: 
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  حمزة الحاكمي   : المادة  دكتور  ◄

  الزمرية التشاكلات:  عنوان المحاضرة ◄               الثالثة عشر:  المحاضرة  ◄

 أهلاً بكم أصذقائي صنذرس في هذه المحاضزة :  :المحتوى العلمي 

 وخىاصها. الخشاكلاث الزمزيت-1

 حأثيزها على العناصز ,وعلى الزمز في المنطلق والمضخقز. -2

 حأثيزها على الزمز الناظميت. -3

 حعزيف :

 تطبٌق.                زمرتٌن و   و    لٌكن 

 تشاكل زمري إذا حقق الشرط :  نقول ان  

                (  ⏟
معرف على(    )

 )   ( )   ⏟
معرف على(     )

 ( ) 

 حعزيف :

 تشاكل زمري نسمً المجموعة :                 لٌكن 

   ( )  *                  ( )     + 

 .   حٌادي الزمرة    حٌث     نواة التشاكل 

 دراصت خىاص الخشاكلاث الزمزيت:

:حمهيذيت تشاكل زمري عندئذ :                لٌكن  

1)    ( )      

 1البنى الجبرية  
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(   )      فإن           (2  , ( )-   

3)                           (  )  , ( ))-   

 . فً زمرة جزئٌة ناظمٌة  تشكل  ( )    (4

 : البرهان

(   )          لٌكن (1   ( )   

   ( )  ( )   ( ) 

( ) :         ( ) نضرب بمقلوب      

(     )          :   عندئذ         (2   ( )  فإن :       

 ( )  (   )      

 نجد : ( ) نضرب بمقلوب 

 (   )  , ( )-   

 عندئذٍ:    و      لٌكن      (3

 (  )   (     ⏟  
 مرة

)   ( )  ( )  ( )⏟    
 مرة

 ( ( ))
 

  

( ) و  ( )      ان    بما (4 ( )    فإن         

 زمرة جزئٌة أي : هاأن لنبرهن

          ( ) 

(     ) عندئذ   ( )         لٌكن    ( )  (   ) 

  ( )  (( ))
  

    (  )      

( )    وبالتالً   ( )         ومنه    . 

 أنها ناظمية : لنبرهن

( )           أي          ( ) 

( )            حٌث  ( )       عندئذٍ ٌوجد    ( )         لٌكن   

 (       ) 
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  ( )  ( )  (   )   ( )   ⏟
 لانها من النواة  

  ( )      

 . زمرة جزئٌة ناظمٌة فً  ( )     أي ( )        ( )    وبالتالً  ( )      ومنه  

حمهيذيت : عندئذ :  زمرة جزئٌة فً   تشاكل زمري ولتكن             لتكن  

 .   زمرة جزئٌة فً  ( )  (1

 .   فً  دوارة ( ) فإن   فً  دوارة  إذا كانت  (2

 .   فً  تبدٌلٌة ( ) فإن    فً  تبدٌلٌة  إذا كانت  (3

( )  ناظمٌة فً  ( ) فإن    ناظمٌة فً   إذا كانت  (4  )صورة مباشرة(. ( )  

 : برهانال

 لنعرف المجموعة: (1

     ( )  * ( )  وبالتالً:    إن +                 

    ( )   ( ) 

( ) فإن       

 :   فً المستقر  زمرة جزئٌة  نهالنثبت أ

           ( )   و         ( )   حٌث           عندئذٍ ٌوجد  ( )     لٌكن 

       ( ) ( ( ))
  

  ( )  (   ) 

   (     ⏟  
   

)       ( ) 

     فً   زمرة جزئٌة                                       ( )  

( ) ولنبرهه ان     حيث       لنفرض ان  (2    ( )   

( )     لدينا               ( ) و  ( )      ( )   

   ( )    ( ) 

 بحيث    عندئذٍ يىجد  ( )   ليكه  الاحخىاء المعاكش:لنثبج 

 ومنه:    حيث       وان ( )    
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   ( )   (  )  ( ( ))
 
   ( )   

(( ) )طالما 
 

 ( ) قىة فهي تنتمي للزمرة المىلدة بالعنصر  

  ( )    ( )   

( ) مه الاحتىائيه     ( )   

                    تبدٌلٌة   بما أن (          3

              ( ) 

( )     و       ( )    منهو          ( )   حٌث  :         

 تشاكل .   ولأن 

 ( )  ( )   (   ) 

 تبدٌلٌة :   ولأن 

 ( )  ( )   (   )   (   )   ( )  ( ) 

 تبديليت. ( ) ومنه فإن 

 .  ناظمٌة فً    لنفرض أن  (4

    زمرة جزئٌة فً  ( )  ( ان 1لدٌنا حسب )

 ( )     ( )   لنبرهن ان  ( )    ولٌكن 

( )   ان         

    و  ( )   حٌث           عندئذٍ :     ( )    ولٌكن 

(( ) ) ( )  ( )   ومنه:      
  

  ( )  ( )  (   )   (       )  

 ( ) 

( )  ناظمٌة فً  ( ) وهذا ٌبٌن ان    ( ). 

مبزهنت : عندئذ :   زمرة جزئٌة فً   ن تشاكلا زمرٌا ولتك            لٌكن  

  زمرة جزئٌة فً  ( )    (1

 .   ناظمٌة فً ( )   فإن   ناظمٌة فً   إذا كانت   (2

 متباٌن .       + *      (3

 البرهان: 
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( )   لنعرف المجموعة:   (1  *        ( )   + 

( )   ان           ( ) لأن:                                      ( ) 

 عندئذٍ فإن : ( )       : لٌكن لنبرهن انها جزئية

 ( )  ( )                    

(     ) وٌحقق:                       ( )  (   )   ( ) ( ( ))
  

   

 .   زمرة جزئٌة فً  ( )   ومنه    ( )         وهذا ٌبٌن أن    

 ولنبرهن أن:    ناظمٌة فً  لنفرض ان  (2

           ( )      ( ) 

 ( )     فإنه ٌوجد      ( )       لٌكن    

(( ) ) ( )  ( )                  حٌث   
  

 وإن :      

 ( )   (       )   ( )  ( )  (   )   ( )⏟
   

  ( )⏟
  

 ( ( ))
  

 

 وهذا ٌبٌن ان:      ناظمٌة فً   طالما  

 ( )          ( ) 

 .   ناظمٌة فً   ( )   وبالتالً الزمرة الجزئٌة 

     عندئذٍ :  ( )      متباٌن لٌكن   لنفرض ان      (3

 ( )      ( )   ⏞
  متباٌن

    

( )   ومنه كل عنصر فً النواة هو المحاٌد    * +   

( )   لنفرض ان      ( ) بحٌث       لٌكن  + *    ( ) 

  ( ) نضرب بمقلوب            ولنثبت ان 

 ( ) ( ( ))
  

       ( )  (   )       (     ⏟  
  

)     

          ( )  * + 

              

   متباٌن      

حمهيذيت غامر . يهً نواة لتشاكل زمر   زمرة عندئذ كل زمرة جزئٌة ناظمٌة فً    لتكن  :

 الاثبات :

 :ولنعرف العلاقةزمرة,     عندئذ    زمرة جزئٌة ناظمٌة فً   زمرة و   لتكن 
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           ( )     

( )                               تطبٌق لأنه إذا كان   ن إ          ( )     

(   ) :الجداء لزمرة الخارج تعرٌف تشاكل لأنه حسب   و  (   )  (  ) (  ) 

  ( )  (  )  

        عندئذ                  ٌكنل

(  )    :ومنه   غامر.  ان  أي      

 :عندئذ         لٌكن      :        لنبرهن أنو  

( ) حٌث                (المحاٌد)      

        ( )    

( )                         عندئذٍ:       ولٌكن        

       ( ) 

      ( )        ( ) 

حعزيف: نسمً التشاكل   زمرة جزئٌة ناظمٌة فً   زمرة و   لتكن  

    
 

 
 

 

( ) المعرف بالشكل :              

 بالتشاكل القانونً الغامر.

 ))كل ثانيت يىضع امامك اخخيار بضيط  قذ يجعل حياحك كلها مخخلفت..

((     ;القزار خىفاً فخبقى كما أنج, فلا حؤجل بعذ الآن) وكل ثانيت حخخار أن حؤجل

هلا همج  – الأخضرولاء  –ناريمان جلو  إعداد:  انتهت المحاضرة 
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  حمزة الحاكمي   : المادة  دكتور  ◄

   التشاكلات الزمرية:  عنوان المحاضرة ◄                  الرابعة عشر:  المحاضرة  ◄

 أهلاً بكم أصدقائي سندرس في هذه المحاضرة :  :المحتوى العلمي 

 تعريف التماثل.-1

 مبرهنات التماثل. -2

 أحد اهم تطبيقات التماثل )مبرهنة( -3

تعريف:        ليكن        

 تماثل اذا كان متباين وغامر .  تشاكل زمري ,نقول ان 

     متماثلتين. ونرمز لذلك    و  في هذه الحالة نقول ان الزمرتين  -
      

ملاحظة: ((            ))تشاكل.        زمرتين و    و  لتكن  

 ((            ))مونومورفيزم      متباين نسمي   إذا كان  -

         ((           ))ايبومورفيزم   غامر نسمي   إذا كان  -

       ((           ))ايسومونفيزم  تقابل ) تماثل( نسمي   إذا كان  -

 ((            ))إندومورفيزم      نسمي       إذا كان  -

))تماثل      ((            ))أتومورفيزم   نسمي       تقابل و   إذا كان  -

 ذاتي((

 مبرهنات التماثل : 

 مبرهنة التماثل الأولى: - 

ا  تشاكلا             ليكن   عندئذ : زمريا

1)      ( )    
        ( )   ( )          

 1البنى الجبرية  
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    ( )      غامر فإن :      إذا كان  (2
         . 

   الاثبات :

( )      𝜑)لنثبت ان هناك تطبيق من      ) 

 معرفة .       فإن زمرة الخارج    زمرة جزئية ناظمية في        اذا كانت (1

 لنعرف العلقة 

𝜑  
 

    
     ( ) 

 بالشكل الاتي :

       ( )              

 𝜑 (     ( ) )   ( )   ( ) 

 :ليكن 

     ( )        ( )                  ( )       ( ) 

 ( )     نضرب بمقلوب احدى العنصرين وليكن       عندئذٍ: 

 (     ( )) (     ( ))       ( ) 

(     ( )) (       ( ))     ( ) 

      ( )         ( )     ( ) 

 (      )⏟    
  

   ( )      ( ) 

           ( ) 

 (     )      

 ( )  (   )     

 ( ) ( ( ))
  

    

 ( )   ( ) 
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 𝜑(     ( ))  𝜑(     ( ))  حسب تعريف𝜑 

 تشاكل لأن:  𝜑تطبيق. وكذلك  𝜑اذا 

𝜑(     ( )) (     ( ))  𝜑((   )    ( ))   (   ) 

  ( )  ( )  𝜑(     ( )) 𝜑(     ( )) 

(( )     )𝜑لانه اذا كان :  متباين 𝜑ان   𝜑(     ( )) 

  ( )   ( ) 

  ( ) ( ( ))
  

    

 ( )  (   )     

 (     ⏟  
  

)     

           ( ) 
        بحيث  ( )      ومنه يوجد 

         ( )          ( ) 

 مرافقة يمينية نفسها يسارية لأنها ناظمية.

         ( ) 
( )     ومنه                                                ( ) 

 غامر لان: 𝜑متباين. وكذلك  𝜑ومنه 

( )    ليكن   ( )      و  ( )   بحيث     عندئذٍ يوجد  ( )          ( ) 

(( )     )𝜑فإن        ( )  : تماثل ومنه 𝜑نجد ان  مما سبق   

      ( )    ( ) 

( )  غامر عندئذٍ   لنفرض ان  (2 ( )      ( نجد ان 1وحسب )          
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 مبرهنة التماثل الثانية :  

 :فإن عندئذ    ناظمية في    إذا كانت    في  ةزمر جزئي     زمرة و   لتكن 

   

 
 

   

 
 

     

 
 

 

   
 

 .   زمرة تبديلية مولدّة بأجتماع وتحوي

 البرهان: 

𝜑لنعرف العلقة :       
   

 
 بالشكل : 

                𝜑( )             

𝜑    : تطبيق لأن                                

 𝜑(  )  𝜑(  ) 

𝜑       : تشاكل لأن𝜑(     )  (     )  (    ) (    )  𝜑(  ) 𝜑(  ) 

   غامر لأن:      𝜑و 
  

 
               

      حيث      و     ومنه يوجد    

       (   )  (   )(   )   (   )          𝜑( ) 
       

     مبرهنة التماثل الأولى :وحسب 
 

   ( )
       

(𝜑)   لنبرهن على ان  -       

( )𝜑} وإن:    عندئذٍ  (𝜑)      ليكن                    

            (𝜑)       

( )𝜑وبالتالي:     وان     عندئذٍ       ليكن               (𝜑) 
         (𝜑) 
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𝜑   الاحتوائين نجد ان: ومن  ومنه نجد :       
 

   
 

   

 
. 

 مبرهنة التماثل الثالثة :

 عندئذ :     بحيث  Gزمرة جزئية ناظمية في      زمرة و   لتكن  

    

    
          

 البرهان: 

         حيث بالشكل:           𝜑لنعرف العلاقة : 

     
 

 
 𝜑(   )          

             تطبيق لأن:     𝜑ان 

         بحيث  

(   ) (   )
      

(   ) (  
   )    

(     
  )          

       

     )                                  مولد مرافقة ل 
  )    

(   )(  
   )    

(   )(   )     

        

𝜑(    )  𝜑(    ) 

𝜑 :تشاكل لان                            

𝜑((    )(    ))  𝜑((     ) ) 
 (     )  (    )(    )  𝜑(    ) 𝜑(    ) 
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 𝜑  :غامر لأن  ̅  
 

 
  ̅                

𝜑(  )       ̅

)وحسب مبرهنة التماثل الأولى نجد أن :       
 

 
)     (𝜑)      

(𝜑)   لنبرهن أن   -      

̅ ليكن       (𝜑)  ٍعندئذ ̅ ̅ ومنه        وان     حيث      

  {
𝜑(   )   

𝜑(   )     
               ̅          

     (𝜑)      

(   )𝜑وان      عندئذٍ         ليكن  -  محايدالمستقر      

         (𝜑)          (𝜑) 

من الاحتوائين نجد:  
 

 
     (𝜑) 

)ومنه نجد : 
 

 
) (

 

 
)  

 

 
 . 

 سندرس واحدة من أهم تطبيقات مبرهنة التماثل الأولى وهي الحقيقة التالية.

 من خلال المبرهنة التالية:   و    حيث سندرس العلاقة بين الزمرتين 

عدد صحيح عندئذ   1  ليكن  
 

  
مبرهنة :        

 الإثبات :

 لنعرف العلقة :

𝜑        

 بالشكل الاتي :

             𝜑( )         ⏟           

باقي قسمة على 

 

0لان   . وبالتالي    وحيدة وموجود في   أي أن        :        
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 تتعين بصورة وحيدة في مبرهنة خوارزمية القسمة.  لأن: تطبيق   𝜑اضح أن من الو

 فإن :         تشاكل لأنه إذا كان   𝜑وإن 

𝜑(   )  (   )      

 (       )  (       ) 

 𝜑( )  𝜑( )  𝜑 تشاكل      

 غامر لأن :  𝜑إن 

                                0      

 :   نأخذ الصورة المباشرة لـ 

 𝜑( )            

 وحسب مبرهنة التماثل الأولى فإن 

 

   (𝜑)
     

𝜑   حتى يتم المطلوب يجب ان نبرهن أن           

         عندئذ        𝜑      ليكن 

( )𝜑حيادي                           نأخذ الصورة المباشرة له :  الجمع  0 

𝜑( )                   0⏟
محايد

 

        ومنه:    من مضاعفات   هي صفر. فإن   على   بما ان باقي قسمة 

    (𝜑)     

 ومنه :    ومنه     حيث        عندئذٍ      ليكن 

φ( )          (   )      0 

       (𝜑) 

        (𝜑) 
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 (𝜑)       ومنه :                                               

 
 

  
    

ملاحظة: على انها صفوف تكافؤ..   يمكن التعامل مع عناصر  

تذكير: لأجل كل عدد صحيح توجد زمرتين :   

 . أي مضاعفات          }              (1

2)              {0 1      1  

    

 انتهت المحاضرة 

 

 القوة لا تأتي من المقدرة الجسدية , انما تأتي من الإرادة التي لا تقُهر..

هلا همج  – الأخضرولاء  –ناريمان جلو  إعداد: 
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  حمزة الحاكمي   : الدادة  دكتور  ◄

   التماثلات الزمرية:  عنوان المحاضرة ◄             الخامسة عشر:  المحاضرة  ◄

 أهلاً بكم أصدقائي سىدزض في هري انمحاضسة :  :المحتوى العلمي 

 انتماثلاث انصمسيت وانتشاكم.مبسهىاث وأمثهت عه -1

 سىدخم في فصم جديد وهى شمسة انتماثلاث . -2

مبسهىت : القضايا التالية صحيحة. 

 .    الاعداد الصحيحة زمرةالكل زمرة دوارة وغير منتهية تماثل  (1

 جميع الزمر الدوارة وغير المنتهية متماثلة . (2

 

 البرهان :

 زمرة دوارة غير منتهية عندئذ :    لتكن   (1

          حيث         يوجد 

 بالشكل :                   :  لنعرف العلاقة

             ( )     

 فئن:         وهي ايضاً تشاكل لأنه لاجل كل   غامرهي تطبيق متباين و    اضح ان العلاقةو

 (   )              ( )  ( ) 

    ان  أيتماثل  فهو

 فهٍ أَضاً مخماثهت.  واضح بما ان جمُع انضمش انذواسة وغُش انمىخهُت حماثم  (2

 مبسهىت :

 .   تماثل الزمرة    كل زمرة دوارة ومنتهية ومرتبتها  (1

 متماثلة .  مرتبة الذات المنتهية جميع الزمر الدوارة  (2

 1البنى الجبرية  
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 البرهان : 

 :   منتهية ومرتبتها زمرة دوارة          لتكن  (1

 بالشكل :                  لنعرف العلاقة   

                       ( )     

                  :    لان  تطبيق  اضح أن من الو

(  ) فإن :                     (  ) 

                      وهو تشاكل لأن :

 (      )                    (  )  (  ) 

0            :      غامر لأن   ن أ كما  ))المنطلق(( وبالتالي:     ومنه       

 ( )             

( )           متباين لان:                    وايضاً   ان        ( )  

 تماثل.  وهذا غير ممكن ومنه       فإن     لانه لو فرضنا ان      

 (.1ينتج مباشرةً من ) (2

 أمثهت: 

          (10)      (5) أي من هذه الزمر متماثلة :    

 +3 2 1 0*                              زمرة دوارة مرتبتها 

(10)                  زمرة دوارة مرتبتها                 *1 3 7  + 

(5)                     زمرة دوارة مرتبتها          *1 2 3 4+   

3  1          3  3        3         3  7     3  1 

(5) اذاً نجد ان        (10) 

 :2مثال 

 برهن! ؟ متماثلتين (10)    (12 )  هل
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(10)                             4صمشة دواسة مشحبخها   *1 3 7  +   3   

 (12)  *1 5 7 11+ 

 نىبحث فُما ارا كاوج دواسة:

5  1                     7  1                     11  1 
5  5                     7  7                     11  11 
5  1                     7  1                     11  1 

 (12)   5                        (12)   7                        (12)   11   
 .4نُسج دواسة ومشحبخها  (12) إراً 

(10) والان نىشي ان كاوج مخماثهت   طسيقت أونى: ؟(12)  

(10) نىفشض جذلاً أن   فئوه َىجذ حشاكم مخباَه وغامش (12)  

   (10)   (12) 

φ( (10))بما  اوه غامش وجذ:   صمشة دواسة. (12) ومىه  ((12) )  

 وهزا غُش ممكه ,فئن انضمشحُه غُش مخماثهخُه.

3               1    (12)    نذَىا    طسيقت ثاويت: ومىه: (10)  

 (3 )   (3)  (3)  ( (3))
 

⏟    
  (  )

  ( )  1   (1)    1 

 ومىه انضمشحُه غُش مخماثهخُه. (10) لأوه غامش , وهزا غُش ممكه فٍ 

 تمهيديت:

 عىذئزٍ:    حشاكم صمشٌ ونُكه  ̅     نُكه 

  0( )  مشحبت انعىصش = مشحبت صىسحه انمباششة(( ) )0 

 البرهان:
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( )0وأن     نىفشض ان  (  )      ومىه       ( )     

( ( ))
 

    

(( ) )0ونىفشض ان  (( ) )ونذَىا     فئن    
 
     (  )   ( ) 

      

 .       ومىه 

( )   عىذئزٍ َىجذ حشاكم :  قاسم مىجب نهعذد   عذد صحُح و 1  نُكه   مبسهىت: ( )  

( )   َحقق :     ( ). 

 البرهان:

 بانشكم:   نىعشف انعلاقت 

(   )   عىذئزٍ  ( )   نُكه   1        1 انزٌ مه انمىطهق مع عىصش   ))سىشبط      

 بحُث َخمخع بخاصخُه:  ( )   مه انمسخقش ونُكه مثلاً: 

1- 1      
2-    (   )  1)). 

0                حُث         وحسب خىاسصمُت انقسمت َىجذ         

 فشضاً   َقسم    ونذَىا   َقسم    وهزا َعىٍ ان :      فئن   0  عىذما  (1

(   )   فئن :   وهزا مشفىض .  1 

0فئن  0  ومىه وجذ أن  (2 1أٌ :            
(   )   نىخحقق أن   1 . 

(   )   ارا كان  -   َقسم    ومىه   َقسم    كما ان     َقسم   فئن :  1   

(   )   ونما كان                    حُث      αفئوه َىجذ    

                   (     )  

(   )   وهزا َبُه أن  (   )   وهزا غُش ممكه ومىه     َقسم كم مه   لان  1   1 

 . ( )   وهكزا وجذ أن 
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( ) نىضع :   -  حطبُق.  بما ان باقٍ انقسمت وحُذ فئن  ( )            
(   )       ( )      حشاكم لأوه :    كما ان   (   )      

 (       )(       )   ( )  ( ) 

( )   نىبشهه أن :  -    ( ) 
( )  إن   *       ( )          1+ 

 ( )         1        عىذئزٍ     ( )    نُكه  -
( ) فئن     ( )  ومىه:  ( )      ومىه:   1               ( ) 

( ) :  ومىه ( )    عىذئزٍ   ( )       ونُكه -          1 
     ( ) 

( )    : ومىه  ( )   :  مه الاحخىائُه وجذ  ( )       ( ). 

 شمسة انتماثلاث: 

حشكم صمشة بانىسبت نعمهُت حشكُب   انً   صمشة . إن مجمىعت انخماثلاث مه   نخكه   تمهيديت:

 انخطبُقاث 

وظيفة((.اثبت ذلك ))  ( )    وانخٍ سىشمض نها   انعىصش انمحاَذ فُها هى انخطبُق انمطابق عهً 

 خىاص:

 عىذما َكىن معشف.حشحُب حشاكهُه هى حشاكم . (1
 حشحُب حشاكهُه كم مىهما مخباَه هى حشاكم مخباَه . (2
 حشحُب حشاكهُه كم مىهما غامش هى حشاكم غامش . (3
 . م حقابمهى حشاك حشحُب حشاكهُه كم مىهما حقابم (4
 كم حشاكم حقابم َمهك حقابم عكسٍ هى اَضاُ حشاكم. (5

تمهيديت: انمعشفت بانشكم :          فئن انعلاقت :     صمشة عىذئزٍ :    نخكه  

        ( )          
 .  هٍ حماثم نهضمشة 
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 البرهان: 

( )   عىذئزٍ:    بحُث       نُكه                     ( ) 

 حطبُق .   فئن 

(   )  حشاكم لان:        ان    (   )    (       )(       )   

   ( )    ( ) 
( )  مخباَه لان ارا كان :    وإن     ( )                      

 )انمىطهق(           عىذئزٍ     نُكه  -
(       )  وإن  -   (       )      

 . حماثم نهضمشة    غامش . ومىه    أٌ ان 

حماثم داخهٍ نهضمشة ووشمض نمجمىعت انخماثلاث    وسمٍ انخماثم     صمشة ,   نخكه    تعسيف :

 وهٍ مجمىعت غُش خانُت. ( )   انذاخهُت 

حكىن مؤنفت مه   حبذَهُت فئن مجمىعت انخماثلاث انذاخهُت نهضمشة   فٍ حال كىن انضمشة   ملاحظة:
( )   أٌ  +       *انعىصش   *       +  

 وهى انخماثم انمىنذّ بانمحاَذ وَحىٌ عىصش واحذ فقط..

 إن انحياة تكىن بانحقيقت ظهمت حانكت إذا نم تسافقها انحسكت,

 وانحسكت تكىن عمياء لابسكت فيها إن نم تسافقها انمعسفت.

 #جبشان_خهُم_جبشان                              

 انتهت المحاضرة 

هلا همج  – الأخضرولاء  –ناريمان جلو  إعداد: 
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  حمسة الحاكمي   : المادة  دكتور  ◄

   زمرة التماثلات:  عنوان المحاضرة ◄        السادسة عشر        :  المحاضرة  ◄

 أهلاً بكم أصدقائي سىدزس في هري المحاضسة :  :المحتوى العلمي 

 مبسهىاث.-1

 .  أحد الشسوط الخي لاجلها دوماً يىجد حماثل للزمسة  -2

 حمهيديت:

( )   زمرج ان المجمُعح   لتكه   ( )   تشكل زمرج جسئٍح فً السمرج .  +      * 

 البرهان:

∅َاضح أن:          ( )     ( ) 
                  لىثرٌه أَلاً على أن        -

   تماثل للسمرج    لما كان     لٍكه  -
     َمىً ٌُجد مقلُب لٍذا العىصر ٌىتمً لىفس السمرج أي :     ( )      فإن:    -

 َمه خُاصً : ( )   
              

      (       )( )    ( )    

   (    ( ))      
       ( )      

   
  ( )        (   )       ( ) 

 .           َمىً 

 ( )           لىثرٌه ثاوٍاً أن    -

      حٍث   ( )         لٍكه  -

 1البنى الجبرية  
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         (       )( )    (  
  ( )) 

   (    ( ))    ( 
      ) 

  (       )    (     ) (     )        ( ) 

     َمىً  ( )          فإن         َلما كان  
             ( ) 

 ( )   زمرج جسئٍح فً زمرج التماثلاخ  ( )   َمىً فإن : 

 مبسهىت:

 زمرج عىدئذٍ :   لتكه 

 . ( )   واظمٍح فً  ( )   السمرج الجسئٍح  -1
2-    ( )     ( ) 

 البرهان

 ( )       ( )     فإن  ( )      لىثرٌه على ان  -1

𝜑لٍكه  -  ٌحقق:     ( )      عىدئذٍ ٌُجد      ( )      
𝜑        

   

 . تماثل للسمرج  𝜑ان 

     𝜑( )  (      
  )( )   (  ( 

  ( )) 
  َمستقري   ٌَُ تشاكل مىطلقً     مقلُب العىصر   ( )    

  (  ( 
  ( ))   (     ( )    ) 

  ( ) ( )( (   )) 

   ( )( )   ( )    

𝜑َمىً     ( )     ( ) 

 ( )   واظمٍح فً  ( )   ٌَذا ٌثٍه ان السمرج الجسئٍح 
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  ( )      𝜇(  لىعرف العلاقح : 2

( )𝜇      تالشكل :       
                        حطبيق لأن : 𝝁إن 

                           َتالتالً : 
   ( )    ( )        

 𝜇( )  𝜇( ) 

(   )𝜇        حشاكل لأن : 𝝁إن        

( )    إن      (   )( )(   )
   

 (   )( )(       )   (       )    

  (     
  )    (  ( ))       ( ) 
            

 𝜇(   )  𝜇( ) 𝜇( ) 

𝝁 : غامس لأن        ( )      𝜇( )     

اصثح لدٌىا تشاكل زمري غامر َحسة مثرٌىح التماثل الأَلى  
 

   ( )
    ( ) 

(𝜇)   لىثرٌه ان   -   ( )   

 *                 + 
( )𝜇عىدئذٍ  (𝜇)      لٍكه  -       𝜇( )           

   ( )   ( )       

                
    ( ) 

     (𝜇)   ( ) 



[WWW.SYRIAMATH.NET] 

 

 

Maths_WhatsApp : 099192114          Facebook_Page : IOM           F.B Group :2017 طلاب كلية العلوم قسم الرياضيات  
 

4 

                       عىدئذٍ :  ( )   لٍكه  -
-    ( )   ( ) 

 𝜇( )             (𝜇) 
  ( )     (𝜇)   ( )      (𝜇) 

  احد الشرَط التً لأجلٍا دَماً ٌُجد تماثل للسمرج   

0عدد صحيح ولأجل كل    1  ليكن    مبسهىت :      

(   )   ويحقق  .  يوجد تماثل للزمرة    1 

 الاثبات : 

0 ليكن (   )    عدد صحيح يحقق        1  

 ولنعرف العلاقة :

𝜑          

( )𝜑 فإن              بالشكل الاتي :                

                                 تطبيق لأنه   إن 

                       

 𝜑(  )  𝜑(  ) 

 : لان متباين  أن 

 𝜑(  )  𝜑(  ) 

                       

                            ومنه: 

0        حيث  وبالتالي :              و           

   (     )  (     )    ( )       

                 لنفرض جدلا أن 
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(   )    :جهة أخرى لدينا من  بحيث         فإنه يوجد      1 

1            

 نجد :  بـ ( ) نضرب

  (     )  (     )   

 (     )(1        ) 

   (     ) 

 (     )  (     )   

   (     )    (     )  (     ) 

  [ (     )   (     )⏟                
 

]  (     ) 

           

       (     )  

 

 نجد : ( )نعوض في 

        (     )            

        وهذا يبين ان 

 متباين. 𝜑و        وهذا غير ممكن ومنه :         لدينا  أخرىمن جهى 

 غامر:  

 لانه تطبيق متباين , المنطلق والمستقر له نفسهُ وهو مجموعة منتهية. 

 تشاكل لأن :  

 (     )   (  )   (  ) 

(     )                           ان    (     )      

 (       )      
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 𝜑(  )  𝜑(  ) 

 . في الزمرة تماثل    ن ومنه فإ

 

 

 

 إذا كىج حسُيد أن حكىن في القمت , وأن حغيس العالم, ابدأ مه وفسك أولاً ولا حخبع الخقليد الأعمى..

 

 

 انتهت المحاضرة 

هلا همج  – الأخضرولاء  –ناريمان جلو  إعداد: 



[WWW.SYRIAMATH.NET] 

 

 

Maths_WhatsApp : 099192114          Facebook_Page : IOM           F.B Group: Syria Math -2nd Year   
 

1 

 

  حمزة الحاكمي   : الدادة  دكتور  ◄

   الجداء الخارجي:  عنوان المحاضرة ◄       السابعة عشر        :  المحاضرة  ◄

 أىلاً بكم أصذقائي صنذرس في ىذه المحاضزة :  :المحتوى العلمي 

 ًخٌاصيا. الزمزة الجزئيت المتميزة-1

 صٌف نبذأ ببحث جذيذ: الجذاء الخارجي للزمز. -2

 خٌاص الجذاء الخارجي ًأمثلت عنو. -3

تمييذيت:  فإٌ انشسط الاشو ٔانكافً كً ذكٌٕ انصيسج انجصئٍح   شيسج جصئٍح فً   شيسج ٔ  نركٍ   

( )    ( )        ْٕ أٌ ٌرحقق:              َاظًٍح فً     . 

 الاثبات : 

  :عُدئر ( )     ذًاثم داخهً أي   ٔنٍكٍ    َاظًٍح فً   نصٔو انشسط : نُفسض أٌ ◄

         

                   ( )    ( )                    

( ) يُّ :                                                        ٔ    ( ) 

 كم ذًاثم داخهً. ْرا الاحرٕاء لأجم -

نكم عُصس فٍٓا يقهٕب ٔطانًا ْرا   يجًٕعح الاحرٕاء شيسج جصئٍح  فً شيسج كم انرًاثلاخ  -

 : أي    فٕٓ صحٍح لأجم يقهٕب   الاحرٕاء صحٍح نكم 

( )   فإٌ:     ( )             (   ( ))   ( ) 

 )طانًا انًقهٕب ذًاثم((2)  ( )    

( ) يٍ الاحرٕاءٌٍ  َجد:      

( )       ( )      اٌ : ُفسضن كفاٌح انشسط :◄     ٔنُثسٍْ أٌ    

 .   َاظًٍح فً    اٌ  أي             

 1البنى الجبرية  
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                             فإٌ           نٍكٍ 

   ( )    ( )    

                 ٔيُّ                                             

 .   شيسج جصئٍح َاظًٍح فً    ٔتانرانً

 صنذرس الزمز التي صٌرتيا ىي نفضيا في أي تماثل.

 الزمز الجزئيت المتميزة:

تعزيف: إذا كاٌ :  يرًٍصج فً   َقٕل اٌ   شيسج جصئٍح فً   شيسج ٔ   نركٍ  

      ( )     ( )    
أي اٌ يفٕٓو انصيسج انًرًٍصج يا ْٕ الا ذعًٍى نًفٕٓو انصيسج انُاظًٍح ٌٔثٍٍ اَّ ذٕجد علاقح ْايٕ تٍٍ 

 انصيس انجصئٍح نصيسج ٔتٍٍ شيسج انرًاثلاخ نٓرِ  انصيسج.

 . ًْ شيسج جصئٍح يرًٍصج فً         اٌ كم يٍ  -1ٌُرج يٍ انرعسٌف : 

 .  ذكٌٕ َاظًٍح فً   ٍح يرًٍصج فً شيسجكم شيسج جصئ -2

 : خٌاص الزمز الجزئيت المتميزة 

  :تمزين 

 .  شيسج جصئٍح يرًٍصج فً  ( ) شيسج اثثد اٌ    نركٍ 

 الحل:  

( ) ندٌُا :                *                   + 

(( ) )      ( )      ٔنُثسٍْ أٌ:         شيسج جصئٍح فً    ( ) 

( ) ٔنُثسٍْ أٌ  ( )   نٍكٍ      ( )  

( ) تًا اٌ  ( )     ,     نٍكٍ   لاَّ ذًاثم عُدئر     

         (  ) 
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( )   ٔنُثسٍْ عهى اٌ :    ( )   

   ( )   (  )  ( )   (    )   (    )   ( )  (  )  

( ) ٔيُّ   (( ) ) أي اٌ  ( )     ( ) 

 ( )       فإٌ  ( )     نًا كاٌ 

ذطثٍق َأخر انصٕزج   فٕٓ صحٍح لاجم انًقهٕب ٔطانًا   ٔطانًا ْرا الاحرٕاء صحٍح لأجم كم 

(( ) )   انًثاشسج نّ . ٔتانرانً فإٌ :     ( ) 

/(( ) )   . ٔيُّ    ( ( )) 

  ( ( ))   ( )   يرغٍسج فً  ( ) أي انصيسج انجصئٍح   

تمييذيت:  ذكٌٕ َاظًٍح فً   ( كم شيسج جصئٍح يرًٍصج فً 1 عُدئر: شيسج  نركٍ  

   فإٌ   يرًٍصج فً   ٔ    يرًٍصج فً  : اذا كاَد      تحٍث    شيس جصئٍح فً      (2

 .  يرًٍصج فً 

 البرهان:

( )  ( )     عُدئر  لأجم :   شيسج جصئٍح يرًٍصج فً   نركٍ  (1    

( )   ( )      فإٌ  ( )      ٔتانرانً أٌا كاٌ  حسة   فًٓ َاظًٍح فً     

 انًثسُْح انساتقح.

:  يرًٍصج فً   نُفسض اٌ  (2  عُدئر 

                   )        ( )     ( )    

:  يرًٍصج فً   ٔاٌ   عُدئر 

                         2)        ( )     ( )    

( )     ( )      ٔنُثسٍْ أٌ          

:  ( )     نٍكٍ  -  ذطثٍق ٔذشاكم ٔيرثاٌٍ ٔغايس.       عُدئر 
        ٔنُفسض أٌ :    -

 نكٍ نٍس ذًاثم. يرثاٌٍ ٔيرشاكمٔ. ذطثٍق   عهى   ْٕ يقصٕز 

( )  ٔحسة انفسض:       ( )  أي أٌ :   
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 ( )         : )صغسَا انًسرقس فأصثح غايس(ٔتانرانً  ْٕ ذًاثم نهصيسج         

( )  َجد اٌ :      يرًٍصج فً   ٔنًا كاَد     

  ( )    ( )    

 .  يرًٍصج فً   ٔتانرانً 

نبذأ ببحث جذيذ ًىٌ الجذاء الخارجي للزمزصٌف                                

تمييذيت : زمرتين لنأخذ المجموعة :       لتكن  

      *(     )                        + 

 بالشكل الاتي :(  )   لنعرف على المجموعة عمليةغير خالية ,و

   (     ) (     )         

(     ) (     ) فإن :               (   ⏟
معرف على  

       ⏟
معرف على  

   )  

 (   )ٔيقهٕب  (     )ذشكم شيسج ٔانعُصس انًحاٌد فٍٓا ْٕ  (  (     )) انثُائٍح إٌ

:ْٕ 

(   )   (       ) 
      شيسج انجداء انًثاشس نهصيسذٍٍ       َسًً انصيسج 

 ))انثسْاٌ ٔظٍفح((    جداء داخهً )عًهٍح(  جداء دٌكازذً ٔ   حٍث 

 أمثلت:

 .   (  )  ( ) أجد   (  )  ( ) نُأخر انصيسذٍٍ   (1

 ( )  *       + 

 (  )  *       + 

 ( )   (  )  *(   ) (   ) (   ) (   ) (   ) (   ) (   ) (   )  

(   ) (   ) (   ) (   ) (   ) (   ) (   ) (   )+    

 وان:     (   )نجد ان العنصر المحايد هو 

(   )   (       )  (   ) 

(   )   (       )  (   ) 

 )شيسج ضستٍح ٔشيسج جًعٍح(    ( ) أجد  (2
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 ( )  *       + 

   *    2+ 

 ( )    {
(   ) (   ) (  2) (   ) (   ) (  2) (   ) (   )

 (  2) (   ) (   ) (  2)
} 

 (   )َجد اٌ انعُصس انًحاٌد ْٕ 

(       )   (   )ٔأٌ              (      )  (  2) 

(  2)   (    2  )  (     2)  (  2) 

   .انصيسج الأٔنى ضستٍح نٓا يقهٕب , أيا انثاٍَح جًعٍح َأخر َظٍس 
 )شيسذٍٍ جًعٍرٍٍ(        أجد  (3

      *   + ٔ   *    2+ 

      *(   ) (   ) (  2) (   ) (   ) (  2)+ 

 ٔإٌ : (   )َجد اٌ انعُصس انًحاٌد ْٕ 

(   )   (       )  (     )  (  2) 

(  2)   (    2  )  (    2)  (   ) 

 للزمز:دراصت خٌاص الجذاء المباشز 

مبزىنت: زمرتين عندئذ :      لتكن   

1)                                      

2)  (     )   (  )   (  )           

 الاثبات :

 بالشكل التالي :                   لنعرف العلاقة :   (1

 (   )               (   )  (   )  

 : لآنهمتباين هي تطبيق   إن العلاقة 

   (   ) (     )         

(   )  لو فرضنا                                                  (     ) 

                    

  (   )  (     )         ((   ))   ((     )) 
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 تطبيق متباين .    ومنه 

  :لأن تشاكل    و

 ,(   ) (     )-   ((         )) 

 ⏞
 حسب تعريف الجداء

(          )  (   ) (     )   ((   ))  ((     )) 

 وهو أيضا غامر لان :

                                     

           (    )      بالتالي:

  (   )  (   ) 

 تماثل .    ومما سبق نجد أن 

  (     )   (   )ليكن            (2

 (  )     (  )   لنثبت ان :  

      لنبرهن ان      ليكن 

      لنبرهن ان      ليكن 

 إٌ :                          نٍكٍ   

(   )        (   )(   )  (   )(   ) 

 ٌُرًً نهًسكص فٕٓ يرثادل يع انعُاصس(   ) 

 (       )  (     ) 
                     (  )    (  ) 

 (   )   (  )  (  ) 
  (     )   (  )  (  )  ( ) 

 لنثبت الاحتٌاء المعاكش:

(   )نٍكٍ           عُدئر  :  (  )  (  )  

 (   )         (   )(   )  (     ) 

 (     )  (   ) (   )  (   )   (     ) 
  (  )  (  )   (     )   (2) 

(  )  (  )  يٍ الاحرٕاءٌٍ :     (     ) 

 

 انتهت المحاضرة 

هلا همج  – الأخضرولاء  –ناريمان جلو  إعداد: 
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  حمزة الحاكمي   : المادة  دكتور  ◄

   الجداء المباشر:  عنوان المحاضرة ◄                  الثامنت عشر:  المحاضرة  ◄

 أهلاً بكم أصدقائي سندرس في هذه انمحاضزة :  :المحتوى العلمي 

 سىف نتابع في خىاص انجداء انمباشز.-1

 انمجمىع انمباشز نهزمز. -2

 ننكمم في خىاص انجداء انمباشز:

تمهيديت: عُذئز   صيشذيٍ   و     نركٍ 

      زمرة جزئٌة فً الزمرة                  كل من  (1

           و                         (2

 البرهان:

+           (    )*         لدٌنا     (1        

 غٌر خالٌة لأن :و         من هً مجموعة جزئٌة و"

(     )            

           حٌث                     (    ) (    )لٌكن 

(    )(    )ن :   فإ
   (    ) ( 

     
  ) 

 (    ⏟  
    

   )          

بنفس الطرٌقة نبرهن المجموعة و      زمرة جزئٌة فً          المجموعة وهذا ٌبٌن أن

 .الثانٌة

 الاتً:بالشكل                         لنعرف العلاقة :  (2

 1البنى الجبرية  
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               ( )  (    )  

 : لان متباٌنوتطبٌق   ن إ

                   (    )  (    ) 

  ( )   ( ) 

 :تشاكل لأن  إن و

 (    )  (       )  (    ) (    )   ( )  ( ) 

 غامر لأنه إذا كان   كما أن 

( ) ومنه:             فإن         (    )   (    ) 

 تماثل .  ومنه 

نتيجة: كم صيشج يًكٍ انُظش انيٓا عهٗ آَا جذاء خاسجي نضيشذيٍ أ اكثش. 

 عُصش يٍ انجذاء انًثاشش نهضيش ٔرنك  نُٕسد يٍ خلال انًثشُْح انرانيح طشيقح نحساب يشذثح

 عهٗ يشاذة انًشكثاخ .تالاعرًاد 

 مبزهنت:

 عندئذ:           (     ) لنفرض ان و تٌنزمر      كن تل

 (     )     ( (  )  (  )) 

لمراتب  الأصغرٌساوي المضاعف المشترك لزمرتٌن أي أن : مرتبة كل عنصر من الجداء المباشر 

 المركبات.

  : برهانال

 :لنفرض أن 

 (  )        (  )      ((     ))            (   )    

((     )) لنبدأ من مرتبة الثنائٌة : لما كان   فإن :     

(     )
  (     ) 
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 (  
    

 )  (     )    
            

     

  ٌقسم   و   ٌقسم   وبالتالً فإن 

    منه  و     كل من مضاعف ل  ومنه 

    ٌقبل القسمة على كل من   فإن :   (   )       من جهة أخرى:  لما كان و

 :         ٌوجد  ومنه

      

      

(     )            بالتالً :و
  (  

    
 )  (  

      
   
)  ((  

 )  (  
 ) )  

(     ) 

 

((     )) بما ان    )و    
    

 )  وحسب مبرهنة سابقة نجد ان: (     ) 

    ومنه                          ٌقسم   

نتيجة: زمرة .  ٌمكن تعمٌم النص السابق ل  

(          )أسشج يُرٓيح يٍ انضيش ٔنُفشض أٌ :           نركٍ             

((         )) عُذئز  :      ( (  )  (  )   (  )) 

انلاصو ٔانكافي نكي يكٌٕ انجذاء انًثاشش نضيش الآٌ نُٕسد إحذٖ انحالاخ انخاصح انري ذعطيُا انششط 

 دٔاسج يُرٓيح ْٕ صيشج دٔاسج.

(1  )صيشج دٔاسج يُرٓيح ٔنُفشض اٌ     نركٍ             (  1) مبزهنت:   

 دٔاسج.    إٌ انششط انلاصو ٔانكافي كي ذكٌٕ 

(   )   ْٕ أٌ يكٌٕ   1 

 : برهانال
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                                 لنفرض أن 

(1    )عندئذٍ :           ( )      ( )    

 لزوم الشرط :◄

(   )   ولنبرهن أن        دوارة  لنفرض أن      1 

(   )   نفرض جدلا أن ل ( )    ٌقسم   ن كاما ل    1     :فإن              

 
 
        ( 

 
 )    

( 
 
    )       

   ( 
 
     )    

 (  
 
       1)      ( 

 
 )     

 
     

( ) ,    يقسى   ٔنًا كاٌ   فإٌ:   

 
 
      ( 

 
 )    

(     
 
 )         (    

 
 )    

 (     
 
   1)      ( 

 
 )     

 
     

 )ٔيُّ :  
 

     )  (    
 

 ) ٔتانراني :   ( 
 

     )    (    
 

 )    

(   )   ْٔزا غيش يًكٍ ٔتانراني :   1 

(   )   نُفشض اٌ كفايت انشزط :   (   ) ٔنُأخز انضيشج انجضئيح  1        

((   )) إٌ :      ( ( )  ( ))     (   )      

 أنياٌ فيًا تيًُٓا.    لأٌ 

 يُرٓيريٍ إحذاًْا يحرٕاِ في الاخش ٔنًٓا َفس انكًيح يٍ انعُاصش . يجًٕعريٍ

      (   )   
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 دٔاسج.    ٔيُّ 

مثال: ْم انجذاء نًٓا صيشج دٔاسج؟      نُأخز انضيشذيٍ :   

 الحل:

 َعى دٔاسج لأٌ كم يٍ انضيشذيٍ دٔاسج ٔيشاذثٓى اعذاد أٔنيح فيًا تيًُٓا.          

مثال: ْم انجذاء نًٓا صيشج دٔاسج؟      نُأخز انضيشذيٍ  

 الحل:

 صيشج انجذاء نيسد دٔاسج. -لا, لأٌ انًشاذة نيسد أعذاد أٔنيح فيًا تيًُٓا           

نتيجة:                 عُذئز  :            نيكٍ  

(     )   عُذيا ٔفقط عُذيا :   1      

 مثال: 

            {
        

                
 

                        

 ))انمجمىع انمباشز نهزمز((:

 تعزيف: 

    يجًٕع يثاشش نهضيشذيٍ    َقٕل اٌ,   صيش جضئيح َاظًيح في     صيشج ٔ   نركٍ 

 ارا كاٌ :

1)       . 
      َٔشيض نّ            (2

 تمهيديت:

 .  جضئيح َاظًيح في  صيش    صيشج ٔ   نركٍ 
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:        ارا كاٌ   عُذئز 

                   

 البرهان:

    ⏟       )            نُأخز انعُصش : 
  

)           

             (       ⏟    
  

)        

                     
               
         

 

 

 انتهت المحاضرة 

هلا همج  – الأخضرولاء  –ناريمان جلو  إعداد: 


